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SUR UN CAS PARTICULIER

DE

DEVELOPPEMENT D’UNE FONCTION

EN

SERIE DE FONCTIONS DONNEES A L’AVANCE (1);

Par M. H. VERGNE.

I. Lemme. — Je considére une suite de fonctions

@o(x), o(@), ..., gix), ...,
périodigques, de période 1, ainsi que de leurs dérivées premiéres et
secondes; les dérivées secondes o) () sont supposées développables
en séries de Fourier uniformément convergentes.

Je suppose de plus que les fonctions ¢,(«) forment un systeme
Sermé : j'entends par la qu'il n’existe aucune fonction intégrable
et de carré intégrable (autre que zéro), orthogonale 4 tous les ¢, dans
Vintervalle o — 1. Je dis qu'alors toute fonction de carre intégrable,
orthogonale a toutes les dérivées secondes v}, est une constante.

Avec les fonctions g, () je forme, suivant un procédé hien connu,
des combinaisons lin¢aires §;(z) en posant

%“—‘7— Yoo,
Yy ==y, 0 -+ 7~1,0’~Pua
Wy ==y 5~ ha,q Py =+ g oY,

(1) Yoir Comptes rendus de U dcadémie des Sciences, Note du 8 mai tgtr (t. 152, p. 1231).
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les fonctions ,(x) ainsi formées sont, comme les ¢;(2), périodiques
et de période 1, et admettent, comme clles, des dérivées premicres et
secondes; et 'on pourra déterminer les constantes & ¢t v, de fagon
que la suite des §; forme un systéme or¢hogonal et normal () (aucune
des constantes v n’étant nulle). Puisque la suite des o, est fermée,
la suite des §; 'est aussi évidemment; et il suffira de montrer que
toute fonction de carré intégrable orthogonale a tous les {; est une
constante.

Je développe J,(«) en série de Fourier sous la forme

a! . ”"
(A) Ui(=) :—2‘— +alcosame+blsinanz-t...+afcoseknx-4-bisinz kna+...;

puisque les fonctions ; forment un systéme orthogonal et normal,
on aura

9.0
al S ek . L
s —— > afal+ bfbl=o (E4£)),
k

) -
’ l +Z (“’?)2 -} (()‘/“')"t': 2.
k

2

Les dérivées secondes U7, qui sont par hypothese développables en
séries de Fourier, s'obtiendront en différentiant deux fois, terme a
terme, les formules (A)

1 .
(B) —mq/}(x):: a}l cosama + bl sinana ...

“afltcosakma 4+ biktsinekna 4. ...

La suite des {; est supposce fermée : alors les équations en nombre
infini

al xz, : .
(AY 0= -—’2—-— +alxi+Oly o alb e by

n’admettront pas d’autre solution que =y, =o0; en effet, d’aprés

(1) Cest-a-dire de fagon qu’on ait

1 1
S wtnade=o Gzi, [ lutlde=.
0 vy
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les formules (1), ces équations rentrent dans le type étudié par
M. Riesz (Comptes rendus, 18 mars 19o7), ct elles admettent au moins
une solution telle que la série X(a; + y;) soit convergente; si cette
solution n’était pas 'unique solution 2, =y, = o, ces quantités xy, yx
définiraient, d’apres un théoreme connu de M. Riesz (loc. cit.), les
coefficients de Fourier d’une fonction de carré intégrable, qui serait
orthogonale & tous les ¢;; la suite des ¢, ne serait donc pas fermée,
contrairement a 'hypothése. Les équations (A)” entrainent donce des
valeurs nulles pour tous les ay, y;.

Si maintenant il existait une fonction g (x) non constante, ortho-
gonale & tous les ¢7, en multipliant les ¢quations (B) par g («)dz, et
intégrant de o & 1, on conclurait que les équations

(BY o= atay A by A al kg - O Ry -

admeltent une solution n"annulant pas tous les a; et les ;5 ce qui est
manifestement en contradiction avee ce qui vient d’¢tre dit pour les
équations (A)'.

Donc toute fonction orthogonale a tous les ¢} (¢’est-d-dire 4 tous
les @) est une constante.

Remarque. — Jai raisonné sur les dérivées sccondes g9;; mais
j'aurais aussi bien pu raisonner sur les dérivées premiéres g;, ou
sur les dérivées d’un ordre quelconque (pourvn qu’elles existent et
soient développables en  séries de Fourier uniformément conver-
gentes ).

II. Tuowrkye. - Je reprends la suite de fonctions

o), @i(x)y ... ou(x), ..,

toujours supposées peériodiques et de période 1, ainsi que leurs
dérivées premivres et sccondes et formant un systeme fermé. Et je
suppose en oulre maintenant que la suite des dérivées premicres @; ()
forme un systétme orthogonal et normal.
Dans ces conditions, un théoréme bien connu de M. Schmidt
Ann. Ec. Norm., (3), XXIX. — Ma1 1gra. 26
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(Mathematische Annalen, t. LXIII) nous apprend que la série
.1
() Sitete) = a0l [ eh(6) /@)

est absolument et uniformément convergente quel que soit x; f(&)
désigne une fonction arbitraire, intégrable et de carré intégrable,
définie entre o et 1.

Intégrant cette série (1) terme & (erme entre o et 1, j'obtiens la nou-
velle série (A termes constants) absolument convergente

(2) Sle—aol [ a@ s @

dans laquelle je désigne par ¢y la valeur moyenne de ¢, (2) dans I'in-
tervalle (0o —1). Retranchant la série (2) de la série (1), je vois que la
série

S("*')'~>~> I‘P/ () — J/I/ % ( (&) de

converge absolument et uniformément.
Si je prends pour /(2) [fonction primitive de /’(2)] une fonction
périodique, c’est-a-dire telle que

S(1) == f(o),

je constate immédiatement, par des intégrations par parties, que la
fonction

J(@)—S()

est orthogonale & toutes les dérivées secondes ¢4, Il en résulte, d’apres
le lemme, que cette fonction est une wnstdnle, c’est-a-dire que la
séric S(z) représente f(x) a unc constante additive pres.

Nous énoncons donc c¢e théoréme, modifiant légérement celui
donné par M. Schmidt (loc. cit.) :

Etant donnée une suite fermée de fonctions périodiques de périodes 1,

9o(2)s ?l((l')v ceny o wy(@), ..
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possédant en lout point des déripces premicres et secondes ('), st le systéme
des dérivées premicres g, (x) est orthogonal, toute fonction périodique
J(z) de méme periode 1, admettant une dérivée premicre (de carre inte-
grable), est développable suivant les fonctions

I"?‘/(‘”) _a/]’

en une série absolument et uniformément convergente.

III. Aprricarion. — Faisons I'application du théoreme précédent au
probléme suivant de Physique mathématique, qui se pose dans la
théorie des ondes liquides par émersion (*). Il s’agit de déterminer
une fonction 9(x, y,t), dépendant du point (z, y) et du temps ¢,
définie & Uintéricur d’un contour C, et satisfaisant aux conditions sui-
vantes :

. Lo . _ 0% Qo
Equation indéfinie.. ...... Ap = proins Ty = 0,
Condition & Ia frontiore do ; J?o
(1) sondition a la frontiere.. ... mmc(.)—d—ﬁ,
Etat initial (pour £==0).... g==o, %(g == f(s) (surle contour C);
A

s désigne Pabscisse curviligne d’un point quelconque du contour
frontiére C, ete(s) et /(s) sont deux fonctions données sur ce contour;
d ., . C e .

- désigne la dérivée normale intérieure.

Ce probleme, on le sait, est complétement déterminé et n’admet
qu’une solution, lorsque la fonction ¢(s) n’est jamais négative, ce que
nous SUpposerons.

Cherchons & satisfaire aux deux premiéres équations (1) par des

(1) Les dérivées secondes sont supposées développables en séries de Fourier unifor-
mément convergentes.

(2) H. Verene, Contribution a la théorie des ondes liquides ( Thése Gauthier-Villars,
1909, p. 53 et suivantes). Quand on éludie les oscillations d’un liquide dans un vase, le
contour C & considérer présenle des poinls anguleux, et la fonction non négalive c(s)
dont il va dtre question est discontinue précisément en ces points. Nous laissons ici com-
plétement de ¢oté la grave difficulté qui résulte de ces singularités. Notre contour C et la
fonction ¢(s) seront supposés suffisamment réguliers.



204 II. VERGNE.

solutions simples de la forme
(2) sin(Vke) U, y);

si nous substituons cette valeur (2) de o dans les deux premieres
équations (1), il vient pour déterminer la fonction U(z,y) les con-
ditions suivantes : '

¥ . *0 )2 U
Equation indéfinic.......... AU = (—}—~— 4 L - == 0,
dx* dy
(3)
o ies dU
(Condition au contour....... - == ke(s)U.

Si le parameétre £ est quelconque, il est clair que ces conditions
entrainent U =o identiquement. Mais on peut établir Pexistence
elfective d’une infiniee de valeurs de £,

/"0: o, /('1, /‘n"z., P /’u',‘, ey
qui sont toutes positives (sauf la premicre), et auxquelles corres-

pondent respectivement des solutions non nulles (déterminées & un
facteur constant pres),

U(,:', Ul, [.]2, “ vy lJ/, ey

pour le systeme (3). De plus, si 'on appelle U;(s) la valeur que prend
U,(z,y) au contour C, la suite de fonctions périodiques

Uy(s)y=1, U (), U, (s), ey U;(s), RPN

forme un systéme ferme ('). Lit, si le contour C et la fonction ¢(s) sont
suffisamment réguliers, il est clair que ces fonctions U,(s) posséderont
des dérivées premiéres et secondes (*).

(1) Ces poinls se trouvent élablis dans ma Thése (p. 55 a 71).

(*) En particualier, et pour ne citer qu’un exemple beaucoup Lrop restrictif, cela aura
cerlainement lieu si le contour C ot la fonclion ¢(s) sont régulierement analyliques.
Montrons, ¢n effet, qu'étant donnée unc fonction harmonique U définie & droite, par
exemple, d'un arc régulier de courbe analylique aff, et satisfaisant, le long de cet arc,
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Cela posé, revenons au probleme (r). Si la fonction donnée /(s) est
précisément U;(s), il est évident que la solution du probléme (1)

a la condition

l[U NTT o ¢
-;7-,; == —/mC(S)[)"“b('s)’

¢ et g étant des fonclions analyliques du paramdtre (I'arc s par exemple) qui fixe la
position du point sur I'are af; cetle fonction U est prolongeable analytiquement 3 gauche

de larc af (fig. 1).
Au moyen d’un petit are o'y’ s¢ raccordant aux deux points o’ et f’ avec I'are of,

Fig. 1.

formons un contour a’'v (3"« prégentant avec 'avc «f une partie commune «'8', et & I'in-
téricur duquel la fonetion U est bien définie : nous pouvons dire que le long de ce contour
nous avons

aU

— == e (§)U—g'(s

an * ( ) 5 ( )7
¢ et g’ 6lant certaines fonetions de I'arc s, qui so confondent avee ¢ ot g sur '8’ Si nous
cherchons & représenter U par le potenticl ’une simple couche de densité p, élalée sur le
contour «'yB'a’, nous trouvons, pour déterminer la densilé p, I'6quation de Fredholm

COs ’ ,
o(s) — ;':/ [_"_r%'_‘li -+ k¢! (5) log Ii] p(o)ds = = ¢'(s),

dans laquelle r ot ¥ ont les significations marquées sur la figure, et ot l'intégrale est
étendue A tous les 6léments do du conlour o'y f'«’. Or, en tant que fonctions de s, le second
cos b

p
lorsque le point s est entre o' ¢t B, et cela quelle que soit la position du point ¢ : onen
conelut que la solution p de I'équation de Fredholm est analytique dans le méme intervalle.
Done U, étant le potenticl d’une simple couche dont la densité le long de «'f" est une
fonction analylique de l'are, ost prolongeable analytiquement & gauche de o'f’, d’apres
une propriété connue des potenticls.

Cette remarque rappelle, et généralise en quelque sorte, le théoréme di & M. Schwarz
sur la possibilité du prolongement analytique d’une fonction harmonique qui prend le long
d’un arc analytique uno succession de valeurs fonction analytique de l'are (E. Picarp,
Traité d’ Analyse, t. 11, 2¢ édition, Chap. X, p.298).

I 1 [ . 1 . .
membre p g'(s), et le noyau o [ ~+ ke'(s) log ;] » sont des fonctions analytiques
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sera

o = —=sin(y%;t) Us(2, ) (1);

Vi
de méme, si /(s) est la somme d’un nombre fini de fonctions U,(s),
S(s)=2¢; Us(s),

la solution du probleme (1) sera

C; .o
o= Z L sin(VA: ) U (2, v).
VE,
Passons au cas ol la fonction f(s) n’est pas susceptible de cette forme.
Avee nos fonctions U;(s), nous pouvons, employant un procédé bien
connu, former des combinaisons linéaires V,(s) en posant

Vo= U,,
Vi= U+ 24,0 Vo,
VQZ Ug ~+ ).2,1V1 b 7‘.2,0V0,

les fonctions V;(s) ainsi formées sont périodiques, comme les U;(s),
et admettent comme elles des dérivées premicres et secondes; et nous
pouvons, de proche en proche, déterminer les constantes A de facon
que la suite des dérivées V;(s) forme un systéme orthogonal; ct
méme, V, étant une constante, les A d’indice o ne sont pas déterminés
par cette condition et restent arbitraires; nous les choisirons de fagon
que tous les V; (sauf V,) aient une valeur moyenne nulle. Il est
évident d’ailleurs que les V;(s) forment, comme les U;(s), un syléme
fermé.

(1) On peut dire que cetle formule n’est pas en défaut méme pour lindice o; car
si f(s) = Uy =1, lasolutionest ¢ = ¢, qui rentre bien dans la formule, sil’on convient de

sin /ot

poser T =t pour k¢ = o. Ce terme s6eulaire ¢ = ¢, indépendant de « et y, n’offre
0

pas d’intérét dans le probléme hydrodynamique ol ¢ représente le potentiel des vitesses.
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Alors nous sommes dans les conditions d’application du théor¢me.
Si nous supposons que la fonction donnée f(s), qui est évidemment
périodique, admet une dérivée premiere (de carré intégrable), cette
fonction sera représentable par une série

S(s)=Zec; Vi(s),

absolument et uniformément convergente. _

Nous savons résoudre le probleme (1) pour chaque terme de cette
séric, puisque V;(s) est la somme d’un nombre firni de fonctions Ui(s);
la solution pour la série compléte s’obtiendra en faisant la somme des
solutions correspondant & ses dillérents termes, puisque toutes les
équations du probléeme sont linéaires.

IV. REMARQUE SUR LA REPRESENTATION APPROCHEE D'UNE FONCTION DONNEE. —
On sait, d’aprés un théortme bien connu de Weierstrass, qu’une
fonction £(s) de la variable réelle s, continue et périodigue (1a période
étant par exemple 27), peul étre représentée, avee telle approxima-
tion qu’on veut, par une suite limitée de Fourier, ¢’est-a-dire par un
développement ne contenant qu'un nombre limité des fonctions
suivantes

(1) 1, cOss, sins, ey cosns, sinns,

Je me propose de généraliser ce théoréme : au lieu de la suite (1)
des fonctions (rigonométriques, j'envisage une suite de fonctions
quelconques

(2) Uo iy 04 U1(S), U2(S), ey U[(S), “eey

périodiques de période 2w, ainsi que leurs dérivées premiéres et
secondes (*); et je fais 'hypothése que la suite des fonctions (2) forme
un systéme fermé. Je dis qu'une fonction quelconque f(s), continue et
de méme période 27, peut étre représentée, avec lelle approximation

(1) Les dérivées secondes sont supposées développables en séries do Fourier unifor-
mément convergentes. Ces fonctions (2) pourront, par exemple, &tre les fonctions V du
numéro précédent.



208 H. VERGNE. — SUR UN CAS PARTICULIER DE DEVELOPPEMENT, ETC.

qu’on veut, par un développement ne conlenant qu'un nombre limité des
Jfonctions (2).

Démontrons d’abord la chose en supposant que la fonction f(s)
posstde une dérivée premiére intégrable et de carré intégrable. Avec
les fonctions U;(s), je forme, comme au numéro précédent, des com-
binaisons linéaires V,(s), telles que la suite des dérivées pre-
mitres V;(s) forme un systéme orthogonal. Dans ces conditions, la
fonction f(s) est représentable par une séric

J(8) =26 Vi(s)

absolument et uniformément convergente. Cest dire quon peut repreé-
senter [(s), avec telle appromimation quon veut, par une suite limitée
de fonctions Vi(s), ou encore par une suite limitée de fonctions U,(s),
ce que nous voulions établir. .

Nous avons fait Ihypothése que la fonction donnée f£(s), continue
et périodique, admettait une dérivée premicre de carré intégrable. Or
cette hypothése n'est nullement restrictive, car si elle w'étail pas
réalisée, on pourrait commencer, d'aprés le théoréme de Weicrstrass,
par remplacer f(s) par une suite limitée de Fourier qui en dilfére
aussi peu qu'on veul.



