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SUR

LA REUUCTIBILITE ET L'INTEGRATION
DES

SYSTÈMES COMPLETS:

PAH M. K VESS10T.

Introduction.

Nous exposons dans ce ( r a v a i l les idées nouve l les sur la réductibi-
lité des systèmes complets

/^ ' )f
(À) , ^^/(^^..^^J^^o (Â ' ^ t , ^ . . . ,<y) ,

fMw# (/ ,^,i j

i :v 1

que nous avons indiquées dans deux Notes des Comptes rendus de
1/Aeadémi.e des Sciences de Paris (1). Ces idées s 'appliquent aux sys-
tèmes d 'équa t ions de Plafî, complè tement intégrables : en particulier,
BUK systèmes d 'équations dif lerenl ie l les ordinaires et, directement
ou i n d i r e c t e m e n t y à tous les problèmes de calcul intégral qui se résol-
vent par l ' in tégrat ion d'un système dilrérentiel , dont la solution géné-
rale ne 1 dépend que de coustanles arbitraires. Elles permettent non
seulement d ' introduire d'emblée, d/une manière s imple et précise,
les groupes de t ransformat ions qui expriment le caractère spécial d'un

( î ) 8 novembre 1909; uojuiu 1 9 1 0 .
Ann. Éc. Norm^ (3), XX,IX. — MÀ.Ï 1 9 x 2 . ^
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système complet donné, mais aussi d'étudier et de comparer les divers
aspects de la r éduc t ib i l i t é ; et, par là, elles sont part icul ièrement utiles
pour les applications. C'est, du reste, en cherchant à discuter, au
moyen de la not ion des groupes de rat ional i té , les théories de S. Lie
qui concernent les systèmes complets admettant des transformations
infinitésimales connues, et celles qui ont trait à l 'uti l is^il ion des inva-
riants intégraux, que nous avons été condu i t a notre nouvelle con-
ception de la réductibilité. Nous avons dû cependant l i m i t e r ce Mé-
moire à 1/exposé des théories générales, et renvoyer les applications à
un autre f rava i l -

L A tou t système complet (A), ou au système d'équations de Pfaff,
complè tement inté^rable , qu i lui é q u i v a u t et qui en d é f i n i t les caracté-
ristiques, sont associés deux groupes de t . ranslormal ions en x^ ..., .2,"̂  :
le groupe ( g ) formé de toutes les t r ans fo rma t ions qu i adme t t en t pour
invar ian t chaque solut ion de (A), c'est-à-dire qu i laissent invar iante
chaque caractérist ique; et le groupe (Ci), formé de toutes les transfor-
mations qui laissent invar iant le système (A), c'est-à-dire qui en per-
mutent, soit les solut ions, soit les caractéristiques.

Se donner (A) équivaut à se donner les équat ions de d é f i n i t i o n ( ' ) ,
c'est-à-dire les invariants difleren f i e l s ( 2) de" (G). Intégrer (A) équi-
vaut à trouver les invariants , c'est-à-dire les équations de déf in i t ion
de (^-). Le problème de l'intégration de (A) apparaît donc comme un
cas particulier'de ce problème de la théorie des groupes. Connaissant

( 1 ) On sait que, si la transformation générale d'un groupe continu est

•^==./}(^ -••^/O (^ < 5 "̂  • • - , ^ ) ,

les équations de définition du groupe sont les équations qui définissent les fonctions ̂  des
variables indépendantes .ri, ..., ,r,, : elles peuvent être des équations dîfTérentielles, ou des
relations entre .7/1, . . . , x^ ' , .ri, . . . , .'r,; seuls.

( 2 ) Comme cas particuliers, ces liwarlants dîjf'érentifîls pouvônt ôire des fonctions de
'v-i, •-. , Xfi seuls, c'est-à-dire ôfcro des invariants différentiels de de^ré o. (rest sous cette
forme générale qu'il f au t entendre ce terme-

Un sait que îes invariants difïerentiols se déduisent, par des éliminations, des équations
de définition; et que, réciproquement, les équations de définition se déduisent aussitôt,
et rationnellement, de certains invariants difîerûniiels qu'on appellera invariants fa/ida"
mentaux du groupe, et dont le nombre est limité.
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les équations de déf in i t ion d 'un groupe, trouver celles de l'un de ses
sous-groupes invariants. Et ce problème se simplifie toutes les fois
que l'on connaît les équations de définit ion d'un groupe intermédiaire
entre le groupe donné et le groupe cherché, c'est-à-dire contenu dans
le premier et contenant le second.

Nous plaçant au point de vue de la rationalité, nous sommes donc
conduits à considérer un système complet donné (A) comme réduc-
tible ou spécial, dans un domaine de rationali té donné (R), s'il existe
quelque groupe intermédiaire, c'est-à-dire contenu dans (G) et conte-
nant (g'), dont les équations de définit ion soient rationnelles dans (R).
Et, si le système est réductible, nous considérerons son mode de
réductibilité particulier comme défini par le plus petit de ces groupes
intermédiaires, à équations de déf ini t ion rationnelles. Ce groupe
intermédiaire ra t ionnel m i n i m u m est ce que nous appelons le groupe
spécifique du système complet donné (^ ) . Il est entièrement déter-
miné.

Nous appelons groupe de rationalité l'un quelconque des groupes
qui expriment la loi d'échange des caractéristiques de (A) par les
diverses transformations du. groupe spéci f ique: ces groupes constituent
une classe de groupes à p variables (^=== n —y), semblables entre eux.
Le type seul, du, groupe de rationalité est donc déterminé.

Le groupe spécifique et les groupes de rationalité se présentent
simultanément quand on in t rodui t les systèmes différentiels, à/? fonc-
tions inconnues s^ .,., s^, et à ri variables indépendantes .r'i, ..., x^
dont une solution est constituée par/? solutions du système complet (A),
indépendantes entre elles, et dont la solution la plus générale se
déduit des formules ^ === (^ (^, .... x^ {h == i, 2, ..., p\ qui défi-
nissent une solution particulière quelconque, en y effectuant, sur les
variables s^ ..., ̂ , les transformations d 'un groupe. C'est ce que nous
pouvons appeler les systèmes automorphes auxiliaires : i ls s'offrent
d'eux-mêmes, quand on étudie la nature des groupes intermé-
diaires.

( l ) Dans les Noies citées, nous avons employé le mot groupe caractéristique; il crée
certaines difficultés dans le langage, à cause des caractéristiques du système complet.
C'est pour cette raison que nous avons adopté ici le mot groupe spécifique^ qui rappelle
qu'il s^agit do préciser de quelle manière le système considéré est spécial.
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Parmi ces systèmes automorphes intermédiaires, ceux dont les
équations de déf ini t ion peuvent s'écrire sous forme rat ionnel le , et
dont la solution générale a le degré de général i té rn in imum compa-
tible avec cette cond i t i on , déf in issent à la fois le groupe spécifique et
les divers groupes de ra t ional i té (1). Car, pour chacun d'eux, le groupe
qui est formé de toutes lés t r a n s f o r m a l i o n s e n ^ i , ..., ^ r / /qu i le la i ssent
invar ian t est précisément le groupe spéc i f i que ; et le groupe qu i est
formé de toutes les t r a n s f o r m a t i o n s eu ^, , ..., ̂  qui laissent ce même
système invar iant est, une des formes du groupe de rationalité.

2. Tout système automorphe a u x i l i a i r e est susceptible de deux
formes canoniques , suivant qu 'on y met en évidence ce lui des deux
groupes, en,r^...,^, ou eri^,. . . , ,^, q u ' i l admet. La comparaison
de ces deux formes canoniques c o n d u i t à cons t ru i re a priori les types
de systèmes complets réductibles (2), au moins quand on se borne au cas
où le groupe spéci f ique et le groupe de r a t iona l i t é sont transitifs,
c'est-à-dire quand, on suppose que le système complet considéré n/'a
pas de so lu t ion ra t ioune l le .

Imaginons les diverses classes de groupes t r ans i t i f s en -s^...,^;
les groupes -de chaque classe sont tous ceux qui sont semblables à
l'un d'entre eux. Dans chaque classe, choisissons un représentant, et,
pour ce représentant, choisissons un système d ' i nva r i an t s fondamen-
taux T^([J. == i , 2,..., m). Ce sont des fonc t ions des variables s^.*.,^
et des dérivées de ces variables, considérées comme fonctions des
variables^, ...,^. Le choix du représentant de chaque classe, et le
choix des invariants fondamentaux, de ce représentant sont arbitraires,
sous la réserve que les F^ so ien t r a t ionne l s , toutes les fois que cela

( 1 ) C'est déjà au moyen dû ces systèmes que ̂  trouve défini le groupe do rationalité,
dans les travaux antérieurs. Au sujet do ces travaux et de la théorie qui nous occupe, on
pourra consulter notre article de V Encyclopédie rnaibérnatîqtw (édition françîiiî-ô), t. II,
3e vol. : ÏÏq nations différentielles, n0" 43, 44.

(2) C'est, dans le cas ou le système complet (À) se composo d'uno Boule équation, î o
procédé de classification auquel M. Drach avait été conduit dans sa Thè^o (Taris, 1898,
p. Q3), et qui se trouve justifiô par la discussion que nous avons fuîto de la théorie de
M. Drach dans notre Mémoire dos Annales (Iti l'Ecole 'Normale supérieure^ 1904. {^oir,
plus spécialement, p. 77,) M. Drach a, du roste, indiqué lui-nîcrïio ia possibilité d'étendre
sa théorie aux systèmes complets.
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est possible; et les classes, pour lesquelles ce serait impossible, sont
exclues.

Considérons donc les invariants Fp, de l 'une des classes de groupes,
et remplaçons-y les z-/, par un système fondamenta l de solut ions de (A) :
nous obtiendrons des fonct ions (JL)^(;T,, . . .y. 'z^) ( ( J . = = T , 2, . . . ,m),
que nous pouvons appeler un système de valeurs des F^; de sorte que
les la ont, suivant le système de solut ions de (A) employé, une inf i -
nité de systèmes de valeurs.

Cela posé, les invar ian t s T^ de la classe des groupes de ra t ional i té
ont un système de valeurs composé de fonctions 'rationnelles; et les
invariants d/une aut re classe on t un système de valeurs rationnelles,
lorsque le représentant, de cette classe cont ient un sous-groupe qui
est du type des groupes de rationalité. Chaque type de systèmes com-
plets réductibles est donc caractérisé par un système d 'équat ions
rationnelles de la forme F^ == o^(^,..., ,x^) (jx == i, 2,. . . , w).

Quand on se donne les invariants 1̂  et le système complet (A), on
peut former le syniêrne résoimnl dont dépend le système de valeurs o-»^
le plus général, des invariants de la classe considérée. Ce même sys-
tème résolvant peut servir aussi à déf in i r directement les groupes
intermédiaires d ' un même type. La détermination du groupe spéci-
fique et du groupe de rationalité, dépend donc de là recherche des
solutions ra t ionne l les de ces systèmes résolvants.

3. On sait que M. Drach s'était placé, dans cette théorie de la réduc"
tibilité, à un p o i n t de vue tou t aut re que celui d'où nous sommes
partis dans ce qui précède. Pour M. Drach (1), un système (A) est
spécial si le système différentiel qui en déf in i t un système fonda-
mental que lconque de solut ions est réductible; et M. Drach entend
par là qu'il existe au moins un système différentiel, formé d'équations
rationnelles, dépendant de ^,.,.,0^, de ^,*..,^, et des dérivées
des z / , par rapport aux x^ qu i soit compatible avec les équations
L/c^ ===o (A = i, 2 , . . . , /? ; /c== i y 2,..., y), sans en cire une consé-
quence,

0) Ï^oir Thèse, Paris, 1898, p. 77. Voir aussi la Kolô plus récente de M. Drach (Comptes
rendus Ac. Se, Parif:^ ï 8 juillet 1 9 1 0 ) ; et son Mt^rnoire des /furudes de la FcicuUé des
Sciefîces dû Toulouse^ f^ sériô, t. X, 1908.
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On peut se borner à ceux de ces systèmes qui sont ce que nous
appelons des systèmes auxiliaires, c'est-à-dire dont chaque solution
est composée de solutions de (A). Chacun d'eux reste invariant par le
groupe spécifique, et il résulte immédia tement de là que ceux dont la
solution générale a le degré minimum de généralité sont précisé-
ment les systèmes automorphes auxiliaires qui définissent, comme
nous avons dit, le groupe spécifique et le groupe de rationalité. Il y a
donc équivalence entre les deux déf in i t ions de la réduc t ib i l i t é ; elles
conduisent aux mêmes groupes de rationalité.

Nous montrons, de plus, qu'il n'y aurait aucun intérêt à considérer
des systèmes auxiliaires dépendant de variables indépendantes
autres que celles qu i figurent dans le système complet (A) consi-
déré.

Dans les applications, il arrive généralement que le groupe spéci-
fique se détermine faci lement et fait connaître irnmédiatem.ent le
groupe de rationalité. Il faut remarquer que, inversement, la connais-
sance du groupe de ra t ional i té ne fournira i t que la structure du
groupe spécifique. Connaî t re le groupe spécifique équivaut à con-
naître à la fois le groupe de ra t ional i té et le système de fonct ions o)n
qui est rationnel.

4. On peut, d'une infinité de manières, substi tuer au groupe spéci-
fique d'autres groupes qui définissent, d'une manière aussi complète
que lui, le mode de réductibi l i té particulier du système complet con-
sidéré. El cela est extrêmement important pour les applications.

On se rend compte, en effet, que les raisonnements ne sont pas
sensiblement modifiés si l'on s u b s t i t u e au groupe (G), dans l 'analyse
qui nous a conduits à la notion du groupe spécifique, un sous-groupe
( K ) d e ( G ) , dont les équations de définit ion soient ra t ionnel les , et
qui ait en commun avec {g) un sous-groupe (g,) n 'admet tant pas"
d'autres invariants d'ordre zéro que { g ) lu i -même. Le plus petit sous-
groupe de (K), contenant (^), et dont les équations de définition
soient rationnelles, peut alors jouer le rôle de groupe spécifique. Dès
que ses équations de définition sont connues, on en peut déduire, par
des calculs rationnels, celles du groupe spécifique lui-même; et la loi
d'échange des caractéristiques par les transformations de ce groupe
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spécifique modifié est, comme pour le groupe spécifique proprement
dit, définie par le groupe de rationalité.

On obtient, en particulier, des résultats intéressants en. prenant,
pour le groupe (^)? le groupe à q paramètres défini par les transfor-
mations infini tésimales de la forme

p
M/./----r^4-]^W^i, •••,•»•„)- j- (A-=i ,a, ...,y),

i/J^p.^fc -—— OJLfi,
il ~sz l

qui donnent , quand on les égale à zéro, un système complet équivalent
au système (A) donné» On trouve, en effet, que le mode de réductibi-
lité de (A) peut encore être caractérisé par l'ensemble des invariants
différentiels communs à ces transformations infinitésimales M/c/, qui
se trouvent être r a t i o n n e l s . Les invar ian t s différentiels qui inter-
viennent ici, sont des fonctions de x ^ y ...,^ ̂  ^s dérivées, prises
par rapport a x ^ , .....Xy,, de/rvariables'auxiliaires^^.. . ,^, considérées
comme invar iantes par les transformalions inf in i tés imales M/(./< Il
suffira toujours d'en considérer un nombre f in i . Ces invariants ne
sont autre chose que des solut ions des systèmes complets prolongés
issus de (A), c'est-à-dire des systèmes complets qu/on obtient en éga-
lant à zéro les symboles des t ransformat ions infinitésimales M/^y, pro-
longées jusqu^à un morne ordre quelconque, relativement aux dérivées
considérées.

De là résulte que la détermination du groupe spécifique revient
à la recherche des solutions rationnelles de ces systèmes complets
prolongés. On peut dire encore que le seul mode de réductibilité des
systèmes complets est, au fond, l'existence de solutions rationnelles,
en convenant de remplacer, le cas échéant, les systèmes complets
donnés par les systèmes prolongés qu'on en peut déduire. Il y a, d'ail-
leurs, équivalence entre un système complet (A.) et les systèmes pro-
longés qui en dérivent, tant au point de vue de l ' intégration qu'au
point de vue de la réductibilité.

5. Dans un dernier paragraphe, nous avons étudié la réduction du
groupe spécifique (ce qui. équivaut à celle du groupe de rationalité),
par voie A'1 adjonction. On arrive à des énoncés très nets, si l'on se
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borne à adjoindre des invariants différent iels communs aux M/,/. On
montre, en particulier, que la réduction du groupe spécifique à un de
ses sous-groupes invariants peut s'obtenir par l ' intégration d'un sys-
tème complet rat ionnel dont le groupe spécifique est simple.

Nous avons dû nous limiter au cas des groupes transitifs, va les
difficultés spéciales qui proviennent , dans cette théorie, de l ' inter-
vention des groupes intransi t i fs . On peut éluder une partie de ces dif-
ficultés en employant le procédé classique par lequel on utilise les
solutions particulières, supposées connues, d ^ u n système complet, en
prenant ces solutions comme nouvelles variables. Mais cela entraîne
à remplacer le po in t de vue strict de la ra t ional i té par un point de vue
plus large : celui de l'algébricité. Cette extension, qui n'altère pas
les points essentiels de la théorie de la réduc t ih i l i t é , semble devoir
être avantageuse toutes les fois qu'on voudra , sans avoir à modifier le
groupe de rat ional i té , pouvoir appliquer à un système complet des
changements de variables, déf inis par des équations rationnelles quel-
conques. Nous nous sommes cependant tenus, dans le présent exposé,
au po in t de vue purement ra t ionnel .

De' nouvelles di f f icul tés se présentent quand, on se propose d'ad-
joindre au domaine de rationalité des fonctions quelconques, par
exemple des fonctions de x^ ...,/r,^ défînies elles-mêmes par d^s sys-
tèmes différentiels ra t ionnels ; car le mot même d'adjonction est loin
alors d'avoir, par lui-même, un sons bien clair. Pour des systèmes
dif férent ie ls convenablement définis , on peut cependant parler de
l'adjonction de toutes leurs solut ions, et montrer que, si. elle réduit le
groupe spécifique, elle le r édu i t à un sous-groupe invar iant .

Ce théorème doit jouer un rôle essentiel dans l'étude de l'intégra-
tion des systèmes complets les uns par les autres. Cette étude, sauf
dans le cas où les groupes de r a t i ona l i t é qui i n t e r v i e n n e n t sont f inis ,
paraît, à cause des observations précédentes, présenter encore bien
des difficultés. Dans ce Mémoire, nous avons eu surtout en vue le cas
général où tes groupes de rat ional i té sont des groupes in f in i s , nous
réservant de revenir sur les quest ions qui relèvent, du cas où ces
groupes sont finis, par exemple sur l 'application 'des théories précé-
dentes aux systèmes de Lie, et. à la condi t ion d ' intégrabi l i té au moyen
d'équat ions di f férent ie l les l inéaires ordinaires.
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ï. — Préliminaires. Les deux groupes associés à un système complet.

1. Soient a?,, ...,.T,/ n variables indépendantes ; on pourra les con-
sidérer comme coordonnées d 'un po in t (x) d 'un espace 'E^ à n dimen-
sions. Une fonction de ces variables sera représentée, indifféremment,
par/(.T^ ..., .^), ou pary((.x'')). La forme générale d'un système com-
plet (A) est alors
( ï ) L/,/:=o (^=1, a, . . . , < / ; <7< /ï) ,

les L^f étant des expressions différentielles de la forme
71

( 2 ) L/j-s^À/.,((^))^ ( / , • - = , , 2 , . . . , y),
iss.1

dont les crochets de Jacobi s ' annulen t , quand on tient compte des
équations (i) du système. Un môme système complet (A) peut s'écrire
d'une minuté de manières sous la forme (ï). Nous nous servirons
souvent de sa/orme résolue

(3) M^/^o (^==1,2, . . .^ ) ,

où les M/c/peuvent, en supposant les notations convenablement choi-
sies, s'écrire

p
(4) M,/s —L. -i-̂ ; ,..,,((.<.•)) -/ (k = ï , 2, .. ., y; n ̂ p 4- y).

V ' ^ ' ,)^/^ -*—» UJ^ It.
Il ss t

On appelle système fondamental de solutions de (A) l'ensemble de ̂
solutions indépendantesy^ •••?J /y d<î G^ système (A) : il est défini par
des formules de la forme
(5) • .rA=^((^)) ( A = Ï , 2 , . . , , ? ) ;
où le déterminant fonctionnel ! ! 1 ! '

(6) ! A"^^—^^ ?
<;(.TI, . ..,.^,)

^a^. ^c. ^Vow<., (3), X.XIX. — MAI 19:1 a. ^8
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n'est pas identiquement nul. La solution générale de (A) est une fonc-
tion arbitraire de p , , . . . , V p , et le système fondamental de solutions le
plus général se dédui t des formules (5) en y effectuant la transforma-
tion ponctuelle la plus générale de l'espace £^, àp dimensions, dont
y\ï •* -?y /3 sont les coordonnées.

On appelle enfin système principal de solutions^ correspondant aux
valeurs initiales

(7) ^^^y]^ ( Â - = I , 2, .. . , r / ) ,

le système fondamental (5), dans lequel les fonct ions ^ se réduisent,
respectivement,. aux variables x/^ quand on at tr ibue aux variables
^p.^ les valeurs constantes (7).

Au point de vue .géométrique, les équat ions (5), où. l'on considère
lesy/, comme dos constantes arbitraires, représentent une famil le de
multiplicités a y dimensions ; et l'espace K^ se trouve décomposé en
ces diverses multiplici tés, qifon appelle les caractéristicfues du sys-
tème (A). Ces caractéristiques sont définies directement par un sys-
tème^ complètement intègrable^ d'^ équations de Pfaff. Soit (B) ce sys-
tème : on peut l'écrire, en particulier, BOUS la forme résolue

(8) ^[,y;]=:o ( A = i , à, . . . , / ;) ,

où les symboles [x^ \x\ représentent les expressions de Pfaff
f/

^—V u./f:fA{.x))cioc^ Ui^\(9) ^h[œ}=€lXî,—^^^{x}}€lXp^^^^^ ( A - = ï , 2 , . , . ,^) .

À-=:l

II y a réciprocité entre les systèmes (A) et (B), de sorte que la
théorie de l ' intégration des systèmes complets, et celle des systèmes
de Pfaff complètement intégrables, ne forment, en ! réalité, qu'une
seule et même théorie.

La représentation des caractéristiques est particulièrement nette si
l'on suppose que les^quations (5) définissent le système principal de
solutions qui correspond aux valeurs initiales (7). Les équations

(ï0) ^((^))=^ 1 1 (Â=:I,2^..,/?1)
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représentent alors celle des caractéristiques qui passe par le point (^°)»

'2. Il nous sera souvent utile de ramener les systèmes (A) et (B) à
leurs formes canoniques. Nous le ferons au moyen d^un changement
de variables, ou transformation, que nous appellerons, pour abréger,
une transformation canonisante. Chaque système fondamental (5) en
fournit une, qui est

( ï Q
y//, =^((^)) ( A - = i , 2 , . . . ,^) ,
yp+/,==^/H^ ( / C - = = î , 2, .. .,y).

Par cette t ransformation, M/^/se change en i — , pour 7c==i ,2 , . . . ,</;
et l'on a, identiquement,

(12) ^"^^S^^l-^] (A = = i , 2 , . . . ,p) .
/-=î

Le système (A) prend donc la forme canonique

(a) ,—/— =: ô (A- =: l , ^, . . ,, q) ;Oy^k

et la fo rme canonique correspondante de (B) est

(p) dy^o (/ i==ï,2, ...,^).

Les solutions de (a) sont les fondions dey^ ...,jp seuls; ses carac-
téristiques sont les mul t ip l ic i tés linéaires

(13) y/,=cônst ( A = = = î , 2, .. .,^).

3. /l tout système (A) .y^ trouvent associés deux groupes ponctuels de
l'espace K^, à savoir : ï° le groupe (g) qui est formé de toutes les trans-
formations ponctuelles qui laissent iwarianfe chaque solution du sys-
tème ( A " ) ; 2° le groupe (G) qui est formé de toutes les transformations
ponctuelles (fui laissent le système (A) invariant.

On se rend compte de la nature de ces deux groupes en passant par
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l ' intermédiaire de la forme canonique (a). I l suffit de remarquer que
la transformation canonisante (n) établ i t une correspondance entre
l'espace E^ et l'espace Cn où y,, ...,y^ j o u e n t le rôle de coordonnées.
Aux groupes (^-) et (G) correspondent a ins i , respectivement : i° le
groupe (y) formé de toutes les t ransformat ions ponctuelles de C,/ qui
laissent invariante chacune des variables y, , ..., y^; 2° le groupe (T\
qui est formé par toutes les t ransformat ions ponctuelles de <l^ qui
laissent le système (a) invar ian t . On déduira donc (^') de (y), et ( G )
de (F), au moyen de la t ransformation canon i san te (ï i).

La na ture de (y) résulte immédia tement de sa déf in i t ion . Ses équa-
tions de d é f i n i t i o n sont

04) y'k^y/,. ( / i ^ i , a, ...,^);

ses équations générales (équat ions de la t ransformation f in ie la plus
générale) sont

(l5) [ yh =yh (//.== 1 , 3 , . . . , /^,
j y ,̂,/,= cp/,(yi, ,.,,j,,) (Â ' "= i ,a , . - . , / y ; 9^^ (bncL î'u"hi(r.),

et sa transformation in f in i t é s ima le générale est
//

( î6) A./=V ^k{y^ . . .,y,,)—^- (9^^ ionct. art)iir.).
/.^i <///;i/l

Par conséquent (< )y les équations de dèjinùlon de ( g ) sont

07) ^((^))=^((^)) (/,- ï , ^ , ...,/;);

ses équations générales sont

(18) S ^((^))=^((^)) (A =1,2, ....^),
/ ^^=^(^1, • . . ,^n) ( Â " - = j , 2 , . . . , < y ; ̂  ^f(.>nct. ârbil.î\);

e^ sa transformation infinitésimale générale est
(/

( r9) V=^ <Ï>/,( .ri, . . . , x'n ) M/,/ (<Ï>/,= fond, arbi tr , ),
/f^i

(1) Cf. K. ZORAWSKÏ, Extrait du JQuIletin de i Académie das Sciences de Crac<me,
1909» 1̂  5i8. Dans cet article, M. Zorawski éludio les i r ivar iau ls inlé^raux du groupe ( g ) ,
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On voit, de plus, que (y) pourrait être défini comme le groupe
ponctuel de 6,, le p lus général qui laisse invariante chaque caracté-
ristique de (a), c'est-à-dire chaque solution de (P).

Donc (g) est aussi le groupe ponctuel de E,, le plus général qui laisse
invariante chaque caractéristique de (A), c'est-à-dire chaque solution du
sy'sterne de Pfa/Çïi).

Enfin la formule (19) montre que toute forme du système com-
plet (A) s 'obtient en égalant à zéro les symboles de q transformations
infinitésimales quelconques, de ( g ) , pourvu que les équations ainsi
obtenues soient indépendantes.

Il y a, en quelque sorte, identité entre le système complet (A) et le
groupe (g) qui lui est associé : les transformations infinitésimales de (g\
étant f image de ce système donné sous sa forme différentielle^ et les
équations de définition de (g) étant l'image de l'intégrale générale du
même système»

4. Passons à l'étude du groupe (G) et, par conséquent, cher-
chons d'abord le groupe (T). Par un. changement de variables quel-
conque

(20) fi^fi{y^. .^y.) (^ '=1,2, . . . , /z) ,

le système (a) devient

,1^- ^-,,.,...,,).
Les conditions d'invariance de (a), c'est-à-dire les équations de défi-

nition de (F),sont donc

(Û2) 5^7 =:0 (^^^ . . . ^ ;Â-== Ï ,2 , ...,r/).

On en conclut, par intégration, les équations générales de (T)

/ ^ v j JA =^/t(yi, -.^r//) (À ,== ï ,a , . . . , / / ; 4//,^foncl.arbitr.),
( y'p^ic "= ?/.•(. y n • - • î y ^ - • • ? y / 0 ( A " - = 1 , 2 , . . . ,</ ; y/;^fonct.arbitr.).

La transformation inf ini tésimale la plus générale de (F) est, 'par
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suite,
P (! ./.

(.4) ^^^-••'^^^S^^1---^---^^
//=-:! " Â'^l

où les symboles f^ et y/c désignent encore des fonctions arbitraires des
arguments correspondants.

Ces résultats donnent lieu aux remarques suivantes :

i° On retrouve les mêmes conditions (22) si l'on exprime que la
transformation (20) laisse invariant le système de Pfaff( [3) ; car, par
cette transformation, le système ( / y ^ == o (À== x , 2, ...,/^) devient

rt(35) Z^^'^0 ( / '= ' ,^•••,^),
/ s== 1 .

et les conditions (sa) expriment bien l'équivalence de ((:!) avec ce sys-
tème (25);

2° Le groupe (F) est le groupe ponctuel de ̂  le plus général qui
échange entre elles les solutions, soit de (a), soit de ((ri);

3° Le groupe (F) est le groupe ponctuel de ô^ le plus général dans
lequel, (y) soit invariant. Car (y) est bien un sous-groupe de (F), les
équations (22) étant une conséquence des équations ( r / i ) . 1'̂  plus (T)
contient toutes les transformations ponctuelles de Cn q u i laissent (y)
invariant: en effet, pour qu'une transformation laisse un groupe inva-
riant, il est nécessaire et suffisant qu'elle change chacun des invariants
figurant dans les équations de défini t ion du groupe en une fonct ion
de ces invariants ( ^ ) ; et cette condition équivaut ici à dire que la
transformation change chacune des variables^, --j.Yp ^^ un^' fonction
de ces mêmes variables.

De ces propriétés de (F) résultent, immédiatement, les propriétés

(1) Les équations de définition sont supposées, dans cet énoncé, mises sous la forme
canonique, bien connue, due à S. Lie. L'énoncé résulte do eot autre théorème de Lie,
qu'une transformation du groupe est caractérisée par sa propriété de ne pas altérer les
invariants en question; et du lait que ces rnêincs invariants constituent un .système
d'invariants fondamentaux en fonction desquels s'exprime tout invariant diiïérontîel dont
l'ordre ne dépasse pas le leur.
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correspondantes pour (G) : 1 ° (G) est formé de toutes les transforma-
tions ponctuelles de E/^ qui laissent invariant le système (B) (système
différentiel des caractéristiques); 2° (G) est formé de toutes les trans-
formations ponctuelles de E^ qui changent toute solution de (A) en une
solution de (A), ou^ ce qui revient au même, qui changent toute carac-
téristique de (A) en une caractéristique de (A); 3° (G) est formé de
toutes les transformations ponctuelles de ïîu qui laissent invariant (g').

5. Pour obtenir les équations de définition de (G), il faut faire, dans
les équations (22), la t ransformation canonisante (r i)sur les variables
dépendantes et sur les variables indépendantes. Faisons-la d'abord
sur les premières : il suffit pour cela de remarquer que le système (22)
peut s'écrire
(26) d/^o (/r;=ï, 2, . . . , ^ ) ,

en dés ignant par la caractérist ique d la d i l le rent ia t ion totale relative
aux seules variables j^+.o -.^y/z- CiA.r il on résulte que, la transforma-
tion ( ï i) fa isant correspondre le système (8) et le système (?), nous
obtiendrons a ins i le système (^/ / . j^j "^o (A == i, 2, .*.,?); et celui-ci,
à cause de la signif icat ion de la caractéristique c/j s'écrit

<{
(27 ) .̂h •~2 ̂ /•((•//)) ̂ ; =-; » (A == ï, î, ..., />; /c = ï, a, ..., y).

/ Ï.S 1

Le changement de variables indépendantes se fait ensuite en remar-
quant que —^— équivaut alors à M.^f.^ ' y p l'A'

Les équations de définition de (G) sont donc
(] ! ' 1 !

(28) M/,.^,— ̂ p./ //,((. ̂ ï)M^^.v^O (//,=: J , 2 , ...,/^ /-==!, 3, ...,^).

; ̂  l

On remarquera que, provenant d'un système en involution, ce sys-
tème est lui-même en i n v o l u t i o n et que, si on le résout par rapport

^y/

aux dérivées •~—/t", il, s'écritàx^k

f \ ^^It ^ // .\ àx'i. ^ /. i.\^tf r / A ===1, 2, ...,p\
(,9) ^.=^^^((.^)^^^((^))M^^^^^^^ [ k - i 9 a ) '

C/..̂ ,̂..̂ . -Artrt U^( -*™" , ^ A — — 1 , <-!,..., y/
/;=! /s i
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6. Appliquant ensuite la transformation canonisante (n) aux équa-
tions (23), on trouve immédiatement que les équations générales de (G)
sont

(3o) ( (;/^((^))=lF/;(^(^l))^•^^((<)) (/^i,2,...,/,; r^tbnct.arb.),
( ^/c^^/^^iî • • •. •••̂  • • ' - , ^"/J (/<•= i, ̂ ,..., q; e^ss fonct. arb.).

Enfin, pour transformer de même la transformation inf in i tés imale (24),
il suffit de remarquer que —/- est identique à î^p^^^ ce qui^y^ ° \ y \ ' ) y ï ^ * - * ? y p )
donne l ' identité de transformation

( 3 1 ) EL ̂ i -̂ î JllL—l.:̂ ^
ày, A ^Oi,^, ..., .r/,)'

où A désigne toujours le dé terminant fonc f ionne l (6). Si donc on dési-
gne par A^/ce que devient ce dé te rminan t quand on y remplace la
lettre ^ par la lettre/, on trouve que la ira/is formation infinitésimcde
générale de (G) est

V (/

(32) îl;^(^((^)), ...^p((^)))A^/+^;^((^))M,/,
^==1 /h=-l

où les f^ et les <!>/( désignent encore des fonctions arbitraires.
On peut observer, de plus, que toute transformation inf ini tésimale

^Yo-*?J//se ramène à la forme-^ par une transformation ponc-
tuelle convenable de l'espace ^; cette transformation revient ici à
changer le système fondamental (5) employé. Si donc l ' o n considère
^, ..., ^ comme le système fondamental de solutions le plus général
de (A), on peut dire que la trans formation infinitésimale générale de (G)
est (1)

(33) Ï^^'.^^^W (^oncLarbUr.).
A- ;= 1

Nous garderons de préférence la forme (3^) et nous terminerons

(i) Comparez : BU.HL, Comptes rendue t. CXLV, p. n34. — SALTYROV, Ïbid., p. ï^o.
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en remarquant que^ si. les caractéristiques sont représentées par les
équations (5), la loi suivant l aque l l e elles sont permutées par une
transformation (3o) de (G) est donnée par les formules paramétriques
correspondantes

(^4) y'h=^h{y\. " ^ r ? ) ( A ^ t , - 2 , ...,^),

et, de même, la lo i suivant laquel le elles sont permutées par les trans-
formations du groupe à un paramètre qui est engendré par la trans-
formation i n f î n i t é s i m a l e (32), est exprimée par le groupe à un
paramètre engendré par la t ransformat ion inf in i tés imale correspon-
dante

(35) ^^^--^p)^-
h-\ v "

II. — Le problème de l'intégration d'un système complet, considéré
comme un problème de la théorie des groupes. Sa rédnctibilité.

7. Les résultais précédents conduisent à considérer l'intégration
d'un système complet donné (A) comme un problème ressortissant de
la théorie des groupes continus, et cela de plusieurs manières.

La conclusion du n° 3 condui t d'abord, immédiatement , à l'énoncé
suivant : Intégrer le système complet (A), c'est trouver les équations de
définition du groupe ( g ) nid lui est cifisocié, connaissant la transforma-
tion infinitésimale générale de ce groupe.

D'autre part, la forme (29) des équations de définition du groupe fG),
qui se trouvent ainsi, constituer un système d'équations aux dérivées
partielles en involut ion, pourra être obtenue, sans ambiguïté, dès
qu'on connaîtra, sous une forme quelconque, les équations de défini-
tion de ce groupe (G). Car il suffira de les mettre sous la forme d'un
système du premier ordre, en involut ion, et de résoudre ce système
par rapport aux dérivées —^9 ce qui;, d'après les équations (29), est(/iïp.^/t'
possible d'une seule manière. Et la forme de ces équations (29)
montre alors que connaître le système complet (A) équivaut a connaître
les équations de définition du groupe (G-), qui est associé à ce système.

Ann. Éc. Norm., (3),, XXÏX. — MAI ly-ia. 29
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De !à ce nouvel énonce, que nous adopterons de préférence : Inté-
grer le système complet (A ), c ' e s / y connaissant les é(jnations de définition
du groupe (G), trower celles de son sous-groupe invariant (^). Cet
énoncé est bien précis parce que, comme nous le verrons plus
loin (n°33), (^•) est le seul sous-û^oupe in va r iant de (G), en exceptant,
b ien e n t e n d u , le groupe ( G ) lu i -même, et le groupe formé de la seule
transformation iden t ique .

On pourrait e n f i n ne faire i n t e rven i r , dans l 'énoncé du problème,
que le groupe ( G ) s e u l e m e n t . Les équa t ions (3o) mon t r en t que, dès
que (A) est intégré, on peut écrire les équa t ions générales de (G). Il
est facile de voir que, réc ip roquement , si l 'on c o n n a î t les équations
générales de (G), on en peut d é d u i r e l ' in tégrale générale de (A). En
effet, on en peut déduire d'abord la t r ans fo rma t ion i n f i n i t é s i m a l e
générale de (G). Or, i l r é su l te f a c i l e m e n t de la fo rmule (3i) que celte
transformation est de la forme

(36)
// //

2xA(^i((^)),. • - , ̂ ((^)))W+^ <i>,^<M(^))M,/;
k^\/ < = ! k^\

les T^/* étante transformations i n f i n i t é s i m a l e s par t icul ières quel-
conques de (G), et les ̂  et les <I^ é tant des f o n d i o n s a r b i t r a i r e s (1).
Le système des fonct ions /^ est donc un système* f o n d a m e n t a l de solu-
tions de(A) .

On peut donc dire : Intégrer le système complet (A), c^est^ connais-
sant les équations de de finù^^^ ff/'oupeÇCf) qui l u i est associé, irower,
soûles équations générales^ soit /alrar/sjormnl/o//in/inùés/malfi générale
de ce groupe (G).

8. Nous considérons donc le p rob lème de l ' intégration du sys-
tème (A) comme ainsi posé : On connaît les équations de définition d'un
certain groupe (G); il s " agit de trower tes équations de définition d^un
certain sous-groupe invariant de ce groupe^ n savoir { g ) .

• Nous sommes, ainsi amenés a considérer le problème comme
susceptible de réduction toutes les fois que nous pourrons, au moins

( i ) C'est) du resie, un .résultai dû à S. Lie fCf. Ma///, .//n/i^ t. XXV, p. ̂ \ ôi muv.).
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théoriquernent, subst i tuer au croupi1 (G), dans l'énoncé précédent, un
de ses sous-groupes, qui contienne aussi ( g ) . Un tel sous-groupe de (G),
que nous appel lerons un groupe intermédiaire, contiendra alors (g)
comme sons-groupe invar ian t .

Supposons que Fon a i t fixé un domaine de rationalité ( s ^ ) dont
fassent partie, par d é f i n i t i o n , les coefficients des équations du système
complet donné (A ). Ce système sera dit réductible dans le domaine (eFl),
s^il existe au moins un groupe intermédiaire (fui ne soit pas (G) lui-
même^ et dont les éc/uafions de définition soient rationnelles dans le
domaine (Jl).

Si l'on remarque que le p lus grand sous-groupe commun à deux
groupes in te rmédia i res est encore un groupe intermédiaire dont les
équations de d é f i n i t i o n s 'ob t iennent en réunissant celles des deux
premiers, nous concluons : Parmi tous les groupes intermédiaires dont
les équations de déjiniU()n. sont rationnelles dans Ç^\.) et relatifs au
système (A), il en existe un et un seul de degré de généralité minimum :
ce groupe intermédiaire rationnel minimum est contenu dans tous les
groupes intermédiaires rationnels ( f ) . Nous l } appellerons le GKOUPE
SPÉCIFIQÎÎE de ÇA."), parce que nous le considérons comme caractérisant
le mode de réducl ibi l i té , ou de spécialité, du système (A) dans le
domaine de ra t iona l i t é («'îl).

Les t ransformai ions du groupe spécifique échangent les caractéris-
tiques de (A) su ivan t une certaine loi. Les caractéristiques étant repré-
sentées par les équations (5), cette loi de permutation aura son
expression dans un certain groupe ponctuel de C^ Ce groupe^ qui
exprime la. loi de permutation des caractéristiques par les transforma-
tions du groupe spécifique^ c'est-à-dire aussi la loi d'échange des systèmes
fondamentaux de solutions^ issus de l^un d^ entre eux par les transforma-
tions du groupe spécifique, portera le nom de G K O U P Ï ^ DE RATIONALITÉ
de (A) dans le domaine (M-).

II fau t remarquer que, tandis que le^û^P6 spécifique est unique,
il y a une i n f i n i t é de groupes de rationalité qui sont tous les groupes

( ' ) Nous ( l i rons souvcni, pour abréger, qu ' un groupe est rationnel lorsque les équa-
tions de (jéluiilion sorU rationnelles, toutes los fois que cette manière de parler ne pourra
pas prêter à confusion.
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semblables à l 'uni d'entre eux. En d'autres termes, le type seul du.
groupe de rationedité est déterminé. Cela lient à ce que, dans la déf in i -
tion précédente, figurent au môme titre, Lous les systèmes fonda-
mentaux ( Ô ) , dédui ts de l'un que lconque d'entre eux par une trans-
formation ponctuelle quelconque de €^{Cf. n° I ) .

Nous dirons qu'un groupe de ra t ional i té est principal, s'il correspond
à un système fondamen ta l (5) qui soit un système principal .

9. Pour tirer parti des pe l ions f o n d a m e n t a l e s que nous venons
d ' in t rodui re , il nous faut d'abord é t u d i e r les groupes intermé-
diaires.

Imaginons donc un groupe i n t e r m é d i a i r e que lconque (À) et trans-
formons-le par la t ransformation c a n o n i s a n t e (n). Nous obt ien-
drons un groupe (Y) ) q u i sera une forme canonique» de (À). D'après
le n0 4, une transformation pa r t i cu l i è re quelconque de ("/]) est de la
forme (23). Soit

,^ . ) y h. ^ fii ( . r i . - - ^.)'/.) ( ̂  ̂  h '>' ^ * • • , // ) »
( y ' p + k = g k ( y ^ .. .,.7/M .. . ,y / / ) ( A - :.::: i , n , . . . , 7),

une telle transformation. Gomme (ï]) c o n t i e n t (y), il cont ient le
produit de cette t ransformation (37) par la t ranslormation géné-
rale (i5), c'est-à-dire toutes les transformations :

(38) | JA ^.Ab'n •-^p) (A=:i, '2, ..*,/^,
( 7/^=1 ^(Jn • • • » f/^ - • * ^y/0 (^ •̂  i, a, ..., y; cp^ss fbnct. arbitr.).

Il est, de plus, visible que toutes les, transformations enj^ ... .y,/
seuls

(^ jA=A(.ri,---y/.) ( A = ï , ^ .-,^),

qui correspondent, en vertu des nota t ions précédentes, aux diverses
transformations (37) de (Y]), forment un groupe (?]) : c'est le groupe
qui exprime la loi. suivant laquelle le groupe in te rmédia i re (A)
permute les caractéristiques (5) de (A) (n° 6),

Kn résumé, la t ransformat ion générale d'un groupe (r\) est de la
forme (38), les équations (89) représentante par hypothèse, la trans-
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formation générale à 'un groupe ("y]) de Cp. Kt, par suite, les équations
générales du groupe intermédiaire (À), qui lui correspond par la trans-
formation canonisante (i i), sont :

\ ^((^))^///(^((^),...,^((^ (A==I,2,...^),
(4°) f

f ^ p ^ " ^ ^/••(^'ii • • ^^'//.) (À— i , a, ..., y; 4)/,==s; fond. arb.).

Un même groupe in termédiai re peut être mis sous la forme (4o)
d'une inf in i té de manières, car, su ivant le système fondamental (5)
employé, on ob t ien t pour ("/]) l 'un ou l'autre des groupes d'un même
type {Cf. n08 1 et 8). Dans le cas par t icu l ie r où l'on i l t i l ise le système
principal qu i correspond aux valeurs in i t i a l es (7), on obtient pour (, y])
un groupe pa r t i cu l i e r que nous désignerons par (ïjo).

Le groupe (r^ ) peut se déd u i r e du groupe (A) de la maniè re suivan te :
d'après la forme des é q u a t i o n s ( / i 0 ) , ( h ) cont ient un sous-groupe (Ao)
qui laisse invar iante chacune des variables y'p^h ( k == ï , 2, ..., y) : les
équations générales de ce sous-groupe sont :

\ <',((^))::::-,A(^((^)}, ...,^((^))) (A^i,., ...,/^
\ .^..^^.y^,^ (/.=!, 2, . . . ,Ç) ,

Si, dans ces é q u a t i o n s , on fait x^ =- x^^, (k = = = 1 , 2 , . . . , y), les (^
se réduisent tous aux variables x / , ou ^ correspondantes, et l'on
obtient les équat ions

J ^ A r::://,(.r,, ...,.:r/,) (/<==:], 2, . . . , /?) ,
[A ) f<^<^ ( À - ^ I , 2 , . . . , < / ) .

11 n'y a plus qu'à faire abstraction des inconnues ^^pour avoir les
équations générales de (^o).

Donc : on déduit de tout groupe intermédiaire (A) le groupe (v]o}
correspondant en donnant aux variables .z"̂  les valeur!! particulières x^^
dans les équations du sous-groupe (À(,) de (A) qui laifîse invariante

• chacune de ces variables Xp.^ ( y S : = = : i , 2 , . . . , y ) .
Si (À) est connu par ses équat ions de d é f i n i t i o n , on en déduit infime

diatement celles de (A^) , en leur adjoignant les équations x^=^oc^
{k == i , 2, . . . , G ] ) . On aura donc, par le théorème précédent, les équa-
tions de déf ini t ion de (y]o)*
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En particulier, si F on connaît les équations de définition du groupe
spécifique^ on en déduite rationnellement^ celles d^ un groupe de rationalité
principal quelconque.

10. Cette première étude des groupes intermédiaires va nous per-
mettre de préciser la nature des éléments essentiels qui caractérisent
le mode de réduct ibi l i té d 'un système complet (A) donné . On sait (1)
que les équat ions de défini t ion de tout groupe ponctuel de l'espace E,,
sont de la forme

l̂

(4.3) Up(^, ...,.r;, -.,,——————^ • • • ) =r,)p(.,^, ...,.:r,/,) (pr-r::i,2, ..., .r),
\ ' /J--1 " •(/"" // /

les Up étant certains i nva r i an t s d i f férent ie ls du groupe; et, de p lus ,
si les équat ions de d é f i n i t i o n du groupe sont données sous une forme
quelconque, la réduct ion à cette forme (43) ne comporte que des
calculs rationnels. On peut , évidemment , , substituer à cette forme,
par simple échiinge des variables dépendantes (in variables indépen-
dantes et inversement, la forme corrélative :

(44) Tp .ri,...,^
^a .̂....4-.a^

^ ^(.^, .....4) ( p = î , ̂  ...,^).'"" àx^...ôœ^7 /~1-^,^

Les Tp sont des invar iants différentiels du groupe, c'est-à-dire qu'ils
gardent leur forme, si, laissant les variables x'^ . . . , ̂  invariantes,
on effectue sur ^, ..., x^ l 'une que lconque des t ransformat ions du
groupe. Le fait que les. équations de d é f i n i t i o n d 'un groupe sont
rationnelles équivaut donc à celui-ci;: u n système fondamental d'inva-
riants différentiels, invariants Up ou invar ian ts Tp, est rationnel.

Si l'on remarque, de plus, que tout invar ian t di f férent ie l d 'un groupe
est un invariant différent ie l de chacun de ses sous-groupes, o n . v o i t
que le groupe spécifique du système (A.) est dé f in i par un système
fondamental d ' invariants différent ie ls ra t ionnels , du type 1 Tp par
exemple, qui sont aussi des invariants différentiels de chacune

( 1 ) S. LIE, Lcipzi^er Berichte, 1891, p. 391. — E. VESSIOT, ^rwale^ Éc. Nonn. .w/^.,
1903, p. 4'Àû.
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des I ra i i s for ina l ions i n f i n i t é s i m a l e s du groupe (^) | transforma-
tion (19)!'

Le mode de réductibiUté de ( A ) est, par suite, caractérisé par P ensemble
des invariants différentiels du groupe (^'), du type Tp, qui se. trouvent
être rationnels. I l résulte, de plus, de la théorie générale des inva-
r i an t s di f férent ie ls , que tons les i nva r i an t s d i f férent ie l s en question
se déduisent, par des calculs ra t ionne ls , d ' un nombre l i m i t é d 'entre
eux.

Mais nous al lons voir qu'on peut, en réalité, se borner à considérer
des invar iants di f férent ie ls d'un type un peu plus simple.

11. Reprenons, à cet effet, un groupe in te rmédia i re (À) quelconque,
et partons du groupe (r)) .qui le caractérise. Les équations de définition
de (ï]) étant, par exemple,

W ^fri,—y. ,.,̂ :̂ ,,..V.:̂ ( ,̂..,̂ ^ (̂ .,.,..., m),
\ ày^^'àyy )

celles du groupe (rj) seront

,̂,,̂  ,,̂ ,̂..̂  (^ ̂ ,.,..)
(46)

-^-0 (/^I, Sî, . . . , /? ; Â ^ î , 2, ..., / / ) ;
<^Yp¥k

puisque, dans les fo rmules (38), les y^ sont les mornes fonctions
que dans les formules (3()), tandis que les j^ sont des fonctions
arbitraires.

Nous sommes ainsi condui t s a considérer le système (46) à
p fonct ions inconnues et ri variables indépendantes . Nous l 'appelle-
rons le système (cr) et nous l'écrirons avec un léger changement de
notations, uti le pour la suite :

^'•••'^•••'^^-•^-^^^^^^^^ //.=,,.,...,,A
/ r \ " J \ ^ P f | L —— ~ ^ fl \(47) • • 1 /c—i,,2,.. . ,y j.

J^-rro \H=I, 2,...,/n
ôyp^h v , 1 1 1 1
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La solution générale de ce système est

(48) ^-=.A(yi, . . . . . r / , ) ( ^ - r : î ^ , . . . , / ? ) ,

où les lettres/^ ont la même signification que dans les équations (3c:)).
Il est visible, soit par la manière dont ce système a été in t rodui t , soit
par ces formules (48)? que les groupes (Y]) et (?]) sont const i tués par
l'ensemble de toutes les t r ans fo rmat ions ponctuelles de Cn et de ^,
respectivement, q u i la issent ce système i n v a r i a n t q u a n d on les effectue
sur les variables indépendantes , dans le premier cas, et sur les variables
dépendantes dans le second cas. Et toutes les s o l u t i o n s de ce système
se déduisent d 'une so lu t ion par t icul ière que l conque par les t ransfor-
mations de l 'un ou de l 'autre de ces groupes. Ce système (cr) est
donc, en particulier, le système automorplie (payant (" / ) ) pou r groupe
associé, et admet tan t la solut ion ^ ̂  y/, (h == » , 2, ... ,/>.). Et il
déf in i t à la fois deux groupes, (rj) et (" / ) ) , s u i v a n t que Fon considère
des transformations p o r t a n t sur les variables i ndépendan te s ou dépen-
dantes.

Si, dans les équations de ce système (cr), nous e f fec tuons la trans-
formation canonisante (i i) sur les variables indépendan tes seulement,
nous obtiendrons un système automorpl.ie ( s " ) ^ ayant encore ( ' / ] ) /pour
groupe associé et admettant, comme so lu t ion part icul ière, le système
fondamental de solutions de (A.)

(4.9) ! ^/^ ^fi{W) (^::::;: î . ^ . . . , / > ) .

La solution générale de ce système sera

(50) ^=/,( ((.y)), ..., pp((^))) ( Â ^ : I , a, . . . ,^) .

Et (A) sera le groupe qui est composé de toutes les t ransformations
ponctuelles de 'E^ qui, effectuées sur les variables indépendantes,
laissent ce système (^) invariant. Ce système (.y) dé f in i t 1 donc à la
fois le groupe intermédiaire (À) et l'un des groupes (?]) qui corres-

( 1 ) Sur la définit ion des Sfstème^ automorp/ten, voir p. y . ï i ; Àctci nuilliematiM^
t. XXVIIÎ, p. 3 i l .
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pondent à ce groupe (A). Et les équat ions de définit ion de ces deux
groupes se déduira ient , par des calculs ra t ionne l s , des équat ions du
système (.y}, supposées connues.

Au groupe in te rmédia i re (À) correspond donc une classe de
systèmes (s), dont on peut dire qu^i ls sont semblables entre eux, en
entendant par là qu ' i l s dér ivent les uns des autres par les diverses
transformat ions ponctuelles de l'espace ^,, supposées effectuées sur
les variables dépendantes s/, ( h == i, 2, . . . ,//). Cela tient à ce que l'on
peut, dans les considérations précédentes, employer comme système
fondamental (5) l 'un que l conque des systèmes fondamentaux de A
(Cf. 11-1,8,9).

Parmi ces systèmes (.v), nous considérerons spécialement le sys-
tème (.Vo) qui admet pour solut ion le système principal de solut ions
de (A), caractérisé par les valeurs in i t ia les (7). Nous l 'appellerons un
système automorphe principcil ccttaché à ( h ) - Son groupe associé est(ï)o)
[ÇAn°9 | .

L'importance de ces systèmes ( s ^ ) t ient à ce qu^on déduit le système ( s ^ )
des équations de de/lniuon de (A) en y remplaçant (es lettres x\y ..., x'p
par les lettres z ^ , * . - , z.^ et les variables dépendantes '^..^^ ? • • . ? ^\ par les
valeurs constantes ^?0 , ? . - . , ̂ .

Err effet , supposons que les équat ions (3<)) soient celles du
groupe (v;o)y et que les formules (F)) représentent le système principal
de solutions de (A), q u i correspond aux, valeurs in i t i a l e s (7). En
effectuant dans les formules (/i°) 1 .̂ modifica tien indiquée, nous
obtiendrons la s o l u t i o n générale du système dédui t de ( h ) par la règle
énoncée. Or, les ^((^)) se réduisent a insi aux ̂ , ou mieux aux ̂
correspondants : donc celle solut ion générale est donnée par les
formules (^o) qui. fournissent la so lu t ion générale du système (<?o)"
II y a donc bien i den t i t é entre le système qu i résulte de l'application
de notre règle et le système,(^o).

Il résulte de là, en particulier, que les systèmes Çs^sont rationnels
dés cjue les eu nations de définition du groupe intermédiaire Çh) corres-
pondant sont rationnelles^ et réciproquement.

Et par conséquent : Parmi'les systèmes automorphes principaux (s^),
dont les équations sont rationnelles^ celui dont la solution générale a le
degré minimum de généralité caractérise le mode de réductibilùé parti-

Ann. Éc, Norm.., (3) , XKÏX. — MAI 1912. 11 - " , 3û
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culier du système complet (A) considéré. Son groupe associé est groupe de
rationalité principal pour(A). Et le groupe formé de toutes les transfor-
ma'lions po'netuelles qui,, effectuées sur les variables indépendantes y laissent
ce système (s^} invariante est le groupe spécifique de (A).

Nous pouvons conclure aussi, de ce qui précède, que : Tout système
autornorphe Çs), dont les équations sont rationnelles, correspond à nn
groupe intermédiaire (h) qui contient le groupe spécifique; et sou.
groupe associé a. pour sous-groupe l'une des formes du groupe de ratio-
nalité.

Et, par suite, le de^ré de généralité de la solution générale d'un
système automorpbe(.y) étant caractérisé par le de^ré de généralité de
son groupe associé :

Tout système autornorphe ( s ) , dont les équations sont rationnelles,
et dont la solution générale a le degré de généralité minimum, a
pour groupe intermédiaire (h) le groupe spécifique^ et pour groupe
associé une des formes du groupe de rationalité.

12. La recherche du groupe spéc i f ique é t an t a ins i ramenée à celle
des systèmes (.v) r a t ionne l s , é tud ions la forme des équa t ions d'un tel
système. Nous les obtenons, d'après sa d é f i n i t i o n même, en f a i s a n t ,
dans les équa t ions (47)/ ' la t r ans fo rma t ion (i ï) , sur les variables indé-
pendantes j,, ... ,j^. Or la formule ("h) montre que , dans ce chaude-
ment de variables, toute dé r iva t ion par rapport a ji s 'exprime au
moyen de dérivations par rapport aux var iab les ^, . . . , < r ^ ; et l'on
aura i t des formules toutes semblables, ' = - A/, f ( h = i, -2, . . . , / ) ) ,
pour la dér iva t ion par rapport à rune q u e l c o n q u e des variables y^
y^ • -, y?' I l en résulte que le système ( s ) sera de la forme

( p / ^4—+P/^^ \^ jG^^--^•-^^^ (^=,^,...,^),
( M^ s/, -:•:: o ( /• = î , ^, . . ., q ; h :-: ï , 2, . .., p ).

Les f o n c t i o n s d i f f é r en t i e l l e s G^ q u i i r r t c r v i e n n e n t a ins i ne sont pas,
en général, d'es invar ian t s différentiels du groupe in te rméd ia i r e (A),
caries fonctions ^^ d'où elles proviennent , sont des invar ian ts du
groupe (ïj), rnais non pas, en général, du groupe (rf). Mais, comme
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les variables y^ - . . ,j;/ f igurent seules dans les ̂ , ce sont encore des
invar iants d i f f é ren t i e l s pour le groupe (ïf), dont les équations géné-
rales sont

y'u—f^y^ -^fp) ( ^ • = 1 , ^ •..,/^
^ r',,,=^{yp^ ...../.) ( A - ^ 1 , 2 , . . . , /7;^=roncLarbUr.).

De sorte que les G^ sont des invariants di f férent ie ls du groupe (7^),
dont les équations générales sont

^((^))=A(^((^)). ••-^((•r))) ( A = ^ ^ ...,/^
[53)

.^^^^^(^4-1, - . . . ^) (^ ^ 2- • - ̂  ̂  !bncl- a r b i l r-)-r^+y,. — y/.-V^-i i?

6^ groupe ( h ' ) est le plus grand sous-groupe de (h), qui échange entre
elles les variables x^, ..., ^/,. Z/^ équations de définition se déduiraient

6? X'
donc de celles de Çh), on leur a d j o i g n a n t les équa t ions -^ == o, pour
A === i 2 ... /^ ' A' — ï , 2 , . . . , y. Elles .w/^ donc radonnelles^ si celles
de Ç l i ) le sonL

II. faut remarquer que ( h ' ) n'est pas 'un groupe in termédia i re , car
il ne con t i en t pas la i r ans lormaf ion générale (18) de ( g ) . Mais i l
con t ien t le sous-groupe (^ /) de (^ )qu i est f o u r n i par les fo rmules (18}
et ( ï ( ) ) , quand on y suppose que les fonct ions <1^ ne dépendent pas des
variables ̂ , . . . , x^ Nous désignerons par I// la t r ans fo rmat ion inl ini-
tésimale générale de ce groupe (^>/).

Cela posé, imaginons un invariant différentiel quelconque de (A'),
qui dépende, comme les invariants Gp de x,, ..., -^ et des dérivées,
prises par rapport aux seules variables^, ...,^, de^ autres variables
z,, ..., ̂  qu'on suppose invariantes; et soit G cet invariant. 11, admet
en particulier la (ransformation infinitésimale \lj\ c'est-à-dire que l'ex-
pression I/G est nulle identiquement. Pour calculer ellealvement cette

expression, il faudrait calculer les quant i îés ij ̂ —^^ et, si l'onon

ne faisai taucunehypotl ièse sur les ̂ , ces quant i t és s^exprimeraient , par
les méthodes bahitoelles de prokmgement, au, moyen des coefficients
de Ly, des quant i tés I/^ et de leurs dérivées. Par hypothèse, 1/expres"
sioï^I/G1 a i n s i tonnée est nul le iden t iquement , quand on suppose
les V^ identiquement nuls : et l ' identité a lieu par rapport aux
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variables x^ . . . , x^ et par rapport aux dérivées des .̂ Elle a
donc lieu, a fortiori^ par rapport aux seules variables x ^ , . . . , ,r^, si
l'on remplace les ^ par/? fonc t i ons de .r,, . . . , ;z^ qui satisfassent aux
conditions I/^==o ( 4 = = i , 2, . . . , /^; c'est-à-dire [)ar un système
fondamental (49) de solutions du système ( A ) .

Donc, si dans l ' invar iant G, on remplace les ^/, par les fonct ions (4e))»
on obt ient une fonction de -r^, . . . , x^ seulement, q u i satisfait à toute
équation I// '==o, c'est-à-dire qui est el le-même une solution du
système complet (A) et p e u t se mettre sous la forme 0(^, . . . , ,s«) .
Considérons alors l 'équation

(54) G ^, ...,.r,
^>...-«-p/^

•'"<toF^^^ ••- i -^ ,^

Elle est vérifiée par les fonct ions (49); ̂  à cause de l ' invar iance de G,
elle est vérifiée par toutes les fonc t ions qu'on déduit de ces for-
mules (4.9)9 <"n e f fec tuant dans les seconds membres les diverses
t ransformat ions du groupe (A'), c'est-à-dire par (ouïes les solu-
tions (3o) du système ( s ) considéré. L 'équat ion (H) (a i t donc part ie ,
exp l ic i t ement ou i m p l i c i î e m e n t , des équat ions du système (sV Et
l ' invariant G peut, par suite, s 'exprimer au moyen des invar iants Q^
et de ceux qu'on en peut déduire p a r l a d i f lo ren t ia t ion des équat ions
G ^ = = = 0 ^ ([j. == i, 2, . . . , m). En d'autres termes, les ijiçariants G^
forment un système fondamental cl3'iwarictn'ts du type considérée pour le
groupe (A^).

13. Remarquons, de plus, que si les invariants Gu, sont connus^ on
pourra construire effectivement les systèmes principaux (,^), qui corres-
pondent au. groupe (À) considéré. Car, si nous supposons alors que le
système fondamenta l (4.9) est le système pr incipal qui correspond a u x
valeurs initiales x^, == x^^ (/c == i, 2, . . , , q), et si nous remplaçons,
dans G-p., les ^ par les fonctions (49). "o'i^ obtiendrons la fonction
6^(P^(^)^, . . , ^((^))); et, en d o n n a n t ensuite aux x^ les
valeurs o?^, il restera les fonctions 0^(^, * . . , x^.

On obtient donc, dans. le cas du système (^), les fonctions
Op,(^,.... ,^), en remplaçant, dans les coefficients G11^ les variables^,,,^
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par les valeurs ^^., et les dérivées des :?/, par les dérivées du système
principal qui. correspond à ces valeurs par t icu l iè res , calculées pour ces
mêmes valeurs. Or, les dérivat ions ont l ieu par rapport aux variables
x^ ..., Xp s eu l emen t» de sorte qu 'on peut, pour calculer ces dérivées,
fa i r e d'abord rhypothèse x^.^ == .z^.dans les ^eux-mêmes, ce qui les
réduit aux a;/, correspondants. On a donc simplement

(55) 6^ ( ,z1!, ..., a;p ) =• (x^ ( ,2?i, .. ., .2 ,̂ x^. ̂ ,0 /y.0
/ /4- i i • • • •> w n

à^-^p xf,
àx^^..àx^

En résumé, si les équations de (A^) sont rationnelles^ on en déduira^
pcir des calculs rationnels^ les système!! principaux (,yo) associés au
groupe (h) c/ut correspond à (h"). Et les équations de définition de (A)
seront aussi rationnelles,

Si Fon rapproche ce résultai de ceux du n° 12, on conclut que
deux groupes (//-) el (///) qui correspondent aux mêmes groupes ("y])
ont^ en même ternps^ leurs éc/uatiofis de définition rationnelles.

Par suite, dans la definilion donnée, au n0 8, du mode de rêductibilùé
d'un système complet donné (A), dans (in domaine de rationalité
donné Oïl), on peut substituer, à la considération des groupes intermé-
diaires (A), celle de leurs sous-^roupes (A7). Cela ne changera pas, en
particulier, les groupes de rationalité.

Pour d é l l n i r d i r ec t emen t les groupes (A^, il suf f i ra i t de considérer
le groupe (G7), formé de toutes les tranformations de (G) \0f\ n0 3J ,
qu i échangent entre elles les variables .^m . ..., .̂ . Les groupes (7^)
sont alors les sons-groupes de (G') qui cont iennent (^').

14. On peut aller plus lo in , dans le même ordre d'idées, en substi-
tuant, aux groupes ( / f / ) eux-mêmes, des sous-groupes ( h " ) de ces
groupes, convenablement choisis- On voit, en eJfÏet , que les raisonne-
ments précédents peuvent se reprendre pourvu qu'à chaque groupe (A')
corresponde un sous-groupe (1^ ) et un seul : dont les équations de
définition soient rationnelles lorsque celles de^A') le seront; qui
échange les caractéristiques suivant la même loi que (A^), et qui, con"
t ienne au moins y transformations infinitésimales du type 1/y, don-
nan t , lorsqu'on les égale à zéro, un système équivalent au système
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complet (A). Un teljgroupe aura les mêrnes invar iants du type G que
le groupe (7z') lu i -même.

Comme application de ce pr incipegénéral , considérons le groupe Ç g " )
qui est défini par les t ransformations inf ini tés imales M/c/ [éq^~
tion (4)J* LGS équations générales sont

^((^/)) = ̂  (0)) (/ / ,== 1, 2, . . . , / / ) ,

.̂ .̂ = ^^+.^. + ci, ( A- = i, 2, .. ., q ; c/,, ==:: consl. arbi lr . ) .
(56)

Et considérons, en même temps, le groupe (G") qui est le plus
grand sous-groupe de (G) dont toutes les transformations sont de la
forme

i .j4 = ̂  ( ̂ ''i, . . . , ^n ) ( A = ï , 2, . . . , /,/ ),

( X'^.i, :^ X^f, + Cf, ( A- = 1, 2, . . . , < / ) .
(57)

Ses équations < le délinition s'ol)!!^!"!!'!^^ en adjoigna.nt aux équa-
tions (28) les équat ions

^4/.. ,, „ ^.y'/M,/,—,——— .,_ o ..^——
A'r/, ôxy t.y

/ r o \ ( /< ' (•7/^/<• ' f ' j t - p \ f ^ ' / i • t( 5b ) --T^—— — 0, ^—— === ^^ ( À-, / ;.:r: ! , 2, . . . , ( / ; À ;̂.: » , 2, . . . , p ),

où s^ désigne, su ivan t l'usage, un nombre égal à zéro si ^ ^ / , et à un
si A=:/. Or;, en tenant compte des équations (58), les équat ions (28)
deviennent

(5g) M^^^^j) (Â-= i , a, . , ., <y; A=: j , ^, .. ., /,;);

de sorte que (G^) est aussi le plus grand groupe de transformations de
la forme (37) qui laisse invariante chacune des transformations i n f i n i -
tésimales 'M/,f. Les équations générales de (G^) sont

(60- 1 'h^'))^'^t({^x^^— ̂ ((^))) (^::: ï,^-^, ^^roiicl.arl).),
( ^'p.^1^—^p-}'k-^'Ck (Â":= i, '-s, . ,., y; r^:^; consl. arh.).

Tout groupe (A') a donc en c o m m u n avec (G" ) un 1 sous-groupe (/^),
contenant (^<//), dont les équations générales sont

. 1 ^^((^ /J)-.A(^((^)^ —, ^((^))) (/ / ^ i, ̂  .-,/^
( ^^^^ :— a;^.^}, + a/, ( k •ii:=: i , '.-t, . .., ( j ) ,
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lorsque celles de (A') sont les équations (53). La correspondance
entre (A^) et (7^) est (lonc u n i v o q u e . Et le groupe (////) sat isfai t aux
autres condit ions énoncées.

Donc : on peut caractériser le mode de réduclibilité d'un système complet
par le plus petit groupe de transformations de la forme (5 7) 5 laissant le
système complet invariant, et dont les équations de dé finition soient ration'
nelles. Ce groupe fournira immédia temen t les invariants différen-
tiels G^ qui permet tent de const rui re les systèmes pr inc ipaux (.^i)
associés au groupe spécifique.

15. Les diverses formes, équivalentes entre elles, que peut prendre
la not ion de réduc t ib i l i t é sont ut i les au point de vue des appl icat ions;
car, suivant le cas, l 'une ou l'autre permettra de fixer le mode de
rédnct ib i l i té d 'un système donné . Aussi a l lons -nous généraliser encore
les remarques du numéro précédent.

Considérons un sous-groupe ( k ) du groupe (G), qu i sera astreint
à la seule condi t ion de contenir au moins y transformations i n f i n i t é s i -
males de ( g ' ) ^ qu iy égalées à zéro, donnent des équat ions indépen-
dantes et, par conséquent , un système équivalent au système com-
plet(A). On peutsupposerque les t ransformations L/c/' (/&== i , 2 , . . . , y)
du n° 'I. sont ces t rans fbrmal ions i n f i n i t é s i m a l e s .

Réduisons ce groupe (/') à une forme canonique (vs.), au moyen de
la transformation canonisante (i . î) . Les équations générales de ce
nouveau groupe ( % ) seront de la forme (23); représentons-les par

(62) .r/,^.A(yi, " ^ y ? } ( / < ^ ï , a , . . . , /?) ,
(03) y^=^(yi. " - . y ^ ••-.rJ (/•=:!, 2, . . . , /y ) .

f.es équat ions (6a) sont les équations générales d'un groupe (T)),
auquel correspond un groupe (rj) (Cf. n0 9). Si donc on isole, parmi
les équations de déf in i t ion de (x), celles qui définissent les fonc-
tions y^, .. .,y^ on retombera sur le système des équations de défini-
tion de (Y]), c'est-u-dire sur le système (4G)» ou sur un système équi-
valent. Et, puisqu'il s'agit, des équat ions de déf in i t ion d'un groupe,
le système ainsi obtenu, pourra se ramener à la forme canonique de
Lie (n° 10); si l'on t i e n t compte, de 'p lus , de ce que les variables
J/,.H? • - • < J , < ï'ie peuvent pas figurer dans ses équations,-on conclut à
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un système de la forme

<6^.(^•-•^-•'^^•••-)=^—.•;•' c:;::::;::).
où les J sont des invariants d i f férent ie ls de (Y]).

Le groupe (x) admet donc des invar ian ts d i f fé ren t ie l s , dépendant
des variables y^ ...., y^ et des dérivées, par rapport à ces variables,
de/? autres variablesy^ ...,y^ supposées invariantes : à savoir ces
invariants J^. Et le système (64), c'est-à-dire le système (or) du n0 H,
se construit an moyen de certains de ces invariants, en exprimant
qu ' i l admet la solution y^ == y^ (A := i, 2, . . . . p).

Si l'on repasse de (x) à (/c), au groupe ("/)) correspondra le plus pet i t
groupe in termédia i re (À) contenant (/•). Et au système (o-) correspon-
dra le système (/) associé à (A). On voit ainsi que ( K ) admet des inva-
riants différentiels relat ifs aux variables .z'*,, ..., ̂  et aux dérivées,
prises par rapport à ces variables, de/? fonct ions s^ . .., z^ supposées
invariantes, c'est-à-dire du, type

/ ^ ce 1-1 -...•+•• a/, ^ \
(65) H(^..,^ ..,^^_^,...^ (/^,-,,..,^);

et que le système (/) s 'obtient en égalant cer ta ins décos inva r i an t s
d i f f é ren t i e l s aux fonct ions de ^, . . . , ^ auxquel les i l s se réduisent par
la subst i tut ion s/, = ̂  ((x)\ (h === r , 2, . , . , p).

Mais si l'on considère, réciproquement, un invar ian t différentiel
quelconque de (À) appar tenant à ce même type (75'), comme i l admet
chacune des transformations inf in i tés imales 'Ljj\k^. i, 2, .... y), on
conclut, ^ e n raisonnant comme au n0 12, que cette subs t i tu t ion
^h == ^((^)) le réduira aussi à une fonction T(^ , . . , , ç^), c'est-à-dire
que le système fondamen ta l (5) sera une solution de l 'équation
(66) H:=r(^...^).

Il en résulte d'abord que cette équation admet les solutions qui se
déduisent des formules (5) par les t ransformat ions de (À), qui sont

l ^((^))=A(^((^)>, —, ^("(^))) (h^ î , ^ . . - ,^) ,(07) | ^ ' /

^+^=^(^i((^)), < -, ̂ ((^)), -̂.H, . . ., ̂ ) (A" = 1 , 2 , . . ., q);
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de sorte qu'elle admet t o n t e s les so lu t ions [ (SoVI du système (.v) ;
elle tait donc par t ie de ce système ( s ) .

Le système (s) doit donc se construire avec un système fondamen ta l
complet d ' invar ian ts de (X1), du type ((i5).

Remarquons, de p lus , que si le système fondamen ta l ^((;z?)) ̂  1e

système p r i n c i p a l qu i correspond aux valeurs i n i t i a l e s x-^i, =^p.\~/^ on

peut calculer les valeurs que p r e n n e n t , pour ces valeurs in i t ia les ,
toutes les dérivées des ^((^)). Car d'une telle dérivée on peut, au
moyen des équations M./,^/, == o (h == i, 2, . . . , y ; h = 1 , 2 , . . . » p ) ,
é l imine r toute dér ivat ion par rapport aux variables ; X y , ) - « , ...,^, et
l'on achevé ensui te comme au n° 13.

On peut , du reste, avant de fo rmer le système ( s ) , é l i m i n e r , comme
il v ien t d'être exp l iqué , des i nva r i an t s 11, ton tes les d é r i v a t i o n s par
rapport aux variables x^/, ; on obtiendra a i n s i certaines fonct ions K
sur lesquelles i l ne restera p lus qu 'à opérer comme sur les fonc-
t ions G^, ut i l isées aux n^ '12 et 1;L Mais i l faudra associer aux équat ions
ainsi obtenues les condi t ions M/^=^ o(/:== i, 2, . . . , q\h == r , 2 , . " , ? ) '

16. Cela posé, so'/'l (K) im sous-'^raupe de (G) dont les équations de
définùion soient raUoyineUes, et tel (fue le groupe Çg^) formé par loutes
les tnrns formations communes à (K) et,(^) contienne au moins q frans-
formation}! ifzfinicésimales n ayant pas d'autres inmriants c'ommuns que
les solutions de (A). Parmi les groupe}! ( k ) contenus dans (K) et conte-
nant (g'i), et dont les équations de dé/lnition sont rationnelles^ il y en a un
c/ui est minimum et est contenu dans tous les autres. Ce groupe caractérise
le mode de réductibilité du système (A), car le groupe spécifique est le pi us
petit groupe intermédiaire qui le contienne ; et il échange les caractéris-
tiques suivant une loi qui a encore son expression dans le groupe de
rationalité,

En el le t , les équat ions de déi ïmtion de (K) se déduisent de celles
de (G) par l 'adjonction de certaines équat ions ra t ionnel les (E). Si donc
on adjoint, aux équations de délinit ion du groupe spéc i f ique (4,), ces
équations (E), on ob t ien t u n groupe q u i est le plus grand groupe com-
mun à (K) et (/^); et, comme (//s) cont ient 1 ^ ' ) , œ groupe con t ien t le
sous-groupe (^,} commun à (K) et a (^). C'est donc u n groupe (1) de

^ / t t t , . Éc. Norm., ( 3 ) , X X Ï X . — JI;LN 19^. ^ î
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l 'espèce considérée et dont les équa t ions de d é f i n i t i o n sont rat ion-
nelles.

Or, par les calculs exposés au n° 15, on peut , par des calculs ration-
nels, déduire, des équations de d é f i n i t i o n de ce groupe (A'), celles du
plus pe t i t groupe in t e rméd ia i r e q u i le con t i enne ; ce dernier ne peut
donc être que (As)» ^ms quoi (7^) ne sera i t pas le groupe in te rmédia i re
ra t ionne l m i n i m u m . Et nous avons vu , de plus , q u e le groupe (/•) et le
groupe in termédia i re m i n i m u m le contenant échangent les caractéris-
tiques su ivan t la même loi. Donc le groupe spéc i f ique et le groupe ( / c )
que nous en déduisons échangent les caractér is t iques s u i v a n t la même
loi.

Soit (^) le groupe ( k ) a ins i associé au groupe spéc i f i que . I l est
impossible qu 'un an t r e groupe (T), contenu dans(Â^), soit r a t ionne l .
Car le groupe in te rmédia i re m i n i m u m c o n t e n a n t cet aut re groupe (AJ
serait r a t i o n n e l ; et i l échangera i t les carac tér is t iques s u i v a n t u n e loi
caractérisée par un groupe (*/]J? c o n t e n u dans le groupe de r a t i ona l i t é ,
puisque cette loi serai t , la même que pour ( ^ ^ ) , con tenu dans (^s)- ^e

groupe in te rmédia i re se ra i t , par s u i t e , con t enu dans le groupe spéci-
fique, à cause de la re la t ion q u i existe entre ( o n t groupe in te rmédia i re
et le groupe (r;) correspondant . Or cela est imposs ib le , p u i s q u e le
groupe spécifique est. con tenu dans tous les groupes intermédiaires
rationnels.

Les résultats énoncés se trouvent ainsi établis.

17. Indiquons, sommairementy deux applications impor tantes des
remarques précédentes, que nous nous proposons de développer dans
d'autres articles.

Supposons d'abord que l'on connaisse ( 'y- certain es transforma-
tions i n f i n i t é s ima le s X\/, .... X^/qui laissent le système (A) inva-
r iant . On peut toujours les remplacer par d'autres Z,/*, .. , Z/,/'
qui laissent invar iante chacune des. t ransformat ions in f in i t é s imales
M^y'(^ = î , 2, ..., q), dont chacune reste aussi invar ian te par toutes
les autres. On voit, par conséquent, que le plus grand groupe qui laisse

( l ) Ou (jiio l'on sache que (!o lollcw tl'aiisibfdiatioris s<ml. raliomiûlk^. Une reinarqiH*
analogue s'applique aux exemples ({{H suivent.
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invar iantes à la (ois Z, /', ..., 7^J\ M,/, . . . , M,y/, peut joue r le rôle du
groupe (K.) considéré au 11° 16. On p o u r r a i t même se borner à consi-
dérer un groupe de transfonnations de la forme (57). De la nature de
ce groupe (K) dépendra donc la na ture du problème de l ' intégration
du système (A), dans le cas considéré. Et l 'on a a ins i un moyen d'abor-
der la discussion de la méthode d'intégration donnée par S. Lie, pour
ce problème.

Supposons en second l ieu que, pour u n e forme particulière 0) du
système (A), ou connaisse des inva r i an t s , d i f férent ie l s ou intégraux,
des t ransformat ions i n f i n i t é s ima le s L^/, ou des systèmes différentiels
invar iants par ces t rans format ions . Si l 'on suppose, de plus, que ces
t ransformat ions sont , deux à deux, échangeables, on pourra intro-
duire, comme groupe (K), celui qui est formé de toutes les transfor-
ma t ions q u i l a i s sen t invar ian t s à la. fois chacune des tranfbrma-
tionsL/,,/, et les é léments i n v a r i a n t s considérés. Et de là le moyen
d'aborder, r a t i o n u e l l e m e n t , l 'étude des problèmes d'intégration qui se
posent a ins i ( () .

I l serait facile d ' i nd ique r d'autres app l ica t ions de la même nature.
Bornons-nous à s ignaler le cas où l'on connaitrai l les équations de
déf in i t i on d'un groupe q u e l c o n q u e la issant le système (A) invariant ,
mais sans satisfaire aux conditions imposées au groupe (K), dans ce
qui précède.

III. — Les types de systèmes réductibles.

18. Nous avons ob tenu , au n° 12, sous la forme (,5l), les équations
du système automorphe (^, attaché à un groupe in te rmédia i re (À), et
ayant un groupe ( r j ) pour groupe associé. Nous reviendrons plus loin
sur la recherche des fonctions G., dans le cas où le groupe (À) est le
groupe spécifique du système considéré. Nous allons d'abord indiquer
une au t re forme qu 'on peut d o n n e r au système (.̂  et en t i rer des con-
séquences pour la classification des systèmes complets réductibles.

Reprenons, à cet effet , la marche suiv ie au n° 11, en prenant les

P^cy'. S. \AH^ Leipziger Hc.rlcfite, 1897, p. /j0'2 e^ 40^'
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équations de définition de (7;) sous la forme (43)» ^ lœu de les
prendre sous la forme (44)- Soient

^^••^^
••'^t...^5(68) F;, y ^ . . . , / ! . .—————^. . . ^ ( y , , , , ^ ) (^ =,,,,..., m),

ces équations. Le système (c-) s'écrira
/ .lpt-l-...4P,,-., \r ( , , ( y ___^ . . ^ — ' = 7 / „. „ N / , . ̂  . ^ -^\

• ^p - l ^ l i • • • ^ " ' / ) " • ^ . r.» . ft î ; .—..^,//^^ i, . . . ^ J p ) \ [J. —,- I, .<, .., f/^\ ^r1;1...^/ 7

rr: 0 ( À •-=• ï , 9-, . . . , / ) ; À" := 1 , 2, . . . , q ).
(^9)

Si nous faisons nul in tenant , dans ces é q u a t i o n s , la t ransformation
canonisante ( 1 I ) , les 1';., q u i sont des i n v a r i a n i s d i i ïerent ie ls de ( y ] ) ?
quand on considère ^ , . . . , ^ commo les var iab les transformées,
etj^, . . . , Yp comme des variables non t r ans fo rmées , dev i end ron t des
fonctions Fn de ^., ..., z'n et des dériv^^^s"""-"-^———:—-? possédant le

' ^.z''5!, ..., à.ï'vv ~
même caractère d / invar iance . Si donc nous i rmi^ inons les V^ écrits
avec les le t t res x^ .. » , .̂  au l i e n des lettres y ' ̂  . . . . y^ nous aurons
des re 1 a f i o n s d e 1 a fo r ï n e

(70) Fp,— ̂ (Fi, . . ., I\/ | -ri, .... ,r// ) (p. — t , '•Î, . . . , / / / ) ,

qui pourront aussi se résoudre par rappor t a u x 1^ ; car le changement
de variables effectué ne p e u t pas altérer la propriété des 1'̂  de former
un système fondamen ta l d ' i nva r i an t s du groupe ('/] ). Les éq na t ions (()())
transformées, qui se présenteraient sous la forme

( 7 1 ) T[j,-^ ̂ (.^i. . • ...y//) (^==: ï , ^, . , . , / ; / ) ,

pourront donc s'écrire sous la forme, équivalente,

(72) Ip.=: Cxïp.(.ri, . . ., .v,,) ( p , :̂: j, ->, . . ., nt.).

Nous ohlenons ainsi, pour le système (s)^ la nouvelle forme, canonique

[ ^ f ()^'-^rzi, \
^ p.,̂ ,...,̂  ..,^^^,...J=^(.r.,...,^) (^=i,.,..,.n),

f' M^^^==<> (A =r ï , a, . . . , / / ; À1 :=• ï , 2, .,., y),
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où figurent les invariants fondamentaux F^ fin. groupe ( Y ] ) associé à ce
système automorphe ( < ) .

Il est essentiel, pour la théorie de la réduct ihi l i té , de remarquer que
si le système (s) peut; se met t re sous u n e forme te l le que ses équations
soient r a t ionne l l e s , i l sera aussi susceptible d 'une forme cano-
nique (73) r a t i o n n e l l e . Car des é q u a t i o n s ra t ionnel les de ( s ) on dédui t
successivement, par des calculs r a t i o n n e l s , les équat ions de défini-
tion de ( ï ) ) , pu i s un système d ' invar ian t s F^; et les co. se ca lculent
ensuite r a t i o n n e l l e m e n t en éc r ivan t que chacune des équations (7.3)
est une conséquence algébrique des é q u a t i o n s de (^convenablement
difierentiées, s'il y a l i eu (2).

Cette remarque s 'applique, en par t icu l ie r , aux systèmes princi-
paux ( s ^ ) et, p lus spéc ia lement , à celui qui est attaché au groupe
spécif ique.

19. Mais on peut aller plus l o in . Dans le cas ou le groupe intermé-
diaire (h) est transitif^ si ses équations de definitio/i sont rationnelles, et
si les r^ constituera un système fondarnenUd d'iwuriants différentiels
rationnels d'un groupe quelconque • (y]) semblable aux groupes princi-
paux (rjo) qui correspondent à (fz), il existe un système (s) rationnel de la
forme (^3), c est-à-dire ayant précisément [•/]) pour groupe associé,

Pour démontrer ce théorème, remarquons d'abord que supposer le
groupe (fi) t r ans i t i f é q u i v a u t a adme t t r e que le groupe ('/]) est tran-
sitif : cela résulte de la compara i son des équa t ions générales (3())
et (38) du groupe (7;) et du groupe (Y)), qui est semblable à (À).

Alors les systèmes (^\)y ou (73^), ne peuvent avoir comme consé-
quence aucune équation i ndépendan t e des dérivées qui y f igurent .

Cela -posé, 'observons encore que le système ( s ) annoncé existe cer-
ta inement , et qu ' i l s'agît seuloment de prouver qu ' i l est rationnel. Car
on a vu au n° 1 1 qu'à un groupe i n t e r m é d i a i r e (A) correspondent tous
les groupes (ï]) semblables à l 'un d'ent.re eux.

Il existe donc des fonct ions ro^ et des fonct ions Op. te l les que les

( i ) Cf. ÀtsUt maifienuï.lica, t. XXVJII, p. 'h 3.
( 2 ) CL ÂnHCtIcsî .ÏÏ(\ N'orrn. ^up., [. XXI, K)û4, p. 19.
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systèmes (73) et ( ^ i ) so ient équivalents. Expr imons , par exemple ,
que chaque équat ion (73) est conséquence des équa t i ons ( f > i ) , en trai-
tant dans le calcul les dérivées seules comme des i n d é t e r m i n é e s ^
les Zh et les x^ é tant , au contraire, considérées comme des constantes
paramétriques. Nous ob t i end rons des équations r a t i onne l l e s de la
forme

| r,),̂ ,, . . .,..•,) =: ̂ (.r,, . . ., .̂  1 ^,, . . ., ̂  | 0, (( .-0), . . .. ^/((,.)))
(7^) .

f (^ .-"i . ^ .. . , / / / ) ,

qui sont ident iques en .r,, . . . , , r , / ; s , , . . . , ^. Nous ne connaissons
pas les fonctions Ou ; mais, si nous donnons aux z / , des va leurs con-
stantes arb i t ra i res , mais choisies u n e fois pour toutes, les 0,^ seront
certaines constantes <^., et les formules (74) p rendron t la forme

(73) ..»;x(^i, . . .,,^)=^(^"i, . . .,,r/Jci, . . ., c^) ( ( J . -= ï , 1 ^ . . ., / / / ) .

Et il, restera seu lement à calculer les constantes i n c o n n u e s <^.. Pour
cela, nous reprenons l ' i den t i l i ca t ion des d e u x systèmes, après avoir
remplacé les œ^ par les valeurs (75). En écrivant que chaque équa-
t ion (.n) est conséquence des équat ions (73), nous ob t i endrons des
fo r m u 1 e s ra ti o n n e 11 e s

(76) ^(^i, ...,^) "=ê^i, ...,^[<^ ...,^[<-i, ..., c^) (p.^: ( , ' < , ..., m),

qui sont nécessaires et suffisantes pour l 'équivalence des deux sys-
tèmes. Nous savons de plus qu/on peut choisir les constantes ( ' n de
manière que ces formules (76) soient identiques, c'est-à-dire de ma-
nière que les seconds 'membres soient indépendants de .z*,i, . .., *r,,. En
exprimant donc que les ©^ ne dépendent pas de .^, . . * ,^ nous
obtiendrons, entre les c^ seuls, un système ra t ionne l (C). I l faudra lui
adjoindre, s'il y a lieu, les condi t ions qui expr iment que le sys-
tème (73} admet, au point de vue d i f f é ren t i e l , au moins une solution ;
cela donnera de nouvelles équations rat ionnelles entre les ̂  seuls.
On aura donc un système'total ((7) qui exprimera ent ièrement que le
système (73), écrit avec les fonctions (70), équivaut à un système ( s ) ,
correspondant au groupe (À). En portant dans les équations (7^ une
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solution quelconque de ce système (G"), on obtiendra effectivement
des valeurs r a t ionne l l e s pour les cop,, comme nous l'avions annoncé (').

20. Les résultats précédents conduisent à caractériser, autrement
que nous ne l 'avons lait, , le mode de réduc t ib i l i t é d 'un système com-
plet d o n n é (A), dans un domaine de ra t iona l i t é (À) déterminé.

Remarquons d 'abord que, si le groupe spécifique est intransit if , ses
i n v a r i a n t s d'ordre zéro, é t an t des invar iants pour les transformations
i n f i n i t é s i m a l e s M/^/, qui tout part ie de ce groupe, sont des solut ions
de (A). Donc, dans ce cas, le système (A) admet une ou plusieurs solu-
t ion s ra t ionne l les .

Réciproquement , si (A) admet une ou plus ieurs s o l u t i o n s ration-
nel les , ce sont des i n v a r i a n t s pour le groupe (^") ; le p l u s grand groupe
laissant ces f o n c t i o n s i nva r i an t e s , et contenu dans ( G ) , est donc un
groupe i t ï t e r m é d i a i r e (A), d o n t les équat ions de dé f in i t i on sont. ration-
nelles. Le groupe s p é c i f i q u e en est dès lors un sous-groupe; il admet
ces mêmes solut ions pour i n v a r i a n t s , et est i n t r ans i t i f .

A d m e t t o n s que, dans le cas où (A) a des solut ions rat ionnelles , on
puisse les d é t e r m i n e r . Prenons-les pour va r i ab les nouvel les ; le sys-
tème sera r é d u i t au cas où le nombre des variables indépendan tes est
i n f é r i e u r a / / . Les coe f f i c i en t s du système transformé, qui seront, en
général, des (onc t ions algébriques, et non ra t ionnel les , dans le
domaine de r a t i o n a l i t é (Jl), devront être adjointes à ce domaine. Dans
le nouveau domaine de ra t iona l i t é ( ^ ) ainsi ob tenu , (A) n'aura p lus
de solut ion r a t i o n n e l l e , car une telle solution serait algébrique
dans (M}; et les coeff icients de l 'équat ion r a t i onne l l e [ dans (x)| et
irréductible dont e l le dépendrait seraient eux-mêmes des solutions
rat ionnel les , dont u n e au moins serait distincte des solut ions utilisées
d'abord. Donc le groupe spécifique du nouveau système, dans le nou-
veau domaine de ra t ional i té ( ^ ) , sera t r ans i t i f .

On peut. donc, au mo ins dans une première é tude , se borner au cas
où le groupe spécifique est t r a n s i t i f ; c'est-à-dire au cas où le groupe

C 1 ) Si le groupe (r^) e^l invariant dans un groupe plus ^rand que lui, le système «Y)
îturu mie infînilé de solulions. Lo svsièrntî (.y) lo plus géncml rôponddnl à la question
dépendrai L alors de eonatantes aï'hilraîres»
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de rat ional i té est lu i -même t ransi t i f (6/11° 19). Choisissons alors arbi-
trairement une forme type de ce groupe de rat ionali té , sous la seule
condit ion que ses invariants f o n d a m e n t a u x T^ so ient rationnels.
D'après le théoreine du n0 19, i l existe un système (73) rationnel,
c'est-à-dire un système de fonct ions co^ r a t ionne l l e s .

Or les divers systèmes de fonct ions co^ d o n n a n t un système (73}
compatible (') s ' ob t i ennen t en r e m p l a ç a n t , dans les expressions diffé-
rentiel les Tp les le t t res ^ , , . . . , ^ p par les divers systèmes fondamen-
taux de solutions de (A). C'est ce qu 'on peu t appeler les divers sys-
tèmes de valeurs des invariaMs différentiels "F^. Donc, pour le groupe de
rationalité considéré, l un, de ces sy^^émes de valeurs est rationnel.

Réciproquement, si les i n v a r i a n t s f o n d a m e n t a u x F^ d ' u n groupe
transit if ( r j ) de l 'espace ̂  sont do forme r a t i o n n e l l e , et a d m e t t e n t un
système de valeurs r a t i onne l , le système ( j ' ï ) correspondant ad met un
groupe ponctuel de E// qui est r a t i o n n e l , et q u i est un groupe inter-
m é d i a i r e de (A). Car i l admet par I lypût i^èso , pour s o l u t i o n , an m o i n s
un système f o n d a m e n t a l de solutions deYA) ; supposons que ce soit la
s o l u t i o n (5), et t r a n s f o r m o n s le sys tème (73) par la t r ans format ion
canonisante correspondante ( : r r ) . 1-în r a p p l i q u a n t anx m premières
équations (j^), on ob t i end ra un système qui peut se ramener à la
forme
/ • •r ( i <fti'i}"' "-" f"?^// \( 77 ) 11^ ̂ i,..., ^/, | ..., .^^^^ Y ' J lr:: ̂ (y^ •^ ?'"} (^ ̂ ! » ^ • " " ' m ) '

On le voit en r a i sonnan t comme on l'a f a i t au n0 18, pour une trans-
fo r m a t i o n a n a 1 og n e.

Or ce système (77) admet ma in tenan t la so lu t ion

Zh.—y/, (li~^ i , ^, . . , , p )

On en conclut q u e les o^ sont iden t iques anx &^ des équations (68)*
On retombe donc sur le système des équat ions de déf in i t ion du
groupe (ï]). Refa isant la même t ransformat ion en sens inverse on doit ,
d'après le u0 18, a r r ivera un système (ff) q u i admet le groupe in te r"

( 1 ) A cause de la propriété d'invariance des r^, dès que ce système admet une soltilioii
(49)1 il a comme solution générale la solution ( •"»(>). Ce fait a déjà élé utilisé implicitement
au 11° 19.
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médiaire correspondant au groupe ( Y ) ) , et au système fondamental (.T).
Comme on doi t a ins i retomber sur le système (73} d'où l'on é ta i t par t i ,
ce système était préc isément u n tel. système ( s ) . Comme, de plus, le
groupe in t e rméd ia i r e (h) de ee système est ra t ionnel , il est contenu
dans le groupe spéc i f i que ; et (•/]) e s t^ soit semblable aux groupes de
rationalité de (A), soit con tenu dans l 'un d'eux.

2 1 . Imaginons alors (/uon adopte^ pour chaque classe de groupes
ponctuels transiti/s de K^y semblables entre eux, une forme type dont les
invariants différentiels fondamenlauv soient rationne/s (toutes les fois
qu(ï cela sera possible) : il y aara, parmi les types ainsi ehoists pour
lesquels les invariants fondamentaux ont un système de râleurs rationnel^
un type d'ordre de généralité minimum, (test le type des groupes de ratio-
nalité du système (A), il est contenu dans chacun des types pour
lesquels les invariants considérés ont un système de valeurs rationnel;
en entendant, par là, qu'il est semblable a un sous-groupe de chacun
de ces autres groupes types.

Le groupe type de rationalité caractérise visiblement le mode de
spécialité du système (A-) considéré» au même titre que le groupe
spécifique, auquel, il est rattaché. Et nous avons ainsi, une définition
directe du groupe de rationalité, indépendante de la notion de groupe
spécifique ("(}.

Si l'on voulait s'en servir pour la recherche ellective du groupe de
rationalité type., pour un système complet (A) donnéy il faudrait cher-
cher les solutions rationnelles des divers systèmes différentiels résol-
vants, dont dépendent les valeurs co^ des invariants fondamentaux .1.̂
correspondant aux. divers types de groupes ponctuels transitifs de
l'espace à p dimensions.

.Nous reviendrons plus loin sur la. forme de ces systèmes résolvants.
(Voir n° 27.)

IV. — Les systèmes auxiliaires et la rédnctibilité.

22. Nous a l lons ma in tenan t montrer qu ' i l y a, équivalence entre

( 1 ) C/l J. DKA<;H, /in n al(îs É(\ Nomi. Ktip,, 1^9^, p. <j'î. —E. VKSSIOT,. fhid^ ïç)ô4,1). 58.
— P. PAIXUÎVÉ, /îflU. deK <S'<". math.^ Kp/h p» r()'^

Ann. Éa. Norm., (:^), KXIX, — JUIN 1 9 1 2 . ^2
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noh'e définition de la réductibilité, et, la notion de réduclibilité intro-
duite par AI. Drach,

Imaginons, à cet elîet, un système dilîerentiel quelconque (D), avec
un nombre quelconque de fonctions inconnues e(, de variables indé-
pendantes. Parmi ces variables indépendantes ti^ureront les variables
x^ ..., . 1 1 ' „ considérées jusqu'ici : c'est nne hypothèse qu'on peut Ion-
jours faire, quitte à adjoindre aux variables indépendantes qui inter-
viennent effecti veinent dans le sytèrne ('1)) celles des variables .z*,, ...,
x^ qui ne s'y trouveraient pas.

Supposons que, dans l'une au moins des solutions de ce système ( lY),
la valeur de l'une au moins des inconnues sat isfasse au système com-
plet (A^). On pourra, par des calculs d'élinmudion, obtenir un ou plu-
sieurs systèmes définissant cette ou ces inconnues seules, et tels que,
dans toute solution de chacnn de ces nouveaux systèmes (\Y), les
valeurs des inconnues sa t i s fassen t a (A). Si, dans \\\\\ de ces sys-
tèmes (l)'), les valeurs des inconnues éta ient , nécessairement, des
Ibntions de x^ ...,^ non indépendantes, on le reconnaîtrai t a ce
que les équations obtenues en égalant a zéro certains déterminants
fonctionnels seraient des conséquences des éq nations de ce sys-
tème (î)'). On éliminerait alors de nouveau certaines des inconnues
de manière à éviter cette circonstance, tout en conservant le plus
^rand nombre possible de fonctions inconnues.

Enfin, dans 1/u.n quelconque des systèmes (lY) ainsi obtenus, on
pourra, s'il contient moins de p fonctions inconnues, par exemple si
les inconnues qui y figurent, sont, s;,, ..., -s//(7^ <^p'), leur adjoindre
des inconnues1 nouvelles '̂.n, ..,,^,, en ajoutant aux équations du
système les équations

( 78 ) M/, ̂ j ==o ( y =•= /:/ 4 -1 , ..., p ; f> r::: i, 2, . . . ,< / ) .

Déplus, si le système dépend de variables indépendantes autres que
x^ ...,^, on considérera le système (A} comme dépendant aussi
de ces autres variables, qui en seront seulement des solutions parti-
culières.

On voit ainsi que pour étudier quelles sont, au point de vue de la
réductib i 1 i ( é, tel le que nous Favons dél i nie, les conaéq u onces de
l'existence d'un ou de plusieurs systèmes rationnels ("I)), nous pour-
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rons nous borne!' au cas des systèmes rationnels, a/.» variables dépen-
dantes r, i, ..., s^, et a n variables indépendantes .r,, ..., .z"//, qui satis-
font anx conditions suivantes : 1° les équations

( 7() ) M /,.-// o ( h •::..... \, ->., . . . . / / : /.• —: i, -i, . . ., y ;,

sont des conséquences des équations du système ; 2" les équations du
système n'ont pas comme conséquence réquation

(80) .^•••-•i/-)^,,
^(./;1, . . ., .^,)

Un tel SYstènu1 sera appelé un aystême auxiliaire du système (A), et
sera désigné par la l(ittre (S) . Bien entendu, ses équations sont suppo-
sées compatibles,

Remarquons que la connaissance d'une, seule solution fondarnenlale
de (S), c'est-à-dire d'une solut ion qui ne satisfait pas à l'é(iiiîttion(8o),
fournit l ' intégration complète de ( A ) ; mais que la connaissance d'un
système fondamental de solut ions de ( A ) n'entraine pas, en général,
l'inté^ratKm du système (S).

23, Si, dans les équations d'un système auxiliaire fS), on elÏectue,
s u r les v ar i a 1 d ( * s in d é p e n da n t e s, ui i e d e s t ra n s fo r m a t i o n s d u
groupe (^'), le système reste invariant, car chaque solution de ce sys-
tème, étant composée do solutions de (A), c'est-à-dire d'invariants
de ( '̂}, demeure séparément invariante. Donc le plus grand sous-
groupe de ("(,î  laissant invariant un système auxiliaire (relative-
ment aux variables indépendantes^) est un groupe intermédiaire (A)-
Et si le système auxiliaire est rationnel, les équations de définition de
c e g r o u, ? e, ( j u ' o n a | ï p e 1 1 e ra, so î i g ro u |) e i n ( e r m é d i a i re, s o n t aussi
rationnelles.

Parmi les systèmes autornorphes ('.v) qui correspondent au groupe
intermédiaire (h) (lu système (S) considéré, il y-en à un qui, admet
une solution principale particulière 'quelconque, déterminée, de (S)
(Cf. n° 11). Considérons-le; ses autres solutions proviennent de cette
solution particulière quand on v effectue, sur (es variables indépen-
dantes, les transformations de (A). Or ces transformations changent
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toute solution de ( S ) en une solution de (S). Donc (ouïes les solutions
du système (s') considéré appartiennent à (S).

A vrai dire, le raisonnement, précédent ne s'applique qu'aux solu-
tions fondamentales. Mais il en résulte que les équat ions de (S) sont,
au point de vue algébrique, des conséquences des équations de (.s"),
différen f iées autan t q iri 1 est nécessai rc, pu isq u e les prem iéres
admettent toutes les solutions des secondes qui ne satisfont pas a
l'équation (80). Elles en sont donc, a fortiori^ des conséquences au
point de vue différentiel ; c'est-à-dire que toute solution de ( s ) est bien
une solution de (S).

De là résulte que' la solution générale d'un système auxiliaire (S)
a un degré de généralité au moins é^al à celui de la solution générale
de tout système aulomorp/ie (s) associé au groupe intermédiaire (fi)
de (S) ; pour quelle ait exactement, le même de^ré de généralité, il faut
et il suffit (fue (S) soit l'un de ces systèmes automorp/ien (.v).

Observons de plus que si (S) est rationnel, il en est de même des
équations dedéfinil ion de son groupe intermédiaire, et, parconséquent,
tout système principal (.Vo), attaché à (À), est aussi rationnel |n0 1 1 ) .

De là : Tout système auxiliaire rationne/^ do/il la solution générale a le
degré de généralité minimum^ est un système autornorp/u^ dont le groupe
intermédiaire est le groupe apéci/u/ue^ et dont le groupe associe est groupe
de rationalité.

De là résulte la détinition du groupe do rationalité^ adoptée dans les
travaux antérieurs, conformément aux idées de M, Drach (i). Elle est
de plus complétée ici par l'introduction du groupe spécifique.

Notons aussi quey parmi les systèmes auxiliaires rationnefs •minimums^
figurent tous les systèmes automorphes prineipaua' attachés au groupe
spécifique.

24. 11 est nécessaire de faire quelques remarques au sujet des opé-
rations préliminaires effectuées au n0 22. Car les résultats que nous
venons d 'obtenir n 'ont, jusqu ' ic i , de fondement et de sens précis que
si le nombre des variables irulépendantes reste fixe-

( ! ) Cf. P. PA.IJNI.EVE, Comptes rendus ^c.Sc. Paris, L CXXXV,p. 4^ — E. VitôsxoT,
Ànn. Éc. .Nomwle, 190,^ p. 7%, 79. — J. PÏUCH, Comptes rendis ^c. Se, Pari^ t. 151,
i9ïo, p. 19%.
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Examinons donc ce qui se passe lorscjuon adjoint aux variables
,TI, . . . , . / " / , f i g u r a n t dans le sysiènie comple l (A) dès variables nouvelles
/ , , . . . , / y . Pour f a c i l i t e r le langage, nous dés ignerons le système (A)
par (A/) lorsqu'on renvisage à ce p o i n t de vue nouveau. Au système
principal û^ s o l u t i o n s (.le (A) q u e nous supposons représenté par les
équa t ions (;7) correspond, pour (A/), le système pr inc ipa l

(80
^~-r//,((.r)) ( A = r , ^ , . . . ,//),
///:-;:-:: / / ( / :̂ ï , a, . . ., ^ ) .

I m a g i n o n s le systénie au tomor j>he pr incipal (^) qui correspond
pour (A/) à son groupe spécifique (///) et adinet cette solution (81).
Cette solution sat is fa isant uux équations rationnelles

( 8 ̂  ) ^ :-̂ .: 0 ( // =: 1 . ^ , . . . , p ; / —— t , '^ . . . , <V ),
r// /

celles-ci sont des conséquences des équa t ions de (^) ; sans quoi , en
les associant aux équa t ions de ce système, on ob t i endra i t un système
aux i l i a i r e compat ib le , don t la so lu t ion générale au ra i t un degré de
généralité m o i n d r e * que cel le de (^), ce q u i est impossible;, puisque
(^) correspond par hypothèse au groupe spécifique (n° 23).

Pour une raison analogue, les équat ions

(83) . n/^h !

sont des conséquences des équations de (•^J;1 et, comme elles déter-
m i n e n t en t iè rement les i nconnues ///, ce sont les seules conséquences
de (^), dis t inctes en t re ,e l l e s et ne contenant que ces inconnues.

Cela posé, i m a g i n o n s une t r ans fo rmat ion que lconque

4= Vn(^^ .... ̂  ̂  ..., ̂ ) (A=:ï, 2, ..., p),
(/'/ —: <;y (^i, . . . , 3,,, //i, . . . , U,) ( / == 1 , 2, . . . , S),

W)

du groupe { ' r \ ) ^ associé au système (^). Ijes fonctions

j ^/,=.r/<(ci. . -, (̂  ^i. . " . ^ ] (À^I , 2, . . . , /?),
\ ^/::,-<.,;/(ri, ..., ̂  ^i, ..., /,) ( / ==j, 2, .. - , .y ) ,

constituent une solution de (^,). Les p premières de ces (onctions,
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sa t i s fa i san t aiix équat ions (82), ne peuvent dépendre de / i , . . . , / y . Or,
pour x^ =- x^ (k === i , 2, . . . , y), é l i t e s se réduisent aux (onctions
V k ( x ^ ^ * • • ? ̂  / ) » • • " ? <y); donc les F / , ne peuven t dépendre de la seconde
série de va r i ab le s u^ . . . , /<y. Pour u n e raison ana logue , chaque fonc-
t ion G/ se r é d u i t a la var iab le /^ correspondante. Et la t r ans fo rma t ion
générale du groupe (ï^) est de la forme

(86)
^ :— /// ( 3 i , . . . , :^, ) ( /{ •:::... I , •̂  . . . , / / ) .

( I f •^ ( f / f / = ^ l , ^ . . . . , ^ ) .

Telle est donc h (bl'îne type du groupe de rationalité de (A/), les
équations

(^7) ^//^.// /(^r . -, ̂ /) (A .̂  i. •^ . - , /> )

étant les équations générales d'un ^roiipe (r^^ de l'es|)aee ̂ .
Introduisaut alors, c.onnne an n0 18 , les iiivariadts dillérentiels 1 «

de ce groupe (Y)o) cl adjoignant aux é(iua(ions ((K)) les équations (82)
et (83), on pourra reprendre les raisonnements de ce n0 18 . La trans-
formation canonisante qui interviendra sera seulement

y / , ' = ^ ^ / , ( ( ^ . - ) ) { / i ^:i, ^ . . . . / / ) ,
( ̂  ) ' J,H..Â- ̂  ̂ ^+^- ( ̂  '.̂  1 , 2 , » . . . ̂  ),

^ / = / / , ( / ::-I,^ . . . , ^ ) ;

et, comme elle n'altère^pas l(*s équat ions (82) et, (83), on o b t i e n d r a ,
pour le système (.^), la, forme

(89)

•p / rA1'--1'-^// \i (, î, ..„ z, ..., ̂ ^^ ...j ̂  ̂ (.^, ...^ .yj (^ ̂  , ^ ̂  .. ̂  ^)^

MA^A-^O (/(=.I, '2, . . . . / ; ; Â"-:.::1!, '^ . . ,, ^),

^A / / ,
^^ =0 (A:::::: ( , ̂  .... /7; ^ ;-.^:f, ^. . . .,^,

^/•^ / / ( < ? :1:-': 1 , '> , * . . , < ? ; .

Or, si l'on, iait abstraction des i n c o n n u e s ^ / , ce, système a les mêmes
solutions que le système (j3), qu i est rationnel en înêine temps que
l u i , et est, pour (A), un système automorphe ( ^ ^ ) , ayant le groupe (ïjo)
pour groupe associé.
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t iéciproquement , au système aiitomorphe p r i n c i p a l ( < ^ ) , q u i corres-
pond, pour ( A ) , a son groupe spéc i f ique , et qu'on peut supposer repré-
senté par les é q u a t i o n s (^73), correspond, par concordance des nota-
lions, le système a u t o m o r p h e Ç\), représenté par les équat ions (HÇ))^
qui est , pour (A/), un système a u x i l i a i r e , et qu i est ra t ionnel .

On conclut de la que celte correspondance a nécessairement l ieu
entre les systèmes automorphes qui onf" pour groupes associés les
groupes p r i n c i p a u x de ra t iona l i t é de (A') et ('A.) : c'est-à-dire que les
groupes de rationalité eux-mêmes se correspondent^ comme les groupes
( r ^ ) et ('/]o) représentes par (es équations (86) et (8^ ).

Donc, quand on passe du groupe de rat ionali té de (A) à celui de (A'),
la loi d'échange des caractér is t iques de ( A ) ' n ' e s t pas altérée. On
peut dire, d 'une manière ahré^ée, que le groupe de rationalité na pas
cliangé : il est seulement interprété dcins un espace à un plus grand
nombre de dimensions,

De là résulte cfuil est inutile^ au point de vue de. la théorie de la réduc-
tibilité^ de faire intervenir des systèmes auxiliaires ou figureraient des
rariables indépendantes autres (jue celles qui figurent dans les équations
du système complet (A) donné.

25. Notons que lques conséquences dos cons idéra t ions uti l isées au
n° 23y en ce qui concerne la nature des systèmes auxiliaires.

IVabord, pour q u ' u n système auxi l i a i re soit automorphe, i l faut et il
suf f i t que son groupe i n t e r m é d i a i r e (À) échange t rans i t ivement les
solutions fondamenta les de ce système.

Dans le cas contraire, ces solut ions fondamentales se répartissent
entre divers systèmes automorphes, ayant tous ( h ) pour groupe inter-
médiaire, Chacun d'eux est donc de la forme (5'r), où les G^ peuvent
être considérés comme connus, tandis que les Ûp, restent à déterminer.
Pour cela. on expruxiera : 1° que le système (5i) est en involution ;
20 que les équa t ions 1 du système a u x i l i a i r e (S) considéré sont, en

^P l . 1 ! 1 " . . . - 1 ! - ^ -

x^ ..., ;^, » . . , ~^———^..^ des conséquences des équations (5i),
' i • • " ' •' p

di l Ïerent iées , s ' i l y a l i e u * Cela donnera, pour dé te rminer les fonc-
t ions Op un système d i f f é r e n t i e l (S).
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Réciproquement, (..oui système dilférenliel (S) entre les fonctions 0^
et les variables ^ , , ..., ^, comprenan t les cond i t ions ( l ' i n t é ^ r a b i l i t é
du système (5i) , et inté^rable lui-même, donnera ;» par é l i m i n a t i o n
des variables 6^ entre ses équat ions et les é q u a t i o n s (5i), un système
auxiliaire (S).

Au po in t de vue rationnel. , si les équat ions (S) sont ra t ionnel les ,
les équat ions (S) le sont, auss i . Pour la réc iproque, il f a u t supposer
que non seulement les équa t ions (2), mais aussi les équa t ions de
déf in i t ion du groupe in termédia i re ( / i ) que l'on i n t r o d u i r a , soient
rat ionnelles.

26. Essayons encore de préciser la forme anatyticfue. des systèmes
auxilidiref;. Remarquons d'abord que, les é q u a t i o n s (79) devant, être
une conséquence des équations d'un tel système (S), ou p e u t , - s u p -
poser qu'elles y f igurent effectivement et s'en servir pour fa i re dispa-
raître, des équat ions restantes, tout, si^ne de d i f fé ren t i a t ion par rap-
port aux variables .z^j,....,/x'/^ Tout système aux i l i a i r e (S) est doue
formé par l 'adjonction des équations (79)5 a un système de la, forme

/ c^ 1 1 • • • ^f'z/, \(90) Fp.t.ri...., Xn ,si, ..., ̂  1 . , , , ^^——-^^^ ... \ ̂  o (^=: ï , '̂  ..., m,);

et l'on peut supposer que ce système (90) est en i u v o l u t i o n , quand on
y considère les variables <^.m ...̂  comme des constantes paramé-
triques.

De plus, le système (S), ainsi formé, admet le groupe ( g ) et, par
conséquent, admet chaque transformation L/de la forme ('19).

Réciproquement, supposons qu 'un système (S), formé de la même
manière, admette les y transforn'iatmns in f in i t és imales Ly,/» qui con-
stituent les premiers membres des équations du système complet (A),
soas-rune quelconque des formes équivalentes de ce système ( A ) . Et
appliquons-lui une transformation canonisante ( ï i ) que lconque . Les
équations (90) donneron t un autre système en involu t ion

(90 l^(yn —J. 1 ̂  -, .̂  | • . - , Ç^^^^^ .-) == o (^ •.:.: i, ̂  .., rn).
" " ' »/ i " "" • . / // /
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Les LA-/' prendront la forme (16) : désignons par

(92) •'W^y'^/^Vl' •••^);d~'—— (/t^I,^ ..., </)"̂•< (/J /,-.(./
/::=l .

leurs nouvelles expressions. E n t i n , les équat ions (79) se réduisent à

(9^ ) —T^L. ̂ o ( A -.::: ï , ->., . . ., p ; ,/;• == j , 2, . . ., q).
•/./ / / ! / » •

Et le système formé des équat ions (91)» (î)^) admettra chacune
des t ransformat ions in l in i t é s i i na l e s A/^/". Voyons ce qu'on en peut con-
clure.

Nous remarquons, a cet ellet., les ident i tés

(-'" ^ w- i ̂  ̂  -.- A,.^ (/,.-.„......... „.- „,,...,«),
/ =. i

q u i mon t r en t que, si u n e f o n c t i o n dey,, ...,,y^ reste invar ian te par les
transformations in f in i t é s ima les (92), chacune de ses dérivées du pre-
mier ordre, e(- par conséquent ses dérivées de1 tous ordres, ont la
même propriété d ' i nva r i ance . Dès lors, si l 'on calcule 1 les quanti tés
A^ Fp en t enan t compte des équat ions (93"), qui é q u i v a l e n t à A/^-^o
(/• == i, 2, ..., y; li — r , 2 ^ . , . , p}^ elles se réduisen t à

(,P) V^^^((^)) a^i,.^ . . . , ^ ; ̂ i^, ..., m);
—'* '</^+.// ^ i

et, en exprimant qu'elles sont nul les , moyennant / les équations de (S),
on exprime (pie les équations

(96) àH ::::- > (^ ̂  i, a, ..., m.;./ = i, s,,... ,^) ."y p \ j
sont des conséquences des équations (91). On peut donc supposer ces
équations (91) écrites sous une forme telle que les variables y?^^ • • • ?
y/, n'y ligure nt pas.

Elles sont donc compatibles avec les équations (9.?) ; et la solution
A'nn, É€. Wurm.f (3), XKÏX* —"JUIN n)ia. 1 ^
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générale du système (91 )01 (93 ) no ditïcre pas (le la solution générale
du système (91) seul.

En résumé, pour yi^un système ('90)5 en insolation par rapport aua-
variables x^ ..., .r̂  forme, cwec les ê^iuitions M/, s^ == o (k = î :, ^,..., q ;
// === i, 2, ...,p), /m système auxiliaire du système (A), ?7 ^,y/ nécessaire
et suf/isant que le système ainsi obtenu, admette q transformations infini-
tésimales de la/orme L^/, ...,Ly/. Dans ce cas, le système obtenu a le
même degré de généralité (|ue le système (90) lui-même, considéré
comme hp variables indépendantes.

Remarquons encore que, si l'on veut exprimer que le système (S)
considéré admet les transformations infinitésimales M/,/(/-= î ,2,. ..,'y),
on aura seulement a exprimer que le système ('90), pris isolément,
admet ces (ransfbrmations; car, dans les formules de prolongement
qui interviendront, ne figurera aucun des indices de dérivation
x^^ i..,^, en ce qui concerne les dérivées des ̂ .

27. Appliquons ces résultats au sys(ème(73), de manière a obtenir
les systèmes résoimnts définissant les o).. ( Voir n0 1 \. )

Nous aurons d'abord a écrire les condit ions d'intégrabilité du sys-
tème
/ , T / ^•-••+^// \W; •l^ ^n -- ̂  ••- —•".————•, ... •̂ , ̂ )^(.;r^ ..., .v^) (p. =::. î , '>., ..., m)\ ()>^- '^y )
considéré comme aux, variables indépendantes^,, ..., ̂  seulement.
On obtient ainsi le système qui définit les divers groupes qui appar-
tiennent au même type (lue le groupe (•/)) dont les '1^ sont les inva-
riants fon(lamen(.aux (4 ).

( l ) Voir Annale-s cfc l ' É c . Norm. .^(p., 1903, p. ^ 'n»; 1904, i), ">S. - Ces conditions
cxprimentquc la lïuiltipljcîilé ^^==^sJ^i, • . . . ̂ ) (^ -s i, '•>., . . . . / / / ; correspondant, aux
équations (68) de ('/j ), est homologue de la multiplicité u^, — wp. (,ri,..., .'r,/) r^. — î , -^ ., <, w),
relalivemerit au .u;rou(»e obtenu en prolongeant le ^t'ou|)o

îK'f^ ^/,(^i, ..., ̂ ) (A == î , y,, ,..,, /1^, x\,.^^x^k {k-. î , -A, ..., q),

suivant les varh-ibles ^^^ (^ f ^, ..., .̂ ^ ..., 'l^l!.!^ , ,, . \ f n = ̂  ^, .... ,n}.
\ <Àn^... ('ÀrPr /

Et le système automorptic r ^ j fournit les transformations de co groupe permettant de
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II faut y j o i n d r e les c o n d i t i o n s ( [ u i e x p r i m e n t que ce système ( 9 7 )
admet chacune des t r ans fo rmat ions i n f in i t é s ima le s M/.y. Or, pour une
tel le t rans format ion , les F^ gardent, leur propriété d ' invar iance , rela-
t i vemen t au groupe (7]} : i l e x i s t e donc des iden t i t é s de la forme

(98) :M:A:^"= ̂ ,a(ri, . . ., i\/ ,ri, . . . , .r,,)
//•=:!, 2, ...,^

[ j , = i, 2, .. ., ni ^

Et les condi t ions cherchées seront, par suite

(99) MA-^^^Â-,^^ •... ^m|^l- ..-^//) (^-^ î . •^ ..-7? [J- ~ ̂  t)i- • < ^ m)-

Ainsi seront (ormes les systèmes résolvants dont les solutions
rationnelles caractérisent, le de^ré de réductihilité du système com-
plet ('A).

28. Avant d 'envisager un nouve l aspect de la r é d u c t i b i l i l é , faisons
encore la remarque suivanle : notre première d é f i n i ( i o n de la réduc-
t i h i l i t é , au moyen du groupe spéc i f ique , s ' a p p l i q u e ind i f t e remment au.
système complet (A) , ou au système d'éyualwns de Pfaff (B), q u i en
déf in i t les caractér is t iques. Car les mêmes groupes ponc tue l s en
x^ ..^x^ la issent i n v a r i a n t l ' un ou l 'autre de ces systèmes.

Pour la théor ie actuel le , fondée sur la considérat ion des systèmes
auxi l ia i res , il f a u t . en m o d i f i e r l égèrement la forme, pour l ' appl iquer
directement a u x systèmes de PfafT complèt .ément intégrables, tels
q u e ( B ) .

On considérera, par exemple, les var iables ^,,...,^ comme des
fonctions de ^,, ...,^, et d e / ) autres variables indépendantes
z^ .-., ^, q u i ne sont autre chose que les constantes d' intégration.
Cela revient, par rapport au po in t , de vue précédent, à un changement
de variables. Dans le système de variables : x^ ..., x^\ .^,,...,:^;
5^...,,.^, on considéra i t les n premières comme variables indépen-

passor (lô l'une flo ces rmiUip l i c î t éB ù r<mtre, (îe qui (ioniio une nouvelle niïerpn'taiion (feu
systèmes anloin orp/i^ aUaclî^ fnw ^rûUpfiK int crin édînireff : //.y définirent kff formules
de passée { ( e s groupes ( fi ) mu: ^rou/M-^ { ' ^ ) correspondante En t in les équations ('99}
exprimfôtt i , que les M/./^ prol()n^oes (lo la même manièro, laissent invarianlela mult ipl ici lô
u^îss ( o ^ f . r ) ^ . . . , Xn} quï ci:»rî»ctérise lu ^roiipo ( f i ) '
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dantes ; tandis que, ma in t enan t , ce sont les n dernières qui jouent ce
rôle.

Les systèmes aux i l i a i r e s ra t ionnels se correspondent, par ce chan-
gement de variables, dans les deux cas. Les groupes in t e rméd ia i r e s
q u i les la issent i nva r i an t s ne changent pas,' le groupe de ra t iona l i té
reste du même type.

Remarquons encore que le f a i t que , pa rmi les systèmes aux i l i a i r e s
de degré de généralité m i n i m u m , en figure toujours un q u i a d m e t
une solut ion pr inc ipa le arbi t ra i re , r ev ien t ic i au su ivant : On peut se
borner à considérer la manière dont p des variai) les dépendent des y autres^
et de leurs propres valeurs initiales; cest dans la nature des relations dif-
férentielles auxiliaires rationnelles auxquelles elles peweni satisfaire^
comme fonctions de ces valeurs initiales^ e/^ plus spécialement^ dans celles
qui leur laisseraient le degré d'indéterminatiori minimum^ (fue réside le
caractère spécial (F un système réductible.

Ce fai t est à rapprocher de ce qui se passe quand, on é tudie les i n f é "
orales des équations d i t le rent ie l les ord ina i res au p o i n t de vue de la
théorie d.es fonctions. Ce, dernier point de .vue pourrait., du reste, dans
une certaine mesure, être rattaché à celui de la rédm>tibi l i (c , en don-
nant au mot rationnel une acception convenable.

"V. — La rédnctibilité et le système complet prolongé.

29. D'après ce que nous avons vu au n° 12, la détermi nation du
groupe spécifique d'un système complet, (A) donné est l iée a la re-
cherche de certaines fonct ions ! différentiel les ra t ionnel les de la
forme

/ ^4-...+-p»^
(100) (x.(^,, . . ., X , . . ., ————————^J—^—L^£ * . . \.

^^...f).r^/ )^^^...fîa'^i'

Ces fonctions sont, en part icul ier , des invar iants différentiels pour
chacune des transformations infinitésimales AI^/, q u i , égalées à zéro,
donnent le système complet sons sa forme résolue (3). Soit W^f la,
transformation inf ini tés imale qu'on déduit deM/c/en la prolongeant,
relativement aux dérivées prises par rapport aux variables x^ ...,^,
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de p variables non transformées .s,, ..., ^, ce prolongement étant
poussé jusqu'aux dérivées (l'ordre o. VA désignons1 par (A^) le système
complet obtenu en égalant a zéro les/- transformations infinitésimales
prolongées M^/': c'est ce que nous appellerons, pour abréger, le .m-
terne ( 'A) prolongé jusqu'à l'ordre o.

Les invariants (;^. sont des solutions de l'un de ces systèmes (A^).
Héciproqutuuent, si l'on considère un nombre quelconque m de

solutions (;^ de l'un de ces systèmes prolongés, et si l'on écrit les
équations

(""''•.••(•'•••••••'"••••ê^.'-)-^"--5"' "-•••••••••"')-
en choisissant, pour les fonctions 0,,. (;r,,..., .'B/,), les fonctions aux-
quelles se réduise ni, les («,,, quand on y fait, ̂ +/,=.'̂ ,./, (/••== 1 , 2, ..., q)
(>( ^^,^C//^ 1,2,...,//); le système ainsi obtenu es! compatible.
Car.'d'après le raisonnement, des n"' 1 2 et 1 3 , on obtient ainsi le sys-
tème de la lori(ie, C r o i ) , (lui admet comme solution le système prin-
cipal de solutions correspondant aux valeurs initiales .'»/,+/,== .î'/°+/,

(/<•== 1 ,2 , . . . ,<7 ) . . . p . , .
De plus, le système (101) admet les Iranslormaiioiis i i i t i n i l e s i -

males M/</, puisque les deux membres sont (les invariants pour ces
tl'ansforinat.ions.

Il existe donc un système dilïerentiel en involution qu'on peut
déduire de ce, systiime ( 1 0 1 ) par des dillerentiat.ions, s'il y a lieu, et
qui admettra, comme lui, les translormations infinitésimales M/,/.
Et en lui adjoignant les équations M/|.SA==O, pour A == i, 2, ..., p;
/c== s , a, .... (/, on obtiendra un système auxiliaire (S) du système
complet donne ÇA )('<-/. n" 25).

Si les (;(,, considères sont rationnels, il en sera de même des équa-
tions de ce sysièmc auxiliaire (S); de sorte que toutes les solutions
du système automorplie principal «), attache au groupe spécifique,
et admettant la solution principale considérée, appartiennent a ce
système ( ^ ) (Cf. n" 23). Dans les équations de ce. système auto-
morphe figurent donc tous les invariants différentiels rationnels des
transformations infinitésimales Al,/, jusqu'à l'ordre diilerentiel
maximum des équations de ce système, ramené à être en involution.
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On voit ainsi (TUC le mode particulier de réductibilité d^uu système
complet (A) donné est déterminé par l'ensemble des solutions rationne/les
des systèmes complets prolongés (A'^) issus de ce système. (A), c'est-
à-dire par les in^aricmts différentiels rationnels des trans/ormafions
infinitésimales MA/, (fui cippartienneni au type (roo).

R e m an ( u o \ \ s q u e, p a r < 1 e s n \ \ s o ri 1 1 e m e ri t s s e ni b 1 a h 1 e s à c e u x: d \ i
n° 36, on pourrait., dans ce qui précède, substituer, a la forme ( 3 ) (In
système (A), sa forme générale (ï). Mais il faudrait alors taire inter-
venir des invariants de la forme plus générale T^, introduite dans les
équations (44)-

II peut être, é^alement^ intéressant de se placer au point de vue
examiné au n°28. Il suflira, pour cela, d'imas'iner qu'on prolonge les
transformations infinitésimales M/^/, non plus suivant, les dérivées
^rl-.-.+P^
—5———^ des variables .s,, ...., ,:?„ considérées comme fonct ions de
ô^... (Wr ' /

//

r'r^, ..,, x^ ..., x,^ mais suivanl. l (^s dérivées, prises par rapport à
^^ ...,^5 des variables x^ .*., x^ considérées comme lbn(;(ions de
•^-M» • - < ? •^ et de z^ ..., ̂ . Les dérivées considérées dans le premier
cas s'expriment rationnellement au moyen des dérivées considérées
dans le second cas, et réciproquement ; car les variables ^,,M? • • • » ^n
sont traitées, dans les deux cas, comme des constantes. De sorte que
les invariants diflereuliels rationnels se correspondront dans les deux
cas au moyen de ce changement de variables rationnel, portant sur
les nouvelles variables introduites par le prolon^'ernent ( i ).

( i ) Celle correspondanc/e montre que de loul invanunt 0»;, on en déduit d'dnircs p;u
l'applical.ion rôpétéo dey paramètres d'iff'éreffl.ich qui équivîilônt aux opérai ions

d^
dzf, ( / ï : 1 , 9,,. . . , ? } .

Quand 0 1 1 dinorentio le système ( 1 0 1 } , i)0in' (^ndoduiro \\\\ système on involiilioli, onpoul
se borner à diiÏéreiitier par rapport à œ^ ,.. .,.r^; et/cela éqmvfmi, ;i ap|»!î<juer les opt'^is-
tîons dédnics ici.

On it(1 doit donc considérer des invariîttils (jr^ ('(Hnine iïïdé{)eitdi<ni8 qiK* si micnn d'eux
ne peut s'ex|)riïï)er en fonclion desaiïtresel de ceux qiiis't^i dedinseni pur les j^arfinieirtîs
difïT'renliels on question.

,Ei 1*011 voit de plus (lue le nombm des ii^drinuls (x,;,, i,Nl»Ki»KNtïANTS, ///// peuvent sf
(rouw ralîonneU, c..^t If mi lé.
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Or le prolongement ein'ployé ici donne, pour déterminer tes inva-
riants différentiels, les systèmes complets équivalents aux systèmes de
Piair définissant, en même temps que les va.riabl.es ^^...^z., consi-
dérées comme fonctions de ^4,,, ...... 'r/^ les dérivées de x.^ ..., a',, par
rapport aux constantes arbitraires d'intégration. On peut donc énoncer
le résultat suivant : Si l'on considère a'^ ...,;r^ comme des /onction
inconnues de ̂  i^ 5 ..., .'r,/ ci des p constantes d'intégration z,, ..., ̂  et
si l'on imagine les systèmes de f\/€i(f (complètement, infé^rables) qui
définissent^ comme f onctions de ''̂ n-n, • .., •'?',/, les x^ ..., x., en même
temps que leurs dérivées prises par rapport au.r constantes d'intégraïio/^
le mode particulier de rèdw'uhilùé du système de Pfaff (B) donnée si
caractérise par les intégrales premières rationnelles de ces systèmes de
Piatr, issus ainsi du système donné (^ par voie de prololî^iMtient).

Quel que soit celui des deux points de vue adopté, on voit que /a
déterminatio/1 du groupe sptwi/icpie et du groupe de rationalité revienf à
la rechen'he des solutions rationnelles de certains systèmes complets.

30. Revenons aux systèmes complets prolongés ('A.1^). Nous allons
voir qu'/Ïy a équivalence complète^ au point de 'rue de rintë^ration^
entre le système complet (A ) et l'un quelconque des systèmes prolongés (A^1)
(/u on en peut déduire.

Pour la commodité de l 'exposi t ion, nous examinerons seulement le
cas où l'on prolonge jusqu'au premier ordre; mais la démonstration
se ferait d'une manière analogue pour le prolongement jusqu'à un
ordre quelconque. VA. l'on pourrait aussi employer le mode de raison-
nement de proche en proche.

Soit dotu^A0^ le système prolongé au premier ordre, où li^ureront,

par conséquent, les variables nouvelles .̂ ^=': !-̂ . (//, /==: •r, 2, ...,/^).

1 1 est. clair que si (A^) est intégré, (A ; l'est aussi, puisque les solu-
tions de (A) sont celles des solutions de ( A ^ 1 ) (lui lie dépendent pas
des variables .^/. Vérifions l'exactitude de la réciproque.

Posons, pour cela

(K^) ^— 9A-(ci((^)). . . . , ^((^).)) (A = i, ̂  ..., p), •

les ^ étant toujours un système fondamental de solutions de (A) et
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les CQ/, étant des fonct ions arbitraires de leurs arguments . Ces équa-
tions admettant les t ransformat ions i n f i n i l é s i n i a l e s M/.,/, les équations
qu'on en dédu i t par d i f îerent ia t ion admet t ron t les t r ans fo rmai ions
prolongées M'^/: ce sont

c»3' "-î ê (" . ' - . . » • • • . . / " •
/ =-= i

En résolvant ce système par rapport aux dérivées "—^ il p rend la
f o r m e

( ,o4) V./(...,^... ...,^...)-^ (.,/:.:,,.,....,,);

el a caase de la na tu r e , i n d é t e r m i n é e , des fonct ions ^//, F i n v a r i a u c e
de ce système en t ra îne celle des fondions V//y. (les fonc t i ons sont donc
des solutions de (A/1-) et fo rmen t , avec les r/,, u n système f o n d a m e n l a l
de so lu t ions de ce système.

On pourrai t c ra indre cependant q u e les so lu t i ons de ( A 1)), a i n s i
obtenues, ne fussent pas i n d é p e n d a n t e s . Mais si l 'on suppose, par
exemple, que les ̂  cons t i tuen t ; , pour (A) , le système p r i n c i p a l de so-
l u t i o n s q u i correspond aux valeurs initialcîs^^:-^^'^,^.^:^ î y 2 , ..., y^
on a, pour ces mêmes valeurs i n i t i a l e s , —L = £// , e^ étant égal à zéro
ou à un, suivant que y et / sont inégaux ou égaux. Alors les for-
mules ( î o 3 ) se réduisent à ^/ — ~^; el,, a cause des formules ( ' r o4 ) .\ / </1 ' / ' .
V' /a se réduit a z / , / , .

Donc, dans ce cas, les V/ /y forment avec les t^ le système principal des
solutions de (A0^), qui correspond aux valeurs initiales considérées.

31. E tud ions ma in t enan t ce q u i se passe, an p o i n t d e vue du groupe
spécil îque et du groupe de ra t ional i té , quand on passe de (A.) a. (A.^).
Soient (A) le groupe spéc i f i que de (A) e t ( y ] o ) le groupe de r a t i o n a l i t é
principal, qui correspond an système principal v / , ( / i ^ n , 2, , . . , /^}
'que nous venons de considérer. ( J t i l i san t la remarque du n0 ï / i , sub-
stituons à {h) son plus grand sous-groupe (A^), dont les transforma-"
tiens sont de la forme (57)* Soient ( / ^ ' " ) et (j^1) les groupes qui pro-
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vienneni de (////) et de (^jo) par le. mode de prolongement qui fait passer
d e ( A ) à ( A ^ ) .

Le groupe (À^) se déduit de (A") en adjoignant, à ses équations de
définition, les équa t ions

( ' o5 ) z/u ==^ ̂  ̂  (//, / .̂  i, a, . . ., p ).

On obt ient ces équations en d i f Ï e r e n t i a n t les identités ^ === ̂
(A =_ i, 2, ...,/;>), qui t raduisent l'invariance supposée des variables

/) /y»/

^, et en tenant compte de ce que les dérivées , p + ' (Â:===i,2, ...,y;
/== i , 2, ...,/?) sont nulles (Cy- n0 12).

On dédu i t ( ^ ) ) de (y]o) par l 'adjonction des mêmes équations (îo5),
écrites en remplaçant les lettres »r par les lettres y correspondantes.
Mais il sera préférable d' imaginer qu'on emploie, dans les équations
de (v]o), les lettres .r,, .... ;^; ^p ..., x^ au lieu, des lettres y^ ...,.y^;
jp . . . ,y^ ; et alors les équations (io5) elles-mêmes interviendront
dans le passage de ('y]o) a ( T I ^ ) '

Si l'on se rappelle alors que (^o)? avec ces notations, se dédu i t
de (A) et par conséquent de (À"), en assujettissant les variables x^j,
(/:== i^ 2;, ..,, y) à r t^s tor invariantes et à prendre les valeurs cons-
tantes o;0^ respectivement (Cf. n0 9), on constate que ( ^ ) ) se déduit
de (A^) par le même procédé, pu i sque cette hypothèse particulière,
faite sur les variables x^i, seules, n'a aucune influence sur les for-
mules (io5),

Cela posé, n o u s pouvons, conformément au théorème du n° 16,
fonder le caractère de réduct ibi l i té du système (A^) sur la seule con-
sidération des groupes en x^ .... .^prolongés, au l ieu d ' introduire
les groupes ponctuels en ̂  et s/,/ les plus généraux. Car le plus grand
groupe en^, .... x^ prolongé, qu i laisse (A^) invar ian t , a ses équa-
tions de d é f i n i t i o n rationnelles, et cont ien t les transformations inf in i -
tésimales prolongées M^fÇk -=-i, 2, -.., y ) . 1,1 peut donc jouer le rôle
du groupe (K) considéré au n0 16. On peut 'même n'introduire, pour1

les prolonger, que des groupes qui échangent entre elles les variables
x^.f,(k= i , 2, ..., y ) ; et, plus spécialement encore, des groupes de
transformations de la forme (57). Ces groupes prolongés ne peuvent

o/
Aim, Ec. NQrm.f (3), XXIX. •— JCÏN 191 ' ^ . ^
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alors laisser (A^) invar iant , sans laisser invar ian te chacune des
transformations M^/, c'est-à-dire sans que les groupes d o n t ils pro-
viennent, par prolongement/laissent invariante chacune des transfor-
mations MA/'.

On conclut de là que le groupe qui jouera, pour (A^), le rôle de
groupe spécifique^ s obtient en prolongeant le sous-groupe Çh") du groupe
spécifique de (A), introduit au n° '14. Ce sera le groupe (A^) défini
plus haut; et le groupe de rationali té correspondant sera (^n)'

Donc; les groupes de rationalité principaux d'un système y issu du sys-
tème complet (A) par voie de prolongement^ s'obtiennent en prolongeant
les groupes de rationalité principaux de (A).

En d'autres termes, quand on substitue à (A) l'un quelconque des
systèmes prolongés (A^) qui en dériventy on n) altère pas la structure des
groupes de rationalité.

Comme première conséquence de ce résultat, nous voyons qu'on
pourra toujours ramener le cas (F un groupe spécifique quelconque au cas
particulier où le groupe spécifique est un groupe intra'nsitif entièrement
défini par ses invariants d'ordre zéro.

VI. — Sur la réduction du groupe spécifique, et la méthode d^intégration
qui lui correspond,

32. Si Fon suppose connu le groupe spécifique (À) d^un système
complet donné (A), le problème d ' intégration, conformément aux
idées directrices adoptées au n° 8, s'énoncera ainsi : Connaissant les
équations de définition du groupe (A), trouver celles de son sous-groupe
invariant (^). Et en cont inuant à appliquer ces mêmes idées, on sera
conduit à essayer de résoudre ce problème par une succession d'inté-
grations, aussi, simples que possible, dont cha'cune ait pour effet de
remplacer, dans l'énoncé précédant, le groupe (À) par "un de ses sous-
groupes. L'intégration sera achevée lorsqu'on sera a in s i arrivé, pa.
réduction progressive du groupe spécifique, à ce que ce groupe spé-
cifique soit devenu le groupe ( g ) lui-même. Comme la modif icat ion
du groupe spécifique ne peut se produire sans que le domaine de
rationalité (^i), primitivement considérée se trouve aussi modifié, c'est
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par l 'adjonct ion, h ce domaine (^l), de fonctions obtenues par des inté-
grations auxi l ia i res , qu 'on devra procéder à chaque étape de la
marche ainsi projetée.

Pour préciser la méthode ainsi esquissée, il importe, tout d'abord,
de se rendre compte de la s t ruc ture du groupe (G) et des groupes
intermédiaires.

Nous établirons d'abord le théorème suivant : Tout sons-groupe
de (G), qui reste invariant par les transformations de (g\ et qui ne
se réduit pas à la transformation identique, contient {g}^ c^esl-à'dire
est un groupe intermédiaire.

Il sulïira de démontrer ce théorème en supposant (G) et (g*) ramenés
a leurs formes canoniques respectives (F) et (y) {Cf. n08 3 et 4).
Soit donc (F) un sous-s^mp0 (^ (F), V11 ^^u^ invariant par (y),
et montrons qu'il con t i en t (y). Supposons, pour cela, le contraire : il
ne pourra avoir en commun avec (y) que la seule transformation
iden t ique . Car le plus {.çrand groupe commun à ( F ) et à (y) est inva-
riant dans (y), qui est simple : si ce groupe commun n'est pas (y), il
se réduit donc bien à la. t ransformat ion ident ique .

Une t ransformat ion i n f i n i t é s i m a l e de (F) est donc de la forme (24);
mais les fonctions ^/, n'y peuvent être toutes ident iquement nulles,
sans qu' i l en soit de même des fonct ions 9^.

Cela posé, formons le crochet de cette Iran formation (-24) de (F) et
de —^L, qui appar t ien t a (y) : le résul ta t est nu l identiquement, parce<v^+v
(me les 4/"" disparaissent du résultat, qu i doit encore appartenir à (F),1 «VA
par hypothèse. Donc les 9^ ne dépendent que dej,, ..., y?.

Ce premier point acquis, formons encore le crochet de la transfor-
mation (24) considérée avec y-., —^-, qui appartient à (y) : le résultat

' ' ffj/H-ï

étant û; --/^-, on en conclut, de môme, que les cpy sont nuls identi-
} J ^y/M-t

quement .
Mais si l'on fait alors le crochet de (^4), ainsi particularisé, avec

y^ ^L-, on conclut encore que les ̂  sont nuls aussi identiquement.
Le groupe (F') ne peut donc, dans l'hypothèse fai te , contenir aucune
transformation in f in i t é s ima le ; donc il ne peut contenir aucune cons-
tante arbitraire.
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Imaginons donc une transformation f inie de ce groupe, qui serait
de la forme (23), et t ransformons- la d'abord par la t ransformat ion
de (y)
( ï 06 ) y,^j = 'y^.j + c, y/ ~= y , ( /• ̂  p -|- y ).

L'une des équations de la transformation obtenue est

( 1 0 7 ) y,H - k ̂  % Cn - • • • . .r//1,/ +r' • • - ,r// ) ( f< ^é j ) ;

et, comme la constante c n'y peut subsister , pu i squ ' e l l e doit encore
faire part ie de (F), on conclut que ç/c ne cout ieni , quey,, . . . , y^y^ .
Mais, de plus; si l'on t ient compte de ce premier résultat, l 'une des
équations de la transformation nouvelle est aussi

( ï08 ) y'i^ =-- 9y (ji,..., y/,, .7/,,,,.,-y "h c) — ̂

d'où la condition

C"9) A- --o,
' v ^ f y

c'est-a-dire

( î r û ) 9^, = j/,,.,.̂  -h ̂ , ( ̂ , ..., y^ ) ( h ̂  i , -^ . . . , / / ) .

Transformons maintenant par la t ransformation de (y)

( n i ) 7/,..,M = y?+ï + ^.y^+y. „}•'/""= y/ ( / ̂  /> 4- ï ) ;

et l'une des équations obtenues étant
( Ï Ï 2 ) ^ ^M^.r^+i+xi—c/y ,

nous conclurons que les jj sont tous i den t i quemen t nuls .
Transformons euf în par la transformation de (y)

(n 3 ) y/^.i ~ ,r//+i + ̂ y//. ,r/- =" j/ ( ̂  // -h ï ),

et l 'une des équat ions devenant

(^4) y;,,,.,i -==y^,i4-c(j/,-^),

nous concluons enfin (iue les ̂  se réduisent aux y / , . La seule trans"
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formation ( le (F) possible, dans l'hypothèse, faite, est donc la transfor-
mation klent ique ; et cette hypothèse est à rejeter, ce qui démontre le
théorème.

33. De là resuite que tout sous-groupe invariant (l'un groupe inter-
médiaire est lui-même un groupe intermédiaire,

Quant au groupe ( G ) lin-même^ nous allons montrer que ( g ) est son
seul sous-groupe invariante comme nous l 'avons a n n o n c é au n° 7.

Il nous suff ira encore de raisonner sur (F^). Or (f) , représenté par
les équations (23), est, i somorphe au groupe (F), représenté par les
équations

(n5) r/,=^(yi, < . . , y/0 (h =. î , 3, . . . , p\ ^==2 fond. arbit.),

et la t ransformat ion i d e n t i q u e (le (F) correspond, dans cet isomor"
phisme, au sous-groupe ( ^ } de (F), représenté par les équations (i5).
Comme (F) est s imple C 1 ) , (y) est sons-groupe invariant maxi-
mum de (F). De plus (y) est simple.

Donc la suite

(n6) (G), (^), î

est une suite normale de sous-groupes invar ian t s les uns dans les autres,
relative à (G).

Mais, d'après le théorème du n0 32, tout sous-groupe invariant
de (G), étant i nva r i an t en. par t icul ier par les transfomations de { g ) ,
cont ient (^). I l faut donc qu ' i l se réduise à (G), ou à (g), sans quoi (g)
ne serait pas sous-groupe inva r i an t maximum.

On remarquera que /a suite (116) est /a seule suite normale de sous-
groupes de (G).

34. Occupons-nous ma in t enan t des moyens d'obtenir une réduction
du groupe spécifique. D'après les remarques du n° 29, elle ne1 peut
résulter que de V ad fonction, directe ou indirecte, de certains (2) inva-

( i ) El môme proprenuîni dmpl(^ su ivan t la tcrniinologie do M, Cartan {Anncdes de
l ' E c . No nn, sup. y 190 •> y p. ^ 84)'

( ï ) (Tesl-à-diro (hi type G^ [i<mnulo (100)]. On pournul ici, et dans tout ce qui suivra,
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riants différentiels des transformations M/ry; ou, ce qui revient au
même, de certaines solutions de l 'un des systèmes prolongés (A^).
Étudions ce qui se passe lorsqu'on adjoint, directement, certains de
ces invariants. Je dis qu'après celle adjonction, le nouveau groupe spé-
cifique sera le plus petit groupe intermédiaire Ç/i ^ ) contenant le groupe Œ"),
(fui est formé de toutes les transformations du groupe spécifique initial
laissant invariante chacune des fonctions différentielles que Von adjoint.

D'abord les équa t ions différent iel les de Çh'[) seront ra t ionnel les
après l 'adjonction, car elles s 'ob t iennent en associant , a u x équat ions
de définition de l 'ancien groupe spéc i f ique (A), les équa t ions qui
expriment l ' invariance des fonctions U < , .... U^ que l'on a d j o i n t ; en
mettant le système obtenu sous la forme d'un système en i n v o l u t i o n ,
on en pourra déduire un système d' invariants fondamentaux de (/^/),
par défi calculs rationnels. Tous ces invariants fondamentaux pourront
donc être considérés comme adjo in ts , a ins i que tous ceux qu 'on en
déduira i t par voie de prolongement.

Comme, de plus, ce groupe ( J i ' [ ) contient les t ransformat ions infini-
tésimales M^/, on en dédui ra , par des calculs ra t ionnels , comme il a
été expliqué au n° 15, le groupe intermédiaire (À, ) correspondant.

Tout revient donc à prouver que tout invariant d i f f é r e n t i e l W des
MA/, qui se trouve rationnel après l 'adjonction de U , , .,., U^, est aussi
invariant par le groupe (/^).

Soit, en effet, S l'ordre différentiel de W, que nous supposons,
comme Uo .... U^, du type(ioo), et soient U i , . - . , (J^ tous les inva-
riants différentiels indépendants et rationnels du groupe (/^/), appar-
tenant au même type, et d'ordre inférieur ou égal à ô; on peut même
supposer que l 'onai l lo , pour ces invariants,, jusqu'à un ordre supérieur
à à, suffisamment élevé; la rat ionali té de W, après adjonction de
Ui , ..., U^, doit alors s'exprimer par une fo rmu le rat ionnelle

("7) W = = F ( l ^ . . . , (}„ ...|^, . . . ,^ , . , . ) .

Il est en tendu que F peut contenir, outre les quantités indiquées dans

utiliser des invariants (lu type plus général Tp [équations r44) ] , ôfc supposer que ce sont
des invariants de (^). Cela permettrait même de simplifier les raisonnoments. Mais, pra-
tiquement, le point de vue que nous adoptons est préférable.



SUR LA BÉDUCTIBÏLÏTÉ ET L'INTÉGRATION DES SYSTÈMES COMPLETS. 27!

^Pl4-...-hp/, ^ .

la notation employée, les dérivées —^———. qui jouent, concurrem"
u3C * * • • v^ if

ment avec a.;,,..., ,r,,, le rôle de variables indépendantes et les dérivées
des U; par rapport à toutes ces variables indépendantes^;; et dérivées
des s/,).

Cela posé, si W n'est pas un invariant différentiel de (À,), il n'est
pas une fonction de U , , ..., U, seuls, et l'on peut considérer un système
prolongé (A^), dont W, U. , . . . , U, soientdes solutions indépendantes;
de sorte que, pour en avoir un système fondamental (le solutions, il
suffirait de l eu r associer, le cas échéant, quelques autres solu-
tions W < , ..., W,..

L'identité (117) est donc, pour ce système prolongé (AW), une
relation diuerentkîllo ra t ionnel le entre les solutions d'un système
fondamenta l , avant toute adjonction, c'est-à-dire dans le domaine de
rationalité (x) primit if . Et le système

( ( F = = V ( ( / | , . . . , / < ( , ...,.»!, ...,. '•••;,, - • • ) l

/ ,i^ 5 . . / />•== I , 2, . . ., f/; T=: I , 2, • • • . t'\
{ 0; jM^==M^--.M^p--o ^ p^,,,,...,.^ )'

est pour (A^') un système rationnel (Cf. n" 22).
Ce système (i 18) est donc invariant par le groupe (À), qui , consi-

déré comme prolongé jusqu'à l'ordre X, est contenu dans le groupe
spécifique de (A^), et même caractérise entièrement ce groupe spéci-
fique (Cf. n" 31 ). Il est donc, a fortiori, invariant par le groupe (A';'),
qui est' contenu dans (A). Et ' s i T/est une transformation infini-
tésimale que lconque de (A';'), TF("f, • • - , i^ • • • \ x^ • • • ' x^ • • •}sera

nul , pourvu qu'on y considère u,, . . . ,"/ comme des variables non
transformées, c'es^à-dirc qui satisfont aux conditions Tu,==o,
( T = I , 2, ..., t), et pourvu que l'on t ienne compte aussi des wtîài-
t i o n s M y • I M T = = < > < 7 ^ = : I , 2» • • • > y ; ^ = = 1 ' 2' • • • ' t ' ) -

Or ces deux espèces de conditions sont réalisées, si l 'on remplace les
lettres a,, ..., u, par les invariants U, , .. ., U< eux-mêmes. De sorte
que T/laisse invariante la fonction F(U, , ..., U(, ... |.ri, ..., a?», - • • ) >
c'est-à-dire W.

Nous arrivons donc à cette conclusion que W serait invariante par
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chaque transformation infinitésimale de (/^), et serait un invariant de
ce groupe. I/hypothèse contraire est donc bien impossible.

35. Supposons que le groupe spécifique (A) ne soit pas simple. Et
soit (A,) un sous-groupe invariant maximum de (À) : c'est, comme
nous savons, un aut re groupe i n t e r m é d i a i r e (Cf. n° 33). Nous allons
montrer qu'on peut réduire le groupe spécifique (À) à son sous-groupe
invariant maximum ( Â < ) en adjoignant' au système (le rationalité (A)
un système fondamental de solutions d ' u n système complet auxiliaire (A /),
dont le groupe spécifique est simple.

Nous allons considérer le groupe de r a t i o n a l i t é (T]) qui correspond
à (A) ; et le groupe analogue (y],) qui correspond de même à (/^),
c'est-à-dire le sous-groupe de (ï]) qui exprime la loi de por rnu ta t ion
des caractéristiques de (A.) par (/^i) . Soient de p l u s ( / t t ! ) {^ ( ^ ' [ ) 1°^
plus grands groupes de transformations de la forme (57) con tenus
dans (À) et (A,) , respectivement. On reconnaî t f ac i l ement ; en écrivant
les équa t ions générales de ces divers groupes [ou mieux des groupes
canoniques qui correspondent a (À), (A"), ( A < ) » (À^), par la transfor-
mation canonisante^ i)] ,que (y], ) est sous-groupe i n v a r i a n t maximum
de (Y] ) , et (A';) sons-groupe inva r i an t maximum do (////),

D'après le théorème du n° 34, le groupe spéci f ique de (A) se rédu i ra
à (/^), si l'on adjoint à (<?l) les i n v a r i a n t s d i f férent ie l s de (/^), q u i
son t ' du type (100) ou, du moins, un système fondamen ta l de tels
invariants. Un tel. système d ' invariants est dé f in i par un système
complet (A,) qui contiendra, en par t icu l ie r , les équations de l 'un des
systèmes prolongés (A^), issus de (A) (0/\ n0 29)* Comme l'on con-
naît les équations de déf in i t ion de (A^), on peut admettre que ce
système complet (A.^) est connu, r a t i o n n e l l e m e n t , au moins dans le cas
où (A) et (/^ ) sont transitifs ( ' ).

Au point de vue du mode de réduct ib i l i té de ce système (Ai),
remarquons1 que le groupe (A"), prolongé, contient des t rans format ions
infinitésimales q u i , égalées àsséro, donneraient un 1 système équivalent
à (A,) ; de sorte qtfB, d'après le théorème du n° 16, on peut déduire le

( 1 ) Cf. Annales Ee, Norm. sup^ 1903,?. 444 •
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mode de rédac t ih i l i t é de (A.,) de la cons idéra t ion des seuls groupes
en ̂ , . . . , 'r/, prolonges. Et comme ( h " ' ) , qui est ra t ionnel , laisse inva-
riante chacune des t ransformations in fmi té s ima les pro longées M/01/1, on
pourra imposer la même condi t ion î i u x groupes considérés, et supposer
leurs t ransformat ions du type (57) (prolongé ).

Il est clair que , dans ces condi t ions , c'est {h"} lui-même qui j oue l e
rôle de groupe spécif ique pour (A , ) , pu isque les groupes considérés
sont des groupes prolongés issus de groupes on x^ ..., x^ qu i laissent
inva r i an t (A) lu i -menie .

Donc le groupe de rat ionali té de (A,) est le groupe qui expr ime la
loi d'échange d ' u n système d ' i nva r i an t s fondamentaux de (7^) par les
transformat ions de ( / ^ ) - Et, p u i s q u e ( /^)es t sous-groupe invariant
maximum de (/^ /), ce groupe de rat ional i té est bien un groupe
simple (1 )-

36. Dans ce q u i précède, nous avons cherché à rédu i re le groupe
spécifique a un de ses sous-groupes invar iants . Imaginons m a i n t e n a n t
qu'on cherche à le réduire a l 'un que lconque de ses sous-groupes; et,
pour ne pas m u l t i p l i e r les no ta t ions , désignons encore ce sous-groupe
par (7^). Soient encore (A") ( ï t (A^) les groupes formés de toutes les
t ransformat ions de la forme (^7), q u i sont contenues, respectivement,
dans le groupe spécifique (h) et dans son sous-groupe ( / ^ ) - Tout
reviendra encore à dé terminer u n système f o n d a m e n t a l d ' invar ian ts
différentiels de (/^), de la forme (100). Or i m a g i n o n s que ces inva-
riants cons t i l uen t une so lu t ion quelconque d 'un système différentiel
rat ionnel quelconque (D). Soient u^ . . . y u^ les fonctions inconnues
figurant dans ce système (D) ; les 'var iables indépendantes étant
x^ .... x,^ et les dérivées i—^^^ jusqu 'à un certain ordre S. Les

rÀ'y'i'. . .àxy
Invariants d i f f é r e n t i e l s de {h\) admet tant , en par t i cu l ie r , les trans-
formations in f in i t é s imales prolongées MfY, on obtient un système
dif fé ren t ie l ra t ionnel compatible en associant aux équations du sys"

( ï ) C A î ^rodpo pourra ôlrc intransiUf, car les invariants diiïéronliels de (// / /) sont, en
par t icul ier , des invananis do (/?î}. Maïs H se pourra aussi que les invariants nouveaux
soient échangés eniro eux; ot ils le sorônl alors suivant un groupe transitif.

Âun. ïïa. No/'m^ (3), XX, IX. •— Jum ï g î ï . 35
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terne (D) les équat ions

( i 19) Mf u^-^.0 (/•• — i , a, . . ., 7; c r— i , a, . . . , s ) ,

Le système a i n s i ob t enu ( I Y ) est un système a u x i l i a i r e r a t i o n n e l pour
le système prolongé (A^) ; ou, ( lu inoins, on en d é d u i r a i t un système
auxi l ia i re , dans le cas on i l ne d é p e n d r a i t pas d ' u n n o m b r e s u f t i s a n t d e
fonct ions i n c o n n u e s , en l u i a ssoc ian tencore , comme on l'a f a i t au n0^,
des équat ions s u p p l é m e n t a i r e s de la (orme M^'^p^o ('p — r , 2, ..., / ' ) ,
et nous appe l l e r ions alors (W} le système a i n s i comp lé t é .

Or nous savons f n ° 31) q u e le groupe ( h " ) p ro longé peu t jouer
pour (A^) le rôle de g roupe s p é c i f i q u e . D'où i l résul te que le
système (D"}, et par s u i t e le sys tème (D'), reste i n v a r i a n t par les
diverses t r a n s f o r m a t i o n s de ( / ) / f ) : donc ces t ransformat ions changent
t o u t e so lu t ion de ( l ) ' ) en u n e s o l u t i o n do (l) ') . M a i s ces transfor-
mai ion s changent les i n v a r i a n t s d i f f é r e n t i e l s carac tér i s t iques d n
groupe (///, ) en i n v a r i a n i s d i f f é r e n t i e l s c a r a c t é r i s t i q u e s des autres
sous-groupes de (/^ /), homologues de (/^).

Donc tout système dl(jlÏreitU(d raiionnel ( { ( I r n d f d n f pour une de ses
soUuio/ïS l.es /b/icliom' différentielle}} (lu (y/^ ( i oo ) , (fid (léjinùîîeni an
sous-groupe du groupe spécifique^ adniei ausai^ comme solution^ lea jofu>
lions de la rnt'me nature dé/inissnnf chaque îîous-^'r'ou.pe (tu ^'roupe spéci-
fujiie^ /lomolo^ue du premier.

I l en résultera que Vintégralion complète d ' un ( c l système résolvant
fournira à la fois les i n v a r i a n t s d i f f é r e n t i e l s de toute une classe de
sons-groupes du groupe s p é c i f i q u e homologues en t re e u x et , par
conséquent , tous les i n v a r i a n t s d i f f é r e n t i e l s carac tér i s t iques du plus
grand sons-groupe coutenu d a n s tous ceux- là . Or ce d e r n i e r est un
sous-groupe i n v a r i a n t du groupe spéc i f i que .

On voit par la que, si l 'on cherche \\ o b t e n i r la r é d u c t i o n du groupe
spéci f ique par l ' i n t ég ra t ion complète d 'un système a u x i l i a i r e r a t i o n n e l
admet tant comme so lu t ion un système f o n d a m e n t a l de fonct ions d i f fé -
rent ie l les caractérisant un sous-groupe du groupe spécif ique, on ne
particularise pas rée l lement cette méthode, et même on l ' a p p l i q u e de
la manière la p lus s imple poss ib le , en cherchant d i r ec t emen t les
fonc t ions d i f f é ren t i e l l e s (pli caractérisent un sous-groupe i n v a r i a n t du
groupe spécifique.



Sun TA rŒOlKyniî iLiTK i'/r i / I N T E G R A T I O N DES SYSTEMES COMPLETS. 27:.)
Il n'en serait pas de même si l'on devait calculer seulement raie soin-

lion particulière (le l'un des systèmes résolvants imagines.

37. Les théorèmes précédents conduisent à ^TnéfJiock^d'irrtégraiioji
suivante.

Si le groupe spéci f ique est transitif et contient au moins un sous-
groupe invariant (ransitif, on le réduira à ce sons-groupe par l'inté-
gration d'un système complet auxiliaire à groupe simple. On opérera
de même sur celui-là, et ainsi de suite,, jusqu'à ce qu'on arrive à nn
groupe spécif ique nouveau qui soit s imple ou n'admette aucun sous-
groupe invariant transit i f .

Les solutions des divers systèmes complets resolvants qui inter-
viendront, sont, des fonctions de la forme (100), e'est-à-dire dépendent
deoi',, ..., ,v,, et des dérivées, prises par rapport à ces variables, de
certaines variables auxi l ia i res s,, ..., ^, qui n'interviennent pas
elles-mêmes exp l i c i tement . Ce sont toujours des solutions de l'un des
systèmes prolongés ( A ^ ' ) , qui se déduisent du système (A) donné
(([/\^^).

Si le groupe spécif ique est transit i f et simple, et s'il a des sous-
groupes transit i fs, ou cherchera a le réduire a un de ces sous-groupes,
choisi parmi ceux qui ont le plus grand degré de géuérallté possible.
On aura alors à trouver une solution particulière de cer ta ins systèmes
résolvants ; elle sera encore constituée par des fonct ions de l'espèce
précédente, satisfaisant à l'un des systèmes prolongés (A^). Le nou-
veau groupe spécifique auquel on sera ainsi ramené pourra ne pas
être simple, ce qui permettrait d'appliquer de nouveau lo premier
mode de réduction.

La méthode précédente pourra s'appliquer, même en supprirnant la
restriction, imposée aux groupes considérés, d'être transitifs, si les
systèmes résolvants qui interviennent peuvent encore être formés.

On pourra aussi, dans le cas des groupes iulransitifs^ opérer comme
on a vu au n° 20, de manière à retomber sur le cas de groupes tran-
sitifs.

Dans tous les cas, le /u)m^re^/e$operalù)ns€iu^
cation de la méthode est limité. Car, si une opération conduit à un
groupe intransitif, elle donne au moins une solution du système (A),
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indépendante de celles qui pouvaient être p récédemment connues , ce
qui ne p e u t , v i s i b l e m e n t , se r enouve le r q u ' u n nombre f i n i de fois,
/ ) au plus.

Et, tant qu 'on opère avec des groupes t rans i t i f s , chaque opération
lait connaî t re au moins un i n v a r i a n t différent ie l nouveau des M/^/,
c'est-à-dire permet d'associer au système ajitomorphe (.y), de la
forme (5i), qui correspond au fi ' roupo spécif ique i n i t i a l , une équat ion
nouvel le

(,.0) (,(.„...,./, ••-,g::;^.- •)-..^.,...,^

en opérant comme il a élé expliqué au n0 29; cette équation ne pourra
pas être une conséquence de celles du système ( s ) e( sera compa-
(ibie avec elles.

Or on sait (lue le nombre d'équations que l'on peut ajouter succes-
sivement à celles d'un système différentiel, avec la condition que
chacune des équations nouvelles que l'on ajoute ne soit jamais une
conséquence (algéhrico-diiréi^Mitielle) des équations précédentes, est
limité.

Donc ici aussi le nombre des opérations successives possibles est
limité ( 1 ) .

38. Dans la méthode précédente, nous avons cherché à ob t en i r la
réduction du groupe spécif ique par l 'adjonct ion directe d ' invariants
d i f fé ren t ie l s de la forme (100). Mais il résulte, de la théorie générale
des sous-groupes des groupes continus ( a) , que la recherche des
équat ions de d é f i n i t i o n d'un tel sous-groupe revient au, calcul de cer-
taines fonctions des var iables ;y,, ..., x,^ seules, qui .figurent dans les
invar iants d i f férent ie ls correspondants . Ces f o n c t i o n s seraient, dans
le cas actuel, les mêmes que les fonct ions o^, sur la considérat ion
desquelles nous avons vu, au n° 20, qu'on pouvait fonder le caractère
de réductibil i té des systèmes complets ,

(^On dérnonire, par un raisonnôrnoni (.oui seinblabîo, que loiilo suite normale d6
Sous-groupes invariants les (HIS daria les autres, pcmr un groupo qutîkîonque, est
c Miposée d'un nombre fini de groupes»

(r) Cf- annales Êc. Nornï. sup^ H)O 3, p. 4 4 * .
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On pour ra i t donc cberclior à o b t e n i r la r éduc t ion du groupe spéci-
f ique s implement par l ' ad jonc t ion , an d o m a i n e de ra t ional i té (<îB.), de
certaines fonc t ions de -r,,, ..., x,^ seulement.

Ce même point de vue s ' imposera si l'on veut étudier et discuter
l ' intégrat ion des systèmes complets ( d é p e n d a n t des mêmes variables
x^ ..., x,^) les uns par les autres.

I m a g i n o n s d o n c u n s y s t é m e d i ffé r e n t i e 1 r a 1 i o n n e 1 (A) dont d é p e n cl e n t
des fonct ions CL^, ..., o ,̂,, des variables x^ ..., x^. Pour que l ' inté-
gration de ce système soit considérée comme produisant une réduct ion
du groupe spécifique, il est nécessaire que des invariants différentiels
de M/^y, indépendants de ceux qui appar t iennent au domaine de rat io-
nali té considéré (<^l), s ' expr iment en f o n c t i o n ra t ionnel le de x^ ...,.'r,^
des dérivées de s,, , . . , ^ par rapport à ^, ..., x^ et des fonc-
tions co^ . - . , co,,, (et de leurs dérivées partielles) qui cons t i tuen t

, l 'une des solutions de ce sysii'me A.
Mais on ne peut pas considérer cette condi t ion comme suffisante.

Pour nous en rendre compte, supposons , afin de fixer les idées,
que (A) soit, par exemple, un système complet : intégrer ce système,
c'est en t rouver un système fondamenta l de solut ions quelconque; et
r ien ne prouve que les f o n c t i o n s co,, . . . , œ^ qui cons t i t uen t un tel
système de solutions, arbi t ra i rement choisi, puissent fournir effec-
t ivement des invar iants d i f f é r en t i e l s de l'espèce cherchée.

On devra donc, semble-t- i l , se l i m i t e r a u cas su ivan t : Ausystème^)
se trouve associé un système de fo actions rationnelles déterminées

1 . / ^ i•••P/'^ .̂..+a N
\ ̂  \x,, ..., .r,, ...., .——,——, . . . ^ i,..., 6) /// ..., -.T^T^^T ? • "

(nu) < \ ôx^^jfxy ux î'-^^n' ]

\ ((7=: r , a, . . ., s}, ,

telles que toute solution de (A), portée dans ces fondions, à la place
de (s ) ^ , .... c.o^ fournisse un invariant différentiel des M/c /.

Si le système (A) possédait cette propriété pour une de ses
solutions au moins, il serait facile de lui adjoindre les équations
M'A^o-^ o (a === i, 2 , . . . , s ; k == i, 2, .. . , f / ) ; de inanière que le sys-
tème (A7) qu 'on en déduirait ainsi aurait bien la propriété supposée.

Appelons, pour abréger, système (A) un tel système. Il lui corres-
pond un système rat ionnel définissant directement les invariants



278 E. VESSÏOT. — SUR LA IŒI)UCT((mjTÉ ET Ï / Î N T K C . H A T I O N , ETC.

d i f f é ren t i e l s des M/^f que ( A ) f o u r n i t , par h y p o t h è s e , i n d i r e c t e m e n t .
A ee nouveau système s ' a p p l i q u e n t les r é s u l t a t s du n0 36. Nous
pouvons donc conclure :

L'intégration complète d/un système (A), réduisant par /lypothêse le
groupe spécifique^ le réduit /lécessfdreme/i.t à un de ses sous-groupes
invajianfs.

On voit , de plus, que le nombre des invariants dinerentiels desM^/,
que peut fournir un système di l îerentiel (A ) , est l imité : c'est-à-dire
qu'ils se déduisent, par des calculs rationnels, d'un nombre l imité
d'entre eux. Cela résulte de ce qu'on ne peut obtenir que des invariants
d i 11 e r e n t i e 1 s c ( > r r e s p o n ( 1 a n t. a u n o u v e a n ^ ro 1 1 [ ï ( k s p é c i fi < | u e, ( i t <î u e
ceux-ci sont, dans la menu1 accept ion du mot, en nombre limité.
Donc l'adjonction d'un nombre, limité de solutions d^un système ( A )
produite pour la réduction du groupe spécl/iquf^ le même résultat que
l'intégration com/îléte de ce système fA), pourvu, bien entendu, que ces
solut ions particulières soient prises en nombre suf f isant et sa t is fassent
à certaines condi t ions d'inégalité qui expr iment que chaque solution
nouvelle successivement adjointe donne au moins un invariant diffé-
rentiel indépendant de ceux que les so lu t ions précédentes auront
donnés.

Remarquons enfin que, parmi les systèmes ('AL figurent, les
systèmes résolvants qui définissent les râleurs des invariants fonda-
mentaux t^ considérés aux n0' 20 et 2 1 , systèmes dont nous avons
étudié la (orme au n° 27.

ParLS, le 15 i n < i i 1 9 1 1 .


