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SUR LA COMPOSITION

TRANSFORMATIONS LINEAIRES DE FONCTIONS a
PAU M. IL ALEZA1S.

Dans ma Thèse (je la désignerai par /A.), où j'ai développé certains
calculs relatifs aux fonct ions liy[)ertiiclisiennes de M.. Picard, j'ai
calculé directement tou tes les transformations de (onctions 0 que j'ai
voulu obtenir; niais ces transformations ne sont pas toutes indépen-
dantes, et il est intéressant. de chercher à les calculer comme trans-
formations composées d'un nombre aussi petit que possible de transfor-
mations fondamenta les. Ce nombre minimum est de quatre. Les
fonctions 0 il (rois variables que j'ai en. à considérer ont leurs périodes
normales de deuxième espèce fonctions de deux paramétres u et c, et
tout passade d'un système de rétrosections rendant la surface de
Riemann simplement connexe à un autre pareil système, correspond
à une substitution linéaire ef fectuée sur a et v. Toute transformation
linéaire de ces fonct ions se rattache donc à une substitution effectuée
sur u et ^. Je désignerai désormais ces substitutions par des lettres
cursives, et je réserverai aux transformations les lefcires ordinaires
correspondantes.

Chacune des substitutions considérées donne lieu à trois transfor-
mations, mais ces, trois transformations peuvent s'obtenir en compo-
sant l'une d'elles avec les puissances d'une même transformation 1 ,
dont le cube est la transformation identique, et qui peut se déduire
de la substitution identique ^ ainsi que l'a indiqué M,. C.-F. Craig en
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traitant un problème analogue (^Transactions of thé American Mathe-
matical Society, vol. I l , 1910, n0 '1, p. 47)- D'autre part, les substitu-
tions considérées forment un groupe que j 'appelais S, et j 'ai
mont ré (^/z. , p. 58) que ce groupe est sous-groupe (l'un groupe T
engendré par trois subs t i tu t ions T,, ï^ ©. Je parlerai ma in t enan t du
groupe r S ; j e dirai qu' i l est sous-groupe du groupe ^ et que celui-ci a
pour s u b s t i t u t i o n s fondamentales c^, ^25 <^- Soient de p lus T, l'une
des t r ans fo rma t ions q u i co r r e spondnn t h ^ , , T.^ l ' u n e de celles qui
correspondent à (^, et © l 'une de celles q u i correspondent à ç;Â, toutes
les t ransformat ions l inéaires de nos fonc t ions 0 pourront s'obtenir
en combinant les quatre t rans format ions I, T , , Ta, 0. Je vais d'abord
calculer les é léments de ces quatre t ransforrnat ions.

Transformation L

Toutes les substitutions du groupe K son I, des substitutions
linéaires

/ - Mît+ jl>:îp^hJji:{^ ,/ M^"lh ̂ î^+ H^u ̂  .M7:^ï>^'<^+1<7/^ i' ": H^:^^^
dont les coeff icients M.,, F,, ..., H;( sont1 des entiers complexes do la

forme a +" &À où a et h sont des entiers réels et, À = ""i.̂ tlî  . Parmia
les subst i tut ions de cotte (orme, l 'expression la p lus générale de la
substi tut ion ^ est

/_ (a 4-" b7.)u , _ (a -4" /A) c
a -h b /. ? 11""" a "f" h /.

On peut se servir de la méthode ordinaire (^4,, p. iô4) pour déduire
de cette subst i tut ion les coeff icients de la transformation correspon-
dante. .Elle donne

^ a o b \ o o o S.a
0

^ b

0

0

0

o b

a o
o n — b

0 <::)

— b o

0 0

0

0

0

a — b

<::>

0

0

b

<>

0

a — //

0

os»
0

0

&
o1

0^

r^-
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On en déduit

[ a1 •— ab -4- h^ o o ^

a^—pa^ o ^—a&-+-& 2 o
o o a'2— a^ •+- b^ J

Pour que la transformation soit linéaire, il faut que cette matrice
soit la matrice u n i t é ; il faut donc

a2_ ab -+- ^=1,

et cette re la t ion étant vérifiée, on voit a isément que les autres condi-
tions, pour que la t ransformat ion soit l inéaire, le sont aussi. Les solu-
tions en nombres entiers de cette relat ion sont

) a ::= ±: i.
) b ' ^ o .

a ~=z o,
b==±\

^=

( /^

Changera la fois les signes de a et de b r ev ien t à changer les signes
de tous les coeff ic ients ; on sait q u e ce changement ne conduit pas à
une transformation d i s t i n c t e ; en négligeant la transformation iden-
tique, il n'en reste donc que deux a considérer; par exemple celle qui
correspond à

a -h b'h ::r ?.y

et celle qui correspond à

a 4- b). =: ^ ~ 7. == ).2.

Chacune est mani fes tement le carré de l 'autre et a pour cube la trans-
formation identique.

Soient donc a === o, b = T ; il en résulte

A:
-a ( 3 -
.ff! ^

0 (:> 0

<> — \ 0

^^ O1 ' ' 0 ' • Ô

Ànn. ÈG. Norm,, (3), X.XIX. — JUIN 1 9 1 2 .

^

'S.

0

0

—•• (

0

0

o1

0

0

0

0

— I

' 0

1

0

— 1

0

0

Ô

0

0

0

—, I

Ô

— f

0 0

J 0

0 0

0 1

— i ' o

' 0 '0

36
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On se trouve (cf. th.y p. 96) dans le cas où a' n'est pas la matrice o,
mais où son dé te rminant [a/| est n u l . De cette matrice A, on déduit
sans peine tous les éléments de la t ransformat ion . Pour pouvoir indi-
quer les résultats, je rappelle d'abord brièvement les formules géné-
rales.

La formule d'une t ransformat ion S déduite d 'une substitution rS peut
s'écrire

e^ô^^^e-^^ep^).
P-s

x est une lettre mul t ip le (.r^x'a, «'/;;(); S'y, et y^ sont des matrices
don t la seconde est symétrique (de sorte que S^x estime lettre mul-
tiple et y^z'2 est une forme quadratique). Ces matrices sont données en
fonction des coefficients de la t ransformation et des périodes normales
de seconde espèce T par les formules

«^ — a + Ta', ^s == a' ( a -}- r^ ).

Les périodes ^ ont pour expressions
;2^ }.

^-rr—^——(A^ 4-^), TI% .̂.::. r^ —. À^/,

^3= r.̂  == ——^—— (A 2^ 2 — P), 732= —— >,2,

Â2-^ ,

^3=:—^—(a2 +2ïQ, T^^^S^^^.
0

p.s est le dénominateur de la substitution .s; son carré est égal au
déterminant [a -{- ^ a71.

On voit que les trois quantités ^5 as? 9s dépendent en général de' u
et de ^.

N indique la caractéristique in i t ia le que je suppose réduite; soient
q, q''(yn^^;/?^?^) ses éléments.

Ns représente la caractéristique transformée de N par S, Si /^/c' sont
ses éléments, on a

' k ^ ' q — ^ q ' ^ d ^ ^ ' } , / r / = — a / / / + a / y / — ^ ( a a / ) ,

d(a) étant la lettre multiple qu i a pour éléments ceux de la diagonale
de la matrice a et a la matrice a transposée.
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A^ est une racine huitième de l 'un i té , produitde deux facteurs dont
v.t K

l 'un dépend des caractéristiques. Ce facteur est e 4 avec

E^a^y 2 —%[3aY/<y / +apr/ / 2 4-2a / ^(p(3 / )^—2a^(^(3 / )<7 / .

Quant à l'autre facteur^ je rappellerai seulement que son calcul est
facile dans les deux cas a'== o et a'=^ o, [a ' ] = o.

0^ est construite avec les périodes primitives T ; Q^ avec ces périodes
où l'on a effectué sur u et v la substitution .s.

Dans le cas de la transformation I, on trouve
^ 0 — p ̂  i s, ^ o 0 0 ̂

p., = À, Ôj :r= 0 P 0 , 9, -= 0 — X2 0 .

( — ^ — î i l o Q o .

R,e m arq u o n s q u/ o n a,

['— j À2 / / — t ^ ^o ô o,^
Sf ":= o "À ô , 9? = o ). o ,

ï H 0 ) Is 0 0 0 )

enfin o? == T . §i cliangéc de signe et of sont les matrices que j'appelais à
etS^/A., p. i(>o).

/^ =3 — <7i — //îi Â^=S g^

/ . ^^—/72—<7â— ï (mo(L4)i k^^cfz ( m o d a ) ;
^ <7i ^^^•+"<7;

. 7r /' K
A,^ -. r^ =î^ e"", E = ̂ /^ -+- 27^/2 + 2<72.

V/2

ï] (ici et dans les formules suivantes) est un signe provenant de la
réduction de la nouvelle caractéristique. C'est pour calculer Y], qu'il
est nécessaire de connaître les valeurs de k^ k.^ k^ selon le module 4-

La substitution ^ ne changeant rien, on a

Q^^S^^^^e^ïÔ^).

C'est une relation entre deux fonctions 0 de mêmes périodes.
J'ai réuni plus loin en Tableau (Tableau des Caractéristiques) les
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valeurs de N(, de Ai^' et des quantités analogues relatives a T^ T^ et ©,
qui correspondent à chaque valeur de N. Quand i l s'agit de fonctions
impaires, je suppose 0 remplacé para; je n'ai ainsi à fa i re varier N que
dé i à 36 et de i à 28. Je suppose que la correspondance entre ces
numéros et les caractéristiques est celle que j 'ai adoptée dans ma Thèse ;
je la rappelle dans ce Tableau.

Transformation Tr

La substitution ç^ est (^Â., p. 37)

r==: (.', u. —— /. //.

Les fonc t ions ̂ i\ ̂ >l} auront pour modules

À2 -——- À

r\ i —: —^— ( H î 4" 2 P ), T^ — " u,

y ^-A
^.=-3- (^^- < - ) ..-.,, p,

^â _ )
T^ ^= __^__ (^2^ï + ̂  (, )^ ^ ^ ,̂  _ ), ,̂

L'une des trois transformations fournies par ©,, est dans le cas a' = o ;
c'est celle que je désigne par T, ; les deux autres sont dans le cas a' -^ o,
'a') = o; elles résulteront de la composition de T^ avec 1 et 12 .

On obt ient les coefficients de T\ en partant de ^ écrite sous la
forme -./---^- /, «

^"î
•^

On trouve
^ i o r

o î o
—• 1 0 0

-a p -
^J p^

<> o î 1

0 î 0 1

— I 0 î ^ '
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II en r é su l t e

pr, ~= ï ,
î o i ts»
o i o , y'r, ̂  o •

— ï 0 0 J
Puis

Â-i^
k^

/C,ŒE

—— '73

(h
yr+- y:»

(rnod 4),

E = o, A,'"^.

/.,/

/.//. 3 --=

/•^

y'i + <7'a
rfî^

O^ôr^^^e^W'

[mou ï )

Transformation Ts.

La subsl i tut ion ç^a est (th., p. 38)
î^ == "À2 -h (•> "•}- À ̂ , r// =: î — À ̂ .

Les modules des fondions 0^, S-̂  sont
y .„. A

(^4-2?.P), T^^=).2^ </,T', î "= À -h a a 4"

^^\
T^:=: 7.^ 4-~"j— (^/2- <Q,

T^ ^ = — \ 4- —^•-'••t ( À2 M2 4- a (' ),

T^————À\

T'.rri —Â^ .

Les transformations relatives à ^a ^^ ^i sont dans les mêrnes cas;
c'est de nouveau celle qui est dans le cas a' === o que je choisis pour Ty.
On obtient ses coefficients en partant de ^2 so'us la forme

), — P (,' — U . À2 4- </
• À 2

On trouve

'a p -

.^ P'.

î î ; — î ï o S^^ !

o î o
— 1 — j 0

o o ï
I 0 — ï

0 0 I

— I 1 0

— I 0 I ^
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f I t I I

Fr.^ï, OT,_.~= 0 i o y^-^o;
l— ï — • i o

^ ^ ^ ^ _ ^ - _ ^ ^ ^ — ï 1^ q\^ c/,
k'^q\ 4-^+^3 (rnoda);/i\^q^~-q\ ( m o d 4 ) .

ïï^q, 4 - < y , — ^ + ^ — i
TCJJR

A^* ==• rj 6- v avec E •=: a y^ </2 — ̂  + 4 r/^ -- 2 c/a ;
^1 / "s ^ ï (Tï) n(^-<;) / <.0^(0^^)=: AN' ̂ ,,; (.r).

Transformation 0.

La substitution çîA cst(^., p. 39)
.̂ .,̂

Les fonctions (^h\ ̂ h) ont pour modules
À / /7^^^^(P^^^.)^ ^^^ .̂,

À* 2 —'À
"T "̂
-Aâ_ ;

ka3"' T^"

r' — _ 7 i(a2- (.Q, ^ ï î •--— A î

^ — À ^ , , , A' 2 /^^ ̂  ̂ ^ (), /^^, .̂ ,̂  ^ „, .

Des trois transformations provenant de la subs t i tu t ion SA, l 'une est
dans le cas a7^ o, a'I == o; les deux autres dans le cas |a'[,^" o. C'est
la première que je désigne par ©. On ob t i en t ses coefficients en par-
tant de

, _ — "À ,__ — uv "^. _— •) (l 1«.,,;» ——~— -
— /. (.» — ;. (,»

On trouve
^ 0 0 0>

S

0

0

Ô1

Ï

Ô

0

0

— Î

0

0

0

0

0

0

0

I

0

t

~~™' l

0

1

0

0

0

0

0

0

0

—ï

0

0 s!
0

— 1

0

0

Ô ^

j 0 —••" ï 0

1 ô o o^ ?
La' (3'
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II en résulte
^9= ( 1 ,

09 •:"•~:

s "

î?(.):=

"s t)

/•i :.s ̂  — (f \ ^ 1^ -

Â^=.2 — y^ (rnod 4). ^ î î ^

Â^^ ^ ^-

0^-4- o ('') o •-•—"•-"""""" y— ^ A c€' r -'î »• ; '-/ o

À2 // — l <1

^2 ̂  } },2 —
— — — — ( A 2 / / — — ( > ) o —.

r^ } 2 —) A2 -
f 7 //2-i- o (^ o ——«> v /t <t ' / '̂

O 0

P—7. , . , A2-
— — — — (,-^+ (.) o -

•s»,- h , „ ,
— ( — <(-+(•»)

— ^ / /

- À ( 7^+.)
^

' 7' ( u^ + P)

0

r^^î,^/,^- ?,,.)
^

-7l
^^ (mo

^ yi •4" </;,

»i<">)i\y •-

ON(ÔH.Ï')

E-=3(y,7',+yî<7'3);;»V('(;

,|(">l
.fc.-^V'&î/'^^).

Dans le Tableau suivatif, , j 'ai posé
i + (' . _ i — • j _

'/l~ 7^ ' ' î v^
Goiniïie je l'ai (li(,, la transformation 1 a 3 pour période. En dehors

de la fonclion impaire ï qu'elle transforme en elle-même, on peut
vérifier sur le Tableau qu'elle divise les autres (onctions en cycles de 3,
et que le produit (les trois multiplicateurs est toujours l'unité. Les
trois autres transformations n'ont que 6 pour période, comme les
substitutions d'où elles proviennent. Le Tableau montre qu'elles par-
tagent les fonctions en cycles de i, 3 ou G fonctions. Dans le cas d'un
cycle de 3, le produit des multiplicateurs est -)- i ou - i ; dans le cas
d'un cycle de 6, il est toujours égal a -t-i. C'est le produit des trois
multiplicateurs que j'ai inscrit au-dessous des lettres P, quand la fonc-
tion appartient à un cycle de 3. Quand je n'ai rien inscrit, c'est, ou bien
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que la fonction est transformée en elle-même, ou bien qu'elle appar-
tient à un cycle de 6. Ce dernier cas ne se présente qu'avec la transfor-
mation ©.

TABLEAU DES CABACTÉHÏSTIQUES DANS LES QUATRE TlUNSPORMATIOISS PONDAMKîSTALES.

N. Y,. M. y,.//,. ̂ . N,. Ai;1. N,... \^. I>^'. N .̂ A^1. Pi?'21. NQ. A^'. P^'

1 0 ï 0 0 î 0

2 I 0 0 I 0 0

3 o o r o o î
4 o î o î î î
î) I 0 I (> 0 1

6 î î o o î î
7 o î ï o o î
8 o o ï o î î
Î) o o ï î o î

10 î î o o i o
11 t î ( o o î
12 ! I 0 I 0 I

13 o l o i î o
y' o î ( î o î
l î ) î î t î r î
K) î o o ï ( î
17 î o o î o i
1S î i o î o o
19 î î î o t o
20 o o î î i i
21. î o î î ï o
2â o î o o ï i
23 i •o o .î r o
24 o ï i i ï o
25 l o i i o o
26 î ï i i o o
27 i o i o ï i
28 o t i o i o

Fonctions impaires,

l î —j\ 9 i -"i 4
Ï9. J\ ':>.") — I , — t '21

ï 3 ( 9.2 ï l S
14 ./à 9. — i —I 93
(5 •--i 9,4 i. i ï8
i ( ) — • /* 96 —i •—i a 4
«7 j\ 9.1 — i —i -2
18 j\ 5 i — i 7
t < ) i 9.K 1 Ï ^
9,0 — i 18 — i — i ï 3
'-'ï — i 7 .i -1-( 3
^9< i 4 i i 17
93 — /" i t i •— f 5
9.4 — i 6 —"ï ï 9-7
95 /à 8 t —t F)
26 /a 3 i — l ï ï î
a 7 t < 4 ï — î 16
%3 J 10 l 1 ÎO

'2 /a '27 ( —l 99,
3 —./à l f> i — ï i '>.
4 » i3 ï ( %G
5 —./2 20 I •-••-I ï 4

F» f ï 5 — i î 9
7 —y'g 17 i ——i i5
8 /' r2 î —i w
9 A '^-3 —"» —t ^5

Î O t IC) 1 l 1 9

Fonctions paires.

î
î —i

-—./i i
./2 — î

—./I 1 1 1

—/l — î

--./l - 1

—,/1 -"• ï

,/1 — î

1 I

"--./l —t

./I 1
—- ^ •— l

fl t

—.À • • • 1 ~ • " " *

.A —t

.À — î
1 ....„,.., (

1 Ï

.À ——I
/ 1

——./l ——t
^ 'I

— /* -»-.!

— t ^ (

( — t

—/l — 1
1 1

I
l!
5

2B

25

ï 5
1 1
'>'7
3
4

a6
ï 4
10

7
^4
9.0

9
19-

r3
8

^3
M)
ïO
6
%

ï8
9,1
2%

Ï

— l
— *̂

l

i
—i
.„„*..«, y

„„„,..„ /'

—— l

I

/

—- /

i
,„..„„„, /

—l
—— /

—— /
...^ /*

I
— i
— "̂

(
— i

i
— /'
— /'

i
i

1 o o o o o o x3 —/g t i 7 * i i '•"-" ï
2 i , o o o o o ï4 —/a 3 ï i u i 6 — t
3 o ' o r o o o i5 —-^ 7 i ï i i l 5 —i
4 o o o î o o i, 6 .-."-7^ (') i i i ^ — i i a. "--1
K o o <;> o o i i,7 —./% 4 » ï 9.9 /i .--ï 7 --'ï
6 o o o i o i ï8 —j\ 5 ï ï 9,0 j\ i 3 — ï
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N. y,.y,.y,.^-7r^r N,. \^. N,... A^. P '̂. N,,, \^. I> .̂ Ne. ̂ '. P^1.

Fonctions paires (suite).

7 î o i o o o
8 o o î t o o
9 î o o o o i

10 l o i i o i
11 î î o î t î
12 o î î î î t
13 o î o o o o
14 î î t o o o
l?) Ï Ï 0 0 0 0

16 o î o o o r
17 o T o î o î
18 o ï o i o o
19 o î i o o o
20 i i o o o ï
SI î î ï î o î
22 o î ï ï o o
23 î ï ï t î o
24 î i o ï x o
2^ o o o o ï o
2(> o o ï o ï o
27 î o ï o ï o
28 o o o ï î x
29 o o o î ï o
30 o o o o î t
31 ï o o o ï o
32 ï o î î î ï
33 o o ï î ï o
34 x o o o ï t
35 o î ! î o î î
36 t î î o ï »

H)
20
'AI

22

9.3

24
-25

a6
-27
-28

^9
3o
3i
3%
33
34
35
36

I

2

3
4
5
G
7
8

9
10

Ï I

1%

——./2

—72

./à
Jï

—r
— î

i
i
i
i
i
i
i

^ i
«» /:

î
i
i

—J\
—J\
—.h
—.À

—.h
—.h.
-J\

Jî
- .h

.h
— i
— j

a
l 0

8
9

35
36
i3
i 5
K)
18
iG
i7
i4
22

20

9.1

Ï î

l 'A

25
-27
3r
3o
2S
?.()
'20

34
3-À
33
23

•24

1 1
- j i

ï t

—1 l

1 —Ï

1 —1

ï

1 ï

î 1

1 1

1 1

1 1

1 [

l î

— r i
. -»i ï

i —i
ï — r
i
i ï
i i
I I

i l
l ï
i i

— i i
i i
i i

--l —i
— [ —l

3
11
33
i6
3o
34
ï9
i4
i3
a4

5
3'2

1.5
'13
9

^8
(>

10

3i
af)
25

3(>

17
8

27
35
2 T

4
l8
22

I 1

— t î

Ji —I
•—./i r
—.h ï
——.À t

i i
i
ï i

—J\ ï
,/i — r

— i i
i r

~./i i
—./i -""ï

i t
/' i

— i ï
i ï
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/
r

^
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— ï
—-t
•—i
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i —i

—i —i
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i

—r

— ï
— i
—i
— t
—ï

i
i »-ii

—i — i
ï — ï
i

— i

Formule d'une transformation composée.

Soient deux transformations linéaires S, et S^ et soit S,Sj celle qui
consiste à effectuer à la suite, d'abord S,, puis Sj. Si A, est la matrice
des coefficients a, a', (S, ^ de S/, et A/ celle de Sy, on sait que celle
de S,Sy est A,Ay(en convenant de former l 'élément de la m^^ ligne et"
de la yi1^ colonne du produit en combinant les éléments de la rn1^
ligne de la matrice de gauche avec ceux de la ^'^ colonne de la
matrice de droite). Si donc on connaît les matrices des coefficients de
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deux transformations, il est facile de calculer directement la transfor-
mation qui résulte de leur composition. Une autre manière de procéder
est la suivante : connaissant les expressions des matrices a, a'. S, 6'
de la transformation composée en fonction des matrices analogues
relatives aux transformations composantes, on peut s'en servir pour
obtenir en fonction des coefficients de ces dernières toutes les quan-
tités telles que ^ 9, k, k\ E, . . . , qui caractérisent la transformation
composée. Enfin, et c'est ce que je me propose ici, une fois calculées
pour deux transformations, les quantités Ns, A;^, ̂  0^, y^, qui, avec
les nouvelles périodes, figurent seules dans la formule de transfor-
mation, on peut en déduire, sans passer par l'intermédiaire des
coefficients, les quanti tés analogues relatives à la transformation com-
posée.

Soient^ et cSy les substitutions auxquelles correspondent les deux
transformat ions S, et Sj; en se servant des mêmes nota t ions que plus
haut, les formules de ces transformations peuvent s'écrire

* ( S < )

(0 ^(os^)= ̂ e^^O^(^),i^^i '
A I8;!

(2) Os(^)=•.-!î-e-^^a'e^'\x).

Ces formules valent, quels que soient les arguments oc et quels que
soient les modules ̂  Désignons par (§s,)s.la matrice obtenue en effec-
tuant sur u et v la substitution ,y, dans la matrice ̂ . et remplaçons dans
l'équation (i) les arguments oc par (^.)g x; nous aurons

i IS;1
9.[W^-\ -=: ̂ e-^^^0^\(^^.

Mais, d'une manière générale, si ai et & sont deux matrices ap2 éléments,
si a est symétrique et si b est la transformée de !>, enfin si oc est une
lettre multiple a p éléments, on a

a^d;)»:;-: bahx*.

On peut donc écrire

(3) 9^\W^^\ == ̂ e-^W&^.^s^O^f^ôs^ .x\.
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D'autre part, appliquons la formule (2) en prenant pour fonction
initiale O^; u et ^ devront partout être remplacés par les expressions
linéaires que ^ substitue à ces quant i tés ; si déplus nous désignons
par Ns^.s la. transformée de la caractéristique Nsj)ar la transformation Sy,
nous aurons

(4) ^.[(^s-l - (^^-7tt•(^•)^a;2<•;s•)(^).

En é l iminant entre (3) et (4) la fonct ion intermédiaire, il vient

ON[âs.(0\.),^]=-^^^l(^)^
I ' ^ i -i l '^f / •*) •

Telle est la formule de la (ransformalion S/Sy; on voit qu^e l le cor-
respond à la subs t i t u t i on rS/.s/.

On peut man i fes tement généraliser ces résultats
La t ransformat ion

b ".= DI bg . . • bo(-.~l bot

correspond à la slibsti tution

^=^a-i...^n

et a pour formule
0,(ô^)^^,.^^0g)(^),

avec

Ns=N^s,..s,,
A (s) -.-. A (y>^ A (8^ A (s») A (sr^AN — AN AP^AN^.. • -A^^...^..^

^ ==^(^)^/^^^^-(^J^,^^^

3s •== 'ÎS,(ÔS,),S, (^J^rS,--- (r3sr.lS^^..,^S3^^

¥s ^(%)^^,,^^^^,t)^^^.,^^^-^^

-+- (^J^ ,,,.^^s,- • -(^sXs^s^y's^^^^^rS,* • •(r^)^^...^s^Sl
"^(fî^)^^.,.^^. • •(^)^^s^s,(?.s),s^s,(^)^-s^s,- • •(^)^..^-St
+. . .^ . . . . . . . . . , . , . . . . . - . , . . . . . * . * . . . . . . . . . . . . * . . . . * . . . . .

+(^J^^^,^^^y^4)^^..^^,(^J^^^,
+(9^^...^^^
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Applications.

Les deux quantités qui dépendent de N
•M __ TV A '>s) __ A (sl) ^ (su) A (sa)^s—i\SiS,...s^ A^ — A N A^...A^_^^,

sont d 'un calcul facile, si l'on suppose dressé un Tableau des caracté-
rist iques relatif à chacune des transformations S,, S^, ..., Sa. Il se
présente encore des simplifications si les transformations composantes
sont des transformations fondamentales . Le Tableau est alors celui
que j'ai donné plus haut, et il suffi t de se reporter aux remarques dont
je l'ai fait précéder pour voir qu'on pourra négliger, non seulement P,
mais aussi ï^e tT: ; , et quelquefois @\ à la seule cond i t ion de tenir
compte du facteur -h i ou — i inscr i t au-dessous de la lettre P cor-
respondante.

Considérons en par t icu l ie r les transformations fondamentales du
groupe que j'ai appelé S. En se servant de mes no ta t ions actuelles, les
expressions des subs t i tu t ions correspondantes an moyen des trois
subst i tu t ions fondamentales du groupe S sont {th., p. 3<)-43)

^=&L ^^ ^©?^(^
^=(^<^;<^)2, ^:^(^^W)\ ^((^c^A^î)3.

On a donc pour les t ransformations elles-mêmes
S^T?, S,=:T^ S3=rT/rjT;,
S4=,(TjTÎTiC)^ S,"=(TtTjOT^ S,= (TfT^ÏiTf)2.

Les transformations que j 'appelais SJ et S^ peuvent s'écrire au
choix IS, ou SJ, PS/ ou S/P, car la transformation I, qui correspond
à la subst i tu t ion identique, est mani fes tement échangeable avec
chacune des autres. Grâce à ces formules et au Tableau des caracté-
ristiques, on pourra sans peine retrouver chacun des résultats que
j 'a i calculés directement et réunis en tableaux dans ma Thèse,
pages 13 5-i 5 8 (1).

(1) Pour quelques-unes des Iraï^ tonna lion s, on trouvera les multiplicateurs des fonc-
tions impaires changés de signe (Cf. th.^ p, 106, notos).
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Le calcul de .̂g par la formule
ps= ^s,(^s),s, • . •(^Us^,....s,rS,

ne présente aucune diff iculté . On sait que ^ est le dénominateur de
la substi tution rS, mais ceci, même en supposant u' et ^ réduits au plus
petit dénominateur commun, ne détermine ^s ̂ 'à u^ racine sixième
de l 'uni té près; en effet, "k est la seconde un i té principale de nos quan-
tités complexes, et de plus, nous avons vu qu'on pouvait changer les
signes de tous les coeiïlcients. Une fois cette racine sixième choisie
arbitrairement dans ^i» fAs,» • • • ? f^s » l^1 valeur de ̂ se trouve elle-même
complètement déterminée, ou bien par la fo rmule précédente, ou bien
comme le "dénomina teur de la substitution composée rS quand on a
pris p-^, . . . , (AS^ respectivement pour dénominateurs de ^, ..., rSa.

Si Fon n'avait à considérer que les fonctions paires à arguments
nuls, tout le calcul de la transformation S se réduirait à celui des trois
quant i tés Ns, A^', (^ et la méthode serait vraiment avantageuse. Elle le
sera d'ailleurs, dans le cas général, pour le calcul, de ces trois quan-
tités, mais on aura ensui te avantage a passer à la méthode directe
pour ^ et cp^, dont le calcul par la méthode actuelle est souvent beau-
coup plus compl iqué , b ien qu ' i l se présente une simplif icat ion très
notable, provenant de ce que <4. e^ ^'r, ^nfc indépendants de u et de ^,
et de ce que ̂  =s ^s=: o. On voit que si la transformation © n'entre
pas dans la composition de S, le calcul de §s ^t (-^•c Çs S8ra facile, même
par la méthode actuelle,

Si l'on applique la formule aux six transformations Si, Sy, . , . , Sp,
on a d'abord immédiatement

«^ •= o^, 5s, = Sî,, o^ "-=" ̂  8^ ô^, 9si "= 9^3 = ?s, ̂  o.

Puis en posant, pour i === 4 ? ^h ^y

^^:1=^, d'où S^Tf,
il vient

rî^= OT,^)^., • , ys,"^ (3T<)^.yT,(^r,)g.+ (?T/)^J
avec

Ô^ -= t^ ̂ r^ 3-r^ ( 5^ )^ ̂  ̂ ^ y-^ = ( (p^ )^ ç^ ̂

^— S^û^^H^'f^ yT,= OTi(y(.))^^.;a-r,i,

fîr,1:^ âr^Oî^(oe)^^^tj(ÎT^ . t^^Sr^r^VQ)^^8'^0'^'
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On facilitera le calcul en écrivant les deux substitutions qui figurent
dans le calcul de S,.,

^^[^;À~P+^P^], çî^,,^;^^^,^

sous la forme

^î(^[(^;^x2^], ^1"^ ̂ p;i, ̂ , }.—^^ il
L /•/* ^ /^J

avec
^ == FI^== À — P -+- (/'.

De même les deux substitutions qui figurent dans le calcul de S^,

^[^-^4-^-«], ^[.,<<;^^^,^^],

sous la forme

. ^J ̂ î [ (^ ^? ?^ " ( Y > ]? ^g t-S ̂  ̂ ; •t^ ^-5 î — À "4- - j

avec
w == //< — ) ,̂ ^ = [jt^,^ = i -4» },!î p ̂  a = — À "h ?i2 (-? -h (ï',

et enfin les deux substi tutions qui figurent dans le calcul de S^,

Wl^ u^+^-^^v^ïu^ d\ u; —^—, ^^^'1,
L ! "+"" ^ (l

•

î

 — ^ u l "î~ À

 (^ — Â

 a J
sous la forme

î?^t[^^;Â^),w], ^JP/H.^;^ ÎÏ, ï ^),^^j,

avec
(̂  == À + ̂ , .̂ = JL/..(.̂  rr: ï + ),2 (, _. ^ ̂  ̂  _ ^ ,̂ ^3 ^ _ ^ ̂ ^

Après avoir éliminé (>au moyen de p, si l'on sait que le produit de
deux matrices a ses éléments entiers en u et ^, on pourra négliger tous
les termes du produit qui contiendraient y. en dénominateur. Ceci se
produira d^abord pour ̂  == §ïA<)^ car si ̂  a/? P. P' ^ont les coeffi-
cients de la'transformation S/, on a 5^ == a + ^a', matrice entière en u
et ^\ (.Yest aussi le cas pour yT,(^)^ûiî sa transposée (5^)^ ?T.Î ^^ ^7
a^ p, ^ étant maintenant les coefficients de T^ et T' étant'ie résultat
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obtenu en effectuant sur u et v dans T la substitution ^-, on a

y'r,(ÔT;)^;=^(a -h Ta') (a + T^) ̂ ^(a 4-Ta') a -^-ay(a-^T•a /)'r /a /,

et, en appliquant l'identité fondamentale

( a+Ta^T^p+rp ' ,
on peut écrire

?T»•(3T,)^;=a'(a-+"Ta)a4-a /(P+T(3 /)a';

ce qui met bien la propriété en évidence.
Ainsi, dans le cas de 85, un calcul facile donnera d'abord ( e n pos<wt,

, . p-x < \pour abréger k = —^- =r. ~ — j

[ À î  — /c Àjx + /c ̂ •2 —•14- À211^ 4". a k ÀJJL -+- A'À (^2 — w + A- ÀJJ. — A- À2 ̂  ̂
^^ ^, ..,..»i,^^^ _(^ |

»,^^_/C^A+/C^tP2 Ï — À ^ ^ — Â - ^ + ^ À 2 ^ W—2/C^.—A"^ 2 J

^ ^W^l^î l!^ À'2(ï/+2^À î l A^^2 tP—/d2 HWS-« l «,(. „«.«———— 4- __.- i + ——————— + —— i — ————— — ——— "
p. [^ [J. ^ ^ ^

^ . À(p ^ w

(^X= y -^T -il
-k^+/^ A^tp2 ^w+k^ k^w w-î/^ k^

^ ^ ^ + ^ ^ . ^ ^ + - ^ _ a^ ^ ^^

puis, sachant que le produit est entier, on aura sans peine

(ï - À ) W 4 - ̂  ^-"1)^+24"^— À^^+X2^ ( X 2 — ï ) ^ 4 " ï 4 - ( I — À 2 ) ? — w 2 <

( l — — " A ) W ï+(Â~^)(,y; ( I — — Â 2 ) ^

^(i_),2)p,_ï^(^_^(^4»p^'2 ^ ï 4 - ( A — r " ) w + w î l ( i—À^/a—i+^—lîw ' -Âw^

D'une manière toute semblable, on trouvera

[__ /i ̂  ̂  ), (^2 __ ^ ̂  p ̂  S

(̂ i'.Jç; 9î. ̂  ^ + Â w2 — A + ̂ s w2 — w' , ^
: —^2^ _ ^ — ^ 2 «,^4-^2j

où j'ai posé • , ! ! ^ ! ' • '
A=^=(i-^)^-î-
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Puis, en introduisant À, on écrira

^f^A+(^-i)«-+^| ^L-^(l-À t).'+^ ^[-P/^r-À)».-^^L ^J P-L ^ f4 • i(̂  [^ + (^-,).r + ̂ 1 ^ L -h (i -^ + ̂  ^r-PA+(X- À).,.- '̂2^^L ^J P-L ^ f4 • ^
,» , | ^w . î''2»' w(^=1 ^ ^^^ ^^

Â;^^(^^)„+^!^ ^^+(p^,),+^1 ^^+(À^>.-q
^L ^ J p-L i1 J F-L ^J/1

Soient rf/y, ^,, D/y les éléments respectivement de (^)ç; î)^.(â^V
de (ç'r,)^ et de y<,^ de série que

on trouvera
^=</"T-^/;

_ / 2P/^ ÀVuï^N A^
^ll —— " [ —— ——————— ""?' ————"a——— ) —— ————f\ ^ l1' / l1

1 7 / /^2//;" /'(^^ / ^ , ^<r7i2 == a^i := 1 /c ( —— 4" —— j + ( i — À) (p2 + ——?

, , , /À 2 / ^ UUP^ ^/H^
^ ==r/3î = . — À' -—— + ———— + —————?

\ [J. ^ ] [J.

, . / /^ Â7i^\ ^ ^,, , « , , ^((P^U)
^2 = /, — 4- —r"" + (À — À2) (w2— À A 4" -J————-\^ p/ / N .̂
. ,/ âP/^ /u^\ Â/up2

^ .= À- — ——— 4- —— — ———- ^
\ ' ^ ^ / ^

/ , / / À 2 A2 À^A^N h^d^ = ^32 === — A' —— + —r- + ——>
\ ^ ^2 / ^

./ , /âP À^^X,/,=, +/c^-h^r),
„ . ,/ À2 ^^^^,^=^^/c^^+^
. 1 ,/ , / À 2 î-.w^^^, -^^-Tr)-

. , /25i2 À(^\^= ^^^r+^),.
,/ / / à 5^ ^N^ +/r[^--^),

„ „ , /À2 À^N^,=^= ,+Â:^--^-).

Pour mettre les éléments Dy sous forme entière, il suffira d'appli-
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quer l ' identi té
Â-+i=( i " -^)^ .

Ainsi, on aura

D^. 4.- À. "̂ in^ 4. ̂ î̂ lt _ /w2

^ [Jï \ i^
^.k^^^^^

et en c o n t i n u a n t ( le même, on aura

[ ^ k 4- ( p,_ i ) ̂ /2 _ /^ ̂  ( i — À ) îï '2 A 4- ( ).2 — "À ) (ï'2 ^

9.s, =• ~ A + ( f — >. ) (p2 à A -h ( A — 7.2 ) 0'̂  A + ( i — ̂  ) <P2 .
//, 4.. ( ̂ ...,- /. ) ( ̂  A 4" ( ï --- Àd ) (v2 , '2 //. + ( i — 7. ) ̂  J

En remplaçani ^x, A, <^ par leurs valeurs dans S^et (py,^ on retrou-
vera les matrices a--(-Ta' (changée de signe) et ^ de nia Thèse,
page 12/2.

Puissance cl'une transformation. — Soit

on aura
>} =: (̂ , S == 1^ ;

t !.'1') A (T) A C1 ' ) A (T' ^

a"(̂ !"•••'-,̂ ;̂:•̂  e-"t•"<'(-
avec

Os^OT(OT)^(or)^. . . (a.r )^-- ' ,

9s= (^r)^-'1.. .(^')ç;9T(oT)^. . .(^)ç^-i

4- (oT)^1 '1 ' . . .(^^^(yi^sC'î-r)^'"- " •(oT)ç/-1

4- (oi.)^-' (^TÎ^ ' -^ÔT)^^ • ' "h (epT)^-11.

Dans le cas général, celte formule est encore très compliquée. Je ne
m^en servirai que pour vérifier la périodici té des transformations fonda-
mentales. Nous avons déjà f a i t cette vérification pour ce qui concerne
les caractéristiques, et tout rintérêt porte sur S et ç. M.êmc pour ces
quantités;, la vérification est très simple quand la transformation se
trouve dans le cas af ̂  Oy car alors ç étant n u l pour la transformation
elle-même, est n u l , pour toutes ses puissances, et o étant indépendant
de u et de ^ tout revient à vérifier qu 'une certam'e puissance de o se
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rédui t à l 'uni té . Ainsi on vérifie que ï.\ et Ta ont 6 pour période en
vérifiant que l'on a â^ =-= o^ === i.

Pour © la vérification ne présente aussi aucune difficulté, parce
que la transformation ©2 est dans le cas a/= o. Ceci peut se constater
directement en f a i s a n t le carré de la matrice des coefficients de ©; on
peu t le conclure aussi de ce que l'on trouve

r1 ° ""1o^-^ de (O(.))ç;^ ::=..= o i o .
t i o o )

On se rend compte fac i lement , en effet, q u e la matr ice o — a+To/
d'une de nos t ransformations ne peut être imiépendante de u et de v
que si a'== o. Ceci poséy il suffit de calculer le cube de la, matrice o^.,
pour vérifier que ©° est la t r ans format ion identique.

On remarque que le fa i t que o^u est i ndépendan t de u et de 9 en t ra ine
l ' identi té

9<"p = ( ̂  )ç,/,. 9(") ( °("» )^/i4"" ( ̂ B )^A '::r 0-

Quant à lîi t ransiormalion 1, no us avons déjà vérif ié que ^== i ; or,
quoique o, dépende de //, on a âp ̂  0^5 j.)uis(jii(:î ^ ne cliange rien. On
trouve ensu i te sans peine

ïp(, :::::: Oi(p( ôi 4- 91-:-:•:: ïpf1,

91;, .̂  9(, i •:::= oi yf ôi 4- 91 = o.

Transformations S^ ^ S'". - Une app l ica t ion s imple de la mél.hodc
aduelle est la composition de la t ransformat ion J avec les autres*
Soit

S'^IS.

Il est év iden t a priori que l'ordre de la composition est ind i l l e ren t ;
on le vérifiera en v é r i f i a n t les ident i tés

os"=- ̂ (^i)^ âi^

o^ =- ( Oi )̂  9s ( ̂ i )^ + 91:- ^s 91 (îs -h 9s •

l ^ j i i r le calcul, les secondes formes sont préférables. On en ob t ien t
de toutes semblables pour

S^PS,
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On a d'abord
o^—=ôp0s^ 9s"'•:r"-^s^i^s-l-9s;

mais en vertu dos remarques (ailes plus haut, on peut écrire

r}^ =-: Ôf rîs, Cps'" ""r ^S ^Pf ^S -+- <PS»

et nous avons vu que Sf et yf sont respectivement de même forme
que §1 et îpp

Le pr incipal intérêt de la transformation 1 est qu'elle fourn i t des
relations entre nos fonc t ions 0. Les considérations développées ici
permettent de t r o u v e r ces relat ions plus directement que je ne l'ai fai t
dans ma Thèse.

Il résulte de la correspondance établie entre les valeurs de N et les
caractérist iques que la formule de la transformation 1 peut s'écrire,
dans le cas des fonctions paires et avec N = i, 2 , . . . , 12,

^.^W^—^^O^^);
A;s

dans le cas des fonctions impaires, avec N = 2,3,..., 9,

^.^(^^^e^^W^).
AN

De même pour P, avec les mômes valeurs de N,
") î

C\ ( ^\ - f^i^x^ f) ( ^ï r\.̂N -|. â4 ( lr ) •--- •-^j-——^Ç~- ^ ^ './N (, Ol ^ ) ->
A.^ AN+12

2^.>.(.^) -- ———ir- W^îx).
A n A^.-)- ')

11 suffî t de remplacer les quant i tés A^ par leurs valeurs tirées du
Tableau des caractéristiques (et de tenir compte de âi== — S, âf== S')
pour retrouver les relations que- j 'ai données dans ma Thèse,
pages 162-1:63.

On voit que ces relations permettent d'éliminer toutes les fonctions
paires d'indice supérieur à ï 2, et toutes les fonctions impaires d'indice
supérieur à 10; mais, s'il s'agit de faire cette élimination dan s^ la
fonmrle d'une transformation S, i l suff ira d 'effectuer l 'une des transfor-
mations SI ou SI''.
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En effet, le Tableau des caractéristiques donne pour les fonctions
paires

Niu == N — i a avec 12 << N5^/1 ,
, N i = : N — 2 4 avec a 4 < N ^ 3 6 ;

pour les fonctions impaires
Nis= :N— 9 avec i o < N ^ i 9 ,
Ni = = N — - 1 8 avec î 9 < N < ^ 8 .

Soit donc, avec o <; N512.
A ( > s ï '

0N(<îs^) == ̂ ff-^y^^^^).

Si l 'on a N s = ï 2 - + - N i , avec o < N ^ î 2 , on effectuera la transfor-
mation SI2; en tenant compte de l 'échangeabilité, on aura

A (*S) A <l) 1 < I J

rMêîô^] ̂  ̂ J^^^ ^.-.^1^^^4...ç.:|^^)(^).
^.SÂ2 ln' l

Si l'on a J N ^ = = 2 4 4 - N ^ avec o < N ^ < I 2 , on eiïectuera la transfor-
mation SI; on aura

A ( ^ ) A i f i

0^[<îiô^] = ̂ l^tô^^

Pour les fonctions impaires, on eiïectuera SI2 avec; N^io-hN,
et O < N , Ï C ) ; SI. avec N g = = ï c ) + N , et o < N , ^ < ) . On trouvera des
formules toutes semblables aux précédentes. En les appl iquant aux
transformations S,, ..., S^ on retrouvera les formules de ma Thèse,
pages i64"i65.

Voici encore quelques compléments à ma Thèse. Je renverrai au
résumé qui en a paru dans ce Journal en 1902, et j 'en reprends ici les
notations.

J'ai indiqué^?. 277-279) une analogie remarquable entre le groupe
modulaire et le groupe hyperfuchsien de M. Picard dont je me suis
occupé. Les substitutions fondamentales de S^ et S^ du groupe modu-
laire peuvent s'obtenir en faisant tourner sur la surface de Kiemann
le point critique x autour des deux autres points critiques o et ï .
Appelons A e t B ces deux derniers points et faisons tourner l 'un des
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deux autour de l'autre, nous obtiendrons une substitution 83 qui appar-
tient au groupe, mais qui n'est pas fondamentale; on a

Si 8^3==— ï .

De même, dans le cas du groupe de M. Picard, les cinq substitutions
fondamentales S^ S^, .. .y S;, s 'obtiennent en faisant tourner les deux
points cri t iques x ety autour l 'un de l'autre et autour des deux autres
points cr i t iques o et ï . Au lieu de o et ï , écrivons A et B et faisons
tourner l 'un de ces points autour de l'autre, nous obtiendrons une
substitution S(i qui n'est pas fondamentale, et qui, cependant, fait
partie du groupe; je l'ai montre par un calcul direct, mais la relation
qui la relie aux substitutions fondamentales m'avait échappé. Elle est
cependant bien simple. Si l'on introduit les subst i tu t ions que j'ai
appelées Sg, S^, S^, qui. fournissent les constructions les plus simples
sur la surface de Iliemann, on obtient la formule suivante, facile à
vérifier sur cette surface,

en posant
C Q CL/ 0,1 Q,' Û _ Tn ï r»2 o ̂  D ̂  o g o 6 -- a ,

(' À o o "t

! = o 'h o .

.0 0 }J

I I suffirait,»[)0iir ramener le produit à l 'unité , de multiplier tous les
élément» de S,, par À2, ce qui n'a aucun inconvénient , car, dans ce
calcul, À joue le rôle d'unité principale; multiplier tous les termes
d 'une subst i tu t ion par X ou X2 correspond sur la surface de Riemann
au glissement des rétrosections d'un feuillet sur un autre, qu'on obtient
en faisant tourner de 36o°, dans un sens ou dans l'autre, l 'une des lignes
de passage autour du point critique correspondant.

Les substitutions 83, 84, S;;, dont s'est servi M. Picard, s'expriment
assez simplement au moyen des cinq premières; le résultat un peu
compliqué, obtenu en les introduisant, se simplifie au moyen d'iden-
tités que j'ai fait connaître et se ramène à une forme non moins simple
que la précédente; on a

b ç S g 84 §3 S 3 b ï ̂  i. *

11 est facile de vérifier directement cette formule, surtout si l'on
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i n t rodu i t les subs t i t u t i ons S, et ̂  (p. 282); on peut alors l 'écrire de
l'une des deux manières su ivan tes

s,, s 5 1/2 Si == i, Si; s „ s/, .Si s i == .s.

On trouve, en se reportant au Tableau de la page 28<) (ou T; == S/),

[ I À,, — /. 0 ̂  ^ À ?.a — 1 0 N)

SoS,^- o r o , 1^= o À o ,
o o À J t o o 1 J

[ ^ o o^ r^ t o o^
SnS,S,= ^-i À o , ^S,••:=::: À,-), i o ,

0 0 À J I, < > ( ) î J

et il ne reste plus qu'à effectuer le produi t de doux matr ices sirnpies.
J 'ajoute un mot sur le calcul du s i^ne de la t r ans fo rmat ion l inéa i re

des fonctions 0 à p variables. Ce si^ne est f ixé par ce lui d 'une expres-
sion de la forme

k = </ai -h fii i \la^ 4- (h ̂  • • \[^p 41-•;<"^\

où, l'on sait que chacune des quanti tés a est positive, et que chaque
radical a sa partie réelle positive. Ces cond i t ions suffisent à déter-
miner le signe de K, voici comment on peut effectivement le calculer.

Il suff î t évidemment de déterminer le signe de la partie réelle de K,
or, si OA est l'argument de a/,+ <v? hi partie réel le de K a môme signe
que

COs(°l4-^....A
\2 2 2 7

Chacune des quantités a étant positive, on peut supposer chacun des
^ et 7; tang-'^ est alors de même si^nearguments 0 compris entre — ^ et ^; tan^ est alors de même signe

que tangua et l'on doit écrire

-lan^A - Vî±î  ...,.., ̂
-• 2 tang^/, ' <;/,

en posant
.s-/,= ̂ 44- 4— ̂ = r/,— a^
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II en résulte
, O/, ±.î/, Oj, ±c/,

si n — -.-: —=== ? cos — •== —=== •
2 V^'/A 2 V^/A-

Mais cos-^ doit être positif, car il donne son signe à la partie réelle

de \/^~ï ^/c^ et.- par suite sin-^ doit avoir le signe de tang-^? 'c'est-
à-dire le signe do c/,.; si donc £/, est le signe de c/^ on doit avoir

. &/, £/,.S'/, 6' h S/^k
SI ii — r::= -——===;? COS — = ——===•

91 V^'A-^ 2 V27'/.^/.

11 ne reste p lus qu'à app l ique r la f o r m u l e qu i donne le cosinus de la
somme de p arcs connaissant les s inus et cosinus de ces arcs. Comme
il ne s 'agit que du signe, on p e u t négliger les facteurs posit ifs com-
muns partout et l'on arrive au. résultat suivant.

Si l'on désigne par n^iï^ le produit des quantités s relatives à n
des expressions sous radical et des quantités c relatives aux p — n
autres de ces quan t i t é s , et par W^ïlÇ'1 la somme des C^, produits
analogues, le signe de la part ie réelle de K est avec p ̂  2 y, celui de

... „ „ / rï 2 <i _ v ï 1 2 g r " '/ - î ^ .4. ( _ i y/ H 2 </ \^i ^ï • • •• ^a / /v ' 1^ —^."^ •11^ 1 ' • • ' \ / A' fi »

avec /^ == 2 (] -+-1 ^ celui, de

e^., .£,^,(it^4-1 !"- mjur^ 4-"...+ (- Q^iirn^).

Dans ces expressions, on p e u t changer les s ignes de tous les c, on
peut négliger tout fac teur posit if 'commun à a/, et c/, ; enf in , si ces quan-
tités dépendent de variables, i l suff i t de les calculer pour un système
part icul ier do valeurs de ces v a r i a b l e s »

.M'. IL Wo.ber a f a i t remarquer qu'avec p == 2, la partie réelle de K
est toujours positive. On le vérifie sur la première des expressions
précédentes qu i se réduit alors à

**• û î S î ( ̂  î. ̂  a — At î '̂ 's ) ?

en r e m a r q u a n t que chaque q u a n t i t é ff est i n f é r i eu re à la valeur absolue
de la quant i té c correspondante.
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On peut ajouter que la partie réelle de K est encore positive,
avec^o == 3, si les c ne sont pas tous de même signe, et, avec /) == /i, si
deux des c ont un signe et les deux autres l'autre signe; car, de

_î<0,<o, _î<^<o, o<(5,<î, o^<î,
ï 3 ;î 3

il suit immédiatement
T: ^+0,+Q,+Q,^r.
2 ?, '̂  ;•!

Ces résultats peuvent se vérifier sur les expressions précédentes.
Pour /) == 3 et/? == /i, elles se l'éduisent. à

EI £2 £3 ( Ci c; c;i -- A-i.?, <:s -- Si ,y,) c, — ,y, .Y;) Ci ),
ei£2£;t£,,(ClC2C;(Ct ~ ApS-iiCjCt-- ,S-i .S', ̂  ̂  - A-pî,̂ ;̂ ;;)

- h A-;, C-, C'i — A'j A',, Ci €'3 - ̂  A-» Ci <;2 (- A-, ̂  A', A-,,. ).

Soient
/) ,———» /»' /» .̂.A y/( , ) . — ~ O P (.2-—--(^,

et supposons c'p c'y c^c^ positifs; on pourra les écrire

( C'i (;, - A-i .̂  ) (;;) -[• Hi A-, C, -1- ̂  A';, (:\,

( C\ C[ — Si A'; ) (C3C4 — ,?;iA'4 ) + A'i A-;) <:\ (:,, + A', ̂  C'a C;, +^3^3 r./t <:,, -|- A'î A'/, C'; <!^

quantités positives.


