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SUR LES

FAMILLES DE FONCTIONS ANALYTIQUES
OUÏ ADMETTENT

DES VALEURS EXCEPTIONNELLES DANS UN DOMAINE;

PAM M. P. MONTEL.

Introduction.

Les théorèmes que M. Picard a découverts en 1879, le premier sur
les valeurs d 'une fonction entière, le second sur l'indétermination
d'une fonction uniforme dans le voisinage d'un point essentiel, ont
été l'origine d'un grand nombre de travaux.

Un premier groupe de ces travaux est relatif à la recherche d'une
démonstration de ces théorèmes qui fasse simplement appel aux pro-
positions élémentaires de l'Analyse, en évitant l'emploi de la fonction
modulaire. C'est M. Borel qui, en 1896, est parvenu à construire une
telle démonstration pour le premier théorème. Sa méthode a conduit
M. Schottky à donner, en 1904, une démonstration du second théo-
rème obtenue en suivant la même voie : cette démonstration a été
simplifiée par M. Lindelôf.

D'autres séries de recherches ont permis d'arriver à d'importantes
généralisat ions du premier théorème, relatives à la théorie des fonc-
tions entières et à celle des fonctions multiformes. Nous n'aurons pas
à nous en occuper dans les pages suivantes.

Enfin, de nombreux et remarquables travaux sont venus se grouper
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autour du théorème que M. Landau a établi en 1904 et qui a apporté
au premier théorème de M. Picard une précision nouvelle.

Là proposition de M. Landau donne une propriété commune à toute
une famille de fonctions analytiques admettant des valeurs exception-
nelles; d'autre part, des recherches récentes sur la convergence des
séries de fonctions holomorphçs, dues à MM. Vi ta l i , Severini, Landau
et Carathéodory et à moi-même, ont montré rimportancc du rôle des
valeurs exceptionnelles au po in t de vue de la convergence uniforme.
Il apparaît donc comme naturel d'étudier en elles-mêmes les familles
de fonctions analytiques qui admet tent des valeurs exceptionnelles
dans un domaine.

C'est cette étude que j 'ai entreprise i c i ; les fonctions d 'une telle
famille sont rattachées les unes aux autres par une propriété remar-
quable : toute suite in f in ie de ces f o n c t i o n s admet une ou plusieurs
fonct ions l imites. Cette propriété apparaît comme la source des diffé-
rents théorèmes récemment énoncés pour ces fonctions.

Dans le Chapitre I , j ' a i étudié les propriétés générales des fami l les
de fonctions telle que, de toute suite formée avec des fonc t ions de la
f a m i l l e , on puisse extraire (nie suite nouve l l e convergeant u n i f o r m é -
ment vers une fonc l ion limite f i n i e ou vers l ' i n f i n i : ce sontles/hw&.y
normales. Les fonc t ions holomorphes, bornées en module , ou admet-
tant un domaine de valeurs exceptionnelles., ou ne prenant ni la
valeur o n i la valeur ï y lorsque la variable demeure dans un domaine
fixe, forment des fami l les normales. Les fonctions qu i , dans les mêmes
conditions, peuvent prendre p fois les valeurs o ou x forment des
familles quasi-normales dont les propriétés sont vois ines de celles des
familles normales. Enfin, j 'ai considéré le cas plus général des fonc-
tions qui peuvent prendre un nombre quelconque de fois les valeurs o
et i, l'ensemble des valeurs correspondantes de la variable étant assu-
jetti, à. certaines restrictions.

Le Chapitre II est consacré à l'application de ces notions à l'étude
de l ' indéterminat ion d 'une fonction uniforme dans le voisinage de ses
points essentiels. Je donne d'abord des démonstrations simples des
théorèmes de M. Picard et de quelques propriétés des fonctions holo-
morphes lorsque la variable est à l ' intérieur d'un angle ayant son
sommet en un point singulier, en étendant les résultats obtenus
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par M. Lindelôf. ^examine ensuite quelques cas où le théorème de
M. Picard peut être appliqué à des ensembles discontinus de points
singuliers. Je retrouve enfin les théorèmes de MM. Landau, Schottky,
P. Lévy, et j 'é tabl is des théorèmes correspondants lorsque la fonc-
tion peut prendre p fois les valeurs o et i ou satisfait à des conditions
plus générales.

Je m'occupe, dans le Chapitre III , de la convergence des séries de
fonc t ions holomorphes : je montre comment les propositions obtenues
récemment par divers auteurs ne sont que des formes différentes
(l 'une même proposition fondamentale relative aux séries de fonctions
appartenant à une famille normale, et j'établis quelques théorèmes
nouveaux sur les séries de fonctions holomorphes qui peuvent prendre
p fois les valeurs o ou i, ou même sur des séries plus générales.

Les pr inc ipaux résultais de ce travail ont été énoncés dans deux
Notes insérées aux Comptes rendus hebdomadaires des séances de l'Aca-
démie des Sciences, le 20 novembre et le 26 décembre 1911.

CHAPITRE I.
LES FAMILLES NORMALES.

Soit
/lO), /,(.r;), ..., //,(^),

une suite inf ime de fonctions holomorphes dans un domaine con-
nexe I) l imité par un ou plusieurs contours simples; nous dirons que
celte suite converge uniformément vers une fonction l imite /(^)
à l'intérieur de I), si 1)^ étant un domaine quelconque complètement
intérieur à D, on peut faire correspondre à chaque nombre positif £
arbitrairement petit un entier/^ tel que pour n ̂ >p on ait

\fW-fnW\<^

pour tout point x appartenant au domaine fermé D ^ . Il résulte d 'un
théorème de Weierstrass que la fonction f{x) est holomorphe dans le
domaine ouvert D et que les su i tes infinies formées par les dérivées

Ânn. Èa. Norm.^ (3,), XXIX. -"- WOVISMHKE 1 9 1 2 . 62
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d'un ordre quelconque k des fonctions fn(^) convergent uniformé-
ment à l'intérieur de D vers la dérivée/^(.z;).

2. Soit XQ un point intérieur au domaine D, en lequel la fonc-
tion/^) prend la valeur a, on peut énoncer la proposition suivante :

Si f(x} n est pas égale à la constante a, pour que /"(.^o ) ait Ici valeur a^
il faut et il suffit que^ à partir d'un certain rang^ les fonctions fnÇ00)
prennent toutes la valeur a dans le voisinage de x^.

D'une manière précise, traçons un cercle G de centre x^ et de rayon
arbitrairement petit, je dis que pour //. assez ^rand, toutes les fonc-
tions ̂ (.2?) prennent la valeur a pour un point au moins de ce cercle
si/(^?o) ==== a, et réciproquement.

Supposons le cercle G assez petit pour que l 'équation
f(œ)^a

n'ait à l'intérieur de ce cercle que la racine ;x^, ce qui, est possible
s'if(/v) n'est pas é^ale à la constante a, et prenons n assez grand pour
que le module de

f.W-fi^)
/(.y)- a

soit inférieur à i sur la circonférence G, ce q u i est possible, puisque
fnÇ^) w./'('r) teûd uniformément vers zéro sur cette circonférence et
que/(;2?) — a, sur la circonférence, a un module minimum non. nul.
Dans ces conditions, les deux, équations

/(.r) -- a ==o
et

fn (v) -f(^) +/(^) — a ̂ J\,{x) - a ::=:: o

ont, à rinlérieur du cercle C, le même nombre de racines et, par con-
séquent, les fonctions fn(^) prennent toutes, au moins une fois, la
valeur a dans le cercle G. Si ^o est une racine mul t ip le d'ordre/? de
l'équation fÇoc) =a, la fonction ,A(^) prend/? fois la valeur a dans le
cercle G.

Réciproquementy soit^ un point au tour duquel les équations
/^0)—a=o
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'ont une racine au moins pour une infinité de valeurs de n, je dis que
/C^o) est égal à a; traçons, en effet, un cercle de centre x^ et tel que
pour tout poin t ,r de ce cercle, on ait

|/(^)~/(^o)|<£-

E é t a n t un nombre arbitrairement choisi; pour n assez grand, on aura
dans ce cercle

\fnW-fW\<^

^t, par suite,
|/(^o)-/.(^)|<^-

Soit oc un po in t du cercle pour lequel fn{^) = a» on en conclut

| / (^)—^|<26,

et, comme £ est arbitraire,
/(.ro)-:a.

3. Considérons une f a m i l l e (F), composée de fonctions/^), holo-
morphes dans le domaine D et supposons que, dans chaque domaine D,
intérieur i» D, l'inégalité

|/(.r) <M,

M étant une constante, soit vérifiée pour toute fonction f(x) de la
f a m i l l e et pou r tout po in t x i n t é r i eu r à D, : nous dirons que la
f a m i l l e ( V ) est composée de fonctions bornées clans leur ensemble flans
l'intérieur (le D. De toute suite inf inie de fonctions appartenant à la
famille (F), on peut extraire une suite nouvelle convergeant un i to r -
m é m e n t à Finté ' r ieur de D vers une fonct ion limite. Réciproquement,
si une familb (F) de fonctions f{x) holomôrphes dans D, possède
cette propriété que, de toute s u i t e inf in ie de fonctions de (F), on peut
•extraire une suite nouvelle convergeant uniformément vers une fonc-
tion l imite , la f a m i l l e (F) est composée de fonctions bornées dans leur
ensemble dans Fintérieur de D ( 4 ) .

( i ) roir P. MONTKL, Leçons sur les séries de polynômes à une variable complexe,
|). 29.-9-7. Paris, (jauthicr-ViHars; 1910.
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On sait qu'une famille de fonctions continues dans D est composée
de fonctions également continues à l'intérieur de D, si î)^ étant un
domaine intérieur à D, on peut faire correspondre à chaque nombre e
un nombre S tel que, x et x' étant deux points de D^ dont la distance
ne surpasse pas §, l'inégalité

I/(^)-/(^)|<Ê

soit satisfaite pour toute fonction f{x) de la famille. Des fonctions
formant une famille également con t inue à l ' intérieur de D sont bor-
nées dans leur ensemble dans l ' in tér ieur de I).

Si les fonctions sont holomorphes dans I), la réciproque est exacte.
Soit, en effet, D^ un domaine intér ieur h I), l imité par la frontière F^
qui n'a aucun point commun avec la f ron l i è re F de 1), et soit F la
frontière d'un domaine contenu dans I) et contenant l)i. Désignons
par L la longueur de F' et par h la distance non nulle des contours F\
etP; x et x ' étant deux points de 1)^ on a

Hr}-—— f ̂ M ,̂
• / v / w a^Jp/ z - x '

/7^-__ fZ!£)^/^ )- ̂ J^ ^ _ ^ ?

^•)-/(») ̂ ĵ ,̂
d'où, en désignant par M le module maximum de toutes les fonc-
tions/^) sur la frontière I\

1/(^)-/(^)1<^|^-^|.

y:'/ y i \ _ ^'/' ^\
Le rapport ^—j—^—— a un module borné dans le domaine Di :

n'Z' — îX!

l'égale continuité en résulte.

4. Considérons maintenant une famille Çf) formée de fonctions
holomorphes dans le domaine de D et possédant la propriété suivante :
de toute suite infinie formée de fonctions de {€) on peut extraire une
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suite nouvel le convergeant uniformément, dans l'intérieur deD, vers
une fonction f in ie ou vers l ' i n f i n i (1).

Nous dirons aussi que toute suite infinie tirée de (^) possède au
moins une fonction l imi te .

Un tel ensemble de fonctions sera dit former une famille normale;
si de la famil le (.f) on extrait une fami l le (F) constituée par des fonc-
tions de (^) qui sont toutes bornées en un point P intérieur à D, la
famil le (F) sera formée de fonctions bornées dans leur ensemble dans
l ' intérieur de D, puisque de toute suite infinie de fonctions de (F),
on pourra extraire une suite nouvelle convergeant uniformément vers
une fonction f in ie .

5. Un exemple de famil les normales nous sera fourni par l 'ensemble
des fonctions f (x ) , pour lesquelles i l existe une valeur a et un nombre
positif Y] tels que

\f(x)—a\>'n

pour toutes les fonctions f{^) et pour tous les points x de D. En
d'autres termes, si l'on représente sur un plan les valeurs X de/(a?)y
il y a une région de ce plan dans laquelle les points X. ne pénètrent
pas. Le cas des fonctions bornées dans leur ensemble est un cas parti-
culier du précédent. Pour montrer que les fonctions f(^) forment
une fami l le normale, considérons la famille formée par les fonctions

(p(.Z-)=T^- f^)-~a

qui sont holomorphes dans D et pour lesquelles on a toujours

l y ( ^ ) l < ^

Prenons une suite i n f i n i e de fonctions/(^), il lui correspond une
suite i n f i n i e de fonctions y(.^)î puisque les fonctions y(^) sont bor-
nées dans leur ensemble à l 'intérieur de D, on peut extraire, de cette

(1) On dit que la suite fn(^) converge uniformément vers rinfmi, lorsque la suite

7-"y— converge uniformément vers %éro-
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suite de fonctions y(^)» une autre suite

cp i (^) , 9a(^). . - ^ ^(^ • • •

convergeant uniformément vers une fonction limite <I>(^). Les fonc-
tions (p(<^) ne prennent jamais la valeur o, puisque les fonc-
tions f{oc) ne sont pas inf inies^ dans D; i l en résulte que la
fonction $(.r), si elle n'est pas identiquement nulle, n'a pas de zéro
dans D : c'est une conséquence immédiate du théorème établi au para-
graphe 2. La suite

/l(^), /2(^'), • • • . fnW. --
ou

/«,0)=ff--h
r^(^)

converge donc uniformément vers la fonction a + . . — — , si <I)(•^) n'est
pas ident iquement nu l le : elle converge un i fo rmémen t vers l ' inf in i si
^(x) est égale à zéro.- Or, la sui te fr,(^) est extraite de la suite i n f i n i e de
fonctions j\x) que nous av ions considérée; donc, de toute suite in f in i e
de fonctions f(/^), on peut tirer u n e suite nouve l l e convergeant uni-
formément'vers une (onct ion l imite f inie ou vers l ' i n f i n i : la fainille
des fonctions/(.r) est une fami l le normale.

6. On ramène immédia tement au cas précédent celui, ou les fonc-
tions/^) ne p rennen t aucune des valeurs représentées par les po in t s
d'une courbe fermée T du plan des X. Celte courbe partage le plan en
deux régions A^ et A^. Lorsque x parcourt le domaine connexe .1), le
point X -=/(.^) décrit un domaine connexe/A si tué tout entier d a n s A ^
ou tout entier dans A^. Soil alors une suite i n f i n i e de foiictions/(^),
il y a dans celte suite une i n f i n i t é de fonctions pour lesquelles le
doma ine A est contenu dans A^ sinon il y a u n e inf ini té de fonctions
pour lesquelles le domaine A est contenu dans Ag. Pour chacune de
ces suites infinies, le théorème du paragraphe précédent est appli-
cable.

7. Passons maintenant au cas où les (onctions /(^) ne prennent
aucune des valeurs représentées par les po in t s d'une courbe ouverte F
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du plan des X, jo ignant le point a au pointé. En d'autres termes, pour
aucune des fonctions/*(.ï), le domaine A n'est traversé par F. Je dis
que les fonctions/"^) forment une famille normale.

Posons, en effet, ,(̂ ,..,[̂ ].
Chaque fonct ion ^ ( x ) est urnforme dans D, puisque, X = ./(^) ne tra-
versant jamais r, ce point , lorsque x décrit un contour fermé, ne peut
décrire que des courbes fermées ne contenant a leur intérieur aucun
des points a et b, ou les con tenant tous les deux. D'ailleurs 9(^) est
holornorphe dans D, paisque /(.r) ne prend jamais ni la valeur a ni la
valeur by et cette fonct ion ne s 'annule pas dans le domaine. Pour
achever de déterminer ̂ (x\ nous conviendrons que, en un pointa
de .1), la partie imaginaire du logarithme sera comprise entre — T C
et "h TC, la l imite in tér ieure exclue. Dans ces conditions, puisque le
point

X — a
T"̂

ne peut tourner a u t o u r de l 'origine lorsque x se déplace dans D, la
partie imaginaire de ^ { ^ " ) sera toujours comprise entre ~ Sic et + Sir.
Le point X ne sortira pas d 'une bande du plan des X limitée par deux
parallèles à l 'axe des parties réelles menées à la distance 3îr de cet
axe. Par conséquent, les fonctions 9(^) forment une famille normale.

Prenons une suite i n f i n i e de fonctions/^); la formule (i) lui fait
correspondre u n e su i t e i n f i n i e de fonct ions 9(.^) : ces fonctions appar-
tenan t à une f a m i l l e normale, on peut extraire de cette dernière suite
une sui te nouvelle

ç i (^) , ^(.y), . . . , y / , (^) , . . .

convergeant un i fo rmémen t vers une fonction limite finie ou in f in ie ̂ (x).
Plaçons-nous d'abord dans le cas où €>(<r) n'est ni nulle ni infinie.
La formule (i; fait correspondre aux fonctions y,,(^) des fonc-
tions^(^),

* / . . • — ^-" be^^
Jn (x )---" ^_e^n { x ' ) ?
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et lorsque y^^) converge im-iformément vers (D^), fn(^) converge
uniformément vers F(^) donnée par l'égalité

a^be^w
^"^Tr^r-

Si <&(;r) est identiquement nulle, on voit immédiatement que les
fonctions ——r convergent uniformément vers zéro.

J n \ x )

Supposons, maintenant, que <I>(;r) soit la constante i n f i n i e : puisque
la partie imaginaire de y//^) est bornée, la partie réelle de ce nombre
augmente indéfiniment en valeur absolue; donc, pour n assez grand,
l'une des deux inégalités suivantes est vérifiée :

| 6^M^ | < £ ou | (r-^W \ < e,

£ étant arbitrairement petit. Par conséquent, pour n assez grand, on a
\f(,r)^ ^|

<€
f(^) ~ h

OU
f(:v)^b

<£.f{x)-a

11 résulte de là que le point X ^ = < p ( ^ ) est a l ' intérieur d'un petit
cercle tracé autour de a ou d 'un petit cercle tracé autour de & ; par
conséquent les fonctions/^(^) fo rmen t une fami l le normale : on peut
en extraire une su i te convergeant vers une limite qui est nécessaire-
ment ou la constante a ou la constante 6, puisque fn(^") doit aug-
men ter indéf inimen t.

En résumé, de toute suite i n f i n i e de fonctions y'(^), on peut extraire
une suite nouvelle convergeant u n i f o r m é m e n t vers une fonction
limite. Les fonctions f(oo) forment une famil le normale ( i ) .

8. Nous allons maintenant nous occuper des ton étions /"(^) admet-
tant dans le domaine Ï) trois valeurs exceptionnelles a, &, c ' Nous
pouvons toujours supposer que ces valeurs sont Oy i, co, en substituant

( 1 ) Lea résultaLs précédents peuvent facilement s'étendre aux fanullos de fonctions
méroiïiorphos dams D en inoilifiant un peu la définiti'cm de la convergence iinifornie.
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aux fonctions f(^) les fonctions

f(œ}- a c -

497

f^—b^c—b

Ceci posé, nous é tabl i rons la proposition suivante :

Les fonctions f{x)^ holomorphes dans le domaine de D, où elles ne
prennent ni la valeur o ni la valeur ï, forment une famille normale.

Nous ut i l i serons dans cette démonstration les propriétés de la fonc-
t ion modula i re et de son inverse. Considérons l'intégrale e l l ip t ique

du/J \ / u ( u ^ ï ) ( u - X )

et. soit v ( X ) le rapport de deux demi-périodes distinctes de cette inté-
grale; la f o n c t i o n v(X,.) est une fonction analyt ique de X 'n'ayant
d'autre p o i n t s ingul ie r que X, === o, X = = , i , X.==co. Quel que soit le
chemin su iv i par X,, le coefficient de i dans v ( X ) garde un signe con-
stant que nous supposerons positif. Si nous représentons les valeurs de

^= - ^ (X )

dans un plan rapporté à deux axes rectangulaires 0^, OT], le po in t s
sera toujours dans le d e m i - p l a n s i tué du, même côté que OT] par rap-
port a 0^. La fonct ion v(X^) n'est pas uniforme et voici comment se
(:) e r m u te n t s e s d i ( ïe re n te s d é (. e rrn i n a 1., i o n s : Tra ç o n s deux de m i-
cercles OA et Oti orthogonaux à 0^ et de diamètre égal à i et les deux

parallèles BB'etAA/à l'axe O'r\{fig- i). Le quadrilatère B'BOAA7, dont
un sommet est à l ' i n f i n i sur()7]y sera appelé quadrilatère fondamental:

y» ri63Afin, .yCc. Nor'm., (3) , XXÏX. — NOVKMBRK K}!'-».
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i l se compose de deux côtés rect i l ignes AA' et BB' et de deux aôtés
circulaires OA et OB. Construisons l ' image de trois de ses côtés par
rapport au quatrième ( 1) , nous obtenons de nouveaux quadrilatères
sur lesquels nous répéterons i n d é f i n i m e n t la même opération.

On couvre ainsi le demi-plan supér ieur par un réseau de quadri-
latères ; lorsque X tourne au tour de l'un des points o ou i , le
point ^correspondant passe (Fun quadrilatère à un autre : à chaque
point. X dist inct des points o, i, ce correspond uu point . s = = v ( X )
unique ( 2 ) s i tué dans le quadri la tère f o n d a m e n t a l , nous dirons
que celle va leur est la valeur pr inc ipa le de la fonct ion v(X) au
point X.

S o i t X = Â ( ' ^ ) la fonc t ion inverse d e v ( X ) ; c'est la fonction modu-
la i re , c'est-à-dire le nombre, qu i exprime le module en fonct ion du
rapport des périodes. Cette f o n c t i o n est un i fo rme et holomorphe dans
le demi-plan supérieur des z ; e l le admet l 'axe 0^ comme coupure
essent ie l le ; lorsque z se déplace dans le demi-p lan supérieur^ la fonc-
tion À ( z ) ne prend jamais n i la va leur o n i la va leur i .

Ces propriétés rappelées, considérons la f a m i l l e des fonctions/(a?) ;
faisons-leur correspondre les fonct ions ^ ( ^ ) d é f i n i e s par l 'égal i té

9(.r)=^[/(^):|

et par la condi t ion que ^(^(y) soit dans le quadr i la tère f o n d a m e n t a l ,
^ étant un p o i n t fixe choisi dans le d o m a i n e 1). Les fonct ions y(^')
sont un i formes dans le domaine 1), car si se décri t un contour fermé
contenu dans D et pouvant se réduire à un po in t sans sortir de D,
fÇx) doit décrire dans le plan des X un contour fermé pouvant , se
réduire a un point sans rencontrer ni le p o i n t o ni le point ï , pu isque
f(x) ne prend dans D aucune de ces valeurs ; dans ces condi-
tions, c p ( ^ ) = = v ( X ) revient, a sa valeur p r imi t ive . D'autre part, la
partie imaginaire de ^(x) est toujours positive, donc les fonct ions ^ { x " )
forment u n e fami l le normale d'après le paragraphe 5.

( 1 ) L'iiti(\ge (l'une figure par rapport à un (ïercle est l'inverse de cotto figure par rap-
port au cercle: si le cercle se réduit a une droite rinio^eî est la figure symétrique par
rapport à la droite.

( 2 ) Pour les points situés sur les se^rïients ( x>, o) et ( ' ï , %}, il faut encore choisir
lesquels défi côtés du quadrilatère fondamental on leur fera correspondre.
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Considérons alors une suite inf in ie de fonctions f{oc) et supposons
que les nombres /(^o) de cette suite aient d'autres valeurs limites
que o, i, co. Choisissons, dans la suite des f(^), une suite nouvelle
pour laquelle les nombres /'(•^o) aient la l imite unique a, a étant diffé-
rent de o, i, a?. Les f o n c t i o n s y(.'r) correspondant à cette dernière
suite appartiennent à une f a m i l l e normale; on peut en extraire une
suite

9i(,y;), 9â(^), .... ^(^), ...

convergeant un i formément , à l ' in tér ieur de D, vers une fonct ion
l imite ^(.x--); d 'ai l leurs,

z^^(^)^^(a)

est un nombre f i n i , donc la fonction ^Ç^c) est f inie; si. D^ est un
domaine intér ieur à I1.1), les valeurs de <I>(^) sont a l ' in tér ieur d'un
domaine î^, situé tout ent ier au-dessus de OS, puisque les points de
cet axe ne peuvent être que des points f ront ières du domaine F, cor-
respondant à T) par l 'égalité z == ^C^*)-

Soit
y,,(^)=7.|y,(.r)|

la fonction qui a d o n n é naissance à cp^; pu isque ^(.^) est une fonction
un i fo rme et régulière 'de ^ dans le d o m a i n e F^ lorsque la suite çn(^)
a pour l i m i t e ^(-y,), ^ étant dans le d o m a i n e D^ la suite fn('^) con-
verge u n i f o r m é m e n t vers la fonc t ion

F(.r)=M:^(<l-

Ainsi , de la sui te des fonctions f(^) choisie, on a extrait une suite
nouvel le convergeant vers une fonction limite dans un domaine 1)^
quelconque intérieur à D. D'ailleurs cette fonct ion l i m i t e ne prend
jamais dans D n i la valeur o ni la valeur i, d'après le paragraphe 2.

Supposons r n a i n t e n a n t que les nombres f ' ( ^ ' o ) n ' a ien t pas d'autres
valeurs l imites que i, o, a;, pour les fonct ions de la suite in f in ie con-
sidérée. Si i est une des valeurs limites des nombres /(^o)? nous

extrairons de la, s u i t e donnée une suite nouvelle S dans laquelle les
nombres f ( x ^ ) auront la seule valeur limite i.
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Soient alors les fonct ions
,.f ̂  . . »0g/(^)-+-^^ ^ _ ^

dans lesquelles log/'(.^) est déterminé par la condition que, au
point ^o, sa part ie imaginaire est comprise entre — TC et 4~ TC ( l imi te
inférieure exclue). Les fonct ions ^(<r)sont uniformes dans D puisque
X =f(,x) ne tourne jamais autour du poin t o ; elles ne p rennen t ni la
valeur o, ni la valeur i , puisque f(x) ne prenan t jamais la valeur i,
son logarithme n'est jamais égal n i a —^rrc ni à+2rn:(1). D'autre part,
la suite des fonctions ff(^) correspondant a la suite S des fonc-
tions f(oc) a pour l imi te - au point^o. C)n peut extraire de cette sui te
des fonctions g ( o c ' ) une suite nouvelle

^•i(.r), ^(.y), ..., gn(^). *-

convergeant uniformémeni , dans tout, domaine D^ vers une fonction
limite l inieG(»ï) . Les fonctions ̂ (o;) correspondantes ont pour l i m i t e
la fonct ion

J^.r)^^^!^»-^-1^

holomorj)l!e dans le domaine Di . D'ailleurs, puisque F(^"(,) = i, ' V ( ' v )
est identique a ï .

Si les nombres/'(.x"o) ont l 'unique l imi te o, on remplacera les fonc-"
tions/(;r) par i — f{x} et l'on sera condui t a'u môme résultat. Si les
nombres f(oc^) ont comme seule l imite l ' i n d n i y on remplacera les
fonct ions f(x) par les fonctions -7";— ; ces dernières d o n n a n t nais-

J \ / A - f(J;) ' ' ' " " ' ! ! '1 '

sance à une suite convergeant vers une fonction l i m i t e Un ie Fi(^") qui
est nécessairement nulle, les fonct ions j\^) correspondantes donne-

•ront naissance à. une suite convergeant uniformément vers l ' i n f i n i .
En résumé, étant donnée une suite i n f i n i e quelconque S, composée

avec des fonctions f(^')y on peut extraire de la suite S une suite S' qui
converge pour tous les points d 'un domaine Di quelconque intérieur

( î ) On peut aussi prendre les fonctions g ( ^ ) ̂  —



SUR LES FAMILLES DE FONCTIONS ANALYTIQUES, ETC. 5oi

à I) vers une fonction l imi t e ( in ie ou vers l ' inf in i . Les fonctions f(x)
forment donc une famil le normale ( f ) .

9. Supposons qu'on fasse la représentation conforme du domaine D
sur un domaine A ; les fonctions /(^), holomorphes dans le domaine D y
vont devenir des fonctions holomorphes dans le domaine A. Je dis
qu 'une f a m i l l e (^) de fonctions f(x), normale dans le domaine D,
condui t à u n e famil le normale dans le domaine A. Soient, en effet,
;̂ et x ' deux points correspondants de D et de A, la fonction f(^}

devient une fonction 9(^), et l 'on a

9(^)r=/(^).

Prenons une suite infinie de fonctions/(.r), on peut en extraire une
suite S,

fl(^). M^)^ • . . , fnW. -.

convergeant un i fo rmément vers u n e fonction l imi te f inie ou infinie
F(\T); la suite correspondante

Çl(^), ?2(.^), ..., <M^), ...

convergera un i fo rmément vers une fonct ion ^ ( ^ / ) prenant en x ' la
même valeur que la fonction F(.r) au point correspondant ^; on aura

<î)(jr/)=:g.^(.r).

Supposons qu'on prenne la famil le (5^), formée des fonction s /('^)
de l 'ensemble ( Ï ) qui, en un point x^ intérieur à I), ont un module
in fé r i eu r à un nombre fixe a, on a, pour toutes ces fonctions,

|/(.ro)|<a.

Soit Di un domaine intérieur à De t contenant ^odans son intér ieur;
la f a m i l l e (?i) est composée de fonctions bornées dans D^ ; en d'autres
termes, il existe un nombre M(a) tel que, pour toute fonction /(^*)

( ï ) Dans le cas où la fonction limite est finie, elle n'est jamais égale a zéro ni à un, à
moins qu'elle ne se réduise à la constante zéro où à la constante unité.
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de la famille (^i ) et pour tout, point x de D ^ , on ait

[ / ( . r ) j<M(a ) .

Au pointa^ de D correspond un point oc^ de A, et au domaine D<
intérieur à D et contenant x^ correspond un domaine A^ in tér ieur à A
et contenant x\^ Alors toutes les fonctions ' f ( ^ ) correspondant aux
fonctions f{x) de la famille (<^) ont , dans ie d o m a i n e A ^ des modu les
inférieurs au même nombre M(a)

| y ( ^ ) | < M ( a ) ,

pour tout point x ' de Ai et pour toute fonction y^).
II peut arriver, comme nous le verrons, que la f ami l l e des fonc-

tions ^ { x ' ) coïncide avec la f a m i l l e des fonct ions f{x) ; on en d é d u i t
alors que les fonctions/"(,r) sont, en module, infér ieures à une même
l imi t e M(a) dans Ï ) ^ et dans A^ : c'est une remarque q u e nous aurons
souvent à u t i l i se r»

10. Un grand nombre des résultais précédemment é tabl i s peuvent
être étendus aux famil les de fonctions harmoniques de deux ou de
p lus de deux variables. Je n'en donnerai qu 'un seul exemple : soit

(3 ) Ut, U,, ..., U,,, ...

une suite infinie de fonct ions harmoniques de deux var iab les et telles
que, en chaque1 point,

U.=U..,M.

Les fonctions U^ forment une fami l le normale ; puisque, si. Fon con-
sidère les fonctions harmoniques associé(is V^ et les fonctions

/(.r)=U,+^V.,

les valeurs de X. ==/'( x) ne pénétrent jamais dans la région du p lan
des X, dont les points ont des abscisses inférieures au m i n i m u m
de U < dans le domaine ï) considéré: les fonc t ions f(/v) forment donc
une famil le normale et il en est de même des l.J^ et des V^.

11. résulte de là que la suite croissante (3) converge vers une fonc-
t ion l imite f i n i e ou vers l ' inf ini ; , s i en un point particulier P, du
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domaine I), les valeurs des V,/ sont bornées, la suite converge vers une
fonction ( i n i e qui- est harmonique et la convergence est nécessaire-
ment un i fo rme- C'est le théorème de ïlarnack.

11. Proposons-nous maintenant d'étudier la famille (^) formée par
les (onc t ions f(x} qui sont holomorphes dans le domaine D et qui ne
p r e n n e n t pas plus de/? fois la valeur o ni la valeur i dans l ' intérieur
de ce d o m a i n e ; en d'autres termes, les équations

(4) /(.zQ^o, /(.r)=i

n'ont pas plus de/9 racines dans l ' in té r ieur de D, p é tant un ent ier fixe
i n d é p e n d a n t de la fonction I (oo) de la f ami l l e .

La fami l le (() ') n'est pas une f a m i l l e normale, mais ses propriétés
sont voisines décol les d 'une fami l le normale : appelons quasi-infinie
une fonct ion égale à, l ' i n f i n i en tous les poin ts intérieurs de D, sauf en
un nomlm\/7/u d 'entre eux,; nous pourrons alors énoncer le théorème
suivan t :

Soil ( (}') la /ami Ile des fonctions f{ûc) holomorphes dans le domaine
connexe I), à F intérieur duquel chacune de ces fonctions ne prend pas
plus de n fois la valeur o ni la Dateur ï 5 de toute suite infinie formée
avec les fonctions /C^")? o^ peut extraire une suite nouvelle convergeant
uniformément Ders une fonction limite finie ou vers une fonction quasi-
infinie,

Supposons qu'on ait marqué, dans le domaine I), les points racines
des équa t ions (4) pour toutes les fonctions f(x) de la famille ((j) et
soi t l î l 'ensemble dérivé de ces points racines. Nous allons montrer
qu'on peut tracer, autour de chaque point P in té r ieur a D, un cercle
ayant ce p o i n t pour centre et tel que toute suite i n f i n i e de fonc-
tions/(.z*) admette, dans le cercle, au moins une fonction limite finie,
ou bien augmente i n d é f i n i m e n t en tous les points du cercle, sauf
peut-être au centre.

Supposons d'abord que le p o i n t P n 'appart ienne pas à E. On peut
alors tracer un cercle G de centre P et de rayon assez petit pour que
les équa t ions ( 4 ) n'aient pas de racines dans ce cercle, sauf pour un



5 0,4 P. MONTE L.

nombre fini d'entre elles. Si l'on forme une suite i n f i n i e S avec des
fonct ions de la famille (d1), celte suite i n f i n i e aura au moins une fonc-
tion l imite finie ou in f in i e dans C.

Plaçons-nous maintenant dans le cas où le point P appartient à E
et traçons un cercle y de centre P et intérieur à D. Soit u n e suite
inf inie S

fï(^)^ /2(^). .... fn(^)-> • . .

formée avec des fonctions f(^)' Ou bien, quelque pet i t que soit le
cercle Y concentrique et in tér ieur à y, les équations

fnW^O

ont, à partir d ^ u n certain ran^-, ^ rac ines dans Y ; ou b ien , il existe un
cercle y' pour lequel u n e i n f i n i t é de fonct ions de la suite S ont
p — i racines au plus dans Y. Remplaçons alors la. su i te fn(x) par la
su i t e y^(^*)de ces fonctions e l l e cercle y par le cercle y'. Ou b ien ,
quelque petit que soit le cercle Y concentr ique et in t é r i eu r à y\ les
équa t ions

/^(.zO^o

ont, a partir d 'un certain ran^, toutes leurs racines (en nombre au
plus égal à/> — ï ) dans y"; ou bien, i l existe un cercler tel qu 'une
infinité de fonctions fn(^) a ient p — 2 racines au plus dans ce
cercle y". Dans ce cas, nous remplaçons la sui te fn(^) p^" lît
suite/^ï) de ces fonctions et le cercle y' par le cercle y". En con t i -
nuant ainsi, nous arriverons à un cercle y, et à une suite /^(^)
extraite de S et telle que les équations

A(^')=="o

aient toujours, à partir d'un certain rang, toutes leurs racines dans un
cercle quelconque arbitrairement petit concentrique à y ^ , ou. bien
n'aient aucune racine dans y^ .

.Raisonnons maintenant sur la. suite Jn,{oc) en nous occupant des
équa t ions

A(^)'=ï.

En reprenant le même mode de démonstrat ion, nous serons con-
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duits à un cercle G de centre P et à une suite /v(<r) extraite de S
telle que, ou bien les équations

/,(^)==o, /.(^)=:i

n'aient pas de racines dans C et la suite /^(^) a, dans ce cas, au moins
une fonction l i m i t e dans C, ou bien aient, à partir d'une certaine
valeur de v toutes leurs racines dans un cercle C/ arbitrairement petit,
concentr ique et i n t é r i eu r à C. Dans la couronne limitée par C et C'.,
les f o n c t i o n s j\Çx) ne prennent, à partir d'un certain rang, ni la
valeur o, ni la va leur i ; -on peut donc extraire de la sui te fv(^) une
suite nouvcdie/^^qui, à l ' intérieur de lacouronne, converge unifor-
mément vers une fonction l imi te finie ou vers l ' inf ini . Dans le premier
cas, la su i t e /v'(.x?) converge nécessairement dans le cercle C tout
entier vers u n e limite f i n i e , puisque les fonct ions fÇ^c) sont régulières
dans ce cercle; dans le second cas, la suite/^(a^) augmente indéfi-
n i m e n t en tout po in t de C, sauf peut-être au centre P, car si l'on rem-
place le cercle (7 par un cercle concentrique et plus peti t (7, et si, en
un point de la couronne CC^y la suite^/(^) n 'augmentai t pas indéfini-
ment , on pourrait extraire de cette su i t e une suite nouvelle qu i con-
vergerait dans la couronne vers une fonction l imi te partout finie, ce qui
est: impossible , puisque les nombres /v'(^) augmentent indéf iniment
en tous points intér ieurs à la couronne C(7 contenue dans la cou-
ronne CC". On peut d'ailleurs supposer que, au point P, la suite f inale
converge vers une valeur l imi t e , il suffit de choisir, parmi les fonc-
tions^/^), une i n f i n i t é d'entre elles convergeant en P vers une de
leurs valeurs limites.

Soit ma in t enan t l)^ un domaine intérieur à D; chaque poin t P
de D, est le centre d'un cercle dans lequel la suite S admet au moins
une fonction l imi te f in ie ou quas i - inf in ie . Il est possible de recouvrir
ent ièrement le domaine Di à l ' a ide d'un nombre f in i m de ces cercles,
soient G, , C^y ..., C^ ayant pour centres les points P ^ , Pa? - • . , Pm-

De la suite S, on peut extraire une suite nouvelle/

y7(^), /^), . . . , //i(^). ...
qui converge dans G, vers une limite holomorphe ou bien vers l ' infini,
sauf, peut-être, en Pi .

Ànn. Êc. Norm., (3) , XXIX. — NOVEMBRE 1 9 1 2 . 04



5û6 P. MONTEL.

De la suite/^(;r), on peut extraire une suite

fîW. flW. .... fS.W. —

qui converge dans G, et C^ vers des fonctions limites finies ou quasi-
infinies. En continuant ainsi, on arrivera à u n e suite

/r(^). ./T(^ -- fn1^^ • * -
qui converge dans C ^ , C^ .. • ? C/,, vers une fonct ion l i m i t e F(^). Je dis
que si F(^) est in f in ie dans l 'un des cercles, elle est inf in ie dans tous
les cercles (les centres peut-être exceptés ) : en effet, si F(.y;) est inf in ie
dans un cercle C, elle l'est nécessairement dans tous les cercles voi-
sins, puisque ceux-ci coupent le cercle C et que dans chaque cercle,
F est f i n i e partout ou i n f i n i e partout, sauf peut-être au centre ; de proche
en. proche, on voit que si F(.T) est i n f in i e dans un cercle, elle l'est
dans tout le domaine D ^ . Donc, ou bien ¥ ( x ) est par tout f i n i e d a n s D ^ ,
ou bien elle est i n f in i e , sauf peut-être aux points P ^ , I\, ..., J\, en
nombre l imité . En défini t ive, F(.r) est f inie ou quas i - inf in ie et la pro-
position est établie. Nous dirons que la f a m i l l e ((/) est une famil le
quasi-normale.

Donnons un exemple de famil le quasi-normale : soit Q(^) un poly-
nôme de degré p admettant comme %éros / ^po in t s P < , P^, ..., Vp du
domaine D et R^Crr) un polynôme de degré p au plus à coefficients
bornés, la s u i t e

/^)=/.Q(,r)+IU^)

est quasi-normaley car en tout point d i f f é ren t de P, , Py, . * . , P^,
fn^) augmente i n d é f i n i m e n t ; on peutextraire de cette su i t e une su i te
nouvelle qui, en chaque point P/^ converge vers l 'une des valeurs
limites des polynômes B.nC^) en ce po in t .

12, Un cas part icul ier intéressant nous est fourni par la famille ((j'o)»
formée par les fonctions f(x), qu i sont holomorphes dans le do-
maine D, qui ne prennent jamais dans D la valeur o et ne prennent
pas plus de // fois la valeur ï. Cette famille est normale.

D'abord la famille (^o) est quasi-normale; de toute sui te infinie S
formée avec des fonctions y(^), on peut extraire une suite nouvel le
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convergeant uniformément vers une fonction holomorphe limite ou
vers l ' infini en tous les points intérieurs de D, sauf en un nombre fini
décès points P,, Pa, ..., P/c. Montrons que cette dernière hypothèse
est impossible : pour cela, entourons le point P^- d'un petit cercle G/
décen t re P/ et assez petit pour être contenu dans le domaine D et
laissera l'extérieur tous les autres points P. Dans le domaine fermé
formé par le cercle C/, les fonct ions —— de la suite sont régulières,

J n ^ )
elles convergent u n i f o r m é m e n t vers o sur la frontière, elles con-
vergent donc vers o dans tout le cercle C^. On en déduit aisément
que la suite •—— converge uni formément vers o dans l'intérieur
de D et, par conséquent , que la su i t e fn{^) converge uniformément
vers r in f în i dans l ' in tér ieur de D. La fami l le (ç^) est donc u n e famille
normale.

On peut aussi donne r de cette proposi t ion une démonstrat ion
directe qui est plus ins t ruc t ive . Considérons les fonctions

,^)=|;/(^]^

déf inies par la condi t ion que, en un point ^o de D, le nombre ^(^o)
ait une valeur b ien déterminée, par exemple soit égal à la racine

' ) TT

( p + j)^""* de/(^*), dont l 'argument est compris entre o et —^'•>
la fonction ^ ( x ) est uni forme et régulière dans D, puisque f{x) ne
s 'annule pas dansée domaine . En un p o i n t où/Çx) prend la valeur ï ,
ff(x) est égale à l 'une des racines ( p 4- i)10"'^ de l 'unité, et comme
f(x) ne prend pas plus de/? fois la valeur ï , il y aura au moins une
racine (p+î)1^1 de l 'uni té à laquelle g Ç x ) ne sera jamais égale
dans I). Soit o cette racine, la fonction ̂ R est holomorphe dans D et
ne prend jamais la valeur o ni la valeur ï dans ce domaine; la famil le
des fonctions £L^ est normale; on en déduit aussitôt que la famille&.)
des fonctions

/(,)=[£^]'"

est aussi une famille normale ( < ) .

P) On aiirait pu prendre aussi la famille ^(•r) =log/(.y); remarquons un ôuLre que
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13. Considérons maintenant une famille de fonctions f{x) holo-
morphes dans D. Désignons par E(» l 'ensemble dérivé des points
racines des équations
(5) /(^)=o,

et par E< l 'ensemble dérivé des points racines des équations
(6) /(.r)=i.

Nous pouvons substi tuer, dans les ra isonnements du paragraphe H,
à l'ensemble E dérivé des points racines des équat ions (5) et (6),
c'est-à-dire à l 'ensemble formé par la r é u n i o n des points de E() et de
ceux de E ^ , l 'ensemble F formé par les points communs à E(, et à E ) .
Cet ensemble F est évidemment fermé. Dans ces condi t ions , autour de
chaque po in t P in tér ieur à D, la f a m i l l e ((;) est une famille normale
si le point P n'appartient pas a F et une famille quasi-normale si ce
po in t appart ient à F. D 'une manière p lus précise, on peut, autour de
chaque point P i n t é r i e u r a I), tracer un cercle de centre P et de rayon
assez pe t i t pour que, dans ce cercle, la f a m i l l e soit normale ou quasi-
normale. De toute suite i n f i n i e de fonctions /Ï^'), on peut extraire une
suite nouve l l e convergeant un i formément , à l ' intér ieur de D, vers une
fonc t ion l i m i t e f i n i e ou vers une fonct ion qui est i n f i n i e , sauf pour un
nombre limité de points appartenant à F.

Considérons alors la famille ((^ ), constituée par les fonc t ions /(^)
de la famil le (y), qui sont bornées en un po in t x^ intérieur à D et
n appartenant pas à F. C'est une famille de (onct ions bornées égale-
ment continues dans l ' intérieur de D, puisque de toute sui te i n f i n i e
de fonctions de ( f f i ) , on peut extraire ' u n e sui te nouvelle convergeant
uni formément dans D vers une fonc t ion l imi te q u i , étant f in ie en un
point ^"o n 'appartenant pas à F, est nécessairement f inie dans D.

Soit encore la fami l le (^2)» constituée par les fonction s /(<^) de la
f a m i l l e (çj) qui sont bornées en une infinité de points intérieurs à D dans
leur ensemble (1). Cette f ami l l e est aussi également cont inue, car toute

si .'r == .ri est une racine multîplô de l'équation/C^) == i, nous ne compterons cette racine
qi^une ibis dans l'évaluation du nombre/?.

( 1 ) Nous dirons qu'une infini té de points sont intérieurs à D dans leur ensemble,
lorsqu'ils admettent au moins un point limite intérieur à D.
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suite infinie formée de fonctions de ((j^) donne naissance à une suite
convergeant uniformément dans l ' intérieur de D vers une fonction
limite qui, étant iïnie pour une in f in i té de points d'un domaine D^ inté-
rieur à D est finie en une infinité de points n'appartenant pas à F.

14. Soit ma in tenan t une famille quelconque de fonctions /*(^)
holomorphes dans I) et désignons toujours par F l 'ensemble commun
à EQ et à EI , c'est-à-dire l'ensemble des points qui sont a la fois limites
pour les racines de l 'équation (5) et pour les racines de l'équation (6).
Soit P un poin t de F, traçons un cercle G de centre P et intérieur à D
et désignons par [j. et ;x' les nombres des racines distinctes des équa-
tions (5) et (6) contenues dans le cercle G; ou bien, quelque pelit que
soit le cercle G, l'un au moins des nombres (JL ou p/ a une borne supé-
rieure inf inie , ou bien on peut trouver un cercle G dans lequel les
nombres (J. et [x' restent inférieurs à un entier fixe p . Dans le premier
cas, le po in t P sera dit un poin t de F d'ordre infini; dans le second, le
point P sera di t un point de F tordre fini; dans le cercle G qui corres-
pond à un p o i n t P d'ordre f in i , la famille des fonctions/^) est quasi-
normale. Soit Fo l 'ensemble des points de F d'ordre fini , 1̂  l'ensemble
des points d'ordre i n f i n i ; l 'ensemble F, est fermé, mais l'ensemble Fo
ne l'est pas nécessairement.

15. Supposons d'abord que l'ensemble ¥ , ne contienne aucun
point; je dis que la famille est quasi-normale dans D. Soit, en effet, Di
un domaine intérieur à I), chaque point P de D^ appartient à Fo ou
bien n'est pas un poin t de F. On peut donc tracer autour de chaque
point P un cercle dans lequel les nombres [x et p.' sont bornés supé-
rieurement. D'après le théorème de Borel-Lebesgue, on peut recouvrir
entièrement le domaine D< à l'aide d'un nombre uni de tels cercles :
on en conclut immédiatement que les nombres ;x et ;j/ sont bornés
dans D, et que la famille est quasi-normale dans D, quel que soit D < ;
elle est donc quasi-normale dans D.

16. Supposons maintenant que l'ensemble fermé F, puisse être
arbitrairement distribué dans D avec les restrictions suivantes : F, n'est
pas d'un seul tenant avec la frontière F de D et ne morcelé pas ce



5ï0 P. MÔNTEL.

domaine : nous entendons, par cette dernière expression, que deux
points intérieurs à D et n 'appartenant pas à ' F ^ (et il y a de tels points
puisque F, n'est pas d'un seul tenant avec F) peuvent être joints par
une courbe ne contenant aucun point de V^ ( i) .

Soit alors S une sui te inf inie de fonctions de la famil le ; ou b ien ,
en tout point n'appartenant pas à F, la suite augmente indé f in imen t ,
ou bien il existe au moins un pointa, n 'appartenant pas à F, en lequel
les valeurs des fonctions de S ont une de leurs l imi tes finie. Nous
extrayons alors de la suite S une suite nouvel les ' telle que, au pointa,
les fonctions de S' aient une l imi te f in ie . Puisque F, ne morcelé pas
le domaine, nous pouvons tracer une courbe y unissant le po in t x^
à F et ne contenant a u c u n - p o i n t de F^. Traçons, à l ' in té r ieur du
domaine D, une courbe P très voisine de la courbe formée par F et y,
laissant "y à l'extérieur et telle que, entre P et les courbes F et y, il n'y
ait aucun point, de F^ ce qui est possible, puisque F< est fermé et que
les courbes F et y ne con t iennen t aucun point de F ^ , et dans la région
l imitée par F'et F traçons une courbe F" i n t é r i e u r e à I), très vo is ine
de F et l imi tan t ainsi un domaine 1), in tér ieur à I) et con tenan t x^
{fig. 2). Nous désignerons par à la région couverte de hachures sur

Kig. a.

la figure, située entre les courbes F' etF^, qui sont composées (Fautant
de morceaux que F.

La région o ne contient a u c u n point de F, ; donc, dans cette région,
les fonctions f{x) forment une fami l le quasi-normale; la suite S'
est bornée en .ry, qui n'appartient pas à F, on peu t en extraire une
suite S'7 convergeant un i fo rmément dans le domaine avers une limite

( 1 ) Si Fi comprenait une partie de F et un ensemble F^, non d'un seul tenant avec F,
on remplacerait F par une courbe voisine intérieure à D et contenant Fa.
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finie et, par conséquent, convergeant uniformément dans D^ vers une
fonction holomorphe l imite . Donc, de toute suite S formée avec des
fonctions de la famille, qui n'augmente pas indéfiniment en tous les
points n 'appar tenant pas à F, on peut extraire une suite nouvelle
admettant une fonction l imite finie. 11 en sera, en particulier, toujours
ainsi, si les fonctions f{^} sont bornées en un point intérieur à D
n'appartenant pas à F; donc : Si une famille de fonctions holomorphes
dans un domaine D est bornée en un point intérieur de ce domaine^ point
qui n est pas à la fois limite des racines des équations

f{x)=o, /(.£•)=: i;

si l'ensemble V ^ de ceux de ces points limites communs, qui sont d^ ordre
infinie ne morcelé pas le domaine et n'est pas d'un seul tenant avec la
frontière F, la famille est également continue e£y par conséquente bornée
dans l'intérieur du domaine.

Dans le cas où. l 'ensemble]^ est discontinu dans le domaine fermé D,
il ne peut morceler le domaine, ni être d'un seul tenant avec la fron-
tière : le théorème est applicable. Un cas plus particulier encore est
celui où Fi est un ensemble dénombrable .

Enfin, lo théorème est encore applicable dans le cas où Fi morcelé
le doma ine , à cond i t ion cependant qu'il ne soit pas d'un seul tenant
avec F et que le point ^, puisse être jo int à la frontière par une
courbe ne contenant aucun po in t de 1^. Il suffit de répéter les raison-
nements qui précèdent; donc : Si F ensemble F, nest pas d'un seul
tenant avec la frontière F du domaine D, dans lequel les fonctions fÇx)
sont holomorphes et si, en un point x^ n'appartenant pas à F et pouvant
être joint à la frontière par une courbe ne contenant aucun point de V^ 5
les fonctions son/ bornées^ elles forment dans le domaine D une famille
également continue.

17. Je n/insiste pas sur les généralisations immédiates des théo-
rèmes précédents, obtenues en substituant, aux nombres o et r, des
nombres quelconques a et b ou des nombres, variables avec la fonc-
tion fÇoc), mais qui demeurent bornés ainsi que l'inverse de leur diffé-
rence. On peut aussi remplacer les nombres a et b par des fonc-
tions a{x) et bÇx) holomorphes dans D et prendre, en particulier,
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deux fonctions delà famille /(^). Par exemple, si l'on fait jouer aux
points d'intersection de deux fonctions ./(^) le rôle rempli, dans ce
qui précède, par les valeurs de oc pour lesquelles/^) est égale à o ou
à i, on obtient une série de cas dans lesquels la famil le des fonc-
tions /(^) est normale ou également continue. Ces points d'intersec-
tion s ' introduisent na tu re l l ementdans les recherches de M. P. Boutroux
sur les fonctions limites de fonctions mul t i formes (1).

.CHAPITRE II.
LES TiïÉOKÈMKS DE M. PÎCAÏU) KT LEURS GÉNÉRALISATÏOÎSS.

18. Nous appliquerons tout d'abord les considérations qu i pré-
cèdent à la démonstrat ion des théorèmes de M. Picard, relat i f s aux
valeurs d ' une fonction u n i f o r m e dans le voisinage d/un po in t singulier
isolé :

i° Une fonc t ion entière prend u n e inf in i té de fo i s toutes les valeurs,
sauf une au p lus ;

2° Une fonction uni forme, dans le voisinage d'un poin i essentiel
isolé, prend toutes les valeurs, sauf deux au plus, à l ' in té r ieur d'un
cercle arbitrairement petit ayant ce point comme centre (a).

Le premier de ces théorèmes a été démontré par son auteur , en u t i -
l isant la fonct ion modula i re e l l i p t i que v(X) du paragraphe 8; le
second, par l 'emploi d'une fonct ion modula i re e l l i p t ique et l 'étude des
substi tut ions qui laissent cette fonction invariable . Nous a l lons nous
appuyer seu lemen t sur l'existence de la fonction m o d u l a i r e qui nous

( 1 ) P. BOUTROUX, Fonctioru' multiformes à une infinité de brandies ( Anncdcs vcienti-
fùjues (te l'École Normale supérieure, 3e sériô, t. XXÏÏ, 1905; Sur les fonctions l'imites
des fonctions multiformes (Rendiconti del Circolo Matematico dl Palermo, t. XXIV,
^8601.1907); Leçons sur les fonctiotis défîmes pur les équaléon.v différentielles du
premier ûrdre, p. 25 et suiv, Paris, (yauthier-Villars; 1908.

(2) E. PK,;ABI>, Comptes rendus, t. LXXX.Vilt, 1879. p. lo^-io-^; t, LXXXÎ'X, i87<-),
p. 662-665 et p. 745-747); Mémoire sur les fonction s entières (Ànncdes de l'École
Normale, y/" série, fc. IX, 1880).
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îi permis de démontrer que les fonctions uniformes dans un domaine
où elles ne prennent ni la valeur o ni la valeur i, forment dans ce
domaine nne famil le normale.

19. Soit /(^') une fonc t ion entière, dont on suppose qu'elle ne
prenne dans le plan aucune des deux valeurs a et 6. On peut toujours
supposer que ces valeurs sont o et i en remplaçant, s'il y a lieu, la
fonction/^r) par la fonction

^Izz^
b — a

Désignons par a^ la valeur de ./'(o). Toutes les fonct ions holo-
morphes qui , dans le cercle de rayon i , ne sont égales ni à o ni à i
et p r e n n e n t à l 'or igine la valeur <^,, forment une fami l le (^) également
con t inue et, par conséquent , sont bornées dans un cercle quelconque
de rayon plus pe t i t que i. Dans le cercle de rayon -? par exemple, les
m o d u l e s de ces fonc t ions sont infér ieurs à un nombre fixe M(ao). Je
dis que les fonclionsy^^), égales à a^ à l 'origine, holomorphes dans
le cercle de rayon B, où elles ne p rennen t ni la valeur o, ni la valeur i,
qui forment une f a m i l l e également con t inue (^), sont, dans le cercle
c o n c e n t r i ( j u e d e r a y o n — -> \ n fé r i e u r e s e n m o d u. 1 e a u m ê m e n o m b r e M (a ̂  ).
En elfet, la t ransformat ion

^^R.r

permet de passer d 'une fonct ion f(x) de la famille (rf) à une fonc-
t ion /', ( ^ / ) :=7TIU') de la f a m i l l e ( ^ , ) et inversement, si f^(^} est
relative au cercle de rayon B, la fonction j\sc) =^\ ( — ) sera relative
au, cercle de rayon i. Le nombre M(a^) est le même pour les deux
fami l l e s ('^)e£ (r^i) . C'est un cas particulier de la remarque que nous
avons faite au paragraphe 9 sur les domaines qui se déduisent l'un
de l'autre par une représentation conforme.

Il résulte de ce qui précède que |y(^)| <^ M(O(,), dans un cercle
quelconque : d'après le théorème de Liouville, y(a?) ne peut être
qu'une constante.

J'ai exposé cette démonstration parce qu'elle va nous servir de guide
Ann. Ec. Norm., (3) , XXÏX. — NOVEMBRE 1 9 1 2 . 65
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pour établir le deuxième théorème de M. Picard et parce qu'elle con-
t ient les généralisations récentes de ce théorème que nous en extrai-
rons plus loin.

20. Donnons maintenant du deuxième théorème, une démonstration
qui est part iculièrement s imple : elle repose sur l 'emploi du théorème
de Weierstrass relatif aux points essentiels ( 1 ) et sur les propriétés
des familles normales. Imaginons que j\^) admette, autour du point
origine, trois valeurs exceptionnelles, que nous pourrons toujours
supposer être o, i, co.

Considérons deux cercles Q et C", de rayon — et ^R, ayant l 'or igine
pour centre et un point x^ s i tué à la distance 11 de l 'origine. Les fonc-
t ions f(^')^ qui ne p r e n n e n t ni la valeur o ni la valeur r dans l'an-
neau G\ G/, forment une f a m i l l e normale ; considérons,, en part iculier ,
celles de ces fonctions qui ont , au po in ta , un m o d u l e i n f é r i e u r à un
nombre fixe a. Elles forment une f a m i l l e (^) également cont inue et
restent inférieures en module à un nombre fixe M(a) sur le cercle G
de centre origine et de rayon R.

Ce nombre M(oc) ne dépend, pas de R; en effet-, la t ransformat ion
conforme

r̂":: .'̂ .'r

fait correspondre au po in t .z'o le point l y aux cercles G, (7, (7, des
cercles r, F, P', de rayons i, -> 2, concentriques à l 'origine et, à la
famille (r^) relative au point XQ et à l ' anneau G\ G", une f a m i l l e (^ i )
relative à l 'anneau PP" et au point i. Le nombre M(a) est le
même pour les deux anneaux P'P et G^C". Soit alors une fonc-
t ion f{oc^ uniforme autour de l 'origine, qui est pour cette fonct ion
un point s ingul ier essentiel isolé; d'après le théorème de Weierstrass,

(1 ) Je me sers ici du théorème do Weierstrass de la mômo manière que M. Lîndelof dans
les démonstrations qu'il a données du second théorème de M. Picard. Voir E. LINDKLOÏ^
Mémoire sur certaines inégcdhés <lans la théorie des fonctions mono^ènes et sur quelques
propriétés nouvelle.': de ces fonctions dans le 'voisinage d^un point singulier essentiel
{Âcta Societatiff Sclentlaru/n Feimiw^ t. X.KXV, n0 7, 1908) ; Sur le théorème de
M'. Picard dans la théorie dos fonctions rnono^ènef! ( Compte rendu du Congrès de
Stocklîolm, 1909, p. 1 1 '2- ï 3f> ).
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on peut trouver une i n f i n i t é de points P < , I\, . . . , P,/, ... ayant pour
unique point limite l 'origine et en chacun desquels le module def(x)
ne dépasse pas a, il suffit de choisir ces points de manière que

/(,)-;< S.

La fonction /(^) appartenant , quel que soit R assez petit, à toutes
les famil les telles que ( ^ ) , on en déduit que celte fonct ion est infé-
rieure en module à M(a), sur tous les cercles de centre origine et pas-
sant par les po in t s P^ P^ ..., P,^, ... ; entre deux cercles consécutifs
quelconques, le module de f{x) sera aussi inférieur à M(oc). On en
conclura i t que la fonct ion fÇ'v) est bornée dans le voisinage de l'ori-
gine, ce qu i est en contradict ion avec le théorème de Weierstrass. La
proposition est établie (1) .

2'1. En ïSc)6. M. Borel ( ' f î ) a donné, du premier théorème de
M. Picard , une démonstrat ion élémentaire, c'est-à-dire une démons-
t ra t ion q u i i ^ i n t r o d u i t pas la fonction modulaire, et en 1904,
M Schottky (3) a donné une démonstration élémentaire du second
théorème, démons t ra t ion qui. s'appuie sur les idées de M. Borel et uti-
lise, en les précisant, ses inégal i tés ; toujours dans la même voie,
M. L i n d e l ô f ( 4 ) a s impl i f i é la démonstration de M. Schotfcky.

Or, i l , est bien facile, en u t i l i s an t un des résultats établis par
M. Schottky, de démontrer , par une voie élémentaire, le théorème du
paragraphe 8, sur lequel repose la démonstration du second théorème
de M. Picard q u e nous venons de donner. Le théorème fondamental

( 1 ) On remarquera que la démonstration n'utilise pas entièrement le théorème de
Weierstrass : elle suppose seulement que/^x*) prenne dans le voisinage du point singu-
lier, d'une part, une infinité de valeurs aussi voisines qu'on le veut d'une valeur excep-
tionnelle, l'infini, par exemple, d'autre part une infinité de valeurs non voisines de cette
valeur exceptionnelle.

( 2 ) E. BOREL, Démonstration élémentaire d'un t/léorème de M. Picard sur les jonc-
tions antleres (Comptes rendus^ l. CXX.ÎÎ, î G, p. io4'>-io48); Leqons sur les fonctions
entières, Note î .

(3) F. S<;norrKY, Ueber den Picardschen Satz iind die Boreisclien Ungleichungen
{Smwt^sbcrichtc (1er Kon. Prciiasichen Àkad. der Wissenschctjten^ t. XLÏI, 1904, p. 1244"
i9,6'2); Uebfîr u^el Bewelfîe des edi^emeinen Picardschen Satzes {Jbid^ t. XLVI, 1907).

(4) E. LiNDKLÔr, Compte rendu du Congrès de Stotk/wlm, 1909. ,
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de M. Schottky est le suivant : Une fonction fÇ^\ ne prenant ni la
valeur o, ni la valeur î dans un cercle de centre origine et de rayon I{,

a, dans le cercle concentrique de rayon •—? un module inférieur à un

nombre fixe M (a,,), ne dépendant que de la valeur a^ de f(^) à
l'origine.

On peut prendre, par exemple,

M(ao)=^

en désignant par x le p lus petit des nombres

] lôgaj, | l o ^ ( i — ao) | , l o g - ^ i — - 1 - ) ,
\ a{) /

les logarithmes étant pris avec leur détermination pr incipale; on déduit:
au s s i tô t d e 1 à q u e, s i 1 e s n o m b r e s

<^(h — — — » J •-- CtQ

cfo

ont un module supér ieur a un nombre fixe £, les fonc t ions f(x) cor-
rcïspondantes sont bornées dans leur ensemble dans le cercle de
rayon —• II faudrai t en déduire, pour arriver au. (béorème f o n d a m e n t a l
du paragraphe 8, que le même résultat subsiste, en supposant seu-
lement un seul de ces modules supér ieur à un nombre fixe, par
exemple en supposant tous les a^ bornés. En effet, si de celte hypo-
thèse on conclut que les fonctions sont bornées dans le cercle de
rayon -^5 il sera bien facile, en par tan t d'un poin t x^ intér ieur à an
domaine D et en supposant que tous les/(.r(,) sont bornés, de démon-
trer qu'il en est de même dans tout domaine D< intérieur à D. îl suffira
de remplacer x^ par un point do la circonférence du cercle de
rayon -^ et de continuer de proche en proche, en prenant chaque fois
pour le cercle de rayon R le plus grand cercle contenu dans D. Il fau-
drait donc démontrer que la f ami l l e (^) des fonctions holomorphes
dans le cercle de centre origine et de rayon R, ne prenan t dans ce cercle
ni la valeur o ni la valeur i et prenant à l'origine des valeurs a^ telles
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que |aJ<^a, sont, dans le cercle concentrique de rayon — ? inférieures
en module à un nombre fixe M(a). Ce théorème a été démon t r é par
M. Landau, et M. Bernays en a donné une démonstration fort simple
qui permet de le déduire du résultat de M. Schottky(1). Il nous suf-
fira, pour l'établir, de répéter les raisonnements de la fin du para-
graphe <S : soit S une suite i n f in i e de fonctions appartenant à la
fami l le (^), on extraira de cette suite, une sui te S' pour laquelle les
valeurs a^ ont pour unique limite a^; si ay est différent de o ou de i,
il résulte, du théorème de M. Schottky, que cette suite est également
cont inue : on peut donc en extraire une suite S77 convergeant vers une
fonction l imi t e dans le cercle de rayon •—

Supposons que le nombre a^ soit égal à i ; nous considérerons les
fonc t i ons

.(^)^I^Z^1^^
L\ lit

(dans lesquelles on donne à la partie imaginai re de logû^ une valeur
comprise entre —TI: et -+-TC, limite infér ieure exclue), et nous raison-
nerons comme au paragraphe <S. Si le nombre a^ est égal à o, on
remp lacera f par ï —J\

Donc, dans tous les cas, toute sui te i n f in i e composée de fonc t ions de
la f ami l l e (f) admet au moins une fonction l imite : cette famille est
donc normale dans le cercle de rayon -^ et comme les fonctions sont
bornées à l'origine, elles sont bornées dans ce cercle.

22. Le procédé de démonstration que nous avons utilisé pour le
second théorème de Picard va nous conduire à des propositions dues
à M. L inde lôf^ ) , que nous ob t i endrons ainsi très simplement et com-
pléterons, ainsi qu'à des propositions nouvelles. 11 nous suffira de
remplacer les anneaux du paragraphe 20 par des secteurs annulaires
convenablement choisis.

0) Voir H. Boiiu und E. LANDAU, Ueber deis Ferhalten von Ç (.y) uficl Ç%(A') ifî der
'N'àhe der Geraden cr === x (Naclirichten der K. Geselischaft der fyissenscliaften zu
GôtUn^cn^ 1910 , p. 309). MM. Landau et Caraihéodory ont publié la démonstration de
M. Bcrriays dans leur Mémoire, Jîeitràge zur Konvcrgem von Funkttonenfôlgen (Sitzurïgs-
beric/ite dar A'. Preus.visc/ien ^kadernie der Wissenschaften, K)IJI, p. 597).

( î ) Loc. cit.
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Soit /(^) une fonct ion régulière à l'intérieur d'un secteur AOB
où elle ne prend ni la valeur o ni la valeur i : Supposons que, x ten-
dant vers zéro sur une droite OL inférieure au secteur^ /a fonction f(x)
demeure bornée; cette fonction sera bornée dans un secteur A'OB'
comprenant OL, dont les rayons extrêmes OA^ et OB' sont aussi voisins
qaon le veut de OA et de OB.

Traçons des arcs de cercles de centre 0 et de rayons B. <^ OA et — 7
ces arcs coupent OA' en G et E, OB' en D et F {fig. 3). Supposons que

sur OL le module de f(^) ne dépasse pas a, je dis que dans le qua-
drilatère curvi l igne CDEF, le module de /(^) reste in fé r i eu r à un
nombre M(a) indépendant de R, pourvu que B soit infér ieur à OA.
Considérons, en effet, le quadrilatère curvil igne C ^ D i E i E , , formé par
les droites OA et OB et par les cercles de centre 0 et de rayons B,(i -+- e)
et — ( ' i — c ) , £ étant un nombre positif infér ieur à ï et tel que
R(i "+- £ ) <i OA. Toutes les fondions fÇx} régulières dans ce quadri-
latère, ne prenant dans son intérieur a u c u n e des valeurs o ou ï qui ,
en un point fixe, le mil ieu, de MN, par exemple (M et N é tant les po in t s
de rencontre de OL et des arcs Ci . l ) i , E i F ^ j , ont des valeurs dont le
module ne dépasse pas a, sont bornées dans tout domaine in té r ieur a
ce quadrilatère : par exemple, dans le domaine CDEF, le module de
ces fonctions ne dépassera pas un .nombre fixe M (a).

y./

Je dis que M(a) ne dépend pas de R : remplaçons, en effet, x par —y
k étant un nombre posit if , dans les fonctions /(^); nous obtenons
des fonctions/^(.-r ') = = / ( — ) ; soit (yD'E'l^ le quadrilatère déduit
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de CDEF par une liomothétie de centre 0 et de rapport k. La transfor-
mation xt=kx fait correspondre à la famille des fonctions/'(<r) du
domaine CDEF la famille des fonctions /i(^), qui possèdent les
mêmes propriétés dans le quadrilatère C'D'ET', et les fonctions/^ (x^
prennent , dans ce dernier quadrilatère, les mêmes valeurs que les
fonctions f{oc) dans le premier. Le nombre M(a) est donc le même
dans les deux cas. Si A '< ï , la fonction particulière /(^), que nous
étudions, appartient à tous les quadrilatères C/D'ET'; on a donc

| / ( ^ ) [ < M ( a )

dans tout le secteur A'OB'; le nombre M(a) ne dépend pas de la fonc-
tion particulière f(x) considérée^ mais seulement de a et de la configu-
ration géométrique in t rodui te ( i ) . En remplaçant/^) par j^— ou

p^ ^—L—-, on voit que, si pour la fonctionna?) le module de/(^)
ou de :i — /(^;) reste supérieur à un nombre fixe sur le rayon OL, il
en sera de même dans tout le secteur A'OB'.

23. Je démontrerai main tenant un théorème plus précis : Si la/onc-
tion f ( x ) a pour limite le nombre a lorsque x tend vers zéro sur le
rayon OL, elle tend uniformément vers a lorsque x tend vers zéro à Fin-
teneur du secteur A/OB' comprenant OL, et dont les rayons extrêmes
OA' et OB' sont aussi voisins qu'on le veut de OA et OB. On suppose
tou jours que f(oc) soit régulière dans le secteur et ne prenne ni la
valeur o, ni la valeur ï .

P) On peut remarquer qu'il n'est pas nécessaire de donner à k toutes les valeurs infé-
rieures à ï , mais une infinité dénornbrable de ces valeurs choisies de manière que les
quadrilatères (HVE'r balaient tout le secteur A'OB^ On peut prendre, par exemple,

toales les valeurs -r-" II n'est donc pas nécessaire pour notre conclusion que/T.x') soit
supposée bornée en tout point de OL; il suffit que pour une infinité do points distri-
bués sur OL et tels que le rapport des distances à 0 de deux points consécutifs soit
égal à î ; le module de f{x) ne dépasse pas a. Il suffit même que ce rapport ait sa

plus grande lirnite difFérente de zéro.
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Reprenons le raisonnement précédent et donnons à k les valeurs -^

-^ . . . ,—p ...; soient les fonct ions

/^0=/(^ M-)-f(^ •- .A(-)=/(^)> -

considérées à l ' intérieur du quadrilatère CDEF; sur le serment: MN,
ces fonct ions ont pour l imite a, car pour n assez grand, fn(^) prend
sur le segment MN les mêmes valeurs que f{x) sur un segment très
voisin de l 'origine et placé surOL. Or les fbnc(ions/^(.z/") forment une
famil le normale convergeant vers a en tout po in t de MN; cette f a m i l l e
converge donc, dans le quadri la tère CDEF, vers une fonction holo-
morphe qui ne peut être que la constante a. La convergence étant uni-
forme, on a, pour n ï p , \fn(x) — a [ < c, c étant donné ; or, les valeurs
de fn{'v), dans le quadr i la tère CDEF, sortt les mêmes que celles
de/(^) dans le quadrilatère homotliétiquo (VIVE'P, le centre d/homo-
thétie étant au po in t 0 et le rapport égal à •;^. Donc, pour tous les
po in t s contenus dans le secteur l i m i t é par OA" et OB' et le cercle dei >
rayent secteurformé par la réunion de tous les quadr i la tères C'D'E'P
pour nïp^ on a

|/(.^)-^|<£.

Si/"(^) augmente i n d é f i n i m e n t sur le rayon OL, on peut appl iquer
le même raisonnement à~—, et l'on voi t que /(^) tend u n i f o r m é -
ment vers l ' i n f i n i dans le secteur A/OB' ( ^ ) ,

24. Nous avons vu, au paragraphe 22, que si f ( x ' ) reste bornée
lorsque^ tend vers xéro sur un rayon OL, il en est de rnôme pour tout
rayon contenu dans le secteur AOB. Il en résulte que si, pour un

( 1 ) Dans son Mémoire (^cla Societeais Salcntiariim Feniwœ, L XXXV, 11° 7, 1908),
M. Lindelof a établi que si f ( ^ ) tend vers a sur u n rayon OL, ceUô fonction ne peut
tendre vers une limite difïerento do a sur aucun rayon 017 mtôncur au secteur AOB. Il
ajoute qu'il n'a pu réussir ni à former une fonction n'ayant pas pour limite a sur les
rayons 01.' ni à démontrer qu'il ne peut en exister. Le théorème établi dans le texte
montre que cette dernière hypothèse est exacte.
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rayon intérieur OL, une des valeurs limites de f(sc) est infinie, il en
est de même pour tout autre rayon intérieur OI/ car, dans le cas con-
traire,/^') étant bornée sur OU le serait sur OL. Et l'on obtient des
résultats semblables si l 'une des valeurs limites est o ou r. Voici un
autre théorème dû à M. Lindelôf : Les valeurs limites sont les mêmes
pour deux courbes S et S', tangentes l'une et l'autre au point 0 à une
droite OL intérieure au secteur AOB. Soient, en effet, x^ oc^, ..., x^y ...
une suite i n f i n i e de points de S ayant l'origine pour unique point
limite et tels que les valeurs da/Çsc) en ces points aient pour unique
l i m i t e le nombre fini a et x\, x'^ ..., x,^ ... des points situés sur S",
et tels que x^ et ^ aient le même module. Puisque les courbes S

et S7 sont tangentes en 0, le nombre —ï a pour limite l'unité lorsque nx,^
croît indéf in iment* Les fonctions

/ y \
/* ( ^\ ____ /• { wfl y \
J n { ^ ) —J \ ——^ »

V lx l J

forment une famil le normale dans le quadrilatère CDEF; au point oc^
qu^on peut supposer à l ' intérieur de ce quadrilatère, elles convergent
vers a et, sont par conséquent bornées. 11 en résulte que ces fonctions
sont également continues dans le domaine : à chaque nombre £ positif,
correspond un nombre ô tel que, si deux points x et x' du quadrila-
tère sont une distance au plus égale à à, on ait

|/.(.^)-//.(^)|<£
pour toute valeur de n ; prenons n assez grand pour que

/ oc',, \ 1 . ^
•^(

ï

-" — ) < °'V ^n.}

on aura
/(^)==/^ (^), /(^)^(^^),\X1^ }

-et, par suite,
|/(.^)-/(^,)|<6;

:si n est assez grand pour que
|/(^,,) — a | < £ ,

on en déduit que
|/«)—a|<2£,

Ann, £c. Norm., (3), XXIX. -—NOVEMBRE 1 9 1 2 . " 66
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./X1^) a donc pour limite a. Nous avons supposé a f in i ; le cas où oc est
infini a été examiné au début.

Les résultats des paragraphes qui précèdent s'étendent aisément
aux fonctions méromorphes qui ont trois valeurs exceptionnelles : on
peut aussi en modifier les énoncés grâce a la représentation con-
forme ( ^ ).

25- Proposons-nous main tenant d 'étudier l ' indétermination d'une
fonct ion uniforme f{x) dans le voisinage de ses points essentiels,
lorsque ceux-ci forment un ensemble parfait d iscont inu E. Soit P un
de ces points ; lorsque x f end vers P, les valeurs de f(x) possèdent un
ensemble de valeurs l imites qu'on appelle la région d'indétermination
de f{^} au po in t P : si la région couvre tout le p lan, on dit que le
poin t P est un point d ' indéler in inat ion complète; dans le cas contraire,
c'est u n point d ' indélerrni nation incomplète. Soit: a une valeur de la
région d ' indéterminat ion , il existe une in f in i t é de points <z'i, x^y ...,
x^, ... ayant pour u n i q u e point l i m i t e le point P et tels que f(^n) ai t
pour limite a. Supposons que l 'ensemble E soit consti tué de manière
que chaque point P puisse être considéré comme la l imi t e d'une i n f i -
nité d'anneaux I\ représentables d 'une manière conforme sur un
anneau fixe 1̂  et dont chacun contient au moins un point x^ : lo
point x^ correspondra à un point a^du doma ine toqu i demeure, quel
que soit n, dans an domaine in fé r i eu r à I\. Nous verrons qu ' i l existe
de tels ensembles E. Dans ces condit ions, si a, h et c sont trois valeurs
'exceptionnelles autour de P, on peut, recommencer, pour chaque
point P un, raisonnement presque identique h celui du paragraphe 20.
On peut, d'ailleurs, toujours supposer que a =-= o, ^ = = 1 , c = ce,
comme nous l'avons maintes fois remarqué.

Deux cas se présentent : i° le point P est un point d'indétermina-
t ion complète, nous sommes dans un cas voisin de celui du po in t
essentiel isolé : la fonction ne peut admettre, autour de P, plus de
deux valeurs exceptionnelles. Si. tous les points d'un ensemble dis-
cont inu E, satisfaisant aux conditions précédentes sont des points
d'indétermination complète, la fonct ion prend une inf in i té de fois

( 1 ) Cf. le Mémoire déjà cité de M. Lindelof ou se trouvent en oulrô d^anires résultats
relatifs à ces mornes questions.
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toutes les valeurs dans le voisinage de E, sauf deux au plus.
2° le point P est un point d'indétermination incomplète, sans être un
p o i n t de cont inu i té de/(^). Dans ce cas on peut prendre, pour a et &,
deux valeurs n 'appartenant pas à la région d ' indétermination; pour c,
une valeur de cette région qui soit exceptionnelle, et pour le nombre a,
in t rodu i t au paragraphe 20, une autre valeur de la région d'indéter-
mina t ion : si la valeur c existe, la fonction est régulière en P. Donc,
si un p o i n t de E est un point d ' indéterminat ion incomplète, la fonc-
t ion /(^) prend, dans le voisinage de P, une infinité de fois toutes les
valeurs de la région d' indétermination.

Donnons un exemple simple : considérons le segment (o, i) de
l'axe 0^ et soit E l 'ensemble parfait d i scont inu obtenu de la manière
suivante : on enlève du segment (o, i) les points intérieurs à un seg-
ment concentrique de longueur 7.? on opère de même sur chacun des
segments q u i restent et l'on répète indéf in iment celte opération.

Chacun des points de l 'ensemble E peut êire entouré d'une infini té
d 'anneaux circulaires semblables. D'autre part, cet ensemble ayant une
mesure l inéa i re nu l le , pour toute fonction uniforme /(^) admettant
les points de E comme points s ingul iers , ces points sont des points
d ' indé te rmina t ion complète ( ( ) . Les remarques qui précèdent sont
applicables à cette fonct ion /'(rr). On peut prendre, par exemple, pour
la fonction f{'v\ une série V ——)1—? dans laquelle a^ sont les extré-

-A—i ,T — df ̂

mités des in terval les contigus à E et A^ des constantes convenablement
choisies

26- Arrivons main tenan t aux généralisations récentes du théorème
de M. Picard sur les fonctions entières dont le point de départ a été
le théorème que M. Landau a démontré en 1904 (2).

Soit I) le domaine d'un cercle de centre origine et de rayon R et (^),

( 1 ) Cette proposition est due à M. Painlevé. L'ensemble E est un ensemble ponctuel au
sens de M. Painlevé {Leçons de Stookfiolm). f^oir aussi pour la démonstration, L. ZORETTÏ,
Leçons sur le prolongement analytique^ p. 79. Paris, Gauthier-Villars; 1 9 1 1 .

( 2 ) Ueber élue fierai Igerfieinerung des Picard^c/ien Satzes (Sitzungsberic/ite der Kgl.
Prewsiscficfi Âkademie der WU'senschaften, t. XXXViïï, 1904, p. ir 1 8 - 1 1 3 3 ; Ueber
den Picardscheti SeMz {^lerteljcthrschrijt der Naturjorschenden GeseUsc/iaft in Zurich^
J a h rga ng 5 1 , 1906, p. 25'2"318)»
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la famille des fonctions régulières dans ce cercle prenant à l'origine la
même valeur a^, et ne prenant jamais dans le cercle ni la valeur o ni
la valeur i. Ces fonctions forment une famille normale et, comme
elles sont bornées à l 'originey elles sont aussi bornées dans un cercle
concentrique D^ de rayon 9R(o <^ 0 <; i). On a donc, pour toutes ces
fonctions,

| / (^) |5M(ao,0) .

Le nombre M ne dépend pas de R, puisque la transformation .z"==R^'
fait correspondre à la famil le relative à un cercle de rayon R, la famille
relative au cercle de rayon i. Nous obtenons ainsi le théorème de
M. Schottky.

Le maximum M des modules de toutes les fonctions /(<^*) dans D^
est d'ailleurs atteint pour une fonction particulière/", («r) de la famille.
Soit, en effet,/'^(/y) une fonction de la famille (r^), pour laquelle le
module maximum dans I)< est égal à M — -r- De la suite f'^Ç^), on
peut extraire une suite convergeant uniformément dans ' ï ) ^ vers une
fonction l imi te j\{^) ^ty pour cette fonction f\(^) qui ne prend
aucune des valeurs o et x dans le domaine D, , le module inaxim um estM.

Si le domaine I), augmente, le nombre M croît avec 0 et augmente
indéfiniment lorsque 0 tend vers l 'unité. II s u f t î t de prendre une fonc-
tion particulière, par exemple e^^'y appartenant à (f) et dont le
module augmente indéf iniment lorsqu'on s'approche du point R de la
circonférence de I) ( { ) .

Si les fonctions f{oc) ne sont pas assujetties à prendre à l'origine
des valeurs égales, mais simplement des valeurs dont le module ne-
dépassé pas a, la famille correspondante sera encore formée de fonc-
tions bornées dans le cercle de rayon OR» et l'on aura, pour toutes ces
fonctions,

|/(.r)|<û(a,@),

û étant un nombre positif indépendant de R.

( 1 ) C'est M. Garathéodory qui a donné la valeur exacte de M(/ro, 0) : Sur (fuelques
généralisations du théorème de M. Picard (Comptes rendue, fc. CXLI, Kp^ p. i2i3-
m 5). M. P. L'iyy a montré récemment que le produit (i --0) M reste compris entre deux
nombres fixes lorsque 0 tend vers l'unité : Remarques sur le théorème de M. Picard
(Bulletin de la Société mathématique de France^ t. XL, 191'2, p. '25-39).
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Le théorème de M. Scholtky établi, celui de M. Landau rappelé au
début de ce paragraphe et ses généralisations s'obtiennent, comme
l'on sait, aisément. Considérons une fonction /(^), régulière dans un
cercle de rayon R, où elle ne prend ni la valeur o, ni la valeur i, et
pour laquelle les deux premiers coefficients OQ et a^ de son déve-
loppement taylorien sont donnés. Supposons que a, ne soit pas nul.
Dans le cercle de rayon — ? le module de /(^) est inférieur a u n -
nombre M(<2(,), qui ne dépend pas de R; on a donc

. , , M ( ^ o )
R

et, par suite,
^ 2 M ( Oo )

t.< — —»———I——. 1

II existe donc un nombre R() dépendant de a^ et de a^ seulement et
tel que dans un cercle quelconque de rayon supérieur à R()? la fonc-
tion f(^) possède un point s ingu l i e r ou p renne l 'une au moins des
deux valeurs o et i. Dans tout cercle de rayon inférieur, i l existera
une fonction f(^) régulière et ne prenant aucune des valeurs o et i.
Il est bien faci le de voir que pour le cercle de rayon R() lui-même, il
existe une fonc t ion /(>) de cette espèce. Il suffit de remarquer que
les fonctions f(- ) ou R < Ro sont bornées dans le cercle de rayon i ;
si l'on considère alors une suite de nombres R/,, qui tendent en crois-

/ ^ \sant vers Ro, et une suite correspondante de fonctions /(^p ^ette
dernière suite a au moins une fonction l imi te dans le cercle de rayon i.
Cette fonction limite ^Çx) ne prend, dans le cercle, ni la valeur o, ni,
la valeur i. La fonction f(x) = ç(Ro^) possède les mêmes propriétés
dans In cercle de rayon R().

Au lieu de fixer a^ et a,, on peut aussi fixer a^ et a^ en posant
/( /r) = Oo "4- ̂ i oc 4". .. -+" a^ 4-. - .,

on aura
i a ^M l̂)1 ^ 1 = /gw^

^R$3 'M(«o)
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On peut aussi déduire du théorème de.M. Schottky, une proposition
récente de M. P. Lévy. Si la valeur de la fonction fÇv} est fixée pour
deax points d 'un cercle D où elle est régulière et ne prend ni la
valeur o, ni la valeur i, on peut trouver une limite supérieure de R.
Cela résulte de l'égale con t inu i t é dans tout domaine D< des fonc-
tions/^) qui sont bornées en un poin t de ce d o m a i n e . Le module de
la différence des valeurs de f{x} en deux points du domaine a une
limite supérieure qui est inf in iment petite lorsque les d imensions du
domaine augmentent indéf in iment , comme le montre la formule éta-
blie au paragraphe 3. Si cette différence est finie, le domaine est, par
suite, limité (r).

27. Les théorèmes qu i précèdent résultent des propriétés des
familles normales. Ils peuvent être étendus aux familles étudiées au
Chapitre I, que nous avons appelées quasi-normales^ et dont certaines
classes sont normales.

Soit (Q) la f ami l l e des fonctions régulières dans le cercle D, prenant
à l'origine la valeur a^ et telles que les équat ions

(7 ) ^ / (^)=o, /(^)=i

n'aient pas plus de/? racines. Nous supposons que les racines de l 'une
de ces équations soient toutes situées à l 'exiérieur d'un cercle con-
centrique à D et de rayon Ô'RCo^^i). Gesfonctions étant bornées
à l'origine et ce point n'étant pas un po in t l imi te commun des racines
des deux équations (7), nous avons vu que leurs modules sont
bornés dans tout cercle î), intérieur à D. Soit Ô R Ç O ^ 0 < i) le rayon
d'un tel cercle. On aura, à l 'intérieur de 1)̂

|/(^)j<M(^M^),

M ne dépend pas de R parce que la transformation x = R^' fait corres-
pondre aux fonctions relatives au cercle]) les fonct ions relatives au
cercle de rayon unité, M dépend évidemment d e p ; il suffit , pour le
voir, de considérer la, fonction a , ( i - '^Y qui, pour ^ === - R, est

\ K / ' l 2

( 1 ) Foir P. LKVY, lue. cit. Fauteur établit aussi un théorème plus général.
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éû;ale à ^a^ ; il dépend de 6, comme nous l'avons vu pour p == o, et il
dépend de 6^, comme le montre la fonction a^ + ̂ -

Si, au lieu de fixer la valeur de/"(a?) à l'origine, nous supposons
seulement que son module soit inférieur à oc, nous arriverons aux
mêmes conclusions. On peut donc énoncer le théorème suivant :

Soit
/(x) -==. a^-^r a^x -+-...+ a/^-t-.

une fonction holomorphe dans le cercle de centre origine et de rayon R et
telle que les équations

./(^)==o, / (^ )==i

n aient pas plus de p racines dans le cercle^ les racines de Furie de ces équa-
tions ayant toutes des modules supérieurs à CrRfo <^ O'"^ i). Si l'on a

| aj < a,

il existe un nombre û(a, 0, 0\ p) indépendant de R et tel cjue^ pour
tout point du cercle de centre origine et de rayon 6R (o <^ ̂  <^ 0 <^ i),
on ait

l/^Kû^MS/^
(fuelle que soit la fonction f(x) (1 ).

Les théorèmes de M'.. Landau et leurs généralisations sont donc
applicables i iux fonc l ions qui p rennent moins de p Ibis les valeurs o
ou ï. Bien entendu, si la fonct ion f(^) ne prend jamais l 'une décès
deux valeurs, la restriction relative à, la l imi te inférieure du module
des racines disparait .

28. Passons m a i n t e n a n t au cas où les équations (7) peuvent avoir
un nombre quelconque de racines dans le cercle D. Nous supposerons
que l 'origine n'est pas un p o i n t limite commun des racines de ces
équations, que l'ensemble Fi des points limites commun d'ordre infini

f i ) Cf. P. BOIJTB.ÙUX (Comptes rendue, t. CXLI, 1905, p. 3o5-307), Propriété d'une
fonction /folornorp/ie dans un cercle où elle ne pré/ici pas les valeurs' o et ï {Bulletin de
la Société mathématique de France, t. XXXIV, 1906, p. 3o-39); Sur I 1 indétermination
d'une fonction uniforme au 'voiffinaffe d'une singularité transcendante (Annales de L'École
Normale, 3e série, t. XXV, 1908. p. 3r9~3^i).
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ne soit pas d'un seul tenant avec la circonférence et, en outre, que le
centre puisse être joint à la circonférence par u n e courbe ne rencontrant
pas F < ; il suffit de se reporter au paragraphe 16 pour en conclure la
proposition suivante :

Soit une famille de fonctions

/(.r)==ao+ a^x •+•. . .4-"<^^4-. •,

holomorphes dans le cercle D de centre origine et de rayon R et F\
l'ensemble des points limites communs d'ordre infini des racines des
équations

(7) /(^)==o, f{x)=i

situées dans D. Supposons c/ue V ensemble F^ ne soit pas d'un seul tenant
a^ec la circonférence et gué le centre du. cercle puisse être joint à la cir-
conférence par une courbe ne contenant aucun point de F,. Si les valeurs
de f{x^ à l'origine^ ont un module inférieur à a et si les racines inté-
rieures à D de Ïune au moins des équations ( r ] ) ont un module supérieur
à Û'R (ô <^ û'^ï), on aura^ dans fout cercle concentrique î)^ de
rayon OR (o < 0'< 6 < i),

|/(.r)|< ̂ (0,0,^1).

On peut donner à cet énoncé un grand nombre de formes particu-
lières simples : par exemple, si l 'ensemble F, est discontinu dans le
domaine fermé I), les autres hypothèses relatives à cet ensemble dis-
paraissent. On peut aussi se fixer le chemin suivant lequel le centre
du cercle peut être joint à la circonférence; par exemple, supposons
que les points de t\ soient tous à une distance fYÏ{ de la circonférence
et de tous les points du segment (o, i), on aura

[/(^K^a,^)

dans tout cercle de rayon 9R(o < 0' < Û < i).

Ici encore, on peut énoncer une série de théorèmes ayant pour point
de départ le théorème de M. Landau» Supposons, par exemple,
que l'ensemble F^ soit discontinu dans le domaine fermé D, que le
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p o i n t x •== o soit à une distance au moins égale à O'B des racines de
l 'une au mo ins des équat ions (7), si l 'on fixe les coefficients a^
et a^ ̂  o de la fonction f{oc), on en déduira une l imite supérieure R()
pour les fonct ions /(.r). En d'autres termes, dans un cercle de
rayon R supér ieur à l^, toute fonct ion /(^) dont les premiers coeffi-
cients du développement taylorien sont a^ et<^ sera telle que, ou l'en-
semble Fi n'est pas d i s c o n t i n u dans le cercle, ou , en deux poin ts placés
a u n e dis tance de l 'o r ig ine inférieure a 04{, la fonction prendra la
va leur o et la va leur i. On peut de même fixer a^ et a,, ou bien la
valeur de/(.r) en deux points de 1).

CllAPiïRE 1 1 1 .

LA COISVEIKiEINCE DES SERIES DE FONCTIONS UOLOMOIU>HES.

29. Soit

(s) J\W. .A(^), ..., ///,(, ̂  ...,

une suite i n f i n i e do fonctions holoinorphes dans le domaine connexe I ) .
Le théorème classique que Weierstrass a publ ié en 1880 montre que
si cette suite i n f i n i e converge un i fo rmément dans le domaine fermé D
vers une fonc t ion l i m i t e f ( ^ ) ' , cette fonct ion f(sc) est lioloinorplie
dans 1). On sait, d/ailleurs, que si la suite converge uniformément
sur la frontière, elle converge un i formément dans tout le domaine
fermé, et que les suites tonnées par les dérivées d'ordre k des fonc-
tions y^(^;) convergent dans le domaine ouvert vers la dérivée d^ordre /:
de f{oc). bi la suite fn{^) converge seulement dans le domaine
ouvert!), la fonction l imi te est holomorphe dans rintérieur de D et
la remarque relative aux dérivées subsiste.

En 1894» Stieltjes ( f ) établit, dans une lettre àllermite, le théorème
suivant :

0) Correspondance d 1 lier mue et de St'icUjes^ t . II, lôUres n0" 399 eL 400, p. 368;
Rec/icrcfteff sur les frac è ions continues (Annales delà Faculté de Toulouse^ t. VIII, 1894).

Ann. Éc. Nonn., (3) , XXÏX.. •— DÈCKWÎW 1 9 1 2 . 67
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&*, rfa/?^ le domaine^ les modules des fonctions fn(^) sont bornés dans
leur ensemble et si la convergence uniforme a lieu dans une aire, si petite
sait-elle^ intérieure à I), la suite converge uniformément dans tout le
domaine D.

On a ensuite montré que si les modules des fonct ions fnÇx) sont
bornés dans leur ensemble et si la suite est convergente dans I), la
convergence est un i forme (r). Il s u f f i t , d 'a i l leurs , que les /^, conti-
nues dans D, so ient bornées sur la f ront ière et convergent sur cette
frontière (2). Enf in , M. Vital i a démontré , en i()o4, (lue la conver-
gence en une i n f i n i t é de po in t s in té r ieurs dans leur ensemble à I),
suffit à assurer la convergence un i fo rme dans l ' in té r ieur de I) ( : l)-

IVautre part, des théorèmes semblab les ont été énoncés en rempla-
çant la condi t ion que les fonct ions /L(.t') soient bornées dans I) par la
cond i t i on qu'elles ne p rennen t jamais dans ce domaine la va leur o,
n i la valeur i . On a d'abord établi que si la suite ^B) converge dans
un domaine 1) où les tonctionsy^(^) ne prennent ni la va leur o, n i la
valeur i, la convergence est un i forme dans l ' in tér ieur de ce domaine (/*).

Tout récemment, MM. Carathéodory et Landau ont montré que la
convergence en u n e i n f i n i t é de points in té r i eu r s dans leur ensemble
au doma ine I) su f f i t à assurer la convergence dans ce domaine (;i).

( 1 ) M. Os<;ooi) ( Jn/ials of Matlicintitics^ 9/" série, L 1 ( 1 , i»° I, K)OI) a rnoniré (lue
j ( x ) est holomorphe en supposant que la convergence a lien pou ries poin ts d'un ensemble
partout dense dans D. ^ olr aussi pour la démonstnUkm C. ARZELÀ, Suite .wric dî.funïloni
analitîche ( Rendicotid delL !î. ^/ccwL dello Scic.rw dl Bolo^na^ 190^-1903), el P.
MONTKL, -S'///" les {{ifUcs Infinies dû fonction}, ( AnnaIcK de l'École Normale^ 3" série,
t. XXIV, 1907, p. 307).

f 2 ) 1/. MONTEL, loc. cit., i). 'îo9, cl Leçon.v aur les séries de polynômes à une variable
co//tfjlc,re, {). 18 .

( ; î ) (x . VITALI, Sopra le scric dl funziofti analhiche ( Hdndico/iH. del R. fsi. Lombardo^
'^ série, l. XXXVI , i9(>3, p. 77^ ; Annall dl Matematica para ed cf.pplicnUi, 3e se^rie,
t. X, 1904, p. 73). ^oir ïuissi 1 1 . i^oirrî^H, (Joficernn^ scrîfî^ of Ànalytir. Fonctions
( ^finals of Malf/emafics') 9/'série, t. VI, 190 {-190"), p. 190;.

( ' t ) M. (1. VITALI ( /funcdl dl M.(Uciriailca, loc. c i t . } .se propose soulernent de montrer
t[mîf(.r) est holomorphe. .rai énoncé le théorème complet en 1907 : Sur IG}; polnu /'/'ré-
guUers des scrîcs convergentes de fonclion.f analydqMîs (Comptes rendus^ t. CXLV, i<)07,
(). 91 oj. Voir aussi (I. SEVElUNî, Sulle succefî.fiofu inpifitc dl ffi-mio/il analilù'/ic {Aiti dcl
//"' Oofiyesso Internationale del Matcrnaticl^ t, IÏ, 1909, p. i8f);.

( ' ' î ) C. (Î.UUTHEODOHV et E. I.ANDAIJ, /îeitrâ^c zui' hoftwî/^en^ 'von Fimfalonefifolgen^
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On ne peut pas ne pas être f rappé de l 'analogie complète qui existe
entre les énoncés relatifs au cas où les modu le s desy,/.r) sont bornés
et ceux qu i se rappor ten t au cas où les /^C^) ne p rennen t ni la
valeur o, ni la valeur i dans le domaine. Nous verrons, en effet, que
toutes ces proposi t ions ne son! que des formes dif férentes d 'un même
théorème f o n d a m e n t a l , que nous a l lons m a i n t e n a n t établir .

30. Soil une suite infinie de fonctions

(8) J\{x), ./.(.•zQ, ..., f^x). ...,

liolomorpftes dans I) et appartenant à une famille normale clans ce
domaine :

0 Si la su/le converge en une infinité de points inférieurs dans leur
ensemble à I), elle cowerge dans tout le domaine;

9.° Si fa suite converge dans I), la. convergence est uniforme dans l'in-
térieur de I).

Supposons que la suite (8) converge en une i n f i n i t é de points P < ,
Ï\», ..., I\, ... ayant au moins un p o i n t l im i t e P i n t é r i e u r à I), et soit l^
un domaine i n t é r i e u r à I ) et con tenant P, je d i s que la suite (8) con-
verge en tou t po in t de I),. S'il n'en était pas a ins i , i l existerait un
pointa de 1), pour lequel la sui te des nombres /^(^o) aura i tau moins
deux l imi tes dist inctes a et [Ï. On pour ra i t donc extraire de la suite (8)
deux suites par t ie l les convergeant en a^, l ' une vers a, l 'autre vers [j.
Les (onct ions appa r t enan t a u n e fami l l e normale , on peut extraire de
la première suite par t ie l le une nouvel le suite S, convergeant uni-
fo rmément dans Di vers une fonct ion l i m i t e /i(^) f i n i e , puisqu'elle
est f in i e aux points P/, et telle que

^(.^)==a.

( Silztin^sberfchte d e / ' K. Preus.wchen AkafL der ^is^enscfiaften^ 1911, p. 5<S7~6i3;.
Dans ce travail, les auteurs fori t 1res jus tement remarquer que la domonstraLion de
M. Sevenni et la rnienne laissent de œtô lu cas où la InniLe ne prendrait que les valeurs o
ou ï . Ce cas se traite d' îJii l letirs i rmnediatenient eu remplaçant les fonclions fn(^) par
lo^(.r} ou /T^T^J, art if ice (lont je nie suis servi maintes fois dans ce travail,
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On pourrai t de même, (le la seconde sui te par t ie l le , extraire une
suite S^ convergeant un i fo rmément vers une fonct ion l i m i t e f i n i e
f^(x) et telle que

f,(^)=^.

Les deux f o n c t i o n s ( l i s t i n c l e s /',(<r) et /^(.ï), holomorphes d n n s D , ,
seraient, égaies aux poin ts I\, c'est-à-dire que la fonction holo-
morphe /t, (<ï) — f ' ^ ( x ) aura i t une i n f i n i t é de xéros autour de P, ce
qui est en cont radic t ion avec le f a i t qu'elle est régulière en P. O r D ^
est aussi vois in de Ï) qu'on le veut : la propos i t ion est établie.

Je dis m a i n t e n a n t que si une sui te t e l l e que ( S ) converge dans I), la
convergence est un i fo rme dans l ' i n t é r i e u r de I ) . Soit I ) , un d o m a i n e
que lconque i n t é r i e u r a I). Si la convergence n ' é l a i f pas u n i f o r m e
dans O i , i l existerai! un n o m b r e £ tel que , pour une i n f i n i t é de fonc-
t i ons de la suite (8),

A^). A(^ • • - A,«). ...

la différence f{x} ./^(^), dans l a q u e l l e f(x) désigne la f o n c t i o n
l i m i t e , aurait . , en un point au m o i n s de l ) , , un m o d u l e supér ieur à E.
On ne pourrait donc pas extraire de la suite/^/^) une suite nouvelle
convergeant u n i f o r r n é m e n t dans l),, ce qu i contredit l 'hypothèse que
cette suite est formée de fonc t ions appar tenant à u n e fami l l e normale.

31. Appliquons la proposition précédente aux famil les de fonctions
bornées : nous en concluons qu 'une suite de fonct ions, bornées dans
leur ensemble dans un domaine 1) où elles sont holomorphes, ne peut
converger dans ce domaine sans converger uniformément dans T in té -
r i eurdu domaine; que si la suite converge en une i n f i n i t é de poin ts
intérieurs dans leur ensemble à D, elle converge partout dans 1). C'est
le théorème de M. Vi ta l i .

Appl iquons la même proposition aux familles de fonct ions ne pre-
nant dans I) ni la valeur o, ni la valeur î : nous en concluons qu'une
suite de fonctions, ne p r e n a n t n i la valeur o, n i la valeur ï dans un
domaine 1) où elles sont bolomorpbes, ne peut converger dans ce
domaine sans converger u n i f o r m é m e n t dans l ' in tér ieur du domaine.
C'est le théorème que j 'ai énoncé en ïyo^. On en conclut aussi que si
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la suite converge en une i n f i n i t é de points intérieurs dans leur en-
semble à 1), el le converge partout dans D. C'est le théorème récent de
MM. Carathéodory et Landau.

32. iNous aurons des résul ta ts nouveaux en app l iquan t notre propo-
sition a d'autres f a m i l l e s de fonct ions normales. Cons idérons les fonc-
t i o n s y(^-), holomorphes dans le domaine connexe T), où chacune
d'elles ne prend pas plus de /rfois les valeurs o ou i. Cette famil le est
quasi-normale. Toute su i te formée de fonctions de cette famil le donne
naissance à une s u i t e convergeant vers une fonction f i n i e dans D ou
i n f i n i e dans D, sauf peut-être en un nombre l i m i t é de poin ts de D. Si
donc une suite i n f i n i e converge en u n e i n f i n i t é de points de D, elle
ne peut avoir pou r l i m i t e une fonct ion quasi- inf inie . Donc :

Si une suite infinie de fonctions holomorphes dans un domaine D, à
l'intérieur duquel chacune des fonctions ne prend pas plus de pfois les
'valeurs o et î, converge dans ce domaine^ la convergence est nécessaire-
ment uniforme. Si celle suile converge en une infinité clé points intérieurs
à 1) dans leur ensemble^ elle converge partout dans I).

I l n'est d 'a i l leurs pas possible d'aller p lus loin dans cette voie, car
si une s u i t e i n f i n i e de fonctions holomorphes/,^.^) converge unifor-
mément dans l ' i n t é r i e u r du domaine D vers la fonct ion /(.r), les fonc-
tions de la suite ne peuvent prendre qu'un nombre l imi té de fois
chaque valeur a, sauf dans le cas oùf(rv') est iden t ique à a.

En effet, f{^) ne prend que, pour un nombre l imi té de points , la
valeur a dans un d o m a i n e ï )^ intérieur à D; soit x^ l 'un de ces points,
et supposons que ̂  soit racine d'ordre/? de l 'équation

/(^)=a,

on sait (§ 2) que les fonctions de la sui te prennent, à partir d'un cer-
tain rang, p fois la valeur a dans le voisinage de x^ et qu'elles ne
prennen t pas la valeur a, à part ir d'un certain rang, au tour d'un point
où f ( x ) n'est pas égale à a. On en déduit aisément que, dans le
domaine D i , les équations/,/(.^) == a ont, à partir d'un certain rang-,
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exactement le même nombre de racines que l 'équation

f^')=a.

On peut cependant énoncer des théorèmes qui permettent d'affirmer
la convergence u n i f o r m e d ' u n e sui te convergente dans le cas où les
fonctions fnÇx) peuvent prendre n n nombre quelconque de fois les
valeurs o et i. Désignons par F l 'ensemble des points l imi tes com-
muns des racines des équations

(9) //,(.z-)r-ro, //,(^)==î

et supposons qu 'on sache que cet ensemble n'est pas ( l 'un seul tenant
avec la frontière du domaine I ) . On a vu q u e si en un point intér ieur
à 1) les fonctions ///(.T) sont bornées, pourvu que ce po in t puisse être
j o i n t à la frontière par un chemin ne rencont rant pas F, les fonc-
t ions/^(^ ') forment une f a m i l l e normale. I l en est év idemment a ins i
si la suite fn(^) converge dans D. Doue : ̂  une suite infime converge
dans un domaine D et. si l'on uni que ['ensemble F des points limites
communs aux racines des équations (()) nest pas d'un seul tenant wec
la frontière du domaine^ on peut affirmer que la convergence est uni-
forme et que 1,'ensernhle F ne contient aucun point. Par exemple, on
peut supposer, dans cet énoncé, que F est d i scon t inu dans le domaine
fermé I) (1) . On sait aussi qu'on peut remplacer l 'ensemble F par l'en-
semble Fi, formé par les points de F d'ordre i n f i n i .

On aperçoit le l ien qui unit les résultats précédents à ceux que j 'ai
obtenus dans l'étude des points irréguliers des suites convergentes.
On appelle point irrégulier d'une sui te inf in ie convergente, un po in t
tel que dans tout cercle ayant ce point pour centre, la convergence
n'est pas u n i f o r m e . Si la suite est formée de fonctions holornorphes,
l'ensemble des points irréguliers est non dense dans D, et, des résul-
tats établis dans les pages précédentes, on déduit aussitôt que l'en-
semble de ces points est ident ique à l 'ensemble F^ des points limites

Oj M. C. Severini a étudié le cas ou l'ensemble H fbrrnô par la réunion des points
limites des racines des équations (9) est, dénoinbrable ( Sulle fsuccefiffifmi infinité di jun-
ziofil anatitic/iG ( Aiti del // Con^'Wfo internationale (/el Mciternatici^ t, II, H)o8,
p. 189} ] .
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d'ordre i n f i n i relat ifsà l 'ensemble des fonctions /^(;r). Cet ensemble Fi
est év idemment d'un seul tenant avec la frontière, et l'on voit aisément
qu'il ne contient aucune portion discontinue, ni aucune portion
séparée de la frontière (1).

(l) P. MONTE!., ^{ir les suites infinies de fonctions (Annales de l'Ecole Normale,
3'' série. Vol. XXIV, iy<»7» p- 3^3); Sur les points irre^'uliers des séries convergentes de
foncUons analyl.iqn.c.s (Compte!} rendus^ t. CXLV, 1907, p. 910) ; Leçons sur les séries
de polynômes a une 'variable cotnpic^e^ p. 1 1 7 - 1 9 . ' ^ .


