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COMPLÉMENT A UN RÉCENT MÉMOIRE
INTITUUi :

SUR LES PRINCIPES DE LA MÉCANIQUE
ET

SUR LEUR, APPLICABILITÉ A DES PHÉNOMÈNES
Q U I S E M B L E N T M E T T R E EN DÉ FA LIT C E R T A I N S D ' E N T R E E U X ( 1 ) ;

PAÏÏ J. BOUSShNESQ.

SOMMAIRE. — I. Comment peut s expliquer l'exercice instantané, ou sans propagation
.successive, do la pesanteur et des actions moléculaires, à toutes les distances où se pro-
duisent ces forces autour des points matériels (Fou elles émanent. — II. Pourquoi les
équations ditrôrentielles de la Mécanique sont du second ordre plutôt que du premier
ou, en d'autres termes, déterminent les accélérations des points matériels et non leurs
vitesses? — ïiï. Des erreurs, parfois importantes au point de vue théorique, qu'en-
traînent les notions particulières d'expérience, simplificatrices, adjointes aux lois géné-
rales de la Mécanique pour pouvoir arriver à des résultats saisissables. — Sur le prin-
cipe des vitesses virtuelles, dans le cas de liaisons mobiles sans frottements (note). —
IV. Paradoxes résullant, dans le problème de la résistance des fluides, des deux hypo-
thèses approchées de conservation des volumes matériels et de frottements intérieurs
proportionnels aux vitesses de déformation. — V. Résistance qu'éprouve un ellipsoïde
dans ses lentes translations uniformes à travers un liquide visqueux, calculée en y éten-
dant la méthode qui a réussi pour les lentes translations, môme variées, de la sphère.

I. — Gomment peut s'expliquer l'exercice instantané, on sans propa-
gation successive, de la pesanteur et des actions moléculaires, à
toutes les distances où se produisent ces forces autour des points
matériels d'où elles émanent.

L Les principes de là Mécanique admis comme le plas universelle-
ment applicables, savoir ceux de la conservation des quanti tés de

( 1 ) Inséré en novembre 1910 aux Annales scientifiques de / 'Ecole Normale supérieure
< t. XXVII, ^ série, p. 491 à 5s8).
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mouvement, des moments cm des aires, de la force vive, exigent que
l'action et la réaction entre deux points matériels quelconques soient,
à chaque instant, exactement égales, dirigées en sens inverses suivant
la droite actuelle r de jonction des deux po in t s , enfin, fonct ion déter-
minée F de cette droite r. Ils supposent donc que l'action subie par
chacun des deux points en présence émane, en dro i te l igne, de la
situation même qu'occupe l 'autre à l 'époque actuelle, et non pas de
celle qu'il occupait a une époque plus ou moins antérieure. Or, c'est
admet t re que Pini luence de chacun s'exerce, à toute distance r où elle
est susceptible d'exister, dès que le point matér ie l d'où elle émane est
venu occuper sa s i tua t ion effective, sans qu ' i l f a i l l e attendre aucun
laps de temps supplémentaire , qui dépendrai t de la distance même r.
Et, en effet, les forces de pesanteur, auxquelles se réduit l'action dont
il s'agit dés que la droite r de jonction nous est perceptible, se sont
toujours manifestées aux astronomes comme ins tan tanées , jusqu 'aux
plus grandes distances où elles ont été jugées de grandeur appré-
ciable.

Il y a donc l ieu do chercher un po in t de vue qui rende , pour ainsi
dire, naturel le cette ins tan tané i t é , tout en la issant subsister, b ien
e n t e n d u , le mystère profond que présente à nos esprits tout fait
d'actions réciproques entre deux êtres d i f férents , mystère aussi impé-
nétrable aux intel l igences de notre temps qu'il l'a été aux plus anc iens
philosophes et tenant, sans doute, dès lors, aux bornes mêmes, essen-
tielles, de la nature humaine.

2. Car, pour nous arrêter d'abord un ins tant à cette d i f f icu l té ,
chaque être ne nous semble pouvoir agir sur d^autres, que s'il existe à
la fois en lui-même et dans ces autres êtres, double mode s imul tané
d'existence dont le comment nous échappe.

S'il est question, en particulier, comme ici, des corps, des êtres
localisés dans Fespace et s'influençant m u t u e l l e m e n t , le mystère de
ces influences ne serait pas ou guère moindre, dans l'hypothèse
cartésienne, d'un contact à la fois géométr ique et physique entre eux,
s'exerçant a travers la surface .sans épaisseur qui les séparera i t , que
dans l'hypothèse newton ienne d ' inf luences produites à travers des
régions plus ou moins profondes, dont aucune considération ra t ion"
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nelle à notre portée ne permet alors de fixer l'épaisseur à une limite
plutôt qu'à une autre (1). Comme le degré etïectif de divisibilité des
choses réelles nous échappe, et que la quant i té abstraite, ou mieux
idéale, seule bien précise à nos esprits, est divis ible à l ' infini, il nous
suffit alors d'admettre un décroissement indéfini, assez rapide, de
l'action mutue l le de deux points ou atomes, aux distances 7' crois-
santes, pour tenir compte du principe de bon sens en vertu duquel
toute inf luence mutuelle doit s'évanouir et disparaître, tout au moins
asymptotiquemcïït , aux très grandes distances.

Au contraire, dans l'hypothèse du contact absolu ou géométrique
entre atomes, qu 'admettent les cartésiens dès que ces atomes exercent
entre eux une action, chacun des deux atomes contigus n'a de com-
mun avec l'autre qu'une surface sans épaisseur, semblant incapable
de réaliser en elle d'une manière concrète cette existence, commune
aux deux corpSy qui nous paraît nécessaire à l'exercice d'une action
mutuelle entre eux. La même existence commune doit, en outre,
co'ttiporter une in f in i t é de degrés distincts d 'intimité^ pour expliquer
les diverses intensités de cette act ion, extrêmement variable suivant
les cas, tandis que le contact absolu, surtout entre atomes ou rigides,
ou d'étendue i n f i n i m e n t restreinte, ne comporte pas de degrés.

3. Mais, renonçant à expliquer en son fond inaccessible le fait de
l'action mutuelle, pour nous contenter d'une représentation géomé-
trique du phénomène aussi exacte que possible, abordons la question
par la circonstance de voisinage plus ou moins grand, qu'offrent
toujours deux poin ts matériels inf luençant mutue l lement leurs mou-
vements. On peut dire que cette circonstance, évidemment impor-
tante, rend les deux points présents l 'un à l'autre, et présents à tous
ceux qui occupent la même région (de l'espace) où ils se trouvent
contenus. Or, nous sentons que le fait de la présence d'un point maté-
riel, dans une région de l'espace, a une certaine analogie avec celui de
V existence de ce point dans sa situation propre : analogie sans doute

( i ) On peut voir, à ce sujet des deux modes comparés d'explication cartésien et new-
tonien, et des inextricables difficultés qu'entraîne le premier, le n° 11 (p. i3 et i 4 ) dô
mes Leçons ynt/iétiqucs de Mécanique gé/iéraîe (Paris, Gautbier-VilIarSy 1889).
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bien lointaine, car la différence des deux faits en question, qui serait
simplement quant i ta t ive si elle restait f in ie , est rendue vraiment
qualitative par le profond abîme ou hiatus de l ' in f in i , jeté entre eux;
mais analogie pourtant réelle, qui, pour la raison, fait de tout f ini ,
dans la perennis Philosophia, une pâle image de l ' in f in i correspon-
dant (1).

La présence incessante de chaque atome tout autour de la s i tuat ion
qu'il occupe, et qui est la seule où il existe à proprement parler,
constitue donc une sorte d'existence infiniment atténuée, et at ténuée
d'autant plus (du moins généralement) en un po in t quelconque de
l'espace, quand on compare entre elles ses diverses valeurs, que ce
point est situé à une distance r plus grande de la s i tuat ion propre
dont il s'agit. Par suite, la simple présence différera, quant à faction
mutuelle entre l'atome considéré et tout autre, de l'existence pleine
caractérisée par la valseur r=0y en ce que V attraction mutuel le F(r)
y recevra des valeurs finies,, positives ou négatives. Au contraire,
{'existence pleine do premier, point, dans la situation occupée par le
second, ent ra înera i t une répulsion infinie, c'est-à-dire une valeur F(o)
infinie négcitiçe, de l'action mutuel le , valeur traduisant le fait de
V impénétrabilité du domaine i r réduct ib le , i n f i n i m e n t petit en tous
sens, dans lequel f atome doit rester seul pour assurer à la mat ière ses
deux propriétés fondamentales , conservation et étendue.

4. L'action exercée par un po in t matériel en mouvement, aux
diverses distances, sur d'autres points matériels (en mouvement ou
en repos) n'a pas, dès lors, à se propager successivement jusqu'à eux
et ne demande, par suite, aucun intervalle de temps, aucun délai pour
se produire. Car, de même que le poin t existe pleinement^ dans sa
situation, dès qu'il l'occupe, de môme aussi il possède à toutes les
distances de sa situation, et sans délai ou , pour mieux dire, depuis un
temps indéf in i , f existence partielle, inf in iment at ténuée, que nous y
appelons sa présence. Cette présence le suit partout où il va, à la
manière de sphères idéales concentriques qui lui seraient liées et
constitueraient, en quelque sorte, son domaine ou comme son propre

( 1 ) Le type en fut, dans le Timée de Platon, le temps, celte îrneige mobile de l'Éternité.
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espace. Il remporte donc sans cesse avec lui et en est perpétuellement
entouré, jusqu 'aux limites de la plus grande sphère où s'exerce son
activité.

Et voilà pourquoi les forces de pesanteur se sont toujours manifes-
tées aux astronomes comme instantanées, jusqu'aux plus grandes
distances, pourquoi aussi le principe de l'égalité constante de la
réaction et de l 'action, exercées en sens inverses suivant la droite de
jonction des deux points , s'est toujours montré vérifié, entraînant
comme conséquences les équations usuelles des quantités de mouve-
ment, des moments , enf in , de la conservation des forces vives ou de
l'énergie.

5. Nous avons raisonné ci-dessus, il est vrai, dans l'hypothèse du
P. Boscovich, acceptée par Ampère, Caucliy, B. de Saint-Venant, etc.,
où les atomes, é léments de la matière et points matériels des géo-
mètres mécaniciens ou physiciens, seraient, en toute rigueur, des
points sans étendue, de s imples centres d'actions attractives ou répul-
sives, maintenus à d is tance par ces actions mêmes et ainsi susceptibles,
q u o i q u e ind iv idue l l ement iné tendus , de former les agrégats étendus
que sont les corps. Plus la Physique progresse et plus elle semble,
effect ivement, disposée à voir pénétrables en tous sens les corps les
plus denses, ou à rapetisser, pour ainsi dire, indéf iniment le volume
effectif des éléments de la matière, comparativement aux espaces
vides qu ' i l s laissent entre eux. Or, cette hypothèse de l ' inétendue des
atomes, à la condit ion d'être complétée par celle de répulsions suffi-
santes entre deux atomes quelconques, à l'approche de la limite r == o,
pour empêcher les plus grandes vitesses relatives finies de rapproche-
ment de la réaliser jamais ou de produi re entre eux un contact absolu,
offre l 'avantage d ' in t roduireune parfaite continuité dans toute la dyna-
mique, Car on n'a j amais , de la sorte, ni accélérations infinies, niy
par conséquent, vitesses ins tantanément créées ou détruites.

A quoi i l faut ajouter la précision absolue qu'admettent alors la
représentation géométrique et l'expression analytique des phéno-
mènes, chaque point ayant sa situation à l 'époque £, parfaitement
définie au moyen de trois quantités simples, de trois longueurs, qui
sont ses trois coordonnées actuelles oc, y, z par rapport à un système
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d'axes fixes. Au contraire, nulle autre situation que celles de points
mathématiques ne pourrai t même s'exprimer quantitativement, vu que
la distance^ qui est, par excellence, l'élément mesurable des phéno-
mènes, n'a de sens net qu'entre de tels points.

6. Cette conception de points matériels inétendus, si étrange qu'elle
paraisse au premier abord, nous est donc imposée par la forme même
de nos esprits; et, au fond, il n'a jamais dû en exister d'autres, dans
la Science, qui fassent formulables (1). Aussi les éminents géomètres
mécaniciens et physiciens nommés ci-dessus l 'ont-ils acceptée comme
réelle, comme parfai tement conforme à la véritable structure de l à
matière.

N'allons peut-être pas jusque- là ; car ce serait supposer, au moins
dans le domaine de la localisation et des figures, un accord absolu,
auquel nous ne sommes pas habitués ailleurs, entre nous et le dehors
ou, du moins, entre le monde idéal, nécessaire^ de la géométrie pure
et le monde physique, contingent, vaguement perçu par nos sens,
quoique avec une grande vivacité. Mais ne m a n q u o n s pas d'observer
que les procédés d'observation, aux, moments de leurs plus grands
progrès, n'ont jamais reconnu d'erreur dans les conséquences résul-
tant de l'application de nos idées géométriques aux choses ; « preuve,
disais-je déjà en 1889, dans mes Leçons synthétiques de Mécanique géné-
rale (p. 6), que ces idées n'ont pas cessé d'être supérieures, pour
l'exactitude pratique, aux moyens de mesure les plus précis, et que
tes désaccords possibles ou même probables entre elles et les objets,
ou , notaiTiment, entre les points matériels hypothétiques, atomes sans
étendue , et les véritables éléments de la matière, se trouvent relégués
dans une sphère, celle des i n f i n i m e n t petits de la nature, inaccessible
à nos intelligences et probablement destinée à nous échapper tou-
jours ».

C'est, en effet, quand on arrive par voie de division aux plus petites
quantités réelles existantes, comme, parex.em.ple, dans l 'interprétation
physique de Vasymptotisme de deux courbes ou de deux fonctions,

( 1 ) L'hypothèse d'une matière continue n'est abordable que comme ca,f limite d'un
système de points, dont on accroît indéfiniment le nombre en réduisant leurs distances.
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que doit se produire le désaccord entre les quantités réelles de la nature
et les quanti tés idéales du géomètre, divisibles à l'infini. Celles-ci,
épuisant la catégorie du possible, expriment, en quelque sorte, la
Toute-puissance dans l'ordre d'idées qui les concerne, tandis que les
quantités réelles se réfèrent uniquement à la création présente, ou à
un ordre de choses eiïectif, nul lement tenu d'épuiser son idée et
d'égaler sa cause ( ^ ) .

II. "— Pourquoi les équations différentielles de la Mécanique sont du
second ordre plutôt que du premier ou, en d'autres termes, déter-
minent les accélérations des points matériels et non leurs vitesses?

7. Les géomètres et les astronomes auraient pu, ce semble, avoir
de b o n n e heure, dans l 'appréciation de l ' inf luence que deux corps
exercent mutue l l ement sur leurs mouvements, l'idée d'attribuer une
valeur dynamique au l a i t do leur voisinage, ou de considérer ce que
j'ai appelé ci-dessus {^présence plus ou moins in l ime de chacun d'eux
dans une sphère d'assex grand rayon décrite autour de leur centre res-
pectif, en en tendan t par là une existence du corps infiniment atténuée
dans toute cette étendue, avec une très légère extension, à cet espace,
de son action propre, d ' a i l l eurs localisée presque en entier là où il
existe. S'ils ava ient eu cette idée, ils au ra i en t probablement évité
l'erreur capitale qui a, jusqu'à Galilée, c'est-à-dire pendant vingt
siècles à partir d'Aristote^ empoché tout progrès de la Dynamique.

Cette erreur, on ne peut plus na ture l le d 'a i l leurs (car elle semblait
imposée par le pr incipe de simplicité), cons i s t a i t à admettre que les
lois du mouvement , en vertu desquelles les états successifs du monde
physique sont reliés chacun au précédent, déterminent à chaque ins-
tant les vitesses des points matériels en fonction de leurs situations

( 1 ) J'ai quelque peu développé cotte pensée, à la suite de ma Théorie approchée de
l'écoulement de l'eau .vur un déversoir en mince paroi et fscws contraciion latérale, dans
des Mftçxwns sur la continuité /) h fîsiquc et l'ctsyrnptotùme (p. i"2'2, ia3, i34), qui com-
plètent une longue note finale du Mémoire intitulée « Considérations sur les lois cVéco-
nomio et de simplicité; importance de ces lois en tant que principes directeurs de
l'esprit » (Gaulhier-Villars, 1907; et Mémoires de l'Académie des Sciences, t. L).
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actuelles. C'était bien, on le voit, l'hypothèse la plus simple possible,
celle qui, une fois constaté le tait que l 'avenir se rattache de proche
en proche au présent et au passé, s'offrait d'elle-même à l'esprit. Et
l'on conçoit, en sen tan t combien il était dur d'y renoncer, qu ' i l a i t
fal lu un bien persistant effort pour la redresser, après de multiples
démentis que lui infl igeait l'expérience.

Or voici comment, tout en acceptant en partie cette hypothèse dans
son esprit, dans ce qu'elle a d'essentiel et, au fond, de très admis-
sible, on aurait été condui t à la corriger, à en modifier la forme et
l 'application de manière à la rendre irréprochable, par la notion d'une
certwïe présence y dont jou i ra i t la matière tout autour de sa situation
proprement dite et qui suffirait pour y entra îner de sa part des actions
infiniment atténuées.

8. Le phénomène vulgaire du choc m e t t a i t en évidence la propriété
d'impénétrabilité de chaque corps, de chaque point matériel, par les
autres et, à raison même de celte impéné t rab i l i t é , les act ions efïec-
tives exercées au contact, en apparence géornétrù/ue, entre deux corps
ou d e u x po in t s matériels dont la dis tance mutue l le r semble décroitrc
jusqu'à zéro wec une miesse finie. La nécessité d'éviter la pénétration
mutuelle de ces points ne pouvai t , en ef ïc t^ manquer d'éveiller dans
un tel cas, chez eux, des forces modifiant notablement leurs vitesses
duran t un instant (ïune insaisissable brièveté.

Ce fai t suffisait donc pour obliger d'admettre qu'à la distance r=~. o
l'action d 'un point matériel sur un autre peut créer dans celui-ci,
durant un temps infiniment courte des vitesses (posi t ives ou négatives)
de grandeur sensible. De la, d'abord, une première rectif icat ion, a ins i
imposée par l'expérience, au principe trop s imple ins t inc t ivement
suggéré à l'esprit par le fait de l ' enchaînement des phénomènes. Elle
consiste à voir que ce ne sont pas précisément les vitesses des po in t s
matériels en présence qui semblent devoir être, à chaque instant ,
fonction des s i tua t ions de ces points , mais seu lement les changements
de vitesse durant des instants très courts.

9. De plus, une telle action déployée à distance nulle aurait cons-
t i tué, dans l'ordre d'idées où nous sommes, l 'action directe, intégrale,
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du point , celle que met en œuvre, pour a ins i dire, sa substance même,
soll icitée par u n e attaque l ' a t t e ignan t en plein et qui intéresse sans
déla i possible son existence. Dès lors, si l'on avait admis aussi, aux
dislances f in ies r, des actions incomparablement moindres desimpie
présence, ou d'existence in f in iment atténuée, celles-ci auraient paru
aptes à produire , durant le même élément de temps, des vitesses non
plus finies, mais proportionnées à leurs causes, ou in f in iment peti tes
aussi; et i l était naturel de supposer ces vitesses du même ordre de
petitesse que les temps durant lesquels elles se trouvaient engendrées.
Rapportées à l 'unité de temps, elles constituaient donc des accélé-
rations finies, mesurant justement les effets, des petites actions ainsi
i n t rodu i t e s , à l'échelle de grandeur qui leur convenait le mieux.

9 bis. De même que la présence, existence infiniment atténuée, n'est
pas l'existence propre, mais est, en que lque sorte, une tendance à
l'existence, chose d'autre nature qui équivaut, quantitativement^ à un
vrai néant d 'existence, tout en ayant, qualitativement^ de l'analogie
avec l 'existence don t elle const i tue comme un soupçon ou un indice de
proximité, de môme aussi les forces productrices d'accélérations sont
d'autre nature que celles suscitées à distance nulle par l'existence
même et qui produi ra ient directement des vitesses. En comparaison
de celles-ci, el les équivalent , quantitativement, à de vrais néants
d 'act ion.

Il ne f a u d r a i t donc pas se figurer, comme notre sensibil i té nous y
porterait, que leur admission revient à faire agir la matière, là où.elfe
n'existe p a s , comme là oà elle existe. Elle revient, en réalité, à l'y faire
agir de la manière précise qui convient à cette différentielle, à ce soup-
çon qaaniùalivement nul, (rexistence, qu'est la présence simple ; et
l'on ne pourrai t , pour ainsi dire, pas attribuer au fait physique du voi-
sinage une va leur dynamique moindre, pour peu que l'on consente à
lui en attribuer une.

I l v a forcément, là-dessous, le mystère, ou, en quelque sorte, le
clair-obscur, de l ' i n f î n i r n e n t peti t , du zéro considéré comme point de
départ de la quant i té naissante, mystère inévitable dans toutes les
branches de la Philosophie naturelle, et qui a bien un côté clair, perçu
immédiatement par l ' intui t ion du vrai géomètre, mais aussi un côté

Ann, Êc. Norm.y (3), XXIX. — DÉCEMBRE 1913 . ÔQ
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impénétrable à nos esprits, celui par où l ' infiniment petit exprime la
continuité et implique l ' infini.

10. Mais, dès lors, grâce à ces forces, infinitésimales et relative-
ment douces^ productrices d'accélérations^ non de t^itesses, il y avai t , pour
les deux points en train de se rapprocher, et bien avant qu'ils arri-
vassent au contact géométrique, un véritable contact physique possible,
ne met tant en jeu que des variations continues de vitesses et capables
cependant, pourvu que les très petites distances r suscitassent des
répulsions suffisantes, d'empêcher tout à fait le contact géométrique.
A cette condit ion, d'une s impl ic i t é et d 'une fécondité qui en impo-
saient l ' admiss ion tout au moins provisoire, l 'on se trouvait donc dis-
pensé de (aire jamais, dans l 'étude des phénomènes, l 'hypothèse
extrême r == o, ou d ' i n t rodu i re dans les calculs les forces, incompa-
rablement plus intenses, productrices d i rec tement de vitesses et qu'il
faudrait évaluer à u n e échelle i n f i n i m e n t supérieure.

Ces forces instantanées énormes, quo ique suggérées les premières à
l'esprit parles f a i t s , devenaient donc, en réal i té , purement znrtuelles.
N'avant jamais à in te rven i r d 'une manière effect ive, elles se t rouvaient
désormais reléguées dans le mystère de la possibilité pure, comme Fin-
fini dont elles portent ta marque et qui n'est jamais applicable aux êtres
f in is que dans un sens idéal, évoquan t leur attache et leurs rapports
à la Cause première. Elles y restaient masquées par les forces produc-
trices d'accélérations,, seules agissantes. Celles-ci, en quelque sorte
émanées d'elles, les représentaient p le inement dans les phénomènes
et les couvraient, tout comme la simple présence de chaque point maté-
riel, disséminée autour de son ind iv i s ib l e s i tuat ion, couvre et masque
à distance sa substance propre, inaccessible dans son siège derrière
cette poussière d'actions é lémentaires partout répandues.

Ainsi s ' introduisait dans la Dynamique, avec la c o n t i n u i t é des mou-
vements et l'homogénéité de leurs causes, une s impl ic i té vraiment
idéale, unissant la douceur des moyens à la puissance des résul tats ,
conformément à cette maxime de la Sagesse qu'il ne faut pas cesser de
répéter (car elle doit être la règle de nos pensées dans les sciences) :
« Attingù a fine usque adfinem fortileret dùponit omnia suaviter ÇLiber
Sapientiœ, VIII, i) ».
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11. La substitution des accélérations aux vitesses dans la loi, la
plus simple possible, qui s'était offerte la première à l'esprit pour
ré^ir le mouvement, n'oblige pas d 'a i l leurs à compliquer autrement
cette loi , en y supposant , par exemple, les accélérations de deux
points donnés, arrivés en présence l 'un de l'autre, fonctions d'autres
variables que leurs situations. Or, le principe directeur qui nous régit
dans l 'élaboration de nos connaissances, est qu'il faut s'en tenir tou-
jours aux hypothèses les plus simples non contredites posi t ivement
par Fobservîition, en ne les compliquant, lorsque celle-ci vient les dé-
ment i r , que dans la stricte mesure où les faits bien constatés rendent
indispensable une telle rect if icat ion. Pas une de nos sciences n'exis-
terait, ni même, une fois créée, ne pourrait subsister, sans ce principe
es thé t ique de simplicité ou d'ordre; et même disparaî traient alors la
p lupar t des données du sens commun universellement admises (1).

La nature humaine n 'a t te int l'espèce de certitude à laquelle elle
peut raisonnablement prétendre entre certaines l imites , qu'à la condi-
tion d 'êf re modeste, de ne dédaigner aucune de ses sources de lumière,
expér imenta les ou rat ionnelles : toutes lui restent sans cesse indis-
pensables. Il faut donc nous résigner à voir nos constructions théo-
riques toujours partielles, toujours imparfaites, toujours environnées
d' immenses espaces mystérieux au mil ieu desquels elles sont comme
perdues. Et il doit nous suffire que l 'ordonnance en soit simple, har-
monique, explicative des faits dans les régions, de plus en plus
grandes, qui nous deviennent assez familières pour que nos esprits s'y
représentent clairement les principaux détails.

On aura i t donc pu supposer, tout au moins provisoirement, que,
dans un système quelconque de points matériels, les accélérations
de ces points variaient seulement cwec leurs situations respectives. Et un
examen ul tér ieur , appuyé sur les faits les mieux observés, aurait
ensui te confirmé pleinement ce principe, en le précisant ou l'expli-
citant de la manière la plus satisfaisante (2).

( 1 ) J'ai donné la preuve de ces assortions dans la grande Note finale de mon étude de 1907
citée plus haut, Note intitulée « Considérations sur les lois d'économie et de simplicité;
importance de cas loin en tcuit c/ue principes directeurs de l'esprit ».

C2) Foir^ a ce sujet, la seconde et la troisième de mes Leçons synthétiques de Méca-
nique générale (Paris, Gauthier-Villars, 1889), n08 10 à 24, p, 1% à 29.
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12- Toutefois, les changements élémentaires de situation effectués
d'un instant à l 'autre s 'exprimant par les vitesses des points , la con-
naissance de celles-ci à l 'époque ac tue l le aura i t été nécessaire, en
même temps que la connaissance des s i tua t ions actuel les des points ,
pour rattacher chaque état physique à l 'état immédiatement antérieur,
si l'on peut ainsi dire ; et l'on aura i t dû, par conséquent, se donner,
pour l ' ins tant des phénomènes choisi comme initial, non seulement
V état statique, que déf inissent les coordonnées p r imi t ives ou les s i tua-
t ions de début des divers points du système, mais aussi Y état dyna-
mique, défini par leurs vitesses. Celles-ci ne se t rouvaient , dès lors,
pas moins arbitraires que les s i tua t ions dans cet état p r imi t i f , bien
loin d'en être fonction comme l 'avait supposé l 'ancienne physique
péripatét ic ienne.

Du reste, cette indépendance effect ive où sont les vitesses, à l ' ins-
tant i n i t i a l , des s i tua t ions , aura i t pu, dés l 'origine, être d i rec tement
prouvée par l'observation f réquente et faci le d 'un grand nombre de
systèmes matériels, paraissant constitués à très peu près de même et
où, pour mêmes si tuat ions des points à des moments donnés (c'est-
à-dire pour mêmes s i tua t ions relatives ou même configurat ion ac tue l le
de ces systèmes), les vitesses o f f r a i en t l a ' p lu s grande diversi té . Telles
étaient, par exemple, les chutes successives d'un même corps, remonté
chaque fois à une a l t i t ude di f férente de celles de ses départs anté-
rieurs, et ainsi animé de vitesses très inégales aux moments de ses
passages près d 'un même point relié invariablement à la Terre.

III. — Des erreurs, parfois importantes au point de vue théorique,
qu'entraînent les notions particulières d'expérience, simplificatrices,
adjointes aux lois générales de la Mécanique pour pouvoir arriver
à des résultats saisissables.

13. En se reportant au Mémoire dont la présente é tude est un com-
plément , on voit qu'en raison de la prodigieuse complication des sys-
tèmes matériels, où le nombre, la variété et l 'agi tat ion des é l émen t s
composants dépassent tout ce que peut se représenter notre imagina-
t ion, les principes généraux de la Mécanique ne conduiraienty malgré
leur simplicité extrême, qu'à des résultats inextricables, si. nous ne
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pouvions pas jo indre à ces principes, dans les grandes catégories de
phénomènes qui nous sont accessibles, des principes spéciaux ou
accessoires, non plus rigoureux, mais seulement très approchés, tra-
du i san t des faits simples que l'observation révèle comme propres à
ces catégories de phénomènes.

La conservation presque exacte du volume des particules, malgré
leurs déformations notables, est, par exemple, l 'un de ces principes
approchés, tout à fait usuel pour de nombreux phénomènes d'écoule-
ment et d 'ondes concernant les liquides, souvent même les gaz ou
d'autres corps. Le fait de l 'établissement rapide, presque ins tan tané ,
d'états intermoléculaires stables chez les particules en train de se
déformer, ou d'un véritable régime interne entraînant alors la réali-
sat ion incessante , très approchée, de ce qu'on appelle Vêlai élastique
et, par sui te , l ' appl icat ion des formules de cet état à l 'équilibre et au
mouvement des solides ou des f lu ides , est un autre de ces principes,
qui , bien que di t accessoire, domine toute la Mécanique terrestre (n^S
et 6 du Mémoire). Et il s'y adjoint (n° 7), quand les mouvements de
défo rma t ion sont très rapides, la considération des écarts existant à
chaque ins tan t entre la conf igurat ion in terne si cible des particules, ou
conf igura t ion élastique idéale, et la configuration effective ou réelle;
ce qui i n t r o d u i t les pressions correctives dites de frottement intérieur
ou de 'viscosité^ fonctions approchées des vitesses apparentes ou géné-
rales de déformation.

13 bis. — Tous ces moyens de simplif icat ion, tous les principes
accessoires rappelés ici, semblent pouvoir se rattacher à la grande loi
fondamenta le , devenue presque instinctive si elle ne l'a pas toujours
été, d'économie ou d^épargne, ou encore de moindre effort^ en vertu de
l a q u e l l e nous jugeons que les actions en jeu dans la matière se règlent
à chaque in s t an t de manière à y produire, à fort peu près, les plus
grands effets possibles, ou, pour des effets perceptibles assignés, de
manière à être le plus r édu i t e s possible, bref, à faire suivre aux phé-
nomènes les voies les plus faciles, les p lus voisines des équilibres
stables.

En effet, dans les circonstances où nous admettons la conservation
des volumes matériels, c'est-à-dire de là densité^ c'est que, par
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exemple, une augmentat ion sensible de celle-ci exigerait la présence
clans la matière , qui se trouverait a ins i notablement condensée, de
pressions considérables, tout à fait d isproport ionnées à ce que
d e m a n d e le genre d'effets produits qu ' i l s 'agit d 'é tudier . De même,
pendant les déformat ions , supposées assez lentes, d'un corps, c'est la
conservation tout au moins approchée de l 'état élastique à l ' intérieur
de chaque particule, état le plus simple, le plus uniforme et le p lus
stable possible pour le groupement moléculaire actuel de sa matière,
qui doit constamment requérir les moindres efforts intérieurs.

11 est, malheureusement, bien d i f f ic i le de formuler d 'une manière à
la fois précise et générale cette grande loi naturel le de l'économie. Car
el le affecte, tantôt, la quantité d'action \ jïrnvds)^ comme dans les
problèmes de Mécanique r a t ionne l l e ; tan tô t , le temps de parcours des
trajectoires suivies par un ébranlement qui se propage, comme dans
l'Optique de Fermât; t a n t ô t , la quantité même de matière à disposer
en vue d 'un certain rôle, comme dans la f igure polyédrique que les
abeilles d o n n e n t à la cire de leurs alvéoles ou dans la forme creuse,
plus résistante a la f lex ion que la forme pleine, des os longs de nos
membres, des tiges do graminées, etc.; t an tô t , , \ altitude de masses
f l u i d e s à mouvoi r , comme dans le régime pe rmanen t d'un cours d'eau
de débit donné, à l 'amont d'un déversoir ou d 'une cataracte, etc. ;
tantôt , la surface du corps, comme dans la forme d^équ i l ib re d'une
goutte liquide sans pesanteur, et d 'un volume constant donné ; tantôt
enf in , les efforts développés eu égard à des déplacements produits .
Cela arrive, par exemple, dans le mode de résistance d 'une barre
chargée debout de p lus en plus fortement et qu i , au lieu de s'écraser,
fléchit, quand sa flexion devient possible avec moins de charge que
son écrasement; ou dans une plaque mince (plane ou courbe), se
déformant aussi, de préférence et, par suite, presque i m m a n q u a b l e -
ment , par simple flexion, c'est-à-dire sans que varient sensiblement
de longueur les fibres de son f e u i l l e t moyen ; ou, encore, dans une
plaque métal l ique plane et épaisse, posée sur un large anneau r ig ide
horizontal à contour intérieur tai l lé carrément (en arête v ive) , et
pressée en porte-à-faux contre le centre de cet anneau par un poinçon
à tête plate superposé, qu i , après l 'avoir d^abord plus ou mo ins



SUR LES PtUNCIPES DE LA MÉCANIQUE. 5 31

aplatie, la cisaille et la rompt tout à coup, le long du contour en
question, dès que ce c isa i l lement exige m o i n s de pression que la
continuation même de l 'écrasement; etc.

Dégager ainsi dans son u n i t é cachée, de la multitude de ses appli-
cations, le pr inc ipe général de l'épargne, serait, incontestablement ,
réaliser un des plus grands progrès que pût faire la Mécanique phy-
sique ; car ce qui n'a été jusqu ' ic i qu'un sent iment obscur, inspira-
teur ou source de lueurs partielles isolées, passerait à l'état d'idée
claire, dés lors u t i l i sab le , vraisemblablement, sur des champs bien
plus vastes. Mais y a-t-il l ieu de l 'espérer, après tant de siècles d'ef-
forts in f r i ic tueux ? Ou est-il jus tement en notre pouvoir de porter
ains i la l umiè re dans les p rofondes et i nconsc ien tes bases de nos
notions na tu re l l e s? Et pourrai t-on ci ter , depuis f o r i g i n e de la Phi lo-
sophie, que lque exemple d 'une te l le t ransformat ion de l ' i nconsc ien t
en conscient , dans les fondements de nos conna i s sances? Môme l'in-
v e n t i o n de l 'Analyse i n f i n i t é s i m a l e , de cette mervei l leuse organisa-
t ion , i l y aura b i e n t ô t [rois cents ans , de Vemploi mathématique de la
no t ion d ' i n f i n i (d 'a i l leurs i nnée a l 'espri t h u m a i n ) , me semblerait
moins su rp renan te que la mise an jour , le c la i r dégagement, de la loi
générale d 'épargne d a n s la na tu re .

U n tel progrès ne sortirait-il pas, en effet, des l imi tes imposées à
notre espèce, a la na ture huma ine , par sa const i tu t ion essent ie l le ,
q u i , aux yeux du bon sens et même de l 'h is toire , paraîl b ien s'être
m a i n t e n u e i d e n t i q u e d e p u i s le p remier évei l connu de la pensée ré-
f léchie? Car il existe, sans doute , des bornes que nos intel l igences ne
f ranch i ron t ; j amais , surtout ici-bas, et des no t ions (celles à'origine
r K j t a m m e n t ) destinées à nous rester toujours obscures.

i4. Outre les faits propres qui c o n s t i t u e n t la définition de chaque
sorte de phénomènes, i l y a plusieurs autres de ces principes acces-
soires, devenus t e l l ement f a m i l i e r s aux géomètres qu'on ne les re-
m a r q u e même pas.

Tel est no tamment , dans l'étude de la matière ordinaire, solide,
l i q u i d e ou même gaxeuse, le fait du nombre prodigieux des molécules
existant dans les plus pe t i t s espaces sensibles, conjointement avec
celui do l ' in imaginab le pelitesse da rayon d'activité des actions mole-
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culaires. Il en résulte la possibilité de remplacer les act ions indivi-
duelles, exercées entre molécules des couches superficielles de deux
particules contigués, par des forces fictives total isantes, par des pres-
sions^ fonctions de variables qui e x p r i m e n t des états moyens concer-
nant en bloc des myriades de molécules, et, dès lors, fonctions gra-
duellement variables des coordonnées x, y, z du centre de chaque
petite région où s'observent ces états moyens.

C'est de la sorte, grâce à de telles fonc t i ons cont inues de x, y , z,
que les véritables équations différentiel les de la Mécanique, où le
t e m p s / serait la seule variable indépendan te , mais où le nombre des
fonctions inconnues se trouverait comme i n f i n i ou en rapport avec
celui des po in t s matériels du système, peuvent être remplacées par les
équations aux dérivées par t ie l les de la Physique mathématique, à
quatre variables indépendantes x^ y, ^, t, mais où les fonct ions
inconnues ne sont p lus qu'en nombre restreint. I l y a là u n e prodi-
gieuse simplif ication, incompat ib le , comme on voit, avec une rigueur
absolue, et n ' i m p l i q u a n t même une approximat ion suffisante qu'en
raison des deux extrêmes petitesses effectives du rayon d'activité et
des dis tances in te r rno lôcu la i res dans les corps terrestres.

15. La tendance assez générale des géomètres, même mécan ic iens
et physiciens, plus portés par leur esprit ordinaire de déduct ion avoir
rapidement les conséquences qu'à peser les principes, est peut-être
de trop oubl ier que l 'emploi de tan t d^hypothèses seulement appro-
chées les expose à obtenir des résul ta ts légèrement inexacts, s u r t o u t
quand i l s'agit non pas du gros des phénomènes, ou de ce qui se passe
vers le centre de leurs sièges pr inc ipaux , ma i s de dé ta i l s accessoires,
de très petites quant i tés physiquement impercept ib les ou sensibles à
peine, égarées, en quelque sorte, loin de ces sièges.

De telles quantités, correspondant à des circonstances exception-
nelles, peuvent bien se trouver altérées dans des rapports ou notables,
ou parfois même i n f i n i s (de manière à ne p lus garder alors leur ordre
de petitesse), par ce qu'auront d'imparfait les hypothèses in t rodui tes .

Si, par exemple, colles-ci nous font subs t i tuer , comme i l v ien t
d'être dit , et comme il arr ive pour les pressions, la densité^ la tempé-
rature^ etc., des moyennes de nombres à ces nombres mêmes, des
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courbes régulières, intercalées, à 'des lignes sinueuses alfecfc'ées de.
brèves ondulat ions accentuées fortement, etc., ces hypothèses effa-
ceront ou atténueront les singularités, les angles, les iiTégularités
locales, et pourront même déplacer légèrement les limites des corps,
en uniformisant la répartition de leur matière.

Plus la Physique se développe, et plus s'y multiplient les lois (dites
sla/ist.iques) qui ne se vérifient, et qu'on ne regarde ainsi comme
vraies, qu'à la faveur des très grands nombres d'éléments y interve-
nant, éléments peu ou point perceptibles individuellement et entre
lesquels les écarts se neutralisent de manière à ne laisser se dégager
que des moyennes, exprimées jus tement par les lois en question. 1 1 n'y
a même ^uère, a part les principes généraux de la Dynamique (qui
comprennent celui de conservation de la masse ou de la matière),
que de (el les lois, comportant, dans les détails des phénomènes,
d'innombrables écarts locaux, d'ailleurs soustraits à l 'observation par
la multitude des autres é léments incomparablement plus nombreux
e n c o r e, a 1 1 m i 1 i e u d e s ( [ u e 1 s ils s o n t c o m m e i \ o v é s.

Sous ce rapport, la mentalité des hommes de science semble, depuis
déjà un certain nombre d'années, se modifier peu a peu, dans le sens
d'une appl icat ion moins é t ro i te et moins complète de la loi d'enchaî-
nement des phénomènes, ou d'une sorte d 'at ténuat ion du détermi-
nisme rnéca/liffue par quelque chose comme {^déclinaison ( lecl inam en)
d'Épicure, tendance qu'auraient les atomes, selon ce philosophe, a-
varier leurs t ra jectoi res d'une manière imprévisible ( 1 ) .

( ï ) Ceci n'est peut-cire pas sans quelques rapports Joinlains avec la manière, cepen-
dant bien autre au fond, dont j'ai expliqué, il y a déjà plus de Irente-cinq ans, la vie et la
•wlouté comme pouvoirs directeurs dhtïuci.s, dans les systèmes inalériels vraiment singu-
liers que sont les organismes. Ceux-ci se trouveraient constitués clé la manière toute
spéciale qu'il faut, pour maintenir sans cesse a leur intérieur une instabilité physico-
chimique rendant les forces ordinaires insuffisantes pour y déterminer complètement la
suite des phénomènes, et provoquant ou suscitant ainsi l'action de ces principes (ou
pouvoirs) dirccteurK, de tout autre nature, qui orienteraient, ai^(.iU(eraic//t Jes systèmes
organisés dans leurs voies eiï'ectives, sa/i.f produire aucune accélération ou f^urcr
dans les équations du mouwuieitt. On peut voir, à ce sujet, dans la grande Note finale
Sur /es lois d'économie et de simplicité^ citée plus haut, de mon Etude d'Hydraulique
de 1907, les n08 10 (p. in à 1 1 4 ) et tô (p. 1 1 7 ) , avec leur complément (p. i'2i, 12%).

Quant au mode d'action des pouvoirs directeurs, pas n'est besoin de dire qu'il nous
reste aussi inconnu que celui des forces physico-chimiques ellûs-mômcs, productrices

Àn.ii. Êc, Norm., (3), XXIX-, —- DlicEMBiin 1 9 1 2 . 7°
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16. Dans d'autres cas, les altérat ions n'auront pas pour but d'uni-

formiser l'expression, (lu phénomène et pourront être moins bien com-
pensées.

Ainsi, Fhvpothèse de la conservation du volume des particules
revient à supposer nulle leur compressihilité, on infinie la vitesse de
propas'ation des ébranlements intérieurs tendant à y produire des
changements de densité. D'oû il résulte que, dans les ondes liquides
ordinaires, ou de pesanteur, dont l'élude n'est abordable (lue ^ràce a
cette hypothèse, un ébranlement in i t ia l d'une petite partie de la sur-
face libre du liquide semble transmettre instantanément à toute la
masse fluide, jusqu'aux distances infinies, des fract ions presque
infinitésimales du mouvement. Mais on voit que c e t t e transmission
théorique instantanée constitue un simple jeu de formules, dû à l'im-
plicite supposit ion d'une incompressibilité to ta le .

Elle n'amène d'ailleurs que des erreurs absolues très fa ib les: car les
déplacements théoriques de fluide, censés ainsi produits plus loin que
les distances où la propagation des ébranlements peut réellement se
fa i re d'après réiasiicité effect ive du liquide, sont extrêmement pet i ts
et doivent rester a peu près toujours inappréciables à l 'observation.

Mais, an point de vue théorique, le côté paradoxal de telles erreurs
leur donne une rédio importance et oblige a les signaler.

Dans l ' in téressante quest ion , t r a i t ée aux paragraphes suivants, de
la résistance des liquides ou p a r f a i t s , on visqueux, a la t rans la t ion des
solides qui s'y t rouvent immergés, la même hypothèse de conservation
des volumes matériels, a laquelle s'adjoint colle, très approchée
aussi, de f ro t tements intérieurs ou de viscosi té dépendant uniquement
des v i tesses apparentes de déformation, donne également lieu à des
conséquences paradoxales, encore en exagérant la solidarité des
diverses parties de la masse fluide et la transmission au loin des per-
turbations qui, du dehors, y surviennent quelque part.

'17. J'ai implicitement compris ci-dessus ( n° 1 4 ) , parmi les faits
d'expérience qui définissent, en quelque sorte, les phénomènes à

d'accélérations. C;ir réiômeni, iroorni'* trique des pliénornônes y esl, comme presque par tout ,
je $cul vraiment, clair, pour nos intelli^once-i essentiellement localisantes et iig-iiratriccs.
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é t u d i e r et qu 'on adjoint aux principes de la M é c a n i q u e pour arriver à
des résul ta ts saisissables, les diverses liaisons carac tér is t iques de nos
machines, et qu ' exp r imen t le p l u s s o u v e n t des é q u a t i o n s f inies en t re
les coordonnées des po in t s de ces systèmes matériels . Elles résultent
des r e l a t ions de cont iguï té qu 'o l l ' rent , en t r e e u x , les divers organes
sol ides , tant fixes que mobi les , d 'un m é c a n i s m e et, en t re elles, les
diverses parties de chaque organe, re la t ions don t les eiïets sur le mou-
v e m e n t pa ra i s sen t avo i r été Jusqu' ici le p r i n c i p a l objet de la Méca-
n i q u e r a t i o n n e l l e .

I l c o n v i e n t de s'y déf ier de l 'hypothèse, peu ou p o i n t approchée bien
souvent , de l 'absence des froltfîments ou de forces clé liaison à travail
lofai constamment-nul (1 ), hypo thèse que sa s i m p l i c i t é , et l 'élégance

( l ) Sur fc principe des r l l c s s c s u'ii'lucllcs^ da/is le CYY.S' de l'utisons ftiobilc-\' seins jrottc-
incu l s . •--• Quand les liaisons .sont, exprimées par des équations finies, comme

ou entre expliciteiïient le temps t en outre des coordonnées ( " ( ' i j ' i ^')i • ' • des poi'nt^ prin."•
cipnu.K ( H niasse sensible) que l'on a spécialement en vue, rien n'empêche do considérer

'des déplacements ô.r, o/", 8;,... •virtuels sans don le, mais /'wlisa^lcs ou corrélalifs à niie
varialion edbctive ^ du lcmi)S, ( ïourvu que l'on comprenne dans le système, comme il est
naturel de le/faire, sinon les points de lu muficre guidante (h mouvements censés connus,»
qui constilue les liaisons, tictueUement. coïnciddnts^ avec ceux, (.z',^',^), ..., (lu systènio
I)ro{>t'einent dit, du inoins, le (.l'wattdes réfu'tions exercées sur ces poinis guidants par les
points f.r,_r, ^), ... guides^ égales et contraires aiix forces de liaison (1^;, Fy, 1^ )• ...
qui agissent s t i r coux-ci par le fait de la liaison môme j =~ o.

Si noiis a(>i)elons S'^', ô'y., ^'-3, . .. les deplacements virtuels de ces points guidants, le
travail virtuel dos réactions sera -F,^ '̂, —F^'j", ... et l'on (nira, pour la somme totale^
nulle par l i ^ p c f - l i c s c ^ des Ira V(ULC 'virtuels de louics l<îs forcer produ.iie.K pcir les liaisons^

( a ) F.r^^' -•" Q ' ^ ' ) -i- F y ( ^ r - — ^ ' j ' ) -r- J ^ -Co^ — o ' - s j 4-.. =0.

Or /<",v points ^ulda/its actuels sont autant asireinis que les points guidés à voriHer,
durant réiemenl. virtuel $ /dn tcni{»s, l'équation de liaison/== o, tout en étant censés, ic i ,
essc/tt.K'llcincnl. ( / i s u n c i s ( ' l .^(^nrabics des points guidés; de sorte que l'on a, tout à la fois,

dl\ dl\ dl\ ///',/ dl\, df.
^ o.^ .,.-,;-- .,—. ?^' ..-.i...... . . -i- — ^i =.z: o -"- f/.r 4- -— r/ r -f- . . .-+" "7" 0^ "= 0,

d,ï- (h ' dl. d.f; dj " dt

ou l)ien, par soustraction, (i.vcc èliinînaUon du ternie commun en 8/,

u>) <r ̂  -~ç/-^ •")- ̂  ̂ r - ̂ ) ) "li•- ̂ (^ - ̂ ^i+- • " ̂  0-( i . i ' et y u '3

Los seuls déplacements v i r tue l s a in i rodu i re dans lus équa t ions ( a ) cl { h ) sont donc
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des procédés généraux de calcul qu 'e l le rend possibles dans la réso-
l a l i o n des problèmes, tonl . trop a i s é m e n t accepter. Car el le s'offre
(.relle-méme pour f a i r e , par exemple , conna i t r e des par t icu la r i tés

les déplacements relatifs ô,r—^.r, ... des poinis principaux (.'/;, r,-?), • • • , par rapport
aux points des liaisons coïncidant actuellement avec eux, dépiciccrnctits relatifs dont les
rapports mutuels .font les mêmes qae sf. le temps t n avait pas varié. Telle est.^ ce me
senible, la vraie raisoft. de la rc^le classique^ qui e-^'t de ne pas attribuer de variation
virtuelle 5< au temps.

Ajoutons à (a) les équations comme ( h ) ^ multipliées préalablement par tout autant do
coefficients indéterminés —)., —^., .. .. Comme l'équation ( a ) contieni, pour chaque
point f.r^r, 3), .... autant de termes triples qu'il y a de liaisons distinctes, il ne s'adjoindra
aux trois termes de ( a ) relatifs, par exemple, à (.î',j, z ) et à la liaison /'== o, que les
termes analogues do la relation (h) seule. L'équation obtenue aura donc la forme simple

(c) (l<,~^)^--î^ h (K.,-/.^)(5r-.S',,M- (r\—).^) ̂  - ^-l-..-o.

Or les déplacements relatifs ^r — ^'.r, îr — ?/j^ ... no sont asi l'oints qu'a vél'iuer les équa-
tions comme ( À ) , en morne nombre que les indelorminôes )., ^,.. . ; et il ne subsistera,
dans (6'), que des déplacements virtuels arbitraires, après qu'on aura détorminô X, \î.^ ...
de manière à annuler, dans cette équation f r " ) , les coefficients des déplacements que les
équations comme ( /^ ) empêcheront de rétro. Alors la vérification de (<?) ,dans sa partie
encore subsistante, sera teniio do se faire identiquement ; et l'on aura, en délinitivo,

'—•^ "^'•^ "•-'•^ • • • •
formales donnant l'expression analytique, bien connue, des forces do liaison et permet-
tant, par suite, de former les équations du mouvement dos points. (.^,j','3), ..., quo
l'on a en vue.

II est a [ici ne; utile d'ajouter que, si réquationy1^ o ne contient pas explicitement lo
temps <, la matière produisant la liaison pourra être censée fixe : ce qui permettra
d'annuler les déplacements virtuels S'.r, ^j, ..., ou los travaux des réactions — F ;̂,
— Fj., . . ., et dispensera les points éludants de ii^urer dans les formules.

Le cas, spécial aux solides, d'invariabilité de la distance /" de deux points f.r.j', z)
ot f.r', j'; 3') du système, oiïre cette particularité, qu'on peut y prendre chacun des
deux points, quoique éloigne do l'autre, pour le point ^aidant celui-ci. Malgré leur non-
contiguïté, réqualion ( h ) est alors satisfaite, en raison de ce que la fonction/, savoir
( . r—x 'y1 — { y — f ^ 4" (z — s ' f — /'2, no dépend que des trois dHï'érences .z'— x', j—y,
z — z', ou x\ /, z ont a varier de 3'.r, o7/, $^. Les réactions — F,r, — Fy, — ¥z s'y con-
fondent avec les trois forces de liaison relatives au point (x\y', z )^ ou émanées du pre-
mier point ('"f",)', z)\ et, comme il y a proportionnalité de ¥xi Fy, ¥z aux trois projections
,r' — .r, y 1 — / , z — z de la droite /• sur les axes. ou aux trois dérivées partielles de/
en ,r, j, .3, l'annulation du travail tolal F.̂ .r — ô'.r; ••••[••• Fy f^ r—^j^+F, - , f8^—3' -3) ,
des forces dues ù la liaison, résulte alors de ( h)^ sans aucune bypotbèso d'absence de
frottement.
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iniporîantes de la solution, dans les cas, actuellement fréquents en
Physique moléculaire e( en Chimie atomique, où l'on a seulement
quelques données sur la nature et le nombre de liaisons internes
cachées, dont certaines analogies portent à admettre l 'existence,
quoiqu\m ne se représente pas la matière les exerçant ou en assu-
rant la réal isat ion. Cela permet d'aborder, un peu a l'aventure (pour
ainsi, dire), des quest ions non débrouillées encore, où nous échappe
totalement, ou presque totalement, le mécanisme des phénomènes :
précieux avantage sans doute, mais compensé par des chances d'er-
reur qu'on risque fort de n<ft pas évaluer assez haut.

IV. — Paradoxes résultant, dans le problème de la résistance des
fluides, des deux hypothèses approchées de conservation des volumes
matériels et de frottements intérieurs proportionnels aux vitesses de
déformation.

1 8 . Voici un autre exemple d'erreurs, très importantes au point de
vd.e théorique, dues inévitablement à l'emploi de la même hypothèse,
fort approchée cependant, de la conservation des volumes liquides.

Dans la partie analytique du Mémoire dont celui-ci est un complé-
ment, j 'a i étudié, entre autres questions, la translation rectiligne et
uniforme, avec une vitesse donnée U, d'un solide, au sein d'une masse
liquide indéfinie de f lu idi té parfaite et sans pesanteur, d'abord en
repos, quand le mouvement du liquide autour du solide est devenu
permanent jusqu'aux plus grandes distances. J'y ai, en particulier,
évalué la composante totale, suivant une direclion quelconque prise
pour celle des x, de la pression exercée sur le solide, en appliquant
suivant les x le principe des quantités de mouvement, entre les
époques / et l -^-dl, au liquide compris, à l'époque /, à l'intérieur d'une
sphère cr' de rayon /*, décrite tout entière dans le fluide autour du
centre du corps, choisi justement à cette époque t comme origine
d'axes rectangulaires fixes des .'r, y 7 s.

J'ai écrit, à cet eflet, que la somme algébrique, multipliée par dly
des actions exercées, suivant les a', sur le volume fluide ̂  intérieur à
la sphère ^ (considérée a l ' instant /), tant, par le fluide extérieur con-
tigu (lue par le solide dont la surface cr sert de limite intérieure
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actuelle à ce volume Iluide c^, égale l 'accroissement, durant le
temps ( ! ( . , de la quantité de mouvement possédée suivant les .2;
par cette même masse fhude. Or, j'ai observe que cet accroissement
comprend, d'une part, la dif lerenîiel le, durant dt, de la quant i té de
mouvement existant, suivant les x, dans le fluide sans cesse varlahte
intérieur à la sphère cr', plus la quantité de mouvement, à l'époque
/ +-r//, du (laide sorti durant dt de cet te sphère fixe, fluide fa isant
partie de celui que l'on considère, enfin, moins la quantité do mouve-
ment, à la môme époque t-^rdf^ du fluide entré durante dans cet te
sphère fixe, et qui est étranger à la masse liquide dont il est question.

Si a^ p, (^ sont les trois composantes de la v i tesse effect ive du Huide
a l'endroit qu'occupe un élément d^ de la sphère, et a', p\ y' les trois
cosinus directeurs d'une petite normale dn' a d^, tirée vers le dehors,
la composante suivant celte normale de la vitesse de sortie du liquide
à t ravers d^ est le tr inomK^// .y/4" e|3'-+-^'y7 ; et la masse liquide, dt 1

densité p, sortie ou entrée par d^ suivant que ce trinôme est posit i f ou
négatif", égale p (r/a'+^+ïrY') drî' dt, masse possédant su ivan t
ies.r, la quant i té de mouvement ? / / ( / / a /4-^p /+ a'Y) de dt. Par con-
séquent, la quantité de mouvement à évaluer, pour le /laide sorti ou
entrée est

/-t
( f ) p ( l i . \ u ( // y.' -4 r y -{•• n '/ ) d^.

,/ r y '

II). .l'ai pu réduire comme il suit, à une intégrale de surface prise
également sur cr^ la dificrentielle, en dt, de la quant i té de mouvement
du fluide contenue dans la sphère fixe rj\

La permanencr1 du mouvement du fluide autour du solide montre
(pie la quantité de mouvement ainsi possédée par le f luide à l'intérieur
de la sphère ^ serait constante, si celte sphère G-' se déplaçait avec la
v i tesse U de translation du corps, v i tesse dont. nous appellerons a, h, e
les trois cosinus directeurs. Or, dans ce cas, la quantité de. mouve-
ment, à répoque /, du fluide contenu dans la sphère f i xe G-' a la même
époque, est l'équivalent de celle, a l'époque / -+- dt, du fluide que con-
t ient la sphère mobile à cette époque t ^ - d t , f luide comprenant celui
qui est dans la sphère f i xe a cette même époque / 4-- dt^ [dus le Huide
de l'espace envahi par la sphère mobile durant dt, moins le fluide de
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l'espace délaissé par la même sphère m o b i l e . Donc la d i fFé ren t i e l I e
d u r a n t dt q u i e s t a éva luer , savoir cel le de la q u a n t i t é de mouvement
(la I l u i d e contenu dans la sphère lixe, égalera, au signe près, la quan-
tité de mouvement possédée à l 'époque/-+-<^ par le f lu ide qu'a
envahi ia sphère mobi le , moins celle du f l u i d e , délaissé.

Or l 'espace envah i par l ' é lément d^' de la sphère mobile const i tue
un pe t i t p r i sme de hase ch' et d 'arête obl ique \]dt, fa isant avec la
normale d u ' a d^ l i n ang le qui a pour cosinus ay/ 4- h^ -\- c"y\ La
masse f l u i d e q u i occupe cet espace, comptée p o s i t i v e m e n t ou néga-
t i v e m e n t s u i v a n t q u ' i l se t r o n v e e n v a h i ou délaissé, est donc
^lîÇac/.' 4-" 1^^ 4- <"Y' ' ) d v > d t ' , et e l le a pour q u a n t i t é de mouvemen t pos-
sédée s u i v a n t les ,r, ^u\]Ça^ -(- /^/-+- c ^ ' ) d ' j ' d l . 11 n'y a donc qu'à
sommer cette express ion sur t o u t e l ' a i r e cr' et a changer son signe, pour
avoir la d i f F é r e n t i e l l e cherchée,

( ' > . ) — p U dt ( u ( a y.' -[..- h p / -\- c / ) ch1.
G'1

Tel le est l ' express ion q u i , J o i n t e a ( i), donnera la variation totale de
q u a n t i t é de m o u v e m e n t d o n t le q u o t i e n t par dt sera la somme aigé-
b r i q n e des ac t ions ex tér ieures exercées s u i v a n t les x sur le f lu ide de
la sphère G-\ a c t i o n s c o m p r e n a n t la press ion, s u i v a n t les /r, du f lu ide
e x t é r i e u r , p l u s ce l l e d u s o l i d e . So i t , d ' u n e par t , U^.la pression, suivant
les x, du f l u i d e e x t é r i e u r a la sphère G ' et , d 'aut re part , — ̂  celle du
s o l i d e , ou 'J.̂ ; la c o m p o s a n t e t o t a l e , s u i v a n t les .r, de la résistance
opposée par le I l u i d e a la vi tesse (J de t r a n s l a t i o n un i fo rme du solide.
Nous a u r o n s

( 3 ) T^ - - œ, :..:.- o 1 u [ ( u . •- I; a} y! 4- ( ̂  - U b ) y 4- ( (T ' -• U c)'/ } ch'.

20. Je n ' ava i s a p p l i q u é j u s q u ' i c i cette formule, numérotée (28)
dans le M é m o i r e (p . 519) avec des no ta t ions un peu dilîercntes
p o u r (^; et 0.̂ ., qu'au cas d ' un f lu ide parfait, où j 'avais reconnu (même
p* 5 ï ( ) ) que le second, membre et Ï^, s ' annu len t à la l i m i t e r i n f i n i ; de
sorte q u ' i l en r é s u l t e a lors (^ = o, ou l 'absence de toute impulsion
t rans la to i re d u I l u i d e sur le solide.

Mais le r a i s o n n e m e n t qui précède s'étend, sans y rien changer, au
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cas d 'un l iquide quelconque, même imparfait , c'est-à-dire pourvu de
frottements i n t é r i e u r s ou de viscosité. Et l 'on peut en faire, par
exemple, l 'applicat ion à une sphère solide d ' un rayon donné R, mue
depuis un t emps indé f in i , avec une pet i te v i tesse constante U dirigée
suivant les x positifs, au sein d 'une t e l l e masse l i q u i d e , visqueuse et
i l l imi tée , d'abord en repos : intéressant problème d 'Hydrodynamique,
t ra i té par Stokes depuis envi ron i85o, mais que j 'ai repris vers le
commencement de i885 dans le cas p lus général d 'une lente t rans la-
tion variée que l conque de la sphère (1). Les vi tesses //, r, ^v du f l u i d e ,
quand, p o u r f ixer les idées, on suppose r ec l i l i ^ -ne et dir igé s u i v a n t les x
le mouvement de la sphère (de vitesse actuel le U) , ont, même pour
une t r ans l a t i on variée, des expressions de la forme

/ / s 1 T A di ̂  (^ ̂  C^ <?(4 ) u =:- [J + Aa9 — ——p f :=— ~.——, iï..' = —. ——f-
dx'^ ' """"' dx dy ' dx dz '

où 9 désigne une c e r t a i n e f o n c t i o n d u temps / et de la distance
actuelle r=i v^^""^ J2 + s2 ai-i cent re de la sphère. Or, comme les
trois dérivées partielles -.—^-— de r (41 /r, y, z sont ^, •-Î", •̂  (•'(^t-à-

f((,r, y, c ) • r r r
dire les trois cosinus directeurs a\ ^/, y' de la normale dn' a la sphère
de rayon r décri te autour de l'origine, on reconnaît facilement que le
second membre de l'équation (3) est alors nul.

En effet, d'abord, il v ient

^ —— ch r ' — — ( l fj^\ . (il^ ...... 1 (/^ "i . d ( ï d^\

-d^ ~"~ dr J' "~"~ \"r 'd7')^ /Zr7 '"i"1" "r 7l r '"h v' h r Tl7\J' 7/7/

-^1- .....-.-. ^ V r ̂  fi ̂  , (lî ̂  --.-.- y./ /. d ( { ^ \
dxdy ~~ J' p dr \r d r ) ? J^dz ~ ̂  / 'Tir \r 7/7)'

Par suite, les formules (f\) d o n n e n t , en observant que A^ === {- .̂.̂ 2,

f rr f d ( c/rD\ , d ( \ d^\l u^ (J -4" - — /•—. — a'-r— - — ,
^, ) r dr \ dr ) dr\r dr )

] (P,<^)=~^(^/),.-^( I.^j.
[ \ t ' /̂,, \ y. ,̂. j

( î ) ¥oir les pages ïif\ ù ^42 du Tome II de inon Cours de Ph^ique mathématique de
la Faculté des Sclencev de Paru (Gaulhier-Villars, K)o3).
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Dès lors, le facteur entre crochets du second membre de (3), où Va,
\]b, []c se réduisent ici, respectivement, à U, o, o, devien t immédia-
tement , vu la valeur 1 de la somme a'2 -4- p'2 4- y'2,

a' cl [ cl^\ cl /i d<D \ 2 c/cp ,— /•_ _ y//. „. _L on _ ^a'.
/• <://• \ dr ) dr\r dr ) r dr

Or r est constant sur toute la surface a ' de la sphère ; d'où il suit
que tou t facteur fonct ion seulement de r et t pourra sortir du signe j\

/-»
Le second membre de (3) sera donc s implement ^ u^da-', en y faisant

Jrr'

abst rac t ion du facteur -^ —^ t Mais l 'expression (5) de u a la forme
M +• Na'2 , avec M, N fonc t ions seulement de r et de t. On aura donc

Cua'd^^m ( c^'ch'-^^ Ce
J n> J rr' J rs'

u yJ d^ == M / vJ eh' -h N 1 c^3 <:/o<
-/ o" Jcj' J^

Or un cosinus d i rec teur , comme a', de la normale dn' à la sphère,
et son cube a'3, sont aussi souvent et au tan t négatifs que positifs, ou
on t leurs va leurs moyennes sur ^ nu l les . Donc l ' intégrale qui figure
au second membre de (3) est zéro; et cette formule, une fois rendue
app l i cab le par la régularisat ion des vitesses u, ç>, w, donne s implement

(6) ^=^.

La valeur de < ;̂ est d 'a i l leurs , ici où l 'on suppose la permanence du
mouvement é tab l ie a u t o u r du corps, — GT^RU, où £ désigne le coeffi-
cient de f rot tement in tér ieur du f lu ide (1).

2 1 . Ainsi, des que le mowemeni relatif du fluide ̂  par rapport à la
sphère solide de rayon R, est devenu permanent jusqui à des distances
quelconques r du centre de celle-ci^ taules les sphères fluides qui lui sont
concentriques éprouvent, de la part du fluide contigu extérieur^ la même
résistance totale à leur mouvement que la sphère solide elle-même,

Par suite, quoique les vitesses^, ^, ^prises parlef luide, et les pres-
s ions corrélatives à ces mouvements, s'évanouissent alors, en chaque

f i ) Voir, pour la démonstration do cette valeur remarquable et usuelle de ^x due à
Stokes, le moine Tome II , p. %37, on V = — U est ici une constante.

Ann, fr.c. Norm., (3) , XXIX. — DKCEMBRK 1 9 1 2 , 7 1
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endroi t , aux distances inf in ies de l 'or igine, la résultante de ces pres-
sions sur tou te u n e sphère de rayon i n f i n i reste égale à la pression
même qu'éprouve le solide central. Elle s 'annule, il est vrai, pour un
fluide parfait ; mais c'est parce que la pression sur le solide s 'annule
alors el le-même, dans le mouvement , censé devenu depuis très long-
temps uniforme, de ce corps.

Cette circonstance d'une act ion totale f i n i e exercée, à une distance
infinie, par le corps d'où émane le mouvement , paraît , à première vue,
en contradiction avec le p r inc ipe de bon sens q u i nous porte à annuler
l ' i n f l u e n c e de tout être f i n i sur ceux qui en sont i n f i n i m e n t éloignés.
Toutefois, le paradoxe pourrai t n 'être qu 'apparent , quand on donne à
l ' in f luence en quest ion un temps infini pour se produire, comme on le
fai t ici en a d m e t t a n t que la permanence du mouvement autour du
solide s'est établie ou réglée jusqu'aux distances /• les plus grandes.
Avant d'affirmer le caractère paradoxal du résul tat , i l y a donc l ieu de
voir ce qu'est la pression totale du l l u ide extér ieur sur les surfaces cr\
avant que le mouvement se soit réglé, ou même lorsqu'il ne se règle
pas. Et il y a l ieu de commencer cette é tude par le cas s imple d 'un
fluide parlait , où, comme on a vu au u° 34 du Mémoire dont le présent
travail est un complément , la résistance du f lu ide au mouvement
t ransla toi re du solide a une résul tante p ropo r t i onne l l e à l 'accélération
actuelle -7" du solide.dt

22. Alors un premier lait suffirait pour porter à croire que le para-
doxe est bien réellement impliqué dans nos formules. C°est le fa i t
qu'exprime dans ce Mémoire (p. 5io), pour un corps immergé de
forme quelconque, la formule (i3) du potentiel des vitesses, appelé ç
à cet endroit (et qui r^a rien de commun avec notre fonction <y ci-
dessus, propre au cas de la sphère mue dans un l iquide visqueux) :
^:^^0^- y désignent les composantes actuelles de la vitesse trans-
latoire du corps, ici réduites à U, o, o. Or l'on voit que ce potentiel
donne , par ses dérivées u^ Çy w en x, Yy s, des vitesses uniquement
dépendantes, dans tout le f lu ide , de la vitesse translatoire actuel le U
du solide. C'est donc ins tantanément , sans aucun délai de propagation,
que nos formules font, pour a ins i dire, retentir dans tout le fluide,
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jusqu'à l ' i n f i n i , le mouvement actuel du solide, ou régler les vitesses
u, ̂  w. Et cela n'a rien de surprenant, puisque l'hypothèse admise
de conservation des volumes matériels revient à supposer inf in ie la
vitesse de propagation des ébranlements .

La formule (i3) citée d o n n a n t a ins i y = UI\, où P.y exprime une
fonct ion dé te rminée des trois coordonnées ^,j, s comptées à partir
du centre du corps à l 'époque t, la première par t ie de l'expression (i5)
de la pression/^ '(p. 5i î) , partie qu'on sait , du m o i n s dans le cas d 'un
corps sphérique ( f) , être la soûle ayant une résultante autre que zéro
sur les sphères c/, se trouve rédui te à — p — P^.. La pression du f lu ide

extérieur sur l ' é lément d^ de ces sphères est, par su i t e , — p — I\.^,

et, sa composante su ivant les x, p—I\aWa\
Ci C

11 en résulte, comme impuls ion totale du f l u i d e extérieur sur la
sphère or',

(7) ^=p^ FW^.

Or^ on a vu aux n01" 29 et 29 bis du même Mémoire (p. ^16 à 5 i8)
q u e la fonc t ion I\. dev ien t , su ivan t chaque direction (a', p^ Y) du
rayon r, de l 'ordre d<? petitesse de -^ aux grandes distances /', alors
que cr' est de l 'ordre de r\ Donc ̂  ne tend pas vers zéro quand /* croît
sans l i m i t e .

Dans le cas s imp le d'un corps sphérique de rayon R, où P.y a
l 'expression — —^ d'après la Note du n0 29, cette fonc t ion P^ est1 '.>. cix r A ? ^
homogène du degré — 2 en x, j, z, r, ou devient, suivant chaque
di rec t ion , inversement p ropor t ionne l l e à r2, tandis qu'on peut prendre
en raison directe de r2 les valeurs correspondantes de dv\ Le second
membre de (7) est donc i n d é p e n d a n t de r; et l'on a ainsi. ̂ ^ ̂  ou
la relation (6), pour un fluide parfaite sans que le mouvement du fluide
a u t o u r du solide ait aucunement besoin de devenir permanent et sans
que la résistance éprouvée par le solide soit nulle.

( 1 ) En ell'ot, le roslô de roxprcs.-don ( l î ) de^ no conLionL conune variables que des
vitesses actuelles et est le môme que dans le cas d'un mouvement rcctiligne uniforme dje
la sphère avec permanence autour d'elle, où nous avons trouvé" ̂  == î^ =s= o*
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Le résultat paradoxal et pratiquement inadmissible d 'une action
totale f inie exercée sur un l i qu ide , aux distances inf inies , par un
solide immergé qui s'y meut , est donc atlribuable^ non pas aux for-
mules approchées des frottements in teneurs, don t V annula t ion
n'entraîne pas la s ienne, mais, inév i t ab lement , comme l 'apparente
régularisation instantanée des mouvements de toute la masse par les
vitesses actuelles du solide, à l'hypothèse de la conservation des volumes
fluides, ou aux petites erreurs qu entraîne sa très légère inexactitude.

23. Cherchons enfin ce qu'est la différence î^ — Ï^, quand la sphère,
encore animée, su ivant les x^ d 'une peti te vitesse variée quel-
conque U, se meut au sein d 'un l i qu ide visqueux.

Il faut demander la formule de ï^ qui c o n v i e n t alors aux pages 23o
à 237, déjà citées plus haut, du Tome II de mon Cours de Physique
mathématique. ̂  y a (p. 237) l'expression (102) que je reproduis
ici
(S, <,,,[,,,)-^_"1^^^,

dans laquelle F(<) , F(/), V " ( t ) désignent respectivement, au signe
près, le trajet jusqu'à l 'époque/, la vitesse U et l 'accéléralion <w (le la
sphère; ' ^ { l ) [p. a33, formule (<)7)| la fonction

Enfin, le terme ̂  ̂ , ou ̂  ̂  (r^ -/•:?), devient, d'après la
tormule (9.5) (p. 2,33) de rcp, et en y é l i m i n a n t f ina lement '-?(/),

(9) F^)^^ -F/(Q+t/îrF'P-P^=-J12:-|^^i' P v ^Jo L £ 2a J? r r -p ^"i^i
F^-(32) i - ^ e s"TÎ"r/p.

Or, l'expression (8) de ̂  se dédouble en deux parties, savoir :

(,o) /,,pI,p(,)-^K.,.•••(„] et ^R-F.(,)^^^].



SUR LES PlUNCIPES DE LA MÉCANIQUE. 565

La première part ie n'est autre chose (p. 237 du Tome cité) que la
résistance Ï^ opposée par le f lu ide à la sphère solide de rayon R et
est imée s u i v a n t les x p o s i t i f s : elle est donnée expl ic i tement pa r la
f o r m u l e (ro4) de la même page, où Y désigne la vitesse relat ive, — U,
de l 'ensemble du f lu ide par rapport à la sphère, m la masse l iqu ide
^R^p déplacée s tal iquement par le solide et, enfin, P (r) l'expres-
sion, à l 'époque quelconque T, de la vitesse relative V, qu'on peut
écrire ici , plus expl ic i tement , — U( ï ) .

On a donc

^ dv , -„ /—„ r"..,. - ,-(u) Ï^- m. d [ j - GTORU — la^/TTpsK2 ̂  [ ] ' ( £ — ̂ ) d^
( JQ

m, di] , — — r 1 U ' ( T ) € l r
^^^^_67T£RU-6\Arp;S^^^^^.

S^. Il reste la seconde expression (10) comme valeur de (£^— c^.
Or, en y remplaçant le dernier terme entre crochets par (9), il vient
immédia tement

( .2) ^-ï,=47T£:HJ-p(/)+iA rpf^p ̂ -^n^^j/ ' v TTjo L s '̂ 2 J )
/'•- / r -g^-1^^

--S^ïpiR^ • V " { t - ^ ) [ ^ ~ . . e £ '^ c/(3
J^ \ i\ /

-4-Kfu-t/ i ru ^^—y^L-^^l
£ ... a a-6

— — — ^ (J^T)^/ /• -Ç-——^^
4- ^ \/7rp£,H2 / -4===- i — T- e û 4il^T) .

J»<» \/t—r \ ^ j

Aux très grandes distances r, cette dernière expression se réduit à

03) ^-^=4.7reRU-+-4\/îîpiB^ f' IJ^ ,̂
J^ » V " ""- T

vu l'hypothèse faite U(—cc)=r o et en raison de ce que, dans la der-
nière quant i té entre parenthèses, l 'exponentielle évanouissante en
-- (r -— R)2 l'emporte alors infiniment sur le facteur r qui la multiplie.
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Par suite, la pression î^ exercée sur une sphère o"' de rayon infinie par
le fluide extérieur y est égale à celle 9?^ que subit la sphère solide centrale^

quant à sa partie, — — -r-î indépendante du coefficient £ du frottement
3 Cl 6

intérieur; mais elle est seulement le tiers de Ici pression subie par cette
sphère solide^ quant à la partie due au frottement intérieur.

25. Supposons main tenant que la vitesse U( r ) de la sphère, après
avoir été nulle jusqu 'à une époque déjà anc i enne T, a i t pris rapide-
ment, à cette époqiu^ une certaine valeur, désormais constante , U.

Alors, dans le t ro is ième membre de (12)5 la fonction

U^-P^M'
L £ 2 a

p (̂ JH^
e 9. a^s 'annule pour les valeurs de / — p -/——— plus petites que T, ou pour

celles de a infér ieures à t/^: —==..5 et elle égale sens ib lemen t la
» '"" c' y t — T

constante U ( / ) ou U pour les va leurs de a p lus grandes. La p remiè re
partie du troisième membre de (12), en y f a i s a n t d 'a i l leurs a = p \/2,
peut donc s'écrire

J? _"^s 2/r"T
SeRUVTT ^ ^'•'</(3.

.-/()

D'autre part, dans la dernière partie de (12), le facteur U^T) ne
diffère de zéro qu'au voisinage de la valeur spéciale T pour l a q u e l l e la
vitesse U( ï ) a cessé d'être nul le . Et il v ient , à très peu près,

.vl_ ,•^^••l^/7~~i __ n2| [ F r £!-''-!.l)-'̂
(,.4) (^-(^-=8£RUV/TC / C-P2rf(3+ /| ̂ -rr^. ——— ( — _ c ~ ? •'•r' •:1 •

•^o V ^ — T L J

La dernière valeur (i i) de Ïa; est devenue, en incme lemps,

( r 5 ) çi^=:_fîTCE|{U-6vÇpi K2(J

^1-~r

Aux distances/• inf inies , le second membre de ( i4)? où l ' intégrale
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déf in ie vaut alors '—? redonne bien l 'expression ( ï 3 ) déjà obtenue

ci-dessus, mais r é d u i t e ici à .^.'îreRU -4- 4 y/^ps —====• Et, en l 'ajoutant
\/£ — T

à ( i 5 ) , o n a

( ï 6 ) ^.^^27TÊRU—9V7Tp£4^£=,
^ - T

c'est-à-dire le tiers de ^fc^..
On voi t que la permanence des vitesses et des pressions, autour de

la sphère sol ide a n i m é e désormais d/un mouvement un i fo rme , s'éta-
b l i t avec une assez grande lenteur , les derniers termes de (i5) et
de ( 16) ne s 'évanouissant que comme l ' inverse de la racine carrée du
temps écoulé t — T.

26.11 n'est pas i n d i f f é r e n t de remarquer que les pressions totales
//nies, exercées sur les très grandes sphères l iqu ides G-' par le f lu ide
ex té r i eu r , ne produisent en t ou t que des travaux in f in imen t petits.
Car leurs composantes sur chaque élément d^' se trouvent mul t ip l iées ,
dans l 'expression de leurs travaux rapportés à l 'un i té de temps, par
les vitesses analogues très petites //, <' , w : ce qui donne, sur G-', un
travai l total de l 'ordre du produi t évanouissant de la pression résul"
(an te f i n i e par un f a c t e u r comparable aux valeurs moyennes de ces
vitesses u, Vy w.

Si donc, au l i eu d ' a p p l i q u e r à la masse l iquide contenue dans ces
sphères G-', le p r inc ipe des quant i tés de mouvement, on avait em-
ployé ce lu i des forces vives, comme j ' a i fait, dans le cas d'un liquide
parfclU, aux n0' 26, 27, 28, 29 et 29 bis du Mémoire de 1910 dont
celui-ci est un complément (p. f^ï^ à 5i8) , il n'aurait pas été néces-
saire de considérer le travail extérieur produit aux distances r inf inies .
Mais alors, i l aurai t fal lu tenir compte du travail des forces intérieures;
sauf dans le cas d 'un l iquide par fa i t où il est nul.

Dans la partie, souvent citée ici , du Tome II de mon Cours de
Physique mathématique, j 'ai fait usage (p. 226 à 228), pour démon-
trer la dé te rmina t ion , p a r l e u r s équations aux dérivées partielles, des
problèmes de mouvement d 'un solide immergé dans une masse liquide
visqueuse, de deux méthodes basées sur l'emploi de l'équation des
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forces vives, et dont la p l u s simple consiste a négliger le t ravai l des
pressions exercées a ins i , aux distances i n f i n i e s , sur u n e t rès grande
sphère cr' fictive enve loppan t la masse f l u i d e que j'y considère. Cette
s i m p l i f i c a t i o n , basée sur le p r inc ipe de bon sens que n u l corps n'exerce
une act ion totale sensible à une dis tance i n f i n i e de sa s i tua t ion , se
serait donc trouvée en défaut , à raison de l ' équat ion de conservat ion
des vo lumes maté r i e l s qu 'on y adopte et q u i n'est qu'approchée;, si
l 'on s'y é ta i t servi du p r i n c i p e des q u a n t i t é s de m o u v e m e n t . M a i s o n
voit qu'elle restait effect ivement a d m i s s i b l e , vu l ' e m p l o i e x c l u s i f qu ' on
y a fa i t de l ' équa t ion des forces vives.

Les 11°'' 27 à 32, m e n t i o n n é s en p a r t i e ci-dessus, de mon Mémoi re
de i q i o (p. 5i4 à ^23) et re la t i fs u n i q u e m e n t a u cas d'un sol ide mû dan s
un l iqu ide parfai t , , i n d i q u a i e n t déjà la d i s t i n c t i o n qu ' i l y ava i t à faire,
sous le rapport de ce ( { n e d o n n e l 'action du f l u i d e ex t é r i eu r sur les
très grandes sphères l i q u i d e s a\ entre les équa t ions respectives des
forces vives, des q u a n t i t é s de mouvement , et des moments . Car,
tandis que le t r ava i l extér ieur total se t rouva i t , pour u n e t rès g rande
sphère c r ' d e rayon r, de l'ordre de pet i tesse de -^ la pression ( o t a l e

n 'étai t p ins que de l 'o rdre de-11: e t , ses moments , de l 'ordre des q u a n -
tités f i n i e s ou non évanouissantes .

27. En t e r m i n a n t , s ignalons encore, dans la même ques t ion de
la résistance des l iqu ides v i s q u e u x aux m o u v e m e n t s d ' u n sol ide
immergé, un paradoxe tout au ino ins apparent , dû aux t rois hypo-
thèses s imul tanées de la permanence relat ive des mouvements a u t o u r
du corps ( j u s q u ' a u x distances i n f i n i e s ) , de la conservat ion des
vo lumes f l u i d e s , e n f i n , de frot tements i n t é r i eu r s exprimés pa r l e s for-
mules de Navier , ou f o n c t i o n s linéaires de^ simples iMesses relatives de
gl i s sement des couches l i qu ides . 11 se présente dans le problème de la
len te t r a n s l a t i o n u n i f o r m e , su ivant les x, d ' un cyl indre c i r c u l a i r e de
l o n g u e u r i n d é f i n i e , se mouvan t [ ) e r p e n d i c u l a i r e m e n t à ses généra-
trices, dir igées s u i v a n t les^, par exemple, et c o m m u n i q u a n t au f l u i d e ,
par raison de symétrie , des vitesses para l lè les au p l an des .ry, on aux
sections normales, et les mêmes à tous les niveaux s. Le paradoxe
consiste eu ce que les mouvements ne se règ len t alors qu'eu devenant
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communs au solide et à toute la masse fluide ; de sorte que le cyl indre
central en t ra îne en bloc le f lu ide ambian t , jusqu'à des dislances quel-
conques de l'axe (1).

Le cy l ind re central semble donc produire là, par uni té de sa lon-
gueur ( { u i est de vo lume fini , et sur une masse i n f i n i e de f luide , un
effet no table en chaque endroi t , et non plus seulement notable dans
l 'ensemble : ce qui paraît , au plus haut degré, contra i re au pr inc ipe
(de bon sens) de l ' évanou i s sement asymptot ique des phénomènes aux
grandes distances des régions où siègent leurs causes.

Et, cependant , le paradoxe peu t , pour deux motifs, n'être qu'ap-
p a r e n t , ou se trouver fonc iè rement conforme tant à la raison qu'à
l 'expérience, dans la mesure où sont réalisables les condit ions qu ' i l
suppose.

Le premier de ces motifs est dans le temps infini que demande, pour
se p rodu i re , la régular isat ion du mouvemen t à toutes les distances et,
par s u i t e , Y effet infini considéré. Il ne semble donc pas Impossible
q u ' i l y a i t propor t ion entre cet effet et sa cause, dont la durée d'action
est i l l i m i t é e .

Mais de p lus , et su r tou t , nul cy l ind re so l ide , dans la nature, ne sera
de l ongueu r i n f i n i e . II y aura tou jours , si la masse fluide est assez
é t e n d u e , des points de cette masse assez dis tants de l'axe pour que la
h a u t e u r du cy l indre , vue de ces po in t s , paraisse bornée et même très
p e t i t e . Les vitesses n ' au ron tdonc pas de raison d'y être pareilles à tous
les n iveaux z et dir igées dans les p l a n s des sections normales du
c y l i n d r e ; en sorte que le f luide déplacé p a r l e cylindre se rendra, de
l ' avan t de celui-ci à son arrière, par des chemins non pas perpendi-
cu l a i r e s aux z, m a i s orientés dans tous les azimuts autour de l'axe
des .r. I l pourra u t i l i s e r les deux d i m e n s i o n s des y et des z pour
se dégager, et non plus seulement celle desy.

Quoi qu' i l en soit, et le paradoxe fût-il dû, au m o i n s en partie, aux
pet i tes i nexac t i t udes des deux principes de la conservation des
vo lumes f l u ide s et de frottements intérieurs fonctions des seules

( ' ) Voir encore le Tome II de mon Cuu/'.f de P/ifsi/ue m.atfîématîque (p. aôa). Ce
mouvomonLcn hkx; avait déjà cLo remarque par Stokes, dans son Momoiro de i85i relatif
à VE[fef. dit. frottement intérieur des fluides dans le mouvement des pendules.

.4iui. Éc. Nurm., (3 ) , XX ÏX . — DÉCEMBRE 1 9 1 2 . 72
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vitesses, dont le premier y contribue ce r t a inemen t , ce résul ta t extraor-
d ina i re montre à quel point les frot tements i n t é r i e u r s accroissent Ici
solidarité des diverses parties d'une masse f l u i d e en train de se défor-
mer. Eti 'expérience le confirme en tan t qu 'approximat i f ; car MM. Favé
et Charpent ier ÇCornpies rendus de l'Académie des sciences^ nS avr i l
IQO^, p. 967)0111 constaté que l ' en t ra înement effect i f du fluide par
le cylindre est encore très sensible à des distances de 100 diamètres
du cylindre.

V. — Résistance qu'éprouve un ellipsoïde dans ses lentes translations
uniformes à travers un liquide visqueux, calculée en y étendant la
méthode qui a réussi pour les lentes translations, même variées, de la
sphère.

28. La fac i l i t é relat ive avec laquelle les expressions (/i) des vitesses
u, v^ w^ où ^ désigne une fonc t ion aux i l i a i r e dépendan t u n i q u e m e n t
de t et du pararnètre r== \/x2 -{- yï •+- z\ m 'ava i t permis en 188^ de
résoudre le problème des lentes t r ans l a t ions variées d ' u n e sphère solide
à l / in té r ieurd 'un l i q u i d e visqueux i n d é f i n i , m 'asuggéré h e a u c o u p p l u s
récemment l ' idée d'étendre, si c'était possible, la même méthode au
cas de l 'ellipsoïde

.z12 " y2 ^
( Î 7 ) • ^+.^-+^_),

en regardant ^ comme fonction do / et du paramétre À, var iable de
zéro à l ' i n f i n i , qui caractérise les divers ell ipsoïdes extérieurs, homo-
focaux du proposé,

y.*2 y ï -î

/ , 3 \ ___-- .4- _Z-_- -,4- __;__ --- i
' / a^ + "/. /^ -1-- '/ ('ï 4- / "~

Alors, en elîet, ce paramètre A remplace tout n a t u r e l l e m e n t le rayon /•
des sphères, vu que les hypothèses a == h = c == H d o n n e n t

r =• ̂ r^
où.À-=r2 - K2.

D'ailleurs, je supposerai ces formules (f\) simplifiées par la sup-
pression du premier terme, IJ, de (f, ou rédui tes î\
. , .. d2^ fl'1^ d1^
( 1 9 U =.:. Ag 9 — ——, (' :rr — ———- , n» ::::1-: .— --——. ;

• T d.x'1' dx a y d.r <i^



SlIK LES PKLNCIPES DE LA M E C A N I Q U E . 571

car cela revient , dans le cas de la sphère qui sert de point de
»«2 fy'l _1_ yî | , i—2

départ, à accroître imp l i c i t emen t ^ d 'une partie, U -r == U———,——:L-?

donnan t ( A.) — -7—, } ( U î— ) == U, sans rien changer ni à ^, ni à w.
\ - dx1 ) \ 4 / ^

La manière môme dont j 'ai été conduit aux formules (19) de
ii, v, w ( ^ ) , montre que ces formules doivent convenir, au moins
dans le cas d'un corps de révolution autour de l'axe des x où l 'on a
év idemment '— = <-^? pour exprimer le plus simplement possible la
conservat ion des vo lumes f lu ides . Mais c'était, il faut l 'avouer, un
bonheur inespéré , que y se trouvât ne dépendre de , x , y , z , pour la
sphère, que par l ' in termédiai re de la variable unique r. Et, dès lors,
la chance pour q u e ^ fût seulement fonction de t et de 'Â, même dans
le cas d 'un e l l ipsoïde de révolut ion où b == c, devait être bien
moindre encore.

Quoi ( ( d ' i l en soit, les trois équat ions indéf inies de Navier, pour le
m o u v e m e n t d ' an l i q u i d e v isqueux sans pesanteur, réduites par la sup-
pression des termes non l inéa i res en u, v, w et par la substi tut ion, à
ces vitesses, des expressions (19), donnent pour régir la fonction cp,
en é l i m i n a n t f i n a l e m e n t la pression moyenne/? grâce à des difÏeren"
t ia t ions évidentes en y et .s, les deux équations indéf in ies

(20)
d fû (,îA.)^ A A \———— L —— — A. A, co == o ;

d ( j ^ z ) \ e dt ~ - )

o v désigne la dens i té et £ le coeff icient constant de frottement intérieur
du f l u i d e , ou coefficient de viscosité.

11 y avait donc à évaluer A ^ y et A,A^. Ne mettant d'abord en évi-
dence (lue la variable A, et appelant ̂ ,^f les deux premières dérivées
de y par rapport à À, j ' a i été conduit à poser : d'une part,

( 9 . 1 )

m' f \ 1 1
/(?,) :.:= ̂  -+- — -^——^ .4- ——^ -1
v • ' T o \ r i " -4- /> /)•" -4-- Aa ^ a14- "A b2 -+- À c2 -h 'A,

./W /______ ..,.______ -4- ————\ / ( ' A ) / I î ï \
I -HA) --/'(-/,) 4- •'\l{^-, -4- ÏTTÀ + im)'

( 1 ) Voir mon Cours d'.A'naïfse infinitésimale pour la Mécanique et la Physique (Paris,
GauLhier-Villars), l. II, fasc. 2, p. 372* et 373*.
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d'autre part,

(^)

j- ^
- (7?~+^2 + (ï̂ ri)1 -4" ̂ Try2 'H =

•Ï7- __

.L ==

^ r2 z2

(^4- 'A)3 (^h-'À)3 ( ^ 4 - À ) 3

IY>2 -^ -^(^qri^ +' (T/Tqr^y + (^r^yy ^ ^

et j^a i trouvé, par un calcul assez laborieux,

( 1 ) ;

(23) A,9--/(À), A, A,II -ir^".'^ ( ^ )+____^ ( } , )

29. Les deux équat ions (20) s i g n i f i e n t donc que l'expression qui
y figure entre parenthèses, devenue, après d iv is ion par <S,

W ^-^W^^(t)
ï p <//(/) 2

I S 3S I 2
9 , 1 1 £ fit

ne dépend ni de y, ni de ^ et reste en pa r t i cu l i e r la même p o u r A,
/ et ;/; constants, c'est-à-dire quand on con tourne , a répoque l consi-
dérée et dans t,ont p lan para l lè le aux ys, rel l ipse d ' in te r sec t ion de ce
plan par l ' e l l ipsoïde ( î (S ) rnene en (/r ,^y,s). Or, les fondions II, K
dey et de ^, déf in ies par (22), v a r i e n t évidemment, , le lon^ de cet te
pi

i i . ï ., zdz — ' y d y « , , ' ï , , ï ï ^e l l i p se , de- r n a n K ^ r e que——-, =-= —^—'^ ( j on r f ^ s i i l t e n t les deux ior-
A. A (^ ̂  ^ f^ _^ ^

mules

rm-:=^^^^^^ JL^\ ̂ Zjlll
( ̂  "h À );i ( ̂  -h À )2 ' \ h2 4~ À c2 "h. 'À j /^ -h À

9- y (I.y
dK ==

| ̂ h^ly (c^^^f | ̂ + À

et , par suite, la p r o p o r t i o n n a l i t é de (l\\ et rfK aux deux dif ïerences

l/1 ~l- À c2 -^- À ' ( h'1 4- "À )2 ( ̂  4- À ):î

Cela posé, en a n n u l a n t la d i f f é r e n t i e l l e to l a l e a i n s i dé f i n i e de (2 / i)
en y et ^, ou en H et K, p u i s remplaçan t d\\, dK par ces deux d i l le -

( i ) La Iroisième (le ces quanfciLés, L, l)ien qu'intervenant dans le courant du calcul
do A s A ^ o , no figure pas dans les rôsuUats. .
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renées et supprimant finalement le fac teur commun, supposé différent
de zéro, ̂  (^ - ̂ ) , il v i en t

(or» -ft^<^)^-^-ÀM-
Si

Aux trois sommets de l'ellipsoïde, 11 et „ prennent les trois valeurs

__-., —!—, —— et cette équation (25) devient respectivement
^ -4- 7. b^ -h A c2 4- A 3 ^ 1 v /

-^-^^TO^-^-^)^».
-^^-w^-^) +a)=0'
-feï'^-^'+'w^-^) w=°•

Co sont ( ro i s équations homogènes du premier degré par rapport aux
trois quant i t és

("•G) -fe^' <vw el ^a);

mais la première n'est pas distincte, car elle résulte de l'addition des
,.î __ ^2 QÎ __ f)î

deux dernières,préalablement multipliées par ^, __ ^, et par ^ _ ^,- Et

ces deux dernières exigent, ou que les quanliles (26) s'annulent toules
/fi/roi'i ou (m'elles soient proportionnelles aux trois déterminants

^ . ., ,^ c'1-+-'). v1 + \
mineurs correspondants, lesquels sont — ,>{c- — f r ) , -j^-^ ~ c2 + À 1

c.2 _ /^ p ( ^ ajtres d iv i s ion par c2 — ^;i,

(".7) -3' T^rÀ^c^r '•
Ainsi, a wom.? y/<e les trois quantilês (26) ne soient nulles à la fois,

on pourra les remplacer par (27) dans (au); ce qui donne presque
immédiatement K == H". Or, quoique K = H2 aux extrémités des axes
de l'ellipsoïde (18), il est évident que cette égalité ne subsiste pas sur
toute la surface ; car, le long de l'ellipse ,r = o, par exemple, où l'on a
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vu ci-dessus que -.jr == const. , elle donnera i t dK=='2ll dïî ; d'où
H == const., égalité impossible à inoins que b •==. c, vu que II y varie
de -—l— à —x-—- Et, si h == c, on aurait de même-7,7- ===- eonst.,

b- + À c" -h A €ll\.

II == const., le long de l 'ellipse analogue y = o, où II varie de ——^
îa -;—=r-c- --î- À

30. Ainsi, la présente analyse ne peut s 'appliquer qu'à des cas où
les trois quant i tés (26) s ' a n n u l e n t , c'est-à-dire où, d 'une part, la fonc-
tion /"(X) ne dépend pas du temps et où, d'autre part, ^(X) '===• o; ce qui
donne, d'après (21)5

/^a_) i_/__ __ _i_\ _ ..
/(À) "~1" 2 {a2-^ À + ^4- À + 6•2+ }j ""' 0'

Mult ip l ions celle-ci par d\ et intégrons. Il vient , en appelan t M u n e
constante et observant ce qu'est, d'après (21), la fonct ion/ ' (À) ,

(^S} Q/ ' fÀ) -+- ^ (—î—' + —I— + —l—\ r^a) -r —=========̂ ^^} ?^^-+-^^^^ /^^^ c^À;^ / (̂̂ ri)7/̂ ^

Une solution part icul ière de cette équation l inéai re en y ' (A) est
—--—•————-——————; et l'on trouve ensuite comme solution ffôné-
^(a2-^^) (//2•+- "À) (c^- À)
raie, en appelant T la constante arb i t ra i re , indépendante de A, mais
susceptible de varier avec /,

/ . . , M(A-hT)
(20) (?' ( À ) == -——=============̂ ^

' ' ^(^ aîî ^- "Â ) ( //' + À ) ( c2 + 'À )

Celle-ci suffira pour évaluer toutes les dérivées de y en x, y y z qui
f igurent dans les expressions (19) des vitesses.

On remarquera que les cond i t i ons q u i nous ont condui t à la for-
mule (29) de ^ (A) reviennent à annuler A ^ A ^ < p et sont, à part la pos-
s i b i l i t é , pour T, de dépendre du temps, celles que nous aurions
obtenues en supposant o, dès le début, i n d é p e n d a n t de l ' y et en admet-
tant la permanence d-u mouvement tout autour de Vellipsoïde solide.
Celle-ci s'exprime, il est vrai, en écrivant que les dérivées premières
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complètes ( le u^ ^, w s ' annu len t q u a n d on fai t croître à la fois / de dt
et l'abscisse x de \]dî. Mais les termes l\ ?— U, non linéaires, pro-dx ' t

venant de cet accroissement de x, sont de ceux que Pon convient de
négliger : les deux sortes de. permanence^ soit absolue dans l'espace,
soit relative au solide, se confondent donc dans notre problème. Il ne
saurait , d ' a i l l eu rs , être ques t ion ici que de permanence relative au
solide^ quoique nos vitesses //, ç7, w soient bien des vitesses abso lues ;
car c'est la s i tuat ion actuel le du centre du corps qui est prise comme
or ig ine des x ^ y , z et, par conséquent , nos -r, y, z sont des coor-
données re la t ives .

Aux distances très grandes /• du cent re , ^ (A) est de l'ordre de
— == —, ou de-1-- Les dérivées partielles secondes de o en x, y, z
vA' \/>. /'
f i g u r a n t dans //, ^ w seront donc de l'ordre de -? comme dans le cas
de la sphère so l i de ; et i l en sera de môme des composantes de pres-
s i o n . Par su i t e , le mouvement s 'évanouit bien à l ' inf in i ; mais, sur les
sphères f l u i d e s a-', de l 'ordre de r\ sensiblement confondues, pour À
très grand, avec les e l l ipsoïdes homofocaux À === const., les pressions
r é s u l t a n t e s seront f i n i e s et non in l in iment petites, comme on pouvait
le prévoir par ana log ie avec le cas de la sphère.

31. I l impor t e de vo i r coin men t se comporteront les petites vitesses u,
v, w su r un q u e l c o n q u e des ellipsoïdes A == const., mais surtout à la
sur lace A = o du corps qui y l i m i t e in té r i eurement le fluide et l'en-
( r a î n e dans ses inouvenients . Quelles que soient, pour À = = 0 5 ces
vitesses de la couche I luide superf ic ie l le (adhérente au corps), les
formules (19) et (29) c o n v i e n d r o n t évidemment, pourvu que le solide
soit un peu n e x i b l e et possède précisément ces vitesses aux divers
po in t s de sa surface [ ce qui ne ( 'éloignera pas sensiblement, duran t un
temps f i n i , de sa forme e l l ipsoïda le (17)]. II n'y aura d'ailleurs, dans
cel les-ci / / , r, ^, que les deux paramètres distincts T et M pour per-
met t re de les varier, c'est-à-dire pour obtenir les divers mouvements
de la couche s u p e r f i c i e l l e conformes à nos formules; en sorte qu'il est
dé jà peu probable de trouver, pa rmi ces mouvements, la simple trans-
l a t i o n s u i v a n t les x qu'on désire obtenir .
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Il est clair, d 'ai l leurs, par les formules (29) en y' (X) et (28) en
©"(À), que les deux dérivées première et seconde y', ^" de l à fonction
auxiliaire y, pourront , grâce à un choix convenable de M et de T,
devenir quelconques sur une des surfaces À, par exemple, sur le corps
X = = o , où nous les appellerons ^ et 9^. Ces deux équat ions (^9)
et ( 28) donnent , en effet,

.' = MT il .̂  i.-- i f-i- + ̂ - 4- iV
T o abc'' 90 T 2 \P2 ^ c / 7

relations dont la seconde déterminera T et la première, ensuite. M,
quand ̂  et <p^ seront choisis à volonté. Par exemple, pour c p ^ = o ,
T s 'annule et M = abc^[.

Évaluons donc, par (29), les dérivées premières et secondes de ^
relatives à x, y-, z, en observant que 7———^r ont les valeursa \ u c ' ' ) y - ) z )
^ (———, —_,———,V ou bien '-î î . si l'on préfère introduire
H Va^-À ^a-i.-A ^+^7 ^/l.i 1

les cosinus directeurs a, p, y de la normale dn à l ' e l l ipsoïde A, t irée
vers le dehors. Et les dér ivées par t ie l les secondes de y, portées dans
les formules (19)? donnent f ina lement

( - - ^[^(^^Ï+^T^4"^)-2^^^
' F ^ ' i / ï r \ / K i \ ,'
J ^ ( r ̂ - a ̂ ) + - T——— 41" ———— - 9- Tf - ~-——T a 'il Ly

1 /,W /Cû7 ' î î 9 .K\ „
(3

/l^' /V Ï î 9 . K \ ,,^^,,_J^^^^^-^^+^)^
4^ /y" î î 2 K \„, _ ̂  -^ ̂  ̂  ̂ ^ ..... ̂ -^ + -YJ-^ ay.

Il est peut-être préférable d'extraire de u laII est peut-être préférable d'extraire de u la part ie p r i n c i p a l e sui-
vante, que j'appellerai U i ,

/3n u - 4 ^ " '——^ ^ ' î l } K 1 •(' l} '^-Tr _a^-Â ^ ï ^ / ^+À 1 ^+'À; Hj'

et alors les composantes restantes de vitesse, savoir

W•--".=^[ï(•-«•)-^--;?Tî)(•-"•'. ——•. "•-••

mul t i p l i é e s respectivement j)ar a, p, y et ajoutées, d o n n e n t une sonune
nu l l e (si l'on y t ient compte des expressions de a, p, y et K en



SUR LES PRINCIPES DE LA M É C A N I Q U E . 5^7

œ, y , ^). Aut rement d i t , elles c o n s t i t u e n t une vitesse tangente à l'cHip-
soïde^ qu'on superposera, par conséquent , à la vitesse U, suivant
les x\

Celle-ci est n u l l e quand on prend y' = o sur l ' e l l ipso ïde considéré;
iriais les vitesses tangent ie l les exprimées par les termes en ^'subsistent
alors.

32. Pour avoir une s imple t ransla t ion du corps s u i v a n t les ;r,
comme on le désire, il faudra i t d'abord annu le r , pour À = o, les
vitesses purement tangentielles Çu •— U i , Vy w); et i l s u f f i r a i t évidem-
ment , à cet effet, d'égaler à zéro les deux composantes v, < r à la surface
À ==: o, c'est-à-dire de poser

/ .^. %, _ I I 9. K. __ _ ^ 1 1 '2 K

c&o ci'2' h'1 11 ' ? y y a"- c^ II î

é q u a t i o n s i n c o m p a t i b l e s entre elles, sauf quand h =Cy cas où le corps
est de révo lu t ion a u t o u r de l'axe des ./;. De p lu s , chacune d'elles,
prise a par t , n ' a d m e t de s o l u t i o n que si le rapport -^ est constant sur
l ' e l l i p s o ï d e (^7) , circonstance se p rodu i san t seulement pour la
s ? h, ère.

E n f i n , l 'hypothèse d ' u n e t rans la t ion du corps exigerait encore la
c o n d i t i o n U ^ = consL pou r À --. o, c'est-à-dire, d'après (3i),

i i i / i i \ K1W ^^^^^,-^._^J.=,on.sl ,

( K \ou l ' i n v a r i a b i l i t é de I I après celle du rapport -j-. ) sur tout l'ellip-
soïde (17) e( , par conséquent , la sphéricité du corps, laquelle, don-
n a n t a'2 === (r = c2^- -, == p- = R'*, r édu i t les condi t ions (33) à

To = 0•
lin résumé, ( luand on essaie de traiter la question par les for-

mu le s (19), c'est-à-dire au moyen des dérivées partielles secondes
en ,-z', y, z d ' u n e fonct ion aux i l i a i r e u n i q u e y de À et de /, la couche
supe r f i c i e l l e du f l u i d e , adhérente à l 'ell ipsoïde, ne peut le suivre que

Aitn. Éc. Norm., ( 3 ) , X K I X . — OliCEMBRK 1912. 7*^
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si celui-ci est flexible et éprouve certaines déformations dépendant de
la vitesse de son centre.

Donc, notre analyse est insuffisante pour résoudre le problème de la
translation, même uniforme, d'un corps rigide ell ipsoïdal dans une
masse fluide visqueuse indéf inie .

33. Les formules (19) ne réussissant pas, faisons une autre tenta-
tive, un peu analogue à celle qui about i t pour un f lu ide parfai t (môme
Tome II, p. 217 à 220), en observant que, dans le cas de la sphère, la
dérivée -,T^ dont le rôle prédomine ici visiblement, est le produi t de.r

par une certaine fonct ion, ^ <"^ de r et de l. Supposons s i m p l e m e n t
que cette fonction der et d e ^ d e v i e n n e , pour l 'e l l ipsoïde, u n e fonct ion
de À et de /, que nous pourrons encore appeler cp (en posant alors, dans
le cas de la sphère, ^ == - —, si <Ï> désigne désormais la fonct ion ^ desA 5 * ,. (^ • • - - D • 1 - ! • - - ! • - .

•pages précédentes). Et, d 'a i l leurs , comme le terme A^ de ( î < ) ) étai t ; ,
pour la sphère, fonct ion s e u l e m c n t d e r e t d e /, remplaçons , dans ( î< ) ) ,
A^y par u n e seconde fonc t ion , '^, de À elde /, que l ' é q u a t i o n diledecon/i'-
nuilé (ou de conserva t ion des volumes f l u i d e s ) pourra jus tement , per-
meUre, dès le début des ca lculs , de relier à ç. Bref, posons, avec deux
f o n c t i o n s auxi l ia i res <p, ^ de A ol de t au lien (F une, mais wec moins
de deux dérivcUious de ces fondions en x, y, -s,
, ,̂  . , d. x o d. .'r cp d. :r ^
(35) u = ̂  — ——, ç> := ~ ——— ? ti' == — ——— '1 dx dy dz

I/équation de con t inu i té , qu i revient à annu le r la somme des trois
dérivées respectives de u, < » , w en .r,j, r, sera dès lors <-T — Aa (x^ ) == o,
ou bien, diaprés les calculs de la page 2i(S du même Tome I I de mon
Course en appelant y', '.(/, ^ / /, .. . les dérivées premières, secondes, ...
de ç', ^ en À, et en supp r iman t f i n a l e m e n t le facteur c o m m u n —?

(3G) -ï- - „,.."-... f—— 4- —-.-,- ——Vy . .,.
a'^ 4- A ( \ ( i - -h /. (r | /. c:1' -\ • /. / •

Cela posé, les condit ions analogues à ( 2 0 ) , et qui e x p r i m e i i l Pinté-
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g r a b i l i t é d e la d i f f é ren t i e l l e totale de la pression moyenne/.» dans les
équations de Navier , seront

w ^(^--o—
D'après les premières formules (-23) et (21) , A,^ y vaudra g T(\),

si l'on écr i t

(38) ,0)^.^+(^+^+^)^.

L'expression ^ ^ — - ^ ( Â ) devra donc, en p a r t i c u l i e r , rester
£ CÏ. t, I I

i n v a r i a b l e q u a n d , l a i s s a n t e À et x constants , on suivra le contour de
l ' e l l ipse d ' in tersec t ion de l 'e l l ipsoïde (18) par le plan .r=const. ,
ce q u i laisse i n v a r i a b l e s les deux fonct ions — et 2 F ( A ) de t et de À,

mais, f a i s a n t varier I I , r é d u i t ces équations (-37) à —p—dll ===o.
Or, dll ne s ' a n n u l e pas i d e n t i q u e m e n t le long de l ' e l l ipse en ques-

t i o n , du m o i n s sur l ' e l l ipso ïde à axes inégaux; et l'on devra avoir
F ( A ) == o, c'est-à-dire, vu (38),

d/' i / ï i l \
(3o) A ;;'-? — o ou -1- 4- - ———-, 4- T—T-T "̂  ^ , ï ]'==:0-' J ' ~ i 'V ^ \ a''' 4- À u -V- A c~ 4- A /

Dés lors, les équa t ions (37), où la dérivée ̂  fonc t ion de x , y at z
par l ' i n t e r m é d i a i r e de A seul, ne peut pas plus dépendre de x que dey
et de z, r e v i e n n e n t à dire que cette dérivée est u n i q u e m e n t fonction
de t, ou que ^ est la somme d 'une fonction de / seul et d'une fonction
de À seul.

L 'équa t ion (3()), mu l t i p l i ée par (Tk et intégrée, donne à son tour,
si 2N désigne une cons tan te a rb i t ra i re ,

, ______^N______ _( /; o ) ^ — Tr̂ '̂̂ Tr̂ ^
E t a 1 o rs 1 ' é q u a t i o n ( 3 6 ) d e v i e n t

. Lf—3— —— ———\ <,'-=.————__—N ____.( 4 1 ) cp + ̂  ̂  ̂  ̂  4- ^ ̂  ^ 4- ^ ̂ _ ̂ j 9 (a2^) ̂ (a^A) (^4-1) (c^ ̂ )
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D'où, appelant T u n e fonction arbitraire du temps t, on déduit, comme
intégrale générale de cette équation l inéa i re en rp',

(4.) .'= -___=B^21_^^
(a'M-À) ^(^4- 'À) (/^-h À ) ( c ^ - h - À )

34. Enfin, les relations (4o), (4^)? mult ipl iées par c/À et intégrées
de manière à annuler , comme il le faut b i e n , les vitesses u^ v, w aux
distances i n f i n i e s de l 'origine, c'est-à-dire pour À i n f i n i , d o n n e n t

, ., r " cfk^ = ^ N / ——————„..,„,„-.,-..„,-.„,„,„
J\ vAa—t- A) ( /^ -h// \/( c^ -4- A ) ( /^ -h :Â ) ( c^ -h "À )

AT f 0- +T)^co = N/ —————;—— ' .,._.„.._,.__„,— m-
.̂ ( ̂ a + 'X} v/^TTTTï^^^À

(43)

AA ( a2 4- ). ) \/( (^ 4- A ) ( ̂  4- À ) ( c2 + À )

l î irectivement, ces expressions dev iennent , pour À très grand, de
Perdres de petilesse d e — '1 VA

On aura, par suite, comme valeurs (3f>) des vitesses,

, / , . ,. , acp^^2 ac&'.ry r>.^'xz
W) ^(^-y)-^^ "--—[T^n' "'=-(1F-i-I)H-

Elles d o i v e n t , sur la couclie superf iciel le i n t é r i e u r o À == o du I lu idc q u i
adhère à l ' e l l ipsoïde solide, se rédui re à la t rans la t ion 0 de celui-ci ,
su ivan t l'axe des x\ Etc'esl ce qui aura lieu, sauf à égaler plus tarda U
la vitesse comm une , à la c o n d i t i o n , nécessaire et suff isante , que l'on
pose

__ "ptjqp

(^|5) (pour À :.=: o) 9' =: q^ "--: ——— :::::: ô ou Ï ::= o,

vu que la constante N ne peut s 'annuler sans rendre i l lusoire la solu-
tion obtenue.

On aura ensui te , comme v a l e u r * c o m m u n e de // sur toute la couclie
superf ic ie l le ,

W) ( pou r À = o) // "- II "= ̂  - ̂  := N F ̂ -^ -~====^̂  ,
Jo ^ + /. ^/(r^ + À) ( /^ + A) (c2^ À)

( ^On [)ourrail ajoutor {iijx seconds incinbr'cs une fonction arbiLrairo du temps <,
d'ailleurs coinmune aux doux pour ne pas cmp(3chcr la difï'érence ^ " " 9 et, par suite, M,
de s'annuler à la lirnile X == w. Mais cette fonction arbitrairo de / s'éliminerait des expres-
sions (35) (Je u^ ^, w et serait, des lors, sans intérêt.
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équat ion qui dé te rminera la constante N en fonction de la vitesse
donnée U du solide. Connne on a vu que cette cons tan te ne pouvait
pas dépendre du temps /, la présente général isat ion sera uniquement
applicable à un mouvement un i fo rme de l 'e l l ipsoïde, existant depuis
assez longtemps pour avoir r e n d u pe rmanen te s les vitesses du. f l u i d e
t o u t au tour de ce corps.

35. Il est aisé de voir pourquoi, dans le cas pa r t i cu l i e r de la sphère,
notre analyse réussit pour une t rans la t ion variée et non plus seulement
un i fo rme . C^est que, dans (37) , où A^'sp a la v a l e u r — F (X), H lui-
même, a lors rédui t à l 'inverse de R2 4- ^, se trouve fonction de oc,y, z
par l ' i n t e r m é d i a i r e u n i q u e de X et ne peut pas plus dépendre de x que
de y (^ ^l0 z ' Donc l 'équat ion (37), en y désignant par y (^) une fonc-
t ion a rb i t ra i re de t seul, prend la forme

( ^7) ^-A.^£y/«)

et n 'ex ige p lus l ' a n n u l a t i o n de A^ ^, comme Inéquat ion (3c)) ci-
dessus (1 ).

3(5. Occupons-nous enf in des pressions et, en premier lieu, de la
pression moyenne? . Les fo rmules de Navier donnent pour sa valeur,
en t enan t compte de ce que u^ 9, w son t ici indépendants de t, et à
part u n e constante arbi t ra i re sans importance, /? == — eA^^ç), c''est-
a-dire, plus s i m p l e m e n t , à raison de ce que A^^rç) vaut ici — ' ?

d^
(48) P——^

Cela posé, la composante, suivant les Xy de la iracuon exercée du
dehors, par un i t é d 'aire, sur un élément de de surface de l'ellipsoïdeX,

( 1 ) La simplicité de ceUo équation (47) en ^, comparée à l'équation (<S5) du même Tome II
(p . •.>.3o)qui régit, la fbncl.ion auxi l ia i re unique ^ du cas de la sphère, efc dont le premier
rnombro c o n t i e n t à tous ses termes un symbole Aa de plus, savoir, Ag <ï> au lieu de 4'?
montre que l ' in t roduc t ion des deux fonctions auxiliaires cp, 4^ a11 lieu d'une seule ^3
serait avantageuse menue pour la spliere et abrégerait vraisemblablement mes calculs de
i88,5 ( môme Tome II, p. '2.31 à a35).
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ayant a, p, y comme cos inus directeurs de sa normale dn, sera, d'après
les (bnïiules de Navier,

/ du\ ( d u ch\,, (du d\v\
(4û) ( — p + 2£— a +- £ — + — p + £ — 4- -7- 7.
' l / / \ ' dx ) \dy dx ; ' \d^ dx J '

expression qu ' i l faudra évaluer, p u i s m u l t i p l i e r par da et intégrer sur
toute la surface c de l ' e l l i p so ïde , pour avoi r la poussée totale du fluide
extér ieur su r l ' e l l ipso ïde À.

Les formules (35) de / / , v, w et (4<^) de p donnen t presque immé-
diatement à cette expression la forme

- ^ro--- ^ / d -, d d \ , ^
( 5o ) — £ •>. —T-—•- a + a — 4- p -7" "h •/ -,- ( M -— ^ )v / dx \ d.jc ' dy ' dz /

( d. -, d d \ dey '}
-l- 9. .T[ a — + p — 4- y — —— •\ ^/.r ' /-/y ' dz / dx\

Or, les dérivées premières de À en ,^,j, ^valant ^L^li^^^ les deux

premières parties du t r inôme complexe ent re crochets de (5o) se
réduisent en tout à

(5l) —— r- (i 4- 2a2)^ + 2 ( 1 + a^ry:].
\/H

D^utre part, dans la troisième partie du t r inôme, où

<7cp 2 y / x
^dxw îr^^'rT)5

les trois dérivées complè tes en >r, y, js de — sont

_î_ , ̂ Aîl̂ ^ (,K ^ _^_^ . ^^L^,
j| ( a2 -+- A) 112 ( c^ 4- À )2 y ' SI: ^ 4- /. / I I 2 (^ -l- À )2

^^/.^y / K î i \ ^^^"^y7___
, îiT[^TT)7^^^ \ ^ n """ ^I"ï:~x ~""' 1^~^J.) 4" H^^TTTr''̂ ^^ '

^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ / _ K _ __ _ _1_\ ^ /y^_____
iP^^TKc2^^ V H"~" a^n ~ ^4-'/J + ^(^^^^(c^+À)'
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c'est-à-dire, plus simplement.»

^ , ^ a ! ^ „ K _ _ _ \ , ^"a±
|1(^,^_^ Il V" SI a2-!-- À / 11

iï^Ê^ K I r \ iî̂ P
""iT^v'ïï",?^^ si ?

/i 9'ay / K. i i \ (.\^a^^
-j-1— ^2 -j]- - ̂ -z^ ~ c^TYj -+- ' J i ;

et ces express ions , mul t ip l i ées respect ivement par a, (3, y, puis
ajoutées en observant q u e

a2 62 y2 K,
a2 + ̂  -4- •f - ! - a7-^ + ̂ -i-I + A ==: ÎÏ1

. , I d r , d ( l \ d^
doïnient slmI)l(. t ln( tn(, i)0iïr la somme 1 a -y-, 4- p -7- -(-Y^-:I /--^î

-/a/ K i . /i^/a(^ ^_^^^^^

M((it i |) l ions ('(^(ï-ci |)ar 'ix, ou par 2\/1,I. (^r -+- À) a, et ajoutons-la
a f^ i ) . lïnlin, le |)roduiS, par — £, de la somme ainsi obtenue, égalera
la composante, su ivant les .r, de la pression qu'exerce, en (.^.j,^), le
Ihjide extérieur, sur l'unité d'aire de l'ellipsoïde nuide X : ce sera

„.... 21 - ..„-.„, (, ..4-,, ̂  ) ̂  ̂  ,, ( i . . i- . îs ^—À ̂ } ̂  + 4 ( ̂  4- ^ ) ̂ 2 y'I.^li .. T \ il / J
lîn y remplaçant -2 (a2 4- A^) ̂  par sa valeur tirée de (36), elle

devient simplement

• ) £ ( / ^^ -r- ^ ., a2"}-- / <^+/\ ~] )
W - -",7 - -y + 1> ' - ̂  -^ ̂  n- - 3 - Tr-7. - -̂ D. a" ?' •

\/II

Sur rdi
îi'N

Sur rell ipsoïde solide A-.= o, où ^' s'annule et où. --• ^/ == ̂

d'aïu'és f / lo ) , cette ( | u a n t i t é se r é d u i t à —-^--.-•Multiplions-la par

l 'é lémf-nt d'aire (h do cet el l ipsoïde solide; el, en [intégrant sur toute
la surface cr du corps, nous aurons la résistance ̂  qu'oppose le fluide
a son mouvement, estimée suivant les x positifs, savoir

i2 N / ' l!z..
~ ̂  J r , ^H '
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Or, l ' inverse de \/ïî égale, comme on sait, la perpendiculaire abaissée
du centre de l'ellipsoïde sur le plan de l 'élément ('/G-, e t -—expr ime
le triple du volume de la pyramide élémentaire qui, aura i t son som-
met au cent re avec da comme base ; en sor te /que l ' in tégra le définie
vaut le t r ip le , L\^.abc^ du volume de l 'el l ipsoïde. Il v ient donc sim-
plement, pour la résistance cherchée qu'éprouve l 'ell ipsoïde, est imée
suivant les x positifs,

(54) o^-^iô^N,

expression où i l ne restera plus qu'à remplacer N par sa valeur tirée
de (46)5 propor t ionnel le à la vitesse U du solide.

Il est à peine ut i le d'ajouter que , si la vitesse de t r a n s l a t i o n de
l 'el l ipsoïde, au l i eu de se faire su ivant un axe, était de d i r ec t i on q u e l -
conque, on la décomposerait su ivan t les trois axes; et qu 'on obtien-
drait la résistance totale, à raison de la forme l i n é a i r e des équa t ions ,
par s imp le composi t ion des t ro i s rés is tances par t ie l les corres-
pondantes .

37. Considérons d'abord le cas simple de la sphère, ou

a^zh^c := S î .

L'intégrale d é f i n i e f igurant dans (4^) d e v i e n t , si l'on y adopte comme
variable indépendante la distance r au centre, qui donne À === r2 — J{2 ,

r^ ( H 2^, ^yrdr <S
-J, ————^——— -3U-

d'où i l résulte
(55) N---3!^) cl, ^.--.-—fiTTclîlI ,

0

ce qui est b ien la fo rmule c o n n u e .
Dans un beau Mémoire; de M. L iéna rd , q u i a remporté en t q i ï l e

Prix V a i l l a n t de l 'Académie des Sciences (^},et où le problème d u
l e n t m o u v e m e n t u n i f o r m e de l ' e l l i p so ïde au se in d 'un l i q u i d o v isqueux

( 1 ) î^oir le Rapport dans lo Toino l.^î (les Comptes rcndu.v, 18 (léo(;nibre î y ( î , l». r^BO.
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se trouve traité par l 'emploi des coordonnées e l l ip t iques , paramètres
des trois famil les de quadriques homofocales et orthogonales, l'auteur
trai te encore deux cas simples où l 'e l l ipsoïde est de révolution. Ce
sont ceux de la translation d'un disque plat circulaire, mû soit sui-
vant son axe, soit dans le plan de son équateur.

Le premier cas donne a==o , & = = c = R ; et la formule (46) s'y
réduit à

ri -M r" I ^ 2N/ , yAv^ TiNU==N( H^^—ir^-^ï
II en résulte
(56) N-^^ et Q?^_ i6£R[] .

/ 7T

La résistance, comparée à celle qu'éprouve la sphère, où la section
normale maxima (le maître-couple) a le même contour 2-irR, mais où

Q

la surface cr est le double, en vaut la fraction 3—5 assez peu inférieure
0 7T

à l'unité.
Dans le second cas, où, si l'on appelle R' le rayon du disque,

a == c = IV et où b == o, la formule (46) devient, en y posant \A = p-,

" - -^ (^^ = » (^ "c ̂  - n-̂ ):::= ̂ ;

d'où
W N="^ « ^-^U.

Si, à cette résistance du disque mû dans son plan, on compare la
précédente (56), pour même contour de la section normale maxima
(ici 41^ au lieu de 2^R) , on trouve le rapporta peu inférieur encore
à l 'uni té , alors que le rapport des surfaces ^-rcR2, ^rcR'2 est celui des
carrés des rayons, -^ ou n'atteint pas même la valeur ^ ci-dessus,
olierte par la comparaison, à la sphère, du disque mû normalement à
son plan.

Ces exemples indiquent bien qu'à égalité du contour de la sec-
Ann. Éc. Norm., (3), XXIX. — DÉCEMBRE 1912. 74
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t ion normale maxima, la résistance paraît dépendre assez peu de là
forme du corps, tout en croissant lentement avec son aire, ou avec
sa longueur s u i v a n t le sens du mouvement . Ainsi jse trouve confirmée
une induct ion que j'avais formulée dans le même Tome II de mon
Cours, à la page 261.

38. Terminons notre Etude en cherchant si la relation (6) (p. 56i),
démontrée pour le cas de la sphère animée d 'une translat ion un i fo rme ,
s'étend à l 'e l l ipsoïde, où Gt^ désignera na ture l lement la composante
totale, su ivant les x^ de la résistance opposée par le l iquide extérieur
au mouvement de l ' e l l ipso ïde f luide à paramètre À (°E^ étant toujours
celle qu'éprouve l 'el l ipsoïde central À == o).

Si ch' désigne un é lément de son aire, e t a . p . y , comme ci-dessus,
les cosinus' directeurs de sa. normale extérieure, les démonstrations
des N01" 18 et ;1.9 (p. 5,^7 à 55c))s 'appliqueronlsaus aucun changement.
L'on aura par suite, d'après (3) (p. 55()), comme valeur de la diffé-
rence °t̂  — ^, ici où a^ by c sont i, o, o, et abstraction faite du coef-
f icient constant p y

( S8 ) . ( u ( u a -4" c (3 4" (vy ) d^' — v ( u a ch'.
./a" J ( j '

Le second terme, en U, est nul , à raison de ce que l'ellipsoïde,
symétrique par rapport au plan des y z , se compose, à son arrière,
d'éléments ch' égaux à ceux de l'avant, mais avec valeurs contraires
du facteur a, tandis que l'autre facteur sous le signe f , u, a son
expression (44) paire eux ou, par suite, pareille à l'avant et à l'arrière.
Quant au premier terme, le tr inôme uy. 4- P? -+• wy y estproportionnel
à a sur toute l 'é tendue a-' de l 'ellipsoïde, d'après (44) ^t vu que oc^y^ z
égalent 1̂.1 [(a2 -i- A)a, {lr + A)p , (c2 4- A)y'j. Car la formule de cette
composante de la vitesse su ivan t la normale à l 'el l ipsoïde devient
immédia tement , en é l iminan t ̂ 75 ̂ ,
(5Q) ^ ua -f-- F^ 4- (^'y == [^--91— 2(a2 -hÀ)^'")^.

Ce premier te rme de (^>8) peut donc s'écrire

[^^.-.2(^ -h À) y ' ] / ' aad^ , •
H/fri
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et il est nul comme le second. On a donc bien
(60) ^.=^.

Ainsi, tous les ellipsoïdes (luides homofocaux à paramètre À, jusqu'à
ceux q u i sont i n f i n i m e n t grands, éprouvent , dans leurs mouvements
entraînés par la translation uniforme de l 'el l ipsoïde solide central \=o,
la même résistance totale que celui-ci, de la part du f lu ide extérieur.

La formule (;x)) montre que la vitesse du f lu ide , en un po in t quel-
conque, a pour composante, suivant la normale à l 'ellipsoïde A qu i y
passe, la projection, sur cette normale, d ' une vitesse translatoire fictive
de tout l'ellipsoïde À suivant les x positifs, qui sei'dit exprimée par
^•-(p-^-hÂ)^1).

( ' ) Le présent Mémoire ;> clé résumé dans trois Noios insérées aux Complus rendus
des séances de l'/îcM.démie des Sciences (l . 'K'U) 18 mars cl l o j u i n 1912, p. 737 eli557;
L'IK), i ^ ' j i i i l l o l K j i ^ p. 5.


