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COMPLEMENT A UN RECENT MEMOIRE

INTITULE :

SUR LES PRINCIPES DE LA MECANIQUE

ET

-

SUR LEUR APPLICABILITE A DES PHENOMENES

QUI SEMBLENT METTRE EN DEFAUT CERTAINS D’ENTRE EUX (!);
Par J. BOUSSINESQ.

e S i e —

Sommamme., — I Comment peul s’expliquer l'exercice instantané, ou sans propagation
successive, de la pesanteur et des aclions moléeulaires, & toutes les dislances ot se pro-
duisent ces forces autour des points matériels d'olt elles émanent. — II. Pourquoi les
équations différentielles de la Méeanique sont du second ordre plutldt que du premier
ou, en ('autres termes, déterminent les accéléralions des points matériels et non leurs
vilesses? —— III. Des orreurs, parfois importantes au point de vue théorique, qu'en-
trainent les nolions particulieres d’expérience, simplificatrices, adjointes aux lois géné-
rales de la Mécanique pour pouvoir arriver & des résultats saisissables. — Sur le prin-
cipe des vilesses virtuelles, dans le cas de liaisons mobiles sans frotlements (note). —
1V. Paradoxes résullant, dans le probleme de la résislance des fluides, des deux hypo-
théses approchées de conservation des volumes matériels et de frottements intérieurs
proportionnels aux vitesses de déformation. — V. Résistance qu’éprouve un ellipsoide
dans ses lentes translations uniformes & travers un liquide visqueux, calculée en y éten-
dant la méthode qui a réussi pour les lentes translalions, méme variées, de la sphére.

I. — Comment peut s’expliquer l'exercice instantané, ou sans propa-
gation successive, de la pesanteur et des actions moléculaires, a
toutes les distances ou se produisent ces forces autour des points
matériels d’on elles émanent.

1. Les principes de la Mécanique admis comme le plus universelle-
ment applicables, savoir ceux de la conservation des quantités de

(1) Inséré en novembre 1910 aux Annales scicntifiques de U Ecole Normale supérieure
(1. XXVII, 3¢ gérie, p. 49t a 528).
Ann. Ee. Norm., (3), XXIX. — DECEMBRE 1912, 68
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mouvement, des moments ou des aires, de la force vive, exigent que
’action et la réaction entre deux points matériels quelconques soient,
2 chaque instant, exactement égales, dirigées en sens inverses suivant
la droite actuelle r de jonction des deux points, enfin, fonction déter-
minée F de cette droite 7. 1ls supposent donc que 'action subie par
chacun des deux points en présence émane, en droite ligne, de la
situation méme qu’occupe I'autre & I'époque actuelle, et non pas de
celle qu'il occupait & une époque plus ou moins antéricure. Or, ¢’est
admettre que I'influcence de chacun s’exerce, & toute distance r ou elle
est susceptible d’exister, dés que le point matériel d’ou elle émane est
venu occuper sa situation effective, sans qu’il faille attendre aucun
laps de temps supplémentaire, qui dépendrait de la distance méme 7.
Et, en elfet, les forces de pesanteur, auxquelles se réduit Paction dont
il s’agit des que la droite r de jonction nous est perceptible, se sont
toujours manifestées aux astronomes comme instanlanées, jusqu’aux
plus grandes distances ol elles ont été jugées de grandeur appré-
ciable.

Il'y a done licu de chercher un point de vae qui rende, pour ainsi
dire, naturelle cette instantanéité, tout en laissant subsister, bien
entendu, le mystére profond que présente & nos esprils tout fait
d’actions réciproques entre deux étres différents, mystére aussi impé-
nétrable aux intelligences de notre temps qu’il a é(é aux plus anciens
philosophes et tenant, sans doute, dés lors, aux bornes mémes, essen-
tielles, de la nature humaine.

2. Car, pour nous arréter d’abord un instant & cette difficulté,
chaque étre ne nous semble pouvoir agir sur d’autres, que s’il existe &
la fois en lui-méme et dans ces autres étres, double mode simultané
d’existence dont le comment nous ¢chappe.

S’il est question, en particulier, comme ici, des corps, des étres
localisés dans I'espace et s’influencant mutuellement, le mystére de
ces influences ne serait pas ou guére moindre, dans I’hypothése
cartésienne, d'un contact i la fois géométrique et physique entre eux,
s’exercant i (ravers la surface sans épaisseur quiles séparerait, que
dans Uhypothése newtonienne d’influences produites a travers des
régions plus ou moins profondes, dont aucune considération ration-
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nelle & notre portée ne permet alors de fixer 'épaisseur 2 une limite
plutot qu’a une autre (*). Comme le degré eflectit de divisibilité des
choses réelles nous échappe, et que la quantité abstraite, ou mieux
idéale, seule bien précise & nos esprits, est divisible a I'infini, il nous
suffit alors d’admettre un décroissement indéfini, assez rapide, de
'action mutuelle de deux points ou atomes, aux distances » crois-
santes, pour tenir compte du principe de bon sens en vertu duquel
toute influence mutuclle doit s’évanouir et disparaitre, tout au moins
asymptotiquement, aux tres grandes distances.

Au contraire, dans I’hypothése du contact absolu ou géométrique
entre atomes, qu’admettent les cartésiens dés que ces atomes exercent
entre eux une action, chacun des deux atomes contigus n’a de com-
mun avec 'autre qu’une surface sans épaisseur, semblant incapable
de reéaliser en elle ’une manitre concréte cette existence, commune
aux deux corps, qui nous parait nécessaire a I'exercice d'une action
mutuelle entre eux. La méme existence commune doit, en outre,
comporter une infinité de degrés distinets d’intimité, pour expliquer
les diverses intensités de cette action, extrémement variable suivant
les cas, (andis que le contact absolu, surtout entre atomes ou rigides,
ou d’¢tenduc infiniment restreinte, ne comporte pas de degrés.

3. Mais, renoncan( & expliquer en son fond inaccessible le fait de
Paction mutuelle, pour nous contenter d’une représentation géomé-
trique du phénomene aussi exacte que possible, abordons la question
par la circonstance de woisinage plus ow moins grand, qu’offrent
toujours deux points matériels influencant mutuellement leurs mou-
vements. On peut dire que cette circonstance, évidemment impor-
tante, rend les deux points présents I'un i P'autre, et présents & tous
ceux qui occupent la méme région (de I'espace) ou ils se Lrouvent
contenus. Or, nous sentons que le fait de la présence d’un point maté-
riel, dansune région de I'espace, a une certaine analogie avec celui de
I'existence de ce point dans sa situation propre : analogie sans doute

(1) On peut voir, & ce sujet des deux modes comparés d’explication cartésien et new-
tonien, et des inextricables difficultés qu’entraine le premier, le n® 44 (p. 13 et 14) de
mes Legons synthétiques de Mécanique générale (Paris, Gauthier-Villars, 1889).
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bien lointaine, car la différence des deux faits en question, qui serait
simplement quantitative si elle restait {inie, est rendue vraiment
qualiiative par le profond abime ou hiatus de I'infini, jeté entre eux;
mais analogie pourtant réelle, qui, pour la raison, fait de tout fini,
dans la perennis Philosophia, une pale image de l'infini correspon-
dant ().

La présence incessante de chaque atome tout autour de la situation
qu’il occupe, et qui est la seule o il existe & proprement parler,
constitue donc une sorte d’existence infiniment atiénuée, et atténuce
d’autant plus (du moins généralement) en un point quelconque de
I’espace, quand on compare entre elles ses diverses valeurs, que ce
point est situ¢ 4 une distance r plus grande de la situation propre
dont il s’agit. Par suite, la simple présence différera, quant 4 I’action
mutuelle entre I'atome considéré et tout autre, de 'existence pleine
caractérisée par la valeur r = o, en ce que attraction mutuelle F(r)
y recevra des valeurs finies, positives ou négalives. Au contraire,
Vexistence pleine du premier. point, dans la situation occupée par le
second, entrainerait une répulsion infinie, ¢’est-a-dire une valeur F(0)
infinie négative, de 'action mutuelle, valeur traduisant le fait de
Vimpénétrabilitc du domaine irréductible, infiniment petit en tous
sens, dans lequel I'atome doit rester sewl pour assurer 4 la matitre ses
deux propriétés fondamentales, consercation ct étendue.

4. L’action exercée par un point matériel en mouvement, aux
diverses distances, sur d’autres points matériels (en mouvement ou
en repos) n’a pas, dés lors, & se propager successivement jusqu’a eux
et ne demande, par suite, aucun intervalle de temps, aucun délai pour
se produire. Car, de méme que le point existe pleinement, dans sa
situation, dés qu’il 'occupe, de meéme aussi il posséde i toutes les
distances de sa situation, et sans délai ou, pour mieux dire, depuis un
temps indéfini, 'existence partielle, infiniment alténuée, que nous y
appelons sa presence. Cette présence le suit partout ou il va, & la
maniére de spheéres idéales concentriques qui lui seraient lices et
constitueraient, en quelque sorte, son domaine ou comme son propre

(*) Le type en fut, dans le 7%mdée de Platon, le temps, cette image mobile de UErernité.
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espace. Il 'emporte donc sans cesse avec luiet en est perpétuellement
entouré, jusqu’aux limites de la plus grande sphére ou s’exerce son
activite.

Etvoila pourquoi les forces de pesanteur se sont toujours manifes-
tées aux astronomes comme instantanées, jusqu’aux plus grandes
distances, pourquoi aussi le principe de I'égalité constante de la
réaction et de 'action, exercées en sens inverses suivant la droite de
jonction des deux points, s’est toujours montré vérifié, entrainant
comme conséquences les équations usuelles des quantités de mouve-
ment, des moments, enfin, de la conservation des forces vives ou de
I'énergie.

5. Nous avons raisonné ci-dessus, il est vrai, dans 'hypothése du
P. Boscovich, acceptée par Ampere, Cauchy, B. de Saint-Venant, ete.,
ol les atomes, ¢léments de la malitre et points matériels des géo-
mélres mécaniciens ou physiciens, seraient, en toute rigueur, des
points sans étendue, de simples centres d’actions attractives ou répul-
sives, maintenus a distance par ces actions mémes et ainsi susceptibles,
quoique individucellement inétendus, de former les agrégats étendus
que sont les corps. Plus la Physique progresse et plus elle semble,
effectivement, disposée & voir pénétrables en tous sens les corps les
plus denses, ou & rapetisser, pour ainsi dire, indéfiniment le volume
effectif des ¢léments de la matiére, comparativement aux espaces
vides qu’ils laissent entre eux. Or, cette hypothése de 'inétendue des
atornes, a la condition d’¢tre complétée par celle de répulsions suffi-
santes entre deux atomes quelconques, 4 'approche de la limite » = o,
pour empécher les plus grandes vitesses relatives finies de rapproche-
ment de la réaliser jamais ou de produire entre cux un contact abhsolu,
offre Pavantage d’introduire une parfaite continuité dans toute la dyna-
mique. Car on n’a jamais, de la sorte, ni accélérations infinies, ni,
par conséquent, vitesses instantanément créées ou détruites.

A quoi il faut ajouter la précision absolue qu’admettent alors la
représentation géométrique et I'expression analytique des phéno-
ménes, chaque point ayant sa situation i ’époque ¢, parfaitement
définie au moyen de trois quantités simples, de trois longueurs, qui
sont ses trois coordonnées actuelles x, y, z par rapport & un systéme
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d’axes fixes. Au contraire, nulle autre situation que celles de points
mathématiques ne pourrait méme s’exprimer quantitativement, va que
la distance, qui est, par excellence, I'¢élément mesurable des phéno-
ménes, n’a de sens net qu’entre de tels points.

6. Cette conception de points matériels inétendus, si ¢trange qu’elle
paraisse au premier abord, nous est donc imposée par la forme méme
de nos esprits; et, au fond, il n’a jamais du en exister d’autres, dans
la Science, qui fussent formulables (*). Aussiles éminents géométres
mécaniciens et physiciens nommés ci-dessus 'ont-ils acceptée comme
réelle, comme parfaitement conforme i la véritable structure de la
matiere.

N’allons peut-étre pas jusque-la; car ce serait supposer, au moins
dans le domaine de la localisation et des figures, un accord absolu,
auquel nous ne sommes pas habitués ailleurs, entre nous et le dehors
ou, du moins, entre le monde idéal, nécessaire, de la géométrie pure
et le monde physique, contingent, vaguement percu par nos sens,
quoique avec une grande vivacité. Mais ne manquons pas d’observer
que les procédés d’observation, aux moments de leurs plus grands
progres, n’ont jamais reconnu d’erreur dans les conséquences résul-
tant de 'application de nos idées géométriques aux choses; « preuve,
disais-je déja en 188, dans mes Legons synthétiques de Mecanique géné-
rale (p. 6), que ces idées n’ont pas cessé d’élre supéricures, pour
I'exactitude pratique, aux moyens de mesure les plus précis, et que
les désaccords possibles ou méme probables entre elles et les objets,
ou, notamment, enire les points matériels hypothétiques, alomes sans
étendue, et les véritables ¢éléments de la matiére, se trouvent relégués
dans une sphére, celle des infiniment petits de la nature, inaccessible
4 nos intelligences et probablement destinée & nous échapper tou-
jours ».

C’est, en effet, quand on arrive par voie de division aux plus petites
quantités réelles existantes, comme, parexemple, dans 'interprétation
physique de Vasympeotisme de deux courbes ou de deux fonctions,

(*) L’hypothése d'une matiére continue n’est abordable que comme cas limite d’un
systéme de points, dont on aceroit indéfiniment le nombre en réduisant leurs distances.
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que doit se produire le désaccord entre les quantités réelles de la nature
et les quantités idéales du géométre, divisibles & I'infini. Celles-ci,
épuisant la catégorie du possible, expriment, en quelque sorte, la
Toute-puissance dans I'ordre d’idées qui les concerne, tandis que les
quantités réelles se référent uniquement i la eréation présente, ou a
un ordre de choses effectif, nullement tenu d’épuiser son idée et
d’égaler sa cause ().

II. — Pourquoi les équations différentielles de la Mécanique sont du
second ordre plutét que du premier ou, en d’autres termes, déter-
minent les accélérations des points matériels et non leurs vitesses?

7. Les géométres et les astronomes auraient pu, ce semble, avoir
de bonne heure, dans Pappréciation de Uinfluence que deux corps
exercent mutuellement sur leurs mouvements, I'idée d’attribuer une
valeur dynamique au fait de leur voisinage, ou de considérer ce que
Jai appelé ci-dessus la présence plus ou moins intime de chacun d’eux
dans une sphére d’assez grand rayon décrite autour de leur centre res-
peclif, en entendant par [a une existence du corps infiniment atténuee
dans toute cetle ¢tendue, avec une trés légire extension, a cet espace,
de son action propre, d’ailleurs localisée presque en entier la ot il
existe. S'ils avaient eu cette idée, ils auraient probablement évité
Perreur capitale qui a, jusqu’a Galilée, c¢’est-a-dire pendant vingt
siccles i partir d’Aristote, empéché tout progres de la Dynamique.

Cette erreur, on ne peut plus naturelle d’ailleurs (car elle semblait
imposée par le principe de simplicité), consistait a admetlre que les
lois du mouvement, en vertu desquelles les états successifs du monde
physique sont reliés chacun aua précédent, déterminent a chaque ins-
tant les vitesses des points matériels en fonction de leurs situations

(1) Jai quelque peu développé celte pensée, & la suite de ma Théorie approchée de
Uécoulement de Ueaw sur un déversoir en mince paroi et sans contraction latérale, dans
des Réflexions sur la continuité physique et U'asymptotisme (p. 122, 123, 134), qui com-
plétent une longue note finale du Mémoire intitulée « Considérations sur les lois d’'éco-
nomic et de simplicité; importance de ces lois en tant que principes directeurs de
Uesprit » (Gauthier-Villars, 1907; et Mémoires de I’ Académic des Sciences, t. L).
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actuelles. C’était bien, on le voit, ’hypothése la plus simple possible,
celle qui, une fois constaté le fait que I'avenir se rattache de proche
en proche au présent et au passé, s’offrait d’elle-méme a Pesprit. Bt
'on concoit, en sentant combien il était dur d’y renoncer, qu’il ait
fallu un bien persistant effort pour la redresser, aprés de multiples
démentis que lui infligeait 'expérience.

Or voici comment, tout en acceptant en partie cette hypothése dans
son esprit, dans ce qu’elle a d’essentiel et, au fond, de trés admis-
sible, on aurait été conduit & la corriger, a4 en modifier la forme et
I'application de maniére & la rendre irréprochable, par Ia notion d’une
certaine présence, dont jouirait la maticre lout autour de sa situation
proprement dite et qui suffirait pour y entrainer de sa part des actions
infiniment atténuees.

8. Le phénomene valgaire du choc metlait en évidence la propriété
d’impénétrabilité de chaque corps, de chaque poine matériel, par les
autres et, & raison méme de celle impénétrabilité, les actions effec-
tives exerctes au contact, en apparence géoméirique, entre deux corps
ou deux points matériels dont la distance mutuelle » semble décroitre
jusqu’a zéro avec une vitesse finie. La nécessité d’éviter la pénétration
mutuelle de ces points ne pouvail, en effet, manquer d’éveiller dans
un tel cas, chez cux, des forces modifiant notablement leurs vitesses
durant un instant d’une insarsissable briévete.

Ce fait suffisait donc pour obliger d’admettre qu’a la distance r= o
'action d’un point matériel sur un autre peut créer dans celui-ci,
durant un temps infiniment court, des vitesses (positives ou négatives)
de grandeur sensible. De 1a, d’abord, une premiére rectification, ainsi
imposée par I'expérience, au principe trop simple instinclivement
suggére a esprit par le fait de 'enchainement des phénomenes. Elle
consiste a voir que ce ne sont pas précisément les vitesses des points
matériels en présence qui semblent devoir étre, 4 chaque instant,
fonction des situations de ces points, mais seulement les changements
de vitesse durant des instants trés courts.

9. De plus, une telle action déployée a distance nulle aurait cons-
titué¢, dans lordre d’idées olt nous sommes, Paction directe, tntégrale,
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du point, celle que met en ccuvre, pour ainsi dire, sa substance méme,
sollicitée par une atlaque Palteignant en plein et qui intéresse sans
délai possible son existence. Dés lors, si 'on avait admis aussi, aux
distances finies 7, des actions incomparablement moindres de simple
présence, ou d’existence infiniment atténuée, celles-ci auraient paru
aptes & produire, durant le méme élément de temps, des vitesses non
plus finies, mais proportionnées & leurs causes, ou infiniment petites
aussi; et il élait naturel de supposer ces vitesses du méme ordre de
petitesse que les temps durantlesquels elles se trouvaient engendrées.
Rapportées & I'unité de temps, elles constituaient donc des accéle-
rations finies, mesurant justement les effets, des petites actions ainsi
introduites, & Péchelle de grandear qui leur convenait le mieux.

O bis. De méme que la présence, existence tnfiniment atténuée, n’est
pas U'existence propre, mais est, en quelque sorte, une tendance i
Pexistence, chose d’autre nature qui ¢quivaut, quantitativernent, i un
yrai néant d’existence, tout en ayant, qualitativernent, de 'analogie
avec I'existence dont elle constitue comme un soupgon ou un indice de
proxumnité, de méme aussi les forces productrices d’accélérations sont
d"autre nature que celles suscitées a distance nulle par 'existence
méme et qui produiraient directement des vitesses. En comparaison
de celles-ci, elles équivalent, quantitativement, a de vrais néants
d’action.

Il ne faudrait done pas se [igurer, comme notre sensibilité nous y
porlerait, que leur admission revient a faire agir la maticre, la o elle
n'existe pas, comme la oi elle existe. Elle revient, en réalite, a 'y faire
agir de la manitre précise qui convient a cette différentielle, d ce soup-
con quaniitativernent nul, {’existence, qu’est la présence simple; et
I’on ne pourrait, pour ainsi dire, pas attribuer au fait physique du voi-
sinage une valeur dynamique moindre, pour peu que l’on consente a
lui en attribuer une. ,

Il 'y a forcément, la-dessous, le mystére, ou, en quelque sorte, le
clair-obscur, de 'infiniment petit, du zéro considéré comme point de
départ de la quantité raissante, mystere inévitable dans toutes les
branches de laPhilosophie naturelle, et qui a bien un coté clair, percu
immédiatement par Pintuition du vrai géométre, mais aussi un coté

Ann, Fe. Norm., (3), XXIX. — DECEMBRE 1912, 69
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impénétrable & nos esprits, celui par ou 'infiniment petit exprime la
continuité et implique l'infini.

10. Mais, deés lors, grice & ces forces, infinitésimales et relative-
ment douces, productrices d’accélérations, non devitesses, il y avait, pour
les deux points en train de se rapprocher, et bien avant qu’ils arri-
vassent au contact géométrique, un véritable contact physique possible,
ne mettant en jeu que des variations continues de vitesses et capables
cependant, pourvu que les trés petites distances » suscitassent des
répulsions suffisantes, d’empécher tout & fait le contact géométrique.
A cette condition, d’une simplicité et d’une fécondité qui en impo-
saient Padmission tout au moins provisoire, on se trouvait done dis-
pens¢ de faire jamais, dans I'étude des phénomenes, hypothése
extréme r = o, ou d’introduire dans les calculs les forces, incompa-
rablement plus intenses, productrices direclement de vitesses et qu’il
faudrait évaluer & une échelle infiniment supéricure.

Ces forces instantanées ¢normes, quoique suggérées les premicéres a
Pesprit par les faits, devenaient done, en réalité, purement virtuelles.
N’ayant jamais & intervenir d’'une manidre effective, elles se trouvaient
désormais reléguces dans le mystere de la possibilite pure, comme Uin-
Jint dont elles portent la marque et qui n’es( jamais applicable aux étres
finis que dans un sens ideal, évoquant leur attache et leurs rapports
i la Cause premiere. Elles y vestaient masquées par les forces produc-
trices d’accélérations, seules agissantes. Celles-ci, en quelque sorte
émances d’elles, les représentaient pleinement dans les phénomenes
etles couyraient, tout comme la simple présence de chaque poitnt maté-
riel, disséminée autour de son indivisible situation, couvre el masque
a distance sa substance propre, inaccessible dans son siege derriere
cette poussiere d’actions ¢lémentaires partout répandues.

Ainsi s’introduisait dans la Dynamique, avecla continuité des mou-
vements et Phomogénéité de leurs causes, une simplicité vraiment
idéale, unissant la douceur des moyens 4 la puissance des résultats,
conformément i cette maxime de la Sagesse qu’il ne faut pas cesser de
répéter (car elle doit étre la rogle de nos pensées dans les sciences) :
« Attingit a fine usque ad finem fortiter et disponit omnia suaviter ( Liber
Sapientice, VIII, 1) ».
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[1. La substitution des accélérations aux vitesses dans la loi, la
plus simple possible, qui s’¢tait offerte la premiére & 'esprit pour
régir le mouvement, n’oblige pas d’ailleurs & compliquer autrement
cette loi, en y supposant, par exemple, les accélérations de deux
points donnés, arrivés en présence I'un de I'autre, fonctions d’autres
variables que leurs situations. Or, le principe directeur qui nous régit
dans I’élaboration de nos connaissances, est qu'il faut s’en tenir tou-
jours aux hypothéses les plus simples non contredites positivement
par I'observation, en ne les compliquant, lorsque celle-ci vient les dé-
mentir, que dans la stricte mesure ol les faits bien constatés rendent
indispensable une telle rectification. Pas une de nos sciences n’exis-
terait, ni méme, une fois créée, ne pourrait subsister, sans ce principe
esthétique de simplicité ou d’ordre; et méme disparaitraient alors la
plupart des données du sens commun universellement admises (*).

La nature humaine n’atteint I'espece de certitude a laquelle elle
peut raisonnablement prétendre entre certaines limites, qu’a la condi-
tion d’¢tre modeste, de ne dédaigner aucune de ses sources ‘de lumiere,
'xpérimentales ou rationnelles : toutes lui restent sans cesse indis-
pensables. 11 faut done nous résigner & voir nos constructions théo-
rigues toujours particlles, toujours imparfaites, toujours environnées
(’immenses espaces mystérieux au milieu desquels elles sont comme
perdues. Bt il doit nous suffire que 'ordonnance en soit simple, har-
monique, explicative des faits dans les régions, de plus en plus
grandes, qui nous deviennent assez familiéres pour que nos esprits s’y
représentent clairement les principaux détails.

On aurait donc pu supposer, tout au moins provisoirement, que,
dans un systéme quelconque de points matériels, les accélérations
de ces points variaient seulement avec leurs situations respectives. Lt un
examen ultéricur, appuyé sur les faits les mieux observés, aurait
ensuite conflirmé pleinement ce principe, en le précisant ou I'expli-
citant de la maniére la plus satisfaisante (*).

(1) Vai donné la preave de ces assertions dans la grande Note finale de mon étude de 1go7
citée plus haut, Note intitulée « Considérations sur les lois d’économie et de simplicité;
importance de ces lois en tant que principes directeurs de Uesprit ».

(%) Poir, & co sujet, la seconde el la troisicme de mes Lecons synthétiques de Méca~
nique générale (Paris, Gauthicr-Villars, 1889), n® 10 & 24, p, 12 a 29.
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12. Toutefois, les changements élémentaires de situation effectués
d’un instant & autre s’exprimant par les vitesses des points, la con-
naissance de celles-ci & I'époque actuelle aurait ¢té nécessaire, en
méme temps que la connaissance des situations actuelles des points,
pour rattacher chaque état physique & I'état immédiatement antéricur,
si 'on peut ainsi dire ; et 'on aurait du, par conséquent, se donner,
pour l'instant des phénoménes choisi comme znitial, non sculement
Vétat statique, que définissent les coordonnées primitives ou les situa-
tions de de¢but des divers points du systéme, mais aussi 'écat dyna-
mique, défini par leurs vitesses. Celles-ci ne se trouvaient, des lors,
pas moins arbitraires que les situations dans cet état primitif, bien
loin d’en étre fonction comme 'avait supposé 'ancienne physique
péripatéticienne.

Du reste, cette indépendance effective ot sont les vitesses, & P'ins-
tant initial, des situations, aurait pu, dés Iorigine, étre dircclement
prouvée par Pobservation fréquente et facile d’un grand nombre de
systemes matériels, paraissant conslitués a trés peu prés de méme et
ou, pour mémes situations des points & des moments donnés (¢’est-
a-dire pour mémes situations relatives ou meéme configuration actuelle
de ces systémes), les vitesses offraient la plus grande diversité. Telles
é¢taient, par exemple, les chutes successives d'un méme corps, remonté
chaque fois & une altitude différente de celles de ses départs anté-
ricurs, et ainsi animé de vitesses tres inégales aux moments de ses
passages prés d’un méme point reli¢ invariablement & la Terre.

IlI. — Des erreurs, parfois importantes au point de vue théorique,
qu'entrainent les notions particuliéres d’expérience, simplificatrices,
adjointes aux lois générales de la Mécanique pour pouvoir arriver
a des résultats saisissables.

13. En ¢e reportant au Mémoire dont la présente étude est un com-
plément, on voit qu’en raison de la prodigieuse complication des sys-
temes matériels, ot le nombre, la variété et 'agitation des é¢léments
composants dépassent tout ce que peut se représenter notre imagina-
tion, les principes généraux de la Mécanique ne conduiraient, malgré
leur simplicité extréme, qu’a des résultats inextricables, si nous ne
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pouvions pas joindre & ces principes, dans les grandes catégories de
phénoménes qui nous sont accessibles, des principes spéciaux ou
accessoires, non plus rigoureux, mais seulement trés approchés, tra-
duisant des faits simples que I'observation révéle comme propres a
ces catégories de phénomenes.

La conservation presque exacte du volume des particules, malgrée
leurs déformations notables, est, par exemple, 'un de ces principes
approchés, tout a fait usuel pour de nombreux phénoménes d’écoule-
ment et d’ondes concernant les liquides, souvent méme les gaz ou
d’autres corps. Le fait de I'établissement rapide, presque instantané,
d’états intermoléculaires stables chez les particules en train de se
déformer, ou d’un veritable régime interne entrainant alors la réali-
sation incessante, tres approchée, de ce qu’on appelle I'étas élastique
et, par suite, lapplication des formules de cet état 4’ I'équilibre et au
mouvement des solides ou des fluides, est un autre de ces principes,
qui, bien que dit accessoire, domine toute la Mécanique terrestre (n°5
et 6 du Mémoire). Bt il s’y adjoint (n°® 7), quand les mouvements de
déformation sont tres rapides, la considération des écarts existant
chaque instant entre la configuration interne stable des particules, ou
conliguration élastique idéale, et la configuration eflective ou réelle ;
ce qui introduit les pressions correctives dites de frottement intérieur
ou de viscosité, fonctions approchées des vitesses apparentes ou géné-
rales de¢ déformation.

13 bis. — Tous ces moyens de simplification, tous les principes
accessoires rappelés ici, semblent pouvoir se rattacher 4 la grande loi
fondamentale, devenue presque instinctive si elle ne I’a pas toujours
6té, d’économie ou ’épargne, ou encore de moindre effort, en vertu de
laquelle nous jugeons que les actions en jeu dans la matiere se réglent
4 chaque instant de maniére 4y produire, a fort peu preés, les plus
grands effets possibles, ou, pour des effets perceptibles assignés, de
maniere & ¢tre le plus réduites possible, bref, & faire suivre aux phé-
nomenes les voies les plus faciles, les plus voisines des équilibres
stables.

En effet, dans les circonstances ou nous admettons la conservation
des volumes matériels, ¢’est-a-dire de la densité, c’est que, par
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exemple, une augmentation sensible de celle-ci exigerait la présence
dans la matiére, qui se trouverait ainsi notablement condensée, de
pressions considérables, tout & fait disproportionnées & ce que
demande le genre d’effets produits qu’il s’agit d’¢tudier. De méme,
pendant les déformations, supposées assez lentes, d’un corps, ¢’est la
conservation tout au moins approchée de I'état élastique & U'intérieur
de chaque particule, état le plus simple, Ie plus uniforme et le plus
stable possible pour le groupement moléculaire actuel de sa matiére,
qui doit constamment requérir les moindres efforts intérieurs.

Il est, malheurcusement, bien difficile de formuler d’une manicre
la fois précise et géndérale cette grande loi naturelle de 'économie. Car

elle allecte, tantot, la quantite d’action </}.‘.mv ds), comme dans les

probléemes de Mécanique rationnelle; tantot, le temps de parcours des
trajectoires suivies par un ébranlement qui se propage, comme dans
POptique de Fermat; tantot, la guantité méme de matiére i disposer
en vue d’un certain role, comme dans la (igure polyédrique que les
abeilles donnent a la cire de leurs alvéoles ou dans la forme creuse,
plus résistante & la [lexion que la forme pleine, des os longs de nos
membres, des tiges de graminées, ete.; (antot, Valtitude de masses
fTuides & mouvoir, comme dans le régime permanent d’un cours d’eau
de débit donné, & amont d’un déversoir ou d’une cataracte, ele.;
tantot, la surface du corps, comme dans la forme d’¢quilibre d’une
goutte liquide sans pesanteur, et d’un volume constant donné; tantot
enfin, les efforts developpes eu égard & des déplacements produits.
Cela arrive, par exemple, dans le mode de résistance d’une barre
chargée debout de plus en plus fortement et qui, au lieu de s’écraser,
Seéchit, quand sa [lexion devient possible avec moins de charge que
son écrasement; ou dans une plaque mince (plane ou courbe), se
déformant aussi, de préférence ct, par suite, presque immanguable-
ment, par siunple flexion, ¢’est-a-dire sans que varient sensiblement
de longueur les [ibres de son feuillet moyen; ou, encore, dans une
plaque métallique plane et épaisse, posée sur un large anneau rigide
horizontal & contour intérieur taillé carrément (en aréte vive), et
pressée en porte-a-faux contre le centre de cet anneau par un poingon
a téte plate superposé, qui, apres Pavoir d’abord plus ou moins
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aplatie, la cisaille et la rompt tout & coup, le long du contour en
question, dés que ce cisaillement exige moins de pression que la
continuation méme de l'écrasement; ete.

Dégager ainsi dans son unité cachée, de la multitude de ses appli-
cations, le principe général de I'épargne, serait, incontestablement,
réaliscr un des plus grands progres que puat faive la Mécanique phy-
sique s car ce qui n’a été jusqu’ici qu'un sentiment obscur, inspira-
teur ou source de lueurs particlles isolées, passerait a I'état d’idée
claire, des lors utilisable, vraisemblablement, sur des champs bien
plus vastes. Mais y a-t-il licu de Uespérer, apres tant de si¢eles d’ef-
forts infructueux? Ou est-il justement en notre pouvoir de porter
ainsi la lumicre dans les profondes et inconscientes bases de nos
notions naturclles ? Bt pourrait-on citer, depuis 'origine de la Philo-
sophie, quelque exemple d’une telle transformation de I'inconscient
en conscient, dans les fondements de nos connaissances? Méme I'in-
vention de Analyse infinitesimale, de cette merveilleuse organisa-
tion, il y aura hientot trois cents ans, de Uemploi mathématique de la
notion d’infini (dailleurs innée i Pesprit humain), me semblerait
moins surprenante que la mise an jour, le clair dégagement, de la loi
génerale d’épargne dans la nature.

Un tel progres ne sortirait-il pas, en elfet, des limites imposées &
notre espéce, & la nature humaine, par sa constitution essenticlle,
qui, aux yeux du bon sens et méme de 'histoire, parait bien s’étre
maintenue identique depuis le premier éveil connu de la pensée ré-
flechie ? Car il existe, sans doute, des bornes que nos intelligences ne
franchiront jamais, surtout ici-bas, et des notions (celles d’origine
notamment) destinées & nous rester toujours ohscures.

14. Outre les faits propres qui constituent la définition de chaque
sorte de phénomenes, il y a plusieurs autres de ces principes acces-
soires, devenus tellement familiers aux géométres qu’on ne les re-
marque méme pas.

Tel est notamment, dans '¢tude de la matiere ordinaire, solide,
liquide ou méme gazeuse, le fait du nombre prodigicux des molécules
existant dans les plus pelits espaces sensibles, conjointement avec
celui de U'inimaginable petitesse du rayon d’activité des aclions molé-
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culaires. Il en résulte la possibilité de remplacer les actions indivi-
duelles, exercées entre molécules des couches superficielles de deux
particules contigués, par des forces fictives totalisantes, par des pres-
stons, fonctions de variables qui expriment des états moyens concer-
nant en bloc des myriades de molécules, et, dés lors, fonctions gra-
duellement variables des coordonnées @, y, = du centre de chaque
petite région ol s’observent ces ¢tats moyens.

Vest de la sorte, grace & de telles fonctions continues de x, y, =,
que les véritables équations différentielles de la Mécanique, ot le
temps ¢ serait la seule variable indépendante, mais ou le nombre des
fonctions inconnues se (rouverait comme infini ou en rapport avec
celui des points matériels du systéme, peuvent étre remplacées par les
équations aux dérivées partielles de la Physique mathématique, &
quatre variables indépendantes x, y, =, ¢ mais ou les fonctions
inconnues ne sont plus qu’en nombre restreint. Il y a la une prodi-
gicuse simplilication, incompatible, comme on voit, avec une rigueur
absolue, et n’impliquant méme une approximation suffisante qu’en
raison des deux extrémes petitesses effectives du rayon d’activité et
des distances intermoléculaires dans les corps terrestres.

15. La tendance assez géncrale des géometres, méme mécaniciens
el physiciens, plus portés par leur esprit ordinaire de déduction ivvoir
rapidement les conséquences qu'a peser les principes, est peut-étre
de trop oublier que 'emploi de tant d’hypothéses seulement appro-
chées les expose & obtenir des résultats [égérement inexacts, surtout
quand il s’agit non pas du gros des phénoménes, ou de ce quise passe
vers le centre de leurs siéges principaux, mais de détails accessoires,
de tres petites quantités physiquement impereeptibles ou sensibles &
peine, égarées, en quelque sorte, loin de ces sitges.

De telles quantités, correspondant & des circonstances exception-
nelles, peuvent bien se trouver altérées dans des rapports ou notables,
ou parfois méme infinis (de maniére i ne plus garder alors leur ordre
de petitesse), par ce qu’auront d’imparfait Ies hypothéses introduites.

Si, par exemple, celles-ci nous font substituer, comme il vient
d’étre dit, et comme il arrive pour les pressions, la densité, la tempe-
rature, etc., des moyennes de nombres & ces nombres mémes, des
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courbes régulicres, intercalées, i des lignes sinuecuses affectées de
briéves ondulations accentuées fortement, ete., ces hypothéses effa-
ceront ou atténueront les singularités, les angles, les irrégularités
locales, et pourront méme déplacer légérement les limites des corps,
en uniformisant la vépartition de leur matiore.

Plus la Physique se développe, et plus 8"y multiplient les lois (dites
stalistiqgues) qui ne se vérifient, et qu’on ne regarde ainsi comme
vraies, quh la faveur des tres grands nombres d’éléments y interve-
nant, ¢léments peu ou point perceptibles individuellement et entre
lesquels Tes ¢earts se neutralisent de manicre a ne laisser se dégager
que des moyennes, exprimées justement par les lois en question. 1l n’y
a méme guere, & part les principes généraux de la Dynamique (qui
comprennent celai de conservation de la masse ou de la matiere),
que de telles lois, comportant, dans les détails des phénomenes,
d’innombrables écarts locaux, d’ailleurs soustraits a 'observation par
la multitude des autres ¢léments incomparablement plus nombreux
encore, au milieu desquels ils sont comme noyeés.

Sous ce rapport, lamentalité des hommes de science semble, depuis
déjacun certain nombre d’années, se modifier peu i pea, dans le sens
uneapplication moins ¢troite et moins complete de la loi d’enchai-
nement des phénoménes, ou d'une sorte d’atténuation du détermi-
nisme mécanique par quelque chose comme la déclinaison (1e clinamen)
(l’Epimn'v. tendance qu’auraient les atomes, selon ce philosophe, i
arier leurs (rajectoives d’une manicre imprévisible (7).

(1) Ceei West peul=étre pas sans quelques rapports loinlains avee la maniére. cepen-
dant bien autre au fond, dont jai expliqué, il y a déja plus de Lrenle~-cing ans, la vie et la
volonté comme pouvoirs directeurs distinets, daus les systémes matériels vraiment singu-
liers que sont les organismes. C(eux—eci se trouveraient constitués de la maniére toute
spéciale quil faut, pour maintenir sans cesse & leur intéricur une instabilité physico—
chimique rendant les forces ordinairves insuffisantes pour y déterminer complétement la
suile des phénomenes, et provoquanl ou suscitant ainsi laction de ces principes (ou
pouvoirs) directeurs, de loul autre nature, qui orienteraienl, aiguilleraient les systémes
organisés dans leurs voies elffeclives, sans produire aucunc accélération on figurer
dans les équations du mouvement. On peut voir, & ce sujel, dans la grande Note finale
Sur les lois d’éeconomic et de simplicité, citée plus haut, de mon Ztude d’Hydraulique
de 1907, les 0" 40 (p. i & 11g) et 15 (p. 117), avec leur complément (p. 121, 122).

Quant au mode d'action des pouvoirs directeurs, pas n’est besoin de dire qu'il nous
reste aussi inconnu que celui des forces physico-chimiques elles-mémes, productrices

Ann. Fe, Norm., (3), XXIX, — Dicexsne 1912, 70
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16. Dans d'autres cas, les altérations nauront pas pour but d'uni-
formiser 'expression du phénomene et pourront étre moins bien com-
pensées.

Ainsi, Phypothtse de la conservation du volume des particules
revient & supposcr nulle leur compressibilité, ou infinie la vitesse de
propagation des ¢hranlements intérienrs tendant & y produire des
changements de densité. Dowil résulte que, dans les ondes liquides
ordinaires, ou de pesanteur, dont I'étude n’est abordable que grace a
cette hypothese, un éhranlement initial d'une petite partie de la sur-
face libre du liquide semble transmettre instantanément a toute la
masse [luide, jusqu'aux distances inlinies, des fractions presque
infinitésimales du mouvement. Mais on voit que celle transmission
théorique instantanée constitue un simple jeu de formules, du i im-
plicite supposition d’une incompressibilité otale.

Elle n’ameéne d’ailleurs que des erreurs absolues tros faibles: car les
déplacements théoriques de [luide, censés ainsi produits plus loin que
les distances ot la propagation des ¢hranlements pent réellement se
faire d'apros Pélasticite effective du liquide, sont extrémement petits
et doivent rester & peu pres (oujours inappreéciables & Pobservation.

Mais, au point de vue (héorique, le eoté paradoxal de telles erreurs
leur donne une réelle importance et oblige & les signaler.

Dans intéressante question, traitée aux paragraphes suivants, de
la résistance des liquides ou parfaits, ou visqueux, a la translation des
solides qui s’y trouvent immergés, Lo méme hypothese de conservation
des volumes matériels, & laquelle s’adjoint celle, trés approchée
aussi, de frottements intéricurs oude viscosité dépendant uniquement
des vitesses apparentes de déformation, donne également lieu & des
conséquences paradoxales, encore en exagérant la solidariteé des
diverses parties de la masse (Taide et la (ransmission au loin des per-
turbations qui, du dehors, y surviennent quelque part.

17. Fai implicitement compris ci-dessus (n° 14), parmi les faits
Qexpérience qui détinissent, en quelque sorle, les phénomenes i

d’aceélérations. Car I'élémenl géomdétrique des phénomenes y est, comme presque partoul,
fe seul yraiment clair, pour nos intelligences essenticllement localisantes et figuratrices .
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¢ludier et qu’on adjoint aux principes de la Mécanique pour arriver &
des résultats saisissables, les diverses lLaisons caractéristiques de nos
machines, et qu'expriment le plus souvent des ¢quations finies entre
les coordonnées des points de ces systémes matériels. Elles résultent
des relations de contiguité qu’ollvent, entre cux, les divers organes
solides, tant fixes que mobiles, d’un mécanisme ct, entre clles, les
diverses parties de chaque organe, relations dont les elfets sur le mou-
vement paraissent avoir ¢lé jusqu’ici le principal objet de la Méea-
nique rationnelle.

IMconvient de s’y défier de hypothése, peu ou point approchée bien
souvent, de 'absence des frottements ou de forces de liaison a travail
total constamment nul ('), hypotheése que sa simplicité, et I'élégance

(V) Sur le privcipe des vitesses virtuelles, dans le cas de liaisons mmobiles sans frotte-
ments. —- Quand les linisons sonl exprimées par des équalions finies, comme

VAC R N S E=Th

ol entre explicitement Te temps 2 en oulre des coordonnées (2, ), 3),. .. des points pren-
cipawy (fmasse sensible) que Pon a spéeialement en vue, rien n'empéche de considérer
“des déplacements 8, Sy, 83,. .. wirtuels sans doule, mais réclisables ou corrcélatifs a une
variation cffeetive 6¢ du temps, pourvu que I'on comprenne dans le systéme, comme il est
naturel de le faire, sinon les points de la matiére guidante (& mouvements censés connus )
qui constitue les linisons, actuellement coincidants, avee ceux, (2, y,5), «.., du systéme
proprement dit, du moins, le travail des réactions exercées sur ecs points guidants par les
points (.07, 5), ... guidds, égales el contraires aux forces de liaison (Fgy By, Fo)o oo
qui agissent sur ccux-ei par le fait de la liaison méme f= o.

Sinous appelons 2/, 8y, 8'z, ... les déplacements virtuels de ces poinls guidants, le
travail virtuel des réactions sera - K, 3", —F,.8"y, ... et 'on aura, pour la somme totale,
nulle par hypothése, des travanr virtuels de toutes les forces produites par les linisons,

() Foldw—8u)4-F(ay—ay)- (85 —38"3)+4.. =o.

Or les points guidants aclucls sonl autant astreinls que les points guidés a vérifier,
durant Pélément virtuel 8¢ du temps, Péquation de linison f = o, tout en étant censés, ici,
essenticllement distinets et séparables des points guidds ; de sorte que Pona, Loul a la fois,

df . df . df . df ., df ., df |
e e ol T B EPUNPE Sl S =G e = ) e == 0L =0
d.x dy " dr’ ’ de” oy " dt !
ou bien, par soustraction, avee élimination du terme commun en ot,
’// ~ a7 df n df . Ar -
(b (Bt e B ) e e (B = B ) e = (02 = BT 3) el L =0l
) dr o) ay - “SIm st )

Les seuls déplacements virluels 4 introduire dans les ¢quations (e) el (6) sont done
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des procédes généraux de caleul qu'elle rend possibles dans la réso-
lution des problémes, font trop aisément accepter. Car elle s’offre
d’elic-méme pour faire, par exemple, connaitre des particularités

les déplacements relatifs 8. — ', ... des poinls principaux (&, y, 3), ..., par rapport
aux points des liaisons coincidant aclucllement avee eux, déplacements relatifs dont les
rapports mutuels sont les mdémes que si le temps ¢ R'avait pas varié. Telle est, cc mo
semble, /i wraie raison de la régle classique, qui et de ne pas attribuer de variation
wirtuelle St aw temps.

Ajoutons & (a) les équations comme (4), multipliées préalablement par toul autant de
coefficients indéterminés — %, — p, .... Comme équation («) contient, pour chaque
point (2,17, 3), .... aulant de termes triples qu’il y a de Jiaisons distineles, il ne s’adjoindra
aux trois termes de («) velalifs, par exemple, & (a, y, 5) ol a la liaison f==o0, que les
termes analogues de la relation (b)) senle. 1 équation obtenue aura done la forme simple

Cdf R N
(e) (l".,,«- A ;(/—{) (Br—0"r) (I{ -, (—/;) (53" 1) 4 (lg. A '7) (32 - 8'z) e =2 0.

Or les déplacements relalifs fe — &', 8 — 8y, ... ne sonl astreinls qu'a vérifier les équa-
lions comme (£), en méme nombre que les indéterminées 2, p2,. .. 5 el il ne subsistera,
dans (¢), que des déplacements victuols arbitraires, apres qu'on aura déterminé A, ., ...
de maniére & annuler, dans celle ¢quation (), les coclficients des déplacements que les
¢aquations comme (£) empéeheront de étre. Alors la vérification de (¢), dans sa parlic
encore subsislanle, sera Lenue de se faire idenliquement ; el 'on aura, en définitive,

. cdl Al
((1) ],,-—u /.(—[-';7 ly*"“’?_;’ I;v (/_. PR

formules donnant 'expression analytique, bien connue, des forces de liaison et permel-
lanl, par suite, de former les équations du mouvement des points, (x, ¥, 3), ..., que
I'on a en vue.

Test a peine ulile dajouter que, si 'équation f= o ne contient pas explicitement le
temps ¢, la maticre produisant la liaison pourra élre censée fixe : ce qui permetira
@annuler les déplacements virtuels 3, &'y, ..., ou les travaux des réactions — F,
— Iy, ..., et dispenscra les poim% guidants de figurer dans les formules.

Le cas, spécial aux solides, d’incariabilité de la distance r de deux points (x,y, 3)
ol (2, ¥, 5") du sysléme, 01]1(, celle particularité, qu’on peut y prendre chacun des
deux pomls, quoique ¢loigné de Vaulre, pour le point guidant celui-ci. Malgré leur non-
conliguild, Uéquation (4) est alors satisfaite, en raison de ce que la fonction f, savoir
(&' )t -ty — )" )2 (53— 3" )t —r2 ne dépend que des trois différences a— x', y — )",
s—3', olta’y y’, 3 onl d varier de ¢'x, 8y, &'z Los réactions — Fau, — Fy, — F; 8’y con-
fondent avec les Lrois forces de liaison relalives aa point (&, »', z°), ou émanées du pre-
mier point (., )7, 3); et, comme il y a proportionnalité de Fz, Iy, IF; aux trois projections
a2, ) =y, 3=z de la droile r sur les axes, ou aux Lrois dérivées particlles de f
en a, oy 5, Pannudation du travail tolal Fo(Be - &) 1 1 (8 — 87y ) 4 K383 — &'z,
des forees dues i Ta linison, résulte alors de (b)), sans aucune hypulh( s¢ 'absence de
frotlement.



SUR LES PRINGIPES DE LA MECANIQUE. 557
importantes de la solution, dans les cas, actuellement fréquents en
Physique moléculaire ¢t en Chimie atomique, ot 'on a sculement
quelques données sur la nature et le nombre de liaisons internes
rachées, dont certaines analogies portent & admettre Dexistence,
quoiqu’on ne se représente pas la matiére les exercant ou en assu-
rant la réalisation. Cela permet d"aborder, un pew i P'aventure (pour
ainsi dire), des questions non débrouillées encore, ou nous échappe
(otalement, ou presque totalement, le mécanisme des phénomeénes :
précieux avantage sans doufe, mais compensé par des chances d’er-
reur qu’on risque fort de né pas évaluer assez haut.

IV. — Paradoxes résultant, dans le probléme de la résistance des
fluides, des deux hypothéses approchées de conservation des volumes
matériels et de frottements intérieurs proportionnels aux vitesses de
déformation.

I8. Voici un autre exemple d’erreurs, trés importantes au point de
vue théorique, dues inévitablement d Uemplot de la méme hypothése,
fort approchée cependant, de la conservation des volumes liquides.

Dans la partie analytique du Mémoire dont celui-ci est un complé-
ment, jai ¢tadié, entre autres questions, la translation rectiligne et
uniforme, avecune vitesse donnée U, d’un solide, au sein d’'une masse
liquide indéfinie de fluidité parfaite et sans pesanteur, d’abord en
repos, quand le mouvement du liquide autour du solide est devenu
permanent jusqu'aux plus grandes distances. J'y ai, en particulier,
évalue la composante totale, saivant une direction quelconque prise
pour celle des @, de la pression exercée sur le solide, en appliquant
suivant les z le principe des quantités de mouvement, entre les
époques ¢ el L+-dt, au liquide compris, a I'époque, a I'intérieur d’'une
sphere o de rayon r, décrite tout entitre dans le fluide autour du
centre du corps, choisi justement & cetle ¢époque ¢ comme origine
d’axes rectangulaires lixes des x, y, z.

Jai éerit, & cet elfet, que la somme algébrique, multipliée par d,
des actions exercées, suivant les 2, sur Ie volume fluide & intérieur a
la sphire " (considérce a Pinstant ¢), tant par le fluide extéricur con-
tigu que par le solide dont la surface 5 sert de limite intérieure
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actuclle a ce volume fluide o, c¢gale Taceroissement, durant le
temps ¢, de la quantité de mouvement possédée suivant les @
par cette méme masse [flurde. Or, j'ai observé que cet accroissement
comprend, d’une part, la dilférenticlle, durant de, de la quantite de
mouvement existant, suivant les «, dans le [Tuide sans cesse variable
intéricur & la sphere o, plus la quantite de mouvement, a Uépoque
L +dt, du [luide sorti durant de de cette sphere fixe, fluide faisant
partie de celui que Pon considére, enfin, moins la quantité de mouve-
ment, & la méme époque ¢+dr, du fluide entré durant de dans cette
sphere fixe, et qui est ¢tranger & lamasse liquide dont il est question.

Siw, ¢, v sont les (rois composantes de la vitesse effective du fluide
a lendroit qu’occupe un ¢lément ds’ de la sphere, et e, B, v les (rois
cosinus directeurs d'une petite normale dn’ i ds', tirée vers le dehors,
L composante suivant cette normale de la vitesse de sortie du liquide
a travers ds” est le trinome wa’ 4¢3 4 oy’ et la masse liquide, de
densilé o, sorde ou entrée par ds’ suivant que ce trinome est positif ou
négatif, cgale g (wa' 4+ o8 +wy' ) ds' di, masse possedant, suivant
les , la quantite de mouvement o (ua’ + 0B+ wy") da’di. Par con-
sequent, la quantite de mouvement a évaluer, pour le fluide sorti ou
entre, sl

"

(1) (,(/// (s -t v 3wy dst.

oyt

19. Jai pu réduire comme il suit, & une intégrale de surface prise
¢galement sur 7, la diflérentielle, en de, de la quantité de mouvement
dulfuide contenue dans la sphére five 5.

La permanence du mouvement du fluide autour du solide montre
que La quantité de mouvement ainsi possédée par le fluidea Pintérieur
de Ta sphere 7 serail constante, si cette sphere 57 se déplacait avee la
vitesse U de translation du corps, vitesse dont nous appellerons a, b, ¢
les trois cosinus directeurs. Or, dans ce cas, la quantite de mouve-
ment, a lépoque ¢, du Haide contena dans Ta sphere fixe 574 la méme
époque, est Péquivalent de eelle, & Pépoque ¢ 4+ de, du [Tuide que con-
tient la sphére mobile a cette ¢poque ¢~ de, [Tuide comprenant celui
qui estdans Ta sphére fixe i cette méme époque £ -+ dey plus le fluide
de Pespace envahi par la spherve mobile durant de, moins le [luide de
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Pespace délaissé par la méme sphére mobile. Done la différentielle
durant de qui est a évaluer, savoir celle de la quantité de mouvement
du fluide contenu dans la sphire fixe, ¢ealera, au signe prés, la quan-
tite de mouvement possédée o Pépoque ¢+ dt par le (luide qu’a
envahi fa sphere mobile, moins celle du fluide délaisse.

Or 'espace envahi par P'élément ds” de la sphére mobile constitue
un petit prisme de base ds” et daréte oblique Ude, faisant avee la
normale on’ 4 " an angle qui a pour cosinus @z’ + 68 + ¢y, La
masse [Tuide qui oceupe cel espace, complée positivement ou néga-
tivement suivant quil se  (rouve envahi ou délaissé, est done
eU(az + /).(ﬁ’ -+ ey )ds'de; el elle a pour quantité de mouvement pos-
stdéc suivant les @, cul(aa’ + 0B + ey )ds'di. 11 n’y a done qu’a
sommer cette expression sur toute Paire 57 et & changerson signe, pour
avoir la différentielle cherchée,

(2) — pUdt / (oo =G+ cy')ds'.

Telle est Pexpression qui, jointe a (1), donnera la variation totale de
quantit¢. de mouvement dont le quotient par d¢ serala somme algé-
briqque des actions extérieures exercées suivant les 2 sur le fluide de
Ja sphére o, actions comprenant la pression, suivant les 2, du fluide
exterieur, plus celle da solide. Soit, d’une part, @, la pression, suivant
les e, du Muide extérieur a la sphere s” et, d'autre part, — @, celle du
solide, ou @, la composante totale, suivant les x, de la résistance
opposée par le [Tuide i la vitesse U de translation uniforme du solide.
Nous aurons
(3) L p/ w| (e~ Uays 4 (v — Ub)p -+ (v — Ue)y' | ds'.

g

20. Je n’avais appliqué jusqu’ici cette formule, numérotée (28)
dans le Mémoire (p. 519) avec des notations un peun différentes
pour &, el &, quau cas d’an fluide parfait, ol javais reconnu (méme
p. 51g) gque le sccond membre et &, s’annulent & la limite 7 infini; de
sorte qu’il en reésulte alors @, = o, ou I'absence de toute impulsion
translatoire du [Tuide sur le solide.

Mais le raisonnement qui précede s’élend, sans y rien changer, au
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cas d'un liquide quelconque, méme imparfait, c¢’est-a-dire pourvu de
frottements intérieurs ou de viscosité. Et Pon peut en faire, par
exemple, application & une sphere solide d'un rayon donné R, mue
depuis un temps indéfini, avec une petite vitesse constante U dirigée
suivant les « positifs, au sein d’une telle masse liquide, visqueuse et
illimitée, d’abord en repos : intéressant probléme d’Hydrodynamique,
traité par Stokes depuis environ 1850, mais que j’ai repris vers le
commencement de 1885 dans le cas plus général d’une lente transla-
tion varice quelconque de la sphére ('), Les vitesses «, ¢, o0 du fluide,
quand, pour fixer lesidées, on suppose rectiligne et dirigé suivantles
le mouvement de la sphere (de vitesse actuelle U), ont, méme pour
une translation variée, des expressions de la forme

d*o diy

(/|) [{ A= U “|'A»_35{J —-(7;'17 ¥ = m’

dty

[§ et

“dx ds’

ol ¢ désigne une certaine fonction du temps ¢ et de la distance

actuelle r = ya* + y* + z* au centre de la sphere. Or, comme les
. L., . dr €TV, N
trois dérivées partielles ————— — de rena, v, s sont ==, s ¢lesl-a-
dx,y, s) . roror
dire les trois cosinus directeurs «, (5’, v de Ta normale dn” i la sphere
de rayon r décrite autour de Porigine, on reconnait facilement que le
second membre de Péquation (3) est alors nul.

En effet, d’abord, il vient

dy do /v doh o 1 dy ol /0 dy
el e LT gl (_, L) e g 4 2y - L,
dr dr rodr ol rdr dr\r dr
d*v ppr. d 1 dy d*v ,,d (1 dey
v Al B e TR Y = | - ~--—'~> .
daxdy dr\rodr doeds dr \ r dr
yl S x L dPoro
Par suite, les formules (4) donnent, en observant que A, = =
tod [ dy d /1 du
u,:[J+——-—-</'—‘—f ———.r/./'-'f'—(—~(-(—1 ’
rdr\ dr dr \r dr

! /1 do
) = o (G oy et (L LR
( (o, 007) (| ’/),(//',rd/')

(1) Voir les pages 224 a a42 du Tome II de mon Cours de Physique mathématique de
la [aculté des Sciences de Paris (Gauthier-Villars, 1903 ),
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Dés lors, le facteur entre crochets du second membre de (3), ou Ua,
Ub, Uc se réduisent ici, respectivement, 4 U, o, o, devient immédia-
tement, vu la valeur 1 de la somme o/* + 372 4 v'2,

a' d ra’fp wly d /1 do 2 do

rodr \ dr “dr \rodr ou rar?:
Or r. est constant sur toute la surface o de la sphére ; d’ou 1l suit
que tout facteur fonction seulement de 7 et ¢ pourra sortir du signe f.

Le second membre de (3) sera done simplement fua.’a’o*’, en y faisant
-

. 20
abstraction du facteur =2
=

do P .
—~. Mais 'expression (5) de « a la forme
dr

M + Na'?, avec M, N fonctions seulement de 7 et de ¢. On aura donc

/ua’(lq’:M/ oc’da’—i—Nfa“‘ de’.
T’ T’ [

Or un cosinus directeur, comme o, de la normale dn’" & la sphére,
et son cube o, sont aussi souvent et autant négalifs que positifs, ou
ont leurs valeurs moyennes sur s’ nulles. Donc I'intégrale qui figure
au sccond membre de (3) est zéro; et cette formule, une fois rendue
applicable par la régularisation des vitesses u, ¢, w, donne simplement

(6) @ = @y

La valeur de @, est d’ailleurs, ici ot 'on suppose la permanence du
mouvement établie autour du corps, — 6w=RU, ou & désigne le coeffi-
cient de frottement intérieur du fluide (*).

21. Ainsi, des que le mouvenent relatif du flutde, par rapport d la
sphére solide de rayon R, est devenu permanent jusqu’a des distances
quelconques r du centre de celle-ci, toutes les spheres fluides qui lui sont
concentriques éprouvent, de la part du fluide contigu extérieur, la méme
résistance totale a leur mouvemnent que la sphére solide elle-méme.

Par suite, quoique les vitesses u, ¢, w prises parle fluide, et les pres-
sions corrélatives 4 ces mouvements, s’évanouissent alors, en chaque

(1) Poir, pour la démonstration de cette valeur remarquable et usuelle de %, due &
Stokes, le méme Tome I, p. 237, ot V= — U cst ici une conslante. .
Ann, Fc, Norm., (3), XXIX. — DECEMBRE 1012, 71
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endroit, aux distances infinies de I'origine, la résultante de ces pres-
sions sur toute une sphére de rayon infini reste égale a4 la pression
méme qu’éprouve le solide central. Elle s’annule, il est vrai, pour un
fluide parfait ; mais ¢’est parce que la pression sur le solide s’annule
alors elle-meéme, dans le mouvement, censé¢ devenu depuis trés long-
temps uniforme, de ce corps.

Cette circonstance d’une action totale finie exercée, 4 une distance
infinie, par le corps d’ou émane le mouvement, parait, & premiére vue,
en contradiction avee le principe de bon sens qui nous porte dannuler
Iinfluence detout étre fini sur ceux qui en sont infiniment éloignés.
Toutefois, le paradoxe pourrait n’étre qu’apparent, quand on donne &
Pinfluence en question un temps znfind pour se produire, comme on le
fait ici en admettant que la permanence du mouvement autour du
solide s’est ¢tablie ou réglée jusqu’aux distances r les plus grandes.
Avant d’aflirmer le caractére paradoxal du résultat, il y a done lieu de
voir ce quest la pression totale du lluide extéricar sur les surfaces ',
avant que le mouvement se soit régle, ou méme lorsqu’il ne se regle
pas. Bt il y a lieu de commencer cette ¢tude par le cas simple d’un
fluide parfait, ot, comme on a vu au n° 34 du Mémoire dont le présent
travail est un complément, la résistance du fluide au mouvement
translatoire du solide a une résultante proportionnelle & 'accélération

(U .
actuelle (EZ du solide.

22. Alors un premier fait suffirait pour porter i croire que le para-
doxe est bien réellement impliqué dans nos formules. Clest le fait
qu'exprime dans ce Mémoire (p. 510), pour un corps immergé de
forme quelconque, laformule (13) du potentiel des vitesses, appelé ¢
a cet endroit (et qui n’a rien de commun avec notre fonction g ci-
dessus, propre au cas de la sphére mue dans un liquide visqueux) :
d (x4, Yoy 50)

dt
latoire du corps, ici réduites & U, o, 0. Or I’on voit que ce potentiel
donne, par ses dérivées «, v, w en x, y, z, des vitesses uniquement
dépendantes, dans tout le fluide, de la vitesse translatoire actuelle U
du solide. (Vest doncinstantanément, sans aucun délai de propagation,
que nos formules font, pour ainsi dire, retentir dans tout le fluide,

y désignent les composantes actuelles de la vitesse trans-
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jusqu’a I'infini, le mouvement actuel du solide, ou régler les vitesses
u, v, . Et cela n’a rien de surprenant, puisque lh‘,pothese admise
de conservation des volumes matériels revient & supposer infinie la
vitesse de propagation des ¢branlements.

La formule (13) citée donnant ainsi ¢ = UP,, ou P, exprime une
fonction déterminée des trois cooxdonne(' x,y, s comptées a partir
du centre du corps & 'époque ¢, lapremiére partie de Pexpression (15)
de la pression p (p. 511), partie qu’on sait, du moins dans le cas d’un
corps sphérique ('), etre la scule ayant une résultante autre que zéro
sur les spheres o7, se trouve réduite 3 — lc‘i—? P.. La pression du fluide
extérieur sur 'élément ds' de ces spheres est, par suite, — LILJ P,ds,
et, sa composante suivant les x, p%g P,a'ds’.

Il en résulte, comme impulsion totale du {luide extérieur sur la
sphére o

. , (lU
(7) Q= o l’xr.’zl !

S

Or, on a vu aux n° 29 et 29 bis du méme Mémoire (p. 5164 518)
que la fonction P, devient, suivant chaque direction (&', B, ¥") du
rayon r, de l'ordre de petitesse de s aux grandes distances r, alors

que o’ est de ordre de 72, Done ¢, ne leml pas vers zéro quand 7 croit
sans limite.

Dans le cas simple d'un corps sphérique de rayon R, ou P, a
Pexpression l—f—i % ,l ’apres la Note du n° 29, cette fonction P, est
homogene da degré — 2 en 2, y, =, r, ou devient, suivant chaque
direction, inversement proportionnelle & 72, tandis qu’on peut prendre
en raison directe de r* les valeurs correspondantes de do’. Le second
membre de (7) est done indépendant de r; et Pon a ainsi €, = 4, ou
la relation (6), pour un fluide parfait, sans que le mouvement du fluide
autour du solide ait aucunement besoin de devenir permanent et sans

que la résistance éprouvée par le solide soit nulle.

(1) Enellet, le reste de I'expression (15) de p ne conlient comme variables que des
vitesses actuelles et est le méme que dans le cas d’un mouvement recliligne uniforme de
la sphere avec permanence autour d’elle, ott nous avons trouvé &% =%.= o.
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Le résultat paradoxal et pratiquement inadmissible d’une action
totale finie exercée sur un liquide, aux distances infinies, par un
solide immergé qui s’y meut, est donc atribuable, non pas aux for-
mules approchées des frottements intérieurs, dont Pannulation
n’entraine pas la sienne, mais, inévitablement, comme l'apparente
régularisation instantanée des mouvements de toule la masse par les
vitesses actuelles du solide, a Lhypothése de la conservation des volumes
fluides, ou aux petites erreurs qu’entraine sa trés légere inexactilude.

23. Cherchons enfin ce qu’est la différence €, — @, quand la sphere,
encore animée, suivant les a, d'une petite vitesse variée quel-
conque U, se meut au sein d’un liquide visqueux.

Il faut demander la formule de &', qui convient alors aux pages 230
a 237, déja citées plus haat, du Tome II de mon Cours de Physique
mathématique. ¢,y a (p. 237) Uexpression (102) que je reproduis
1C1

2 Fll(t) R2 F”(/.) ) ar2 2o
e / — —_ U T S
(8) fmpR [LP (4) 7 5 R TIR drdi |’

dans laquelle F (¢), ¥ (¢), F”(¢) désignent respectivement, au signe

prés, le trajet ]usqu al'époquet, lavitesse U et Paceéléralion —— l ~de la

sphere; ¢ (¢) [p. 233, formule (()7)| la fonction

3 € 3 €
REF(e) + = =F (¢ -{——__\/:R/ Fr(t— () dp.
) 2 p ) \/7: P, ( By dp

d?e , ou <> d dro
51{ drdi’ "7 3R de \" “dr
formule (95) (p. 233) de rg, ct en y ¢liminant finalement ¢ (¢),

o rt—R? ag . p(r—R2| -5
g — K/ N, 2
(9) l (l) 51‘ ( l (l)+\/ / [l € :Za:! ](' ([a
2 e ) ) r P =1
'—-\7= ; Rf l‘”(l—-ﬁz) 1'-'R6 4P ]dﬁ
T / 0

Or, U'expression (8) de ¢, se dédouble en deux parties, savoir :

b=

E=N Y

\
Bnfin, le terme ——r;), devient, d’aprés la

(10) /lwpl{la';'(t)—%Rzlf”(t)] et 4mpR P RP  2r? czzoJ

- "1
R VR
S e R T
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La premicre partie n’est autre chose (p. 237 da Tome cité) que la
résistance €, opposée par le fluide a la sphere solide de rayon R et
estimée suivant les x positifs : elle est donnée explicitement par la
formule (104) de la méme page, ou V désigne la vitesse relative, — U,
de 'ensemble du fluide par rapport & la sphme, m la masse liquide
—*cR‘p déplacée statiquement par le solide et, enfin, F' (<) I'expres-

sion, a4 Iépoque quelconque =, de la vitesse relative V, qu’on peut
éerive ici, plus explicitement, — U (7).
On a done
m dU

(1) wz:~.77[_—6m[m_m/mmf U/(C—p) dB
0

=2 GmeRU — 6/mpht f [\]/t(” @,
2 -—T

24. 1l reste la seconde expression (10) comme valeur de €, — @,.

Or, en y remplacant le dernier terme entre crochets par (9), il vient
immédiatement

R -
(1) Qf’f——-(l‘,~_/;nclis—]“’ z)+\/ f F'[ Lﬁ)—]e T o |
20 )
r _E(/'—I\)"
-—8\/'rrpsl§‘j F7(¢—£2) <-——() s )d(_’,

= h7meR U»—\/ f

N K g =R
U’ (T) dr ro—e 1»!1~—‘r)>
—+ hympe R f T kl I .

p (r—Ry —R)*

oo

o
2

{— e

da|
l.s

Aux trés grandes distances r, cette derniére expression se réduit a

l o .
(13) <f;~®x:4mnu+4\/npsmf %l(—f—)—df,
o —T

vu hypothése faite U(— =)= o ct en raison de ce que, dans la der-
niére quantité entre parenthéses, I'exponentielle évanouissante en
— (r—R)*'emporte alors infiniment sur le facteur » qui la multiplie.
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Par suite, la pression €' exercée sur une sphére o’ de rayon infini, par
) x .)
le fluide extérieur, est égale a celle ©, que subit la sphere solide centrale,

. . mdUu . o .
quant & sa partie, — — —=» indépendante du coeficient ¢ du frottement

interieur; mais elle est seulement le tiers de la pression subie par cette
sphére solide, quant i la partie due au frottement tniériewr.

25. Supposons maintenant que la vitesse U (7) de la sphere, apres
avoir ¢té nulle jusqu’a une époque déja ancienne <, ait pris rapede-
ment, i cette époque, une certaine valeur, désormais constante, U.

Alors, dans le troisicme membre de (12), la fonction

U [t-— p =R

g 2o

9 d (l' — R )2 .
s'annule pour les valeurs de ¢ - = ——— plus pelites que 7, ou pour

. po - R v or—=R , .
celles de o inférieures a 7(— = et elle égale sensiblement la
2c  — -

constante U (¢) ou U pour les valeurs de o plus grandes. La premicre

partic du troisitme membre de (12), en y faisant d’ailleurs o = f 2,

peut done s’éerire
8eRUYT f
0

D’autre part, dans la dernitre partie de (12), le facteur U'(t) ne
differe de zéro qu’au voisinage de la valeur spéciale = pour laquelle la
vitesse U (t) a cessé d’étre nulle. Bt il vient, & trés peu pros,

\/p R

207
(4
e~ df.

o rr—R
o - '\/E’V' T g — R2U [ T
(14) wx—wx:mnu\/fc/ BB 4 | S v
0 \/L"'T R

La derniére valeur (11) de @, est devenue, en méme temps,

(15) ‘sz—(imlill~—6§/npa—\/l—{2—q—-

(=T

Aux distances » infinies, le second membre de (14), ou I'intégrale
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Jr

définie vaut alors Y=, redonne bien I'expression (13) déja obtenue

2

. T, — R
ci-dessus, mais réduite ici & jmeRU + 4 ymoe Ve
¢

) - Lt, en P'ajoutant

a(15),ona B
R*U
Vi —<

)

(16) @, =—omeRU — 2y/7pe

¢’est-a-dire le tiers de ¢,.

On voil que la permanence des vitesses et des pressions, autour de
la sphere solide animée désormais d’un mouvement uniforme, s'éta-
blit avec une assez grande lenteur, les derniers termes de (15) et
de (16) ne s’évanouissant que comme l'inverse de la racine carrée du
temps ¢eoulé ¢ — 7.

26. 11 n’est pas indifférent de remarquer que les pressions totales
Jines, exercées sur les tres grandes spheres liquides ¢ par le fluide
extéricur, ne produisent en tout que des travaux inliniment petits.
Car leurs composantes sur chaque ¢élément ds’se trouvent multipliées,
dans expression de leurs (ravaux rapportés & l'unité de temps, par
les vitesses analogues trés petites w, ¢, & 2 ce qui donne, sur s/, un
travail total de 'ordre du produit évanouissant de la pression résul-
tante finie par un facteur comparable aux valeurs moyennes de ces
vitesses w, 9, 5v. .

Si dong, au lieu d’appliquer & la masse liquide contenue dans ces
spheres o7, le principe des quantités de mouvement, on avait em-
ploy¢ celui des forces vives, comme jai fait, dans le cas d’un lguide
parfait, aux n” 26, 27, 28, 29 et 29 bis da Mémoire de 1910 dont
celui-ci est un complément (p. 514 a4 518), il n’aurait pas été néces-
saire de considérer le travail extéricur produit aux distances r infinies.
Mais alors, il aurait fallu tenir compte du travail des forces intérieures,
sauf dans le cas d’un liquide parfait ou il est nul.

Dans la partie, souvent citée ici, du Tome II de mon Cours de
Physique mathématique, j'ai fait usage (p. 226 4 228), pour démon-
trer la détermination, par leurs équations aux dérivées partielles, des
problemes de mouvement d’un solide immergé dans une masse liquide
visqueuse, de deux méthodes basées sur I'emploi de 'équation des
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forces vives, et dont la plus simple consiste & négliger le (ravail des
pressions exercées ainsi, aux distances infinies, sur une (res grande
sphere o lictive enveloppant la masse fluide que j'y considére. Cetle
simplification, hasée sur le principe de bon sens que nul corps n’exerce
une action totale sensible & une distance infinie de sa situation, se
serait done trouvée en defaut, & raison de 'équation de conservation
des volumes matériels qu'on y adopte et qui n’est qu'approchée, si
Pon s’y était servi du principe des quantités de mouvement. Mais on
voit qu’elle restait effectivement admissible, vu 'emploi exclusif qu’on
y a fait de 'équation des forces vives.

Les n® 27 & 32, mentionnés en partie ci-dessus, de mon Mémoire
dexgro(p. 5144 b23) etrelatifsuniquementau cas d’'un solide madans
un liquide parfait, indiquaient déja la distinetion qu’il y avait a faire,
sous le rapport de ce que donne Paction du [uide extéricur sur les
tres grandes spheres liquides o/, entre les équations respectives des
forces vives, des quantités de mouvement, et des moments. Car,
tandis que le travail extérieur total se trouvait, pour une (rés grande

\ . ] .
sphere o de rayon r, de Pordre de pelitesse de 5 la pression (otale

. . 1
n’était plus que de Pordre de = ¢l, ses moments, de Pordre des quan-

Lités finies ou non évanouissantes.

27. En terminant, signalons encore, dans la méme question de
la résistance des liquides visqueux aux mouvements d’un solide
immerge, un paradoxe tout au moins apparent, da aux trois hypo-
theses simultanées de la permanence relative des mouvements autour
du corps (jusqu'aux distances infinies), de la conservation des
volumes fluides, enfin, de frottements intérieurs exprimés parles for-
mules de Navier, ou fonctions lindaires des simples vitesses relatives de
glissement des couches liquides. 11 se présente dans e probléme de Ta
lente translation uniforme, suivant les «, d’un cylindre circulaire de
longueur indéfinie, se mouvant perpendiculairement & ses généra-
trices, dirigées suivant les z, par exemple, ¢f communiquantau fluide,
par raison de symétrie, des vitesses paralleles au plan des 2y, ou aux
sections normales, et les mémes & tous les niveaur s. Le paradoxe
consiste en ce que les mouvements ne se réglent alors qu’en devenant
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communs au solide et & toule la masse fluide ; de sorte que le cylindre
central entraine en bloc le fluide ambiant, jusqu’a des dislances quel-
conques de 'axe (*).

Le cylindre central semble donc produire 1a, par unité de sa lon-
gueur qui est de volume [ini, ¢t sur unc masse inflinie de fluide, un
effet notable en chaque endroit, et non plus seulement notable dans
I"'ensemble : ce qui parait, au plus haut degré, contraire au principe
(de bon sens) de 'évanouissement asymptotique des phénoménes aux
grandes distances des régions ol sicgent leurs causes.

it, cependant, le paradoxe peut, pour deux motifs, n’¢tre qu’ap-
parent, ou se trouver foncitrement conforme tant i la raison qu’a
Pexpérience, dans la mesare ot sont réalisables les conditions qu’il
Sll[)l)().\'(‘,.

Le premier de ces motifs est dans le temps infind que demande, pour
se produire, la régularisation du mouvement a toutes les distances et,
par suite, 'efet infind considére. 11 ne semble donc pas impossible
quil 'y ait proportion entre cet effet et sa cause, dont la darée d’action
est illimitee. ‘ :

Mais de plus, et surtout, nul cylindre solide, dans la nature, ne sera
de Tonguear infinie. 11 y aura toujours, si la masse {luide est assez
¢lendue, des points de cette masse assez distants de 'axe pour que la
hauteur du eylindre, vue de ces points, paraisse bornée et méme trés
petite. Les vitesses n"auront done pas de raison d’y étre pareilles 4 tous
les niveaux sz et dirigées dans les plans des sections normales du
cylindre; en sorte que le fluide déplacé par le cylindre se rendra, de
Pavant de celui-ci & son arriére, par des chemins non pas perpendi-
culaires aux =, mais orientés dans tous les azimuts autour de laxe
des . 11 pourra utiliser les deux dimensions des y et des = pour
se dégager, et non plus seulement celle des y.

Quoi qu'il en soit, et le paradoxe fut-il da, au moins en partie, aux
petites inexactitudes des deux principes de la conservation des
volumes fluides et de frottements intérieurs fonctions des seules

(") Voir encore le Tome IU de mon Cours de Physijue mathématique (p. 252). Ce
mouvement en bloe avail déja 6L¢ remarqué par Stokes, dans son Mémoire de 1851 relatif
alLffet du froteement intérieur des fluides dans le mouvement des pendules.

Ann. Ec. Norm., (3), XXIX. — DECEMBRE 112, 72
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vitesses, dont le premier y contribue certainement, ce résultat extraor-
dinaire montre & quel point les frottements intéricurs accroissent la
solidarité des diverses parties d'une masse fluide en train de se défor-
mer. Etl’expérience le confirme en tant qu’approximatif; car MM. Fav¢
et Charpentier (Comptes rendus de I’ Académic des sciences, 18 avril
1904, p. 967) ont constaté que Uentraincment ellectif du fluide par
le cylindre est encore trés sensible i des distances de 1oo diamétres

du cylindre.

V. — Résistance qu'éprouve un ellipsoide dans ses lentes translations
uniformes a travers un liquide visqueux, calculée en y étendant la
méthode qui a réussi pour les lentes translations, méme variées, dela *
sphére.

28. La facilité relative avee laquelle les expressions (4) des vilesses
u, v, w, ol g désigne une fonction auxiliaire dépendant uniquement
de ¢ et du paramétre r=ya* + y* + =%, m'avait permis cn 1885 de
résoudre le probleme des lentes translations varices d’une sphere solide
alintérieur d’un liquide visqueux indélini, m’asuggére beaucoup plus
récemment idée d’étendre, si ¢’élait possible, la méme méthode au
cas de I'ellipsoide

at oy -2

I oL T
(17) ‘ pERL PR ’

en regardant o comme fonction de ¢ et du parametre A, variable de
zéro a l'infini, qui caractérise les divers ellipsoides ext(érieurs, omo-
focaux du propose,

(18)

T e
a* A O* - ) ¢ A

Alors, en clfet, ce parametre A remplace tout naturellementle rayon r
des spheres, vu que les hypothéses @ = b = ¢ = R donnent

=R,
ot A =r* — R%.
D’ailleurs, je supposerai ces formules (4) simplifices par fa sup-
pression du premier terme, U, de w, ou réduites

. l?ey o 'y
1( w= Ay - oo DR S W~
(r9) dr dy ’ dads’

2T A
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car cela revient, dans le cas de la sphere qui sert de point de
, . . . - . = x4~ y: + 52
départ, & accroitre implicitement o d’une partie, U 7= ——"[——JE—,
}
* 7 . - .
donnant (A, — —— ) (U= ) = U, sans rien changer ni 4 ¢, ni 2 w.
dx? 4 o
La manitére meéme dont j'ai été conduit aux formules (19) de
u, 9, v (), montre que ces formules doivent convenir, au moins
dans le cas d’un corps de révolution autour de I'axe des @ o I'on a

I

.. de
évidemment W

conservation des volumes fluides. Mais ¢’¢tait, il faut 'avouer, un
bonheur inespéré, que 3 se trouvat ne dépendre de «,y, =z, pour la
sphere, que par U'intermédiaire de la variable unique r. Bt, dés lors,
la chance pour que 4 fut sculement fonction de ¢ et de A, méme dans
le cas d'un ellipsoide de révolution ou b =¢, devait étre bien
moindre encore.

Quoi qu’il en soit, les trois ¢quations indéfinies de Navier, pour le
mouvementd’un liquide visqueux sans pesanteur, réduites par la sup-
pression des termes non linéaires en u, ¢, w et par la substitution,
ces vitesses, des expressions (19), donnent pour régir la fonction g,
en ¢liminant finalement la pression moyenne p grace a des différen-
tiations ¢videntes en y et 5, les deux équations indéfinies

diw . . -
7, bour exprimer le plus simplement possible la

dA, o

d
(20) d(%:)(\_ o —A.JAQ@)__O,

2N e}

(¢

o v désigne ladensité et e le coefficient constant de frottement intérieur
du fluide, ou coefficient de viscosité.

Il'y avait donc a évaluer A, et A,A,p. Ne mettant d’abord en évi-
dence que la variable A, ctappelant ¢/, 4" les deux premicres dérivées

[

de ¢ par rapport & A, j’ai ¢té conduit & poser : d’une part,
2N o' I 1 ot
‘_/(l.)__cp * 2<(¢"+7\+/)2+)\_l ct+1)

I ° e /()‘) L ! I ;
l Yy =700+ 2 (a“—’r—l + 0+ A + 63—5—7.)’

(21)

(1) Poir mon Cours d'Analyse infinitésimale pour la Mécanique et la Physique (Paris,
Gauthier-Villars), t. II, fasc. 2, p. 372* et 373™.
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d’autre part,

I = z -+ 7 s~z = )
(@1 " (022 (1)
@ ? 5?
(29‘) K = (“._, T }.)" -+ (/)1 + 7_'):; -+ ((;2 1'):; )

2

— ? L .y- 1.
L=rm Yoy Teaay U

tr
1

et j'ai trouvé, par un caleul assez laborieux,
4 . 16 [, 2 K ]

29. Les deux équations (20) signifient done que Pexpression qui

y figure entre parenthises, devenue, apres division par 8,
1 opdf(h) 2 |, MK .

24 LIPS 2 oy A0
(24) e —ar Y e,
ne dépend ni de y, ni de z et reste en particulier la méme pour 2,
¢ et x constants, ¢’est-a-dire quand on contourne, i 'époque ¢ consi-
dérée et dans tout plan parallele aux yz, Uellipse d’intersection de ee
plan par Uellipsoide (18) mené en (a,y,z). Or, les fonctions 11, K
de y et de =, définies par (22), varient évidemment, le long de cette
zels —ydy

H « 10 .} — Yoy A \Q 2 ’ y O
ellipse, de manitre que - = ot résultent les deux for

mules

(=
0
-~
~
u

2y dy . 1 1 oy iy
1l — 3 = - o = c ™)
g (O 0)* + (e h)? (l):—lv— Aot A) O* - A

1 2y dy

1
dK = ‘(/’.:_*_ ')\)g - (¢ + )‘)EJ hHE - 2

et, par suile, la proportionnalite de 411 et /K aux deux différences
I I (‘[ 1 1
br—7 " ek (DT )t (er e 0)E
Cela posé, en annulant la différentielle totale ainsi définie de (24)
en yetz, ouen H et K, puis remplacant 11, dK par ces deux diflé-

(") La Lroisitme de ces quantilés, L, bien qu'intervenant dans le courant da caleul
do Ay Ay, ne figure pas dans les résultats.
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rences et supprimant {inalement le facteur commun, supposé différent
\

, 4 .
de zéro, — S \
OiElEs e ) il vient

I I

o df) il 3K , B
e A l_v(l) +<F*m—m>¢<“ = o

Aux trois sommets de I'ellipsoide, H et % prennent les trois valeurs

1 1 1 ., . . .
oo T o3 et cette ¢quation (25) devienl respectivement

o df()) . e ' a4k a4 A .

TR T4 PNV B =g T a ) =

e df(B) L b2+ 2 _
=SS (Y () + 2= (})=o,

e ALY ¢+ _
bTE-T—l (¢* 1) (2) + (2 b+ (1) =o.

Ce sont (rois ¢quations homogénes du premier degré par rapport aux
trois quantités

L/

26} S A DA el d();

(’)) Se e ? ‘l"( ) L ‘1/( )’

mais la premicre n’est pas distincte, car elle résulte de I'addition des
. . NRTYO az —¢? a*— b?*

deux dernitres, préalablement multiplices par .—— et par ——- Et

ces deux dernidres exigent, ou que les quantités (26) s’annulent toutes

les trois, ou qu’elles soient proportionnelles aux trois déterminants
¢+ A b2 4 A

UEES SR

minecurs correspondants, lesquels sont — 3 (¢ —0%)

o

c* — b%, et, apres division par ¢ — b7,

I 1
(27) =% R T aww
Ainsi, @ moins que les trois quantités (26) ne soient nulles a la fois,
on pourra les remplacer par (27) dans (25); ce qui donne presque
immadiatement K = H2. Or, quoique K = H* aux extrémités des axes
de Iellipsoide (18), il est évident que cette égalité ne subsiste pas sur
toute la surface; car, le long de I'éllipse « = o, par exemple, ouT’on a
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dH
dK
I = const., égalité¢ impossible & moins que b = ¢, vu que H y varie

vu ci-dessus que = const., clle donnerait dK==21dll; d’ou

1 N X
e
1) . . . 1
Il = const., lc long de Tellipse analogue y = o, ou Il varie de ——

. . . dH
de Et, st b=c¢, on aurait de méme ~= = const.,

A

a

b

30. Ainsi, la présente analyse ne peut s’appliquer qu’a des cas ot
les trois quantités (26) s’annulent, ¢’est-d-dire ou, d’une part, la fonc-
ton f(\) ne dépend pas du temps et ou, d’autre part, ¥(A) = o0; ce qui
donne, d’apres (21),

f’()~) ! 1 [ , o
/(l> +§((l“+')\ + b+ A +C’+'); == 0.

\

Multiplions celle-ci par da et intégrons. Il vient, en appelant M une
constante et observant ce qu’est, d’aprés (21), la fonction /' (1),

M
) 200 (g g 5y Y00 = -
C8) M+t e T e ) YN e ey e

Une solution particuliére de celte équation linéaire en 2" (A) est
MA
V(e +2) (b4 1) (¢4 1)
rale, en appelant T la constante arbitraire, indépendante de A, mais
susceplible de varier avec ¢,

; et Pon trouve ensuite comme solution géné-

L M(A+T)
I L) —= .
(29) 7 (h) V(- h) (b*=+2) (c*+ 1)

Celle-ci suffira pour évaluer toutes les dérivées de ¢ en x, y, z qui
figurent dans les expressions (19) des vitesses.

On remarquera que les conditions qui nous ont conduit i la for-
mule (29) de o' (1) reviennent 4 annuler A, A, ¢ et sont, & part la pos-
sibilité, pour T, de dépendre du temps, celles que nous aurions
obtenues en supposant ¢, dés le début, indépendant de ¢, ct en admet-
tant la permanence du mouvement tout autour de Uellipsoide solide.
Celle-ci s’exprime, il est vrai, en écrivant que les dérivées premicres
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complétes de w, ¢, w s’annulent quand on fait croitre 4 la fois ¢ de ot
[iuji——”—) U, non linéaires, pro-
venant de cet accroissement de @, sont de ceux que lon convient de
négliger : les deux sortes de permanence, soit absolue dans ['espace,
sott relative au solide, se confondent donc dans notre probleme. 1l ne
saurait, d’ailleurs, étre question ici que de permanence relative au
solide, quoique nos vitesses «, ¢, & solent bien des vitesses absolues;
car ¢’est la situation actuelle du centre du corps qui est prise comme
origine des x,y, z el, par cons¢quent, nos x, y, s sont des coor-

et abscisse  de Udr. Mais les termes

données relatives.
Aux distances tres grandes 7 du centre, o' (1) est de Pordre de

;/% = :/'7, ou del—'_- Les dérivées particlles secondes de ¢ enx, y, =
figurant dans «, ¢, w scront done de Pordre de ,—I-, comme dans le cas
de la spheére solide; etil en sera de méme des composantes de pres-
ston. Par suite, Ie mouvement s’évanouit bien 4 'infini; mais, sur les
sphires fluides o', de Tordre de r#, sensiblement confondues, pour A
tres grand, avec les ellipsoides homofocaux A = const., les pressions
résultantes seront finies et non inliniment petites, comme on pouvait
le prévoir par analogie avee le cas de la sphere.

31. Il importe de voir comment se comporteront les petites vitesses u,
¢, w sur un quelconque des ellipsoides A = const., mais surtout a la
surface 4 = o du corps qui y limite intéricurement le fluide et I'en-
traine dans ses mouvements. Quelles que soient, pour A =o, ces
vitesses de la couche [luide superficielle (adhérente au corps), les
formules (1) et (29) conviendront ¢videmment, pourvu que le solide
soit un peu flexible et posséde precisément ces vitesses aux divers
points de sa surface [ce qui ne I'éloignera pas sensiblement, durant un
temps fini, de sa forme ellipsoidale (17)]. II n’y aura d’ailleurs, dans
celles-ci w, ¢, w, que les deux parametres distinets T et M pour per-
meltre de les varier, ¢’est-a-dire pour obtenir les divers mouvements
de la couche superficiclle conformes & nos formules; en sorte qu’il est
deja peu probable de trouver, parmi ces mouvements, la simple trans-

lation suivant les 2 qu’on désire obtenir.
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Il est clair, d’ailleurs, par les formules (29) en ¢’(A) et (28) en
o” (X), que les deux dérivées premicre ct seconde 2/, ¢” de la fonction
auxiliaire g, pourront, grace 4 un choix convenable de M et de T,
devenir quelconques sur une des surfaces A, par exemple, sur le corps
A =o0, ol nous les appellerons o, et o,. Ces deux ¢quations (29)

X . i i <
et (28) donnent, en cffet,
, MT [ 1 1/ 1 I
v=— =gl mtz)

abce o, T 2\g b ¢

relations dont la seconde déterminera T et la premiere, ensuite, M,
quand o, et p; seront choisis & volonté. Par exemple, pour g
T s’annule et M = abey,.

Lvaluons done, par (29), les dérivées premiéres et secondes de o

- (),

. N (/7\
relatives 4 x, ¥, 5, en observant que —————— ont les valeurs
d(x,y,5)
2 d d o ou bien 2 fy) si 'on préfére introduire
lI a? -+ )\’» bi -+ )‘., Cz“‘f' )x ’ \/i[ - [ o 7

les cosinus directeurs o, B, v de la normale dn & Pellipsoide 7, tirce
vers le dehors. BBt les dérivées partielles sccondes de g, portées dans
les formules (19), donnent finalement

/ o N -
A ey M (K e
= | L@' (1 a)+2 O 4= ) F (;Z»i-'l.) “\H w-1)" 1
ho' (o 1 1 2 K :
?‘ R el B — — e e f“J
(Jo) 19 I (a,' Py Ny T oy S | >’r”
. he (9" 1 I }_'),l(' "
P e —— | = — —— e —— o —— ) .
H \ ¢ a* = 1 C% = A L /

Il est peut-étre préférable d’extraire de « la partie principale sui-
vante, que jappellerai U,,

B ¢ 4 r( 1 § 1 K.
at- ko 2\ bPk o P 7.> I

ct alors les composantes restantes de vitesse, savoir

f’
(31) U,:ﬁll;’—

. o ha' e , K 1 o
(57,) (l—Ui.-NTIi?D—,(I'"-U. )}—('ﬁ — m)(l———).az)

5 (SRR N § e Y

multipliées respectivement par o, [, v et ajoutées, donnent une somimne
nulle (si 'on y tient compte des expressions de =, 5, v et K en
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Z,y, 5). Autrement dit, elles constituent une vitesse tangente a Uellip-
soide, qu’on superposera, par conséquent, a la vitesse U, suivant
les x.

Celle-ci est nulle quand on prend 2" =0 sur Pellipsoide considéré;
mais les vitesses langentielles exprimées par les termes en o” subsistent
alors.

32. Pour avoir une simple translation du corps suivant les ,
comme on le désire, il faudrait d’abord annuler, pour A =o, les
vitesses purement tangentielles (u — Uy, ¢, w); et il suftirait évidem-
ment, & cet effet, d’¢galer i zéro les deux composantes ¢, o i la surlace
A = o, ¢’est-a-dire de poser

" , " ,
. “ I I 2K w 1 1 2 K
(33) R R i el
o a 4 D, a ¢

¢quations incompatibles entre elles, sauf quand & = ¢, cas ou le corps
est de révolution autour de Paxe des z. De plus, chacune delles,
. N y . . K
prise & part, n’admet de solution que si le rapport jf est constlant sur
Pellipsoide (17), circonstance se produisant seulement pour la
7
sphere.
Enfin, lhypothése d’une translation du corps exigerait encore la
condition U, = const. pour A = o, ¢’est-a-dire, I’apres (31),

) [ 1/ 1 K1 -
(54) ﬁl L -+ ;" <Z: -t z:) — ‘ﬂ'J = eonst.,

. C e , K* .
ou l'invariabilite de 1l <:1pr'(:s celle du rapport ﬁ) sur tout lellip-

soide (17) el, par cons¢équent, la sphéricité du corps, laquelle, don-
; " » I H ) T . o \
nant a*= 0= ¢*== 1K= R*, réduit les  conditions (33) 4
"n )
?0 = 0. . . »
En résumé, quand on essaie de traiter la question par les for-
mules (19), ¢’est-a-dire au moyen des dérivées partielles secondes
en , y, 5 dune fonction auxiliaire unique o de A et de ¢, la couche
superficielle du luide, adhérente & Uellipsoide, ne peut le suivre que

Ann. Le. Norm., (3), XXIX. — DECEMBRE 1G12. 73
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si celui-ci est flexible et éprouve certaines déformations dépendant de
la vitesse de son centre.

Donc, notre analyse est insuffisante pour résoudre le probleme de la
translation, méme uniforme, d’un corps rigide ellipsoidal dans une
masse fluide visqueuse indéfinie.

33. Les formules (19) ne réussissant pas, faisons une autre tenta-
tive, un peu analogue & celle qui aboutit pour un {luide parfait (méme
Tome 11, p. 217 & 220), en observant que, dans le cas de la sphére, la

Lo, d R . . C .. .
dérivée ?Z?c’ dont le role prédomine ici visiblement, est le produit de «

. . . 1 do .

par une certaine fonction, bl de ret de ¢. Supposons simplement
que cette fonction der et de s devienne, pour Uellipsoide, une fonction
de A et de ¢, que nous pourrons encore appeler o (en posant alors, dans
\ 1dd o . , - , . . .
le cas de la sphere, ¢ = — ==, si @ désigne désormais la fonction o des
pages précedentes). Bt, d’ailleurs, comme le terme Ay de (19) était,
pour la sphere, fonction seulementde retde ¢, remplacons, dans (1),
A,pparunescconde fonction, b, de A el de ¢, quel équation dite de conti-
nuité (ou de conservation des volumes fluides) pourra justement per-
mettre, des le debut des caleuls, derelier & o. Bref, posons, avee deux
fonctions auxiliaires ¢, 4 de A et de ¢ auliew d’une, mais avec moins
de deux dérivations de ces fonctions en x,y, s,

d.ra d.xw d.xrow
aEN [T ? o i ) e ;
b [ £ iy} P == - (3¢ Z - .
(39) v dz ’ dy ’ s
L’¢quation de continuité, qui revient i annuler la somme des trois
f e, . R i .
dérivéesrespectivesde w, v, en a, y, =, serades lors (—5 — A (xy)=o0,

ou bien, d’apreés les caleuls de la page 218 du meéme Tome 11 de mon
Cours, en appelant ¢/, ', o”, ... les dérivées premicéres, secondes, . ..

RLRv?

de 2, ¥ en 4, et en supprimant finalement le facteur commun —l—l—

V 3 1 o\
36 (et Ny
(36) * - 1 i (- L * i, b & - /.) '

Cela posé, les conditions analogues & (20), et qui expriment Pinté-
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grabilité de Ta différenticlle totale de la pression moyenne p dans les
¢quations de Navier, seront

D d P (‘/’IIJ o
(37) Z-(—),’—:')(E-(—/Z—AI,JJ> — o.

’ . . 3 9 PR , s . 2 2/
Dapres les premicres formules (23) et (21), A, y vaudra  F (1),

st l'on écerit

e . 1 1 1
3¢ Fh) —= 2" - - — ).
(38) (#) )P+<az+/\+bz+)\+c3+/\>‘/
({(/'{/
€

dt
invariable quand, laissant ¢, % et « constants, on suivra le contour de
Uellipse d’intersection de Pellipsoide (18) par le plan @ = const.,

- 2 RN . .
L’expression ~ 5 ' () devra done, en particulier, rester

. . . . di - - N
ce qui laisse invariables les deux fonctions - et 2F (1) de 2 et de A,
S : . . o v 2l (D)
mais, faisant varier H, réduit ces équations (37) & —p— dll =o.

Or, dH ne s"annule pas identiquement le long de T'ellipse en ques-
tion, du moins sur ellipsoide 4 axes inégaux; et Pon devra avoir
F(n) = o, ¢est-ia-dire, vu (38),

"

il 1 1 1 1
3 U - — - =o.
(39)  Awpeso 0w g “2<a=+/\ ey S 1) °

Dis lors, les équations (37), ot la dérivée %, fonction de z, y et z
par Uintermédiaire de 4 seul, ne peut pas plus dépendre de x que de y
et de s, reviennent & dire que cetle dérivée est uniquement fonction
de ¢, ou que Y est la somme d’une fonction de ¢ seul et d’une fonction
de A seul.

L'¢quation (39), multiplice par A et intégrée, donne & son tour,
si 2N désigne une constante arbitraire,

—aN
(@R (0T R (¢ )

(ho) Y’

Bt alors 'équation (36) devient

3 1 l> —N

ffl'_“‘

I
)y o+ L : _ o= :
() o+ 2<a”+ LT T )Y T @ @ n e h) @+ R
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D’ot, appelantT une fonction arbitraire du temps ¢, on déduit, comme
intégrale générale de cette ¢quation lincaire en o',
B — N +T)
(42 V(a2 + 1) (b4 2) (¢ -+ A)

(42) o'

3%. Bnfin, les relations (40), (42), multiplices par dA et intégrées
de manicre & annuler, comme il le faut bien, les vitesses u, ¢, w aux
distances infinies de U'origine, ¢’est-a~dire pour A infini, donnent

4 ““"ON/.” dh
o v V(@ 1) (0*+ 1) (¢ + 'A)’
(- T)d)

(43) \
v = N/ - -
wo (@) (ar 1) (b* 4 1) (¢2+ 1)

(1).
Elfectivement, ces expressions deviennent, pour A tres erand, de
, I ’ 8
. . l
Pordres de petitesse deﬁ-
On aura, par suite, comme valeurs (35) des vitesses,

anw' xy 20 xs

20 2 _ ey o 2Yrs
(Or=-1) 1 (e a) L

RN

(6) w=(h—2)—
Llles doivent, sur la couche superficielle intérieurc A = o du fluide qui
adhére a Pellipsoide solide, se réduire & la translation U de celui-ci,
suivant laxe des a. Btc’est ce qui aura lieu, sauf'a égaler plus tard a U
la vitesse commune, i la condition, nécessaire el suffisante, que 'on

[)()S(;'
- ‘N’l‘ m
(45) (pour = 0) o' =g, = —he — o ou I'=o,

vu que la constante N ne peut s’annuler sans rendre illusoire la solu-

{ion obtenue.
On aura censuite, comme valeur commune de « sur toute la couche
superficielle,

o a4, 1]
(46) (pour 2 =0) w—=U=1,—a,—=N [ > (f +./ - o - —)
Sy A (R (D h) (e2F )

(1) On pourrail ajouter aux scconds membres une fonetion arbitraire du temps ¢,
drailleurs commune aux deux pour ne pas empdécher la différence 4 — o et, par suite, «,
de s'annuler a la limite A = 2. Mais celle {onclion arbitraire de ¢ s’élimineraitl des expres-
sions (35) de «, v, w ¢t serait, dis lors, sans intérét.
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équation qui déterminera la constante N en fonetion de la vitesse
donnée U du solide. Comme on a vu que celle constante ne pouvait
pas dépendre du temps ¢, la présente géncéralisation sera uniquement
applicable & un mouvement uniforme de 'ellipsoide, existant depuis
assez longtemps pour avoir rendu permanentes les vitesses du fluide
tout autour de ce corps.

35. Il est ais¢ de voir pourquoi, dans le cas particulier de la sphere,
notre analyse réussit pour une translation variée et non plus sculement

cn \ ) . 9 oy - .
uniforme. C’est que, dans (37), oa A, a la valeur 7 FF (), I lui-
méme, alors réduit i 'inverse de R* + 2, se trouve fonction de «, y, z
par 'intermédiaire unique de A et ne peut pas plus dépendre de = que

) » N ad v ? ,‘ « M 2 Y '; -- ") ¢ anr - -
de y et de 5. Done Iéquation (37), en'y désignant pary (2) une fonc
tion arbitraire de ¢ scul, prend la forme

Ay P

/ E_____A‘d:__"[

(47) s 2 = 27 (0)
4 M J ,l ; « 1 2 t b 06O & ll ) : 2 1

et n'exige plus Pannulation de A, Y, comme [”équation (39) ci-
dessus (*).

36. Occupons-nous enfin des pressions et, en premier lieu, de la
pression moyenne p. Les formules de Navier donnent pour sa valeur,
en tenant compte de ce que «, ¢, e sont ici indépendants de ¢, et i

part une constante arbitraire sans importance, p = —¢A, (x9), ¢’est-
. : . . d
i-dire, plus simplement, & raison de ce que A, (2 g) vaut ici o<,
dy
JA ——f—
(|8) r dx

(iela posé, la composante, suivant les z, de la traction exercée du
dehors, par unité d’aire, sur un élément do de surface de 'ellipsoide A,

(1) Lasimplicité de cetle équalion (47) eny, comparée & I'équation (85) du méme Tome II
(p- »30)qui régit la fonction auxiliaire unique ¢ du cas de la sphére, et dont le premier
membre contient 4 tous ses lermes un symbole A, de plus, savoir, A; @ aulicu de ¢,
montre que U'introduction des deux fonctions auxiliaires ¢, ¢, au lieu d’'une seule @,
serail avanlageuse méme pour la sphére et abrégerait vraisemblablement mes calculs de
1885 ( méme Tome II, p. 231 & 235).
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ayant «, B,y comme cosinus dirccteurs de sa normale dn, sera, d’aprés

les formules de Navier,
du flc'> 6+ du v .
oy r/L ds + dc )

i
/ — -
(49) < P C,_,,) 2

expression qu’il faudra évaluer, puis m ultlplwr par ds et intégrer sur
toute la surface o de 'ellipsoide, pour avoir la poussée totale <,lu fluide
extérieur sur lellipsoide 2.

Les formules (35) de «, ¢, wet (48) de p donnent presque immé-
diatement a cette expression la forme

- S dog— 1D l d
(50) —e[2 e (o : /7f‘><w~"«)

“de
(/ dy’
PN 1‘< + ( ) .

74
Or, les dérivées premicres de den z, y, zvalant = 2 ’I‘l’ 2 1), Jes deux

premicres parties du trinome complexe entre crochets de (Ho) se
réduisent en tout

[ = (1 et )Y a o e,

\/n

D’autre part, dans la troisiéme partie dutrinome, ol

dy _ __29'z
dx ll(a“‘l‘l)

. , ., dw
les trois dérivées completes en , y, = de == sont

dx
29 fy'ct g !i ( hoy'
(a4 2) aRTE (a~—+ LA @t '/.)w e (a7
hy'zy ( , K ' Y hy"xy
H2(a?+2) (024 2)\" 1l a4 /}”—(—}.) He (- 2y (b2 1)

Lo xs ?_Ii__ P ho'xs
H2(a*+ 20y (c*+2)\"H  a*+ 1 (:“+'/.> M2 (a4 7) (24 )’
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¢’est-a-dire, plus simplement,

/ JAP < . N2
ik SRR & :all—~ > \)_,_ﬁa/’a,
H(a*+2) It 1 a* =+ I
ho'of R Ik I I ho'aB
o \"1n % 4r T
ho'ay (K : ' ) ho'ay.
I \"H wer e+ 771

et ces expressions, multipliées respectivement par =, §, v, puis
ajoutées en observant que
a e /2 K
o P!A,|_‘.‘.'_7N]’ — ~ - — — —
+ / @k btk et I

. ol
donnent simplement, pour la somme (a— + B
o

d - d N\ do
dy | I) de’

\ /ol
|

(52) pralf K1y heTe
H | 1§

Multiplions celle-ci par 22, ou par 2yl (a*+ A)z, el ajoutons-la
a (hny. Bnfin, le produit, par — ¢, de la somme ainsi obtenue, égalera
la composante, suivant les 2, de la pression qu’exerce, en (@,y,5), le

fluide extéricuar, sur Punité d’aive de Pellipsoide {luide A : ce sera

9 / Cat =0 N
\_/,_l_l:{ (14 ) ,‘)‘(l Lok i az)?’*‘z/l(f‘z"‘)‘)““’CP”J-

En y remplacant 2 (a? = 7)2” par sa valeur tirée de (36), elle
devient simplement

’ E] L y 2 - o - -
- ne | ( R e R e A (i S I
o vl Bl S oK e~ 3 — A S PR PV
(H3) \/”. | A - \ i 5 Y e :
5 Ipsol i y S . aN
Sur Pellipsoide solide 7= o0, ol 2" s"Tannule et ot — Y= =
abe

feN -

— —“—. Multiplions-la par
abey/1l

Ielément daive ds de cet ellipsoide solides et, en fintégrant sur toute

la surface o du corps, nous aurons la résistance €, qu’oppose le {luide

d’apris (f0), cette quantité se réduit @

4 son mouvement, estimée suivant les 2 positifs, savoir

AeN s
) ./a \,/“ )

abe
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Or, l'inverse de yH égale, comme on sait, la perpendiculaire abaissée
. . 1 da .

du centre de I'ellipsoide sur le plan de I'élément do, et\/—ﬁexpnme

le triple du volume de la pyramide ¢lémentaire qui aurait son som-
met au centre avec do comme base; en sorte que I'intégrale définie
vaut le triple, fmabe, du volume de Pellipsoide. I vient done sim-
plement, pour la résistance cherchée qu’éprouve Pellipsoide, estimée
suivant les a positifs,

(54) $p=—16meN,
expression ol il ne restera plus qu'd remplacer N par sa valeur tirée
de (46), proportionnelle a la vitesse U du solide.

Il est & peine utile d’ajouter que, si la vitesse de translation de
Pellipsoide, au licu de se faire suivant un axe, était de direction quel-
conque, on la décomposerait suivant les trois axes; el qu’on obtien-
drait la résistance totale, & raison de la forme linéaire des équations,
par simple composition des trois résistances particlles  corres-
pondantes.

37. Considérons d’abord le cas simple de la sphere, o
a=0b=—=c¢=R.

Y ’ - N . » . N 0 e . s , . . Iy s L
Lintégrale delinie figurant dans (46) devient, si Pon y adopte comme
variable indépendante la distance rau centre, qui donne A = r* — R*,

” f’w(I{L%« r}yrdr 8

rh T3R?

d’ou il résulte
(55) N=2RU ol @, —06mRU,
ce qui est bien la formuale connue.

Dans un beau Mémoire de M. Liénard, qui a remporté en 1911 le
Prix Vaillant de Académie des Sciences (1), et ou le probléme du
lent mouvement uniforme de Pellipsoide au sein d’un liquide visqueux

(1) Foir le Rapport dans le Tomne 153 des Comptes rendus, 18 décembre rgrr, p. 1286,
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se trouve trait¢ par Pemploi des coordonnées elliptiques, paramétres
des trois familles de quadriques homofocales et orthogonales, 'auteur
traite encore deux cas simples ou I'ellipsoide est de révolution. Ce
sont ceux de la translation d’un disque plat circulaire, ma soit sui-
vant son axe, soit dans le plan de son équateur.

Le premier cas donne ¢ =o0, b=c=1R; et la formule (46) s’y

réduit i
dr 2N VA\*== zN
U= N[ li’—%l\/)\_Ti_—(arcmn li) I T

Il en résulte

(56) N:%—[—] et ?,——16eRU.

La résistance, comparée a celle qu’éprouve la sphére, ou la section
normale maxima (le maitre-couple) a le méme contour 2w R, mais ou

8 e e
=—> assez peu inférieure

la surface 5 est le double, en vaut la fraction T

4 lunité.
Dans le sccond cas, ou, si 'on appelle R* le rayon du disque,
a@=c=R et olt b= o, la formule (46) devient, en y posant VA = p,

- (2 R+ p2) dp. 3 — - >P=°°_31rN_
U - N[ NUEETREE =N T tang v+ KT i )ymo — 2R

d’ou
2 R'U

3T

(57) N = et @x:—?slsnfu.

Si, & cette résistance du disque mi dans son plan, on compare la
précedente (56), pour méme contour de la section normale maxima

(ici 4R au licu de 2wR), on trouve le rapport ~» peu inférieur encore

a4 I'unité, alors que le rapport des surfaces 2wR?, 2wR"* est celui des
4

carrés des rayons, —» ou n ’atteint pas méme la valeur - ci-dessus,

olferte par la comparaison, & la sphére, du disque ma normalement a
son plan.
Ces exemples indiquent bien qu’a égalité du contour de la sec-

Ann. Ec. Norm., (3), XXIX. — DECEMBRE 1912. 74
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tion normale maxima, la résistance parait dépendre assez peu de la
forme du corps, tout en croissant lentement avec son aire, ou avec
sa longueur suivant le sens du mouvement. Ainsi|se trouve confirmée
une induction que j'avais formulce dans le méme Tome II de mon
Cours, & la page 201.

38. Terminons notre Etude en cherchant si la relation (6) (p- 561),
démontrée pour le cas de la sphere animée d’ane translation uniforme,
s’étend & Dellipsoide, ou & désignera naturellement la composante
totale, suivant les 2, de la résistance opposée par le liquide extérieur
au mouvement de Uellipsoide fluide & paramétre A (€, étant toujours
celle qu’éprouve Uellipsoide central A = o).

Si ds’ désigne un élément de son aire, ¢t «, 3, v, comme ci-dessus,
les cosinus directeurs de sa normale extériecure, les démonstrations
des N 18 et 19 (p. 557 4 55g) s’appliquerontsaus aucun changement.
L’on aura par suite, d’apres (3) (p. 559), comme valeur de la difl¢é-
rence ¢, — &, ici ot @, b, ¢ sont 1, o, o, et abstraction faite du coef-
ficient constant ,

(58) , /u (e ¢f -+ wy)ds’ — Ufu ado’.
o) gt T

Le second terme, en U, est nul, & raison de ce que Iellipsoide,
symétrique par rapport au plan des yz, se compose, a son arritre,
d’¢léments do’ égaux a ceux de 'avant, mais avec valeurs contraires

du facteur «, tandis que lautre facteur sous le signe /, u, a son
expression (44) paire enx ou, par suite, pareille & 'avant et 4 I'arridre.
Quant au premier terme, le trinome wx + ¢ + wy y est proportionnel
o sur toute I'étendue o” de Uellipsoide, d’apres (44) et vu que ,y, 5
¢galent VI [(a* + W)a, (b* 4+ A)B, (¢*+ A)y]. Car la formule de cette
composante de la vitesse suivant la normale & Dellipsoide devient
immédiatement, en ¢liminant @, y, =,

(59) s A+ opA4wy=[h—g—a(a+2)¢ o

Ce premier (erme de (58) peat done s’éerire

[b—0—2 (a4 7\)cp’][//acla’;

/g
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et 1l est nul comme le second. On a donc bien

Ainst, tous les ellipsoides [luides homofocaux & paramétre ), jusqu’a
ceux qui sont infiniment grands, eprouvent, dans leurs mouvements
entraings par la translation uniforme decllipsoide solide central A = o,
la méme résistance totale que celui-ci, de la part du fluide extérieur.

La formule (59) montre que lavitesse du [luide, en un point quel-
conque, a pour composante, suivant la normale & Pellipsoide & quiy
passe, la projection, sur celte normale, 'unc vitesse translatoire fictive
de tout Pellipsoide & suivant les  positifs, qui serait exprimée par

p-g—2(a+ 07 (")

(1) Le présent Mémoire a 616 résumé dans trois Noles insérées aux Comptes rendus
des scances de [ Académie des Seiences (1. 154, 18 mars el 10 juin 1912, p. 737 el13%7;
LABS, 1 juillet g1, p. 5



