
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

CHARLES RIQUIER
Sur l’existence d’intégrales satisfaisant à des conditions
données le long d’un contour

Annales scientifiques de l’É.N.S. 3e série, tome 30 (1913), p. 9-52
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1913_3_30__9_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1913, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1913_3_30__9_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

L'ECOLE N O R M A L E SUPÉRIEUREIjJJJ OUI 1-JlllJuLllU^.

SUR

L ' E X I S T E N C E I ) ' 1 N T É ( ; K A L [ Î S
SATISFAISANT A DES CONDITIONS DONNÉES LF LONG DTiN CONTOUK.

PAU M. CiiAiïLES IMOIIIEK.

Les condit ions auxquelles il est fait al lusion dans le titre ci-dessus
sont relatives aux valeurs que doivent prendre, sur un contour donnée
les intégrales d'un système différentiel partiel et queJques-unes de
leurs dérivées calculées suivant la normale au contour, ces intégrales
étant d'ailleurs simplement assujetties à être analytiques et régulières
dans le voisinage du contour, c'est-à-dire dans l'intérieur d'une zone
suffisamment mince située de part et d'autre.

Nous commençons par observer (première Partie) que, dans une
recherche de ce genre, on peut tout aussi bien, au lieu de la famil le
des normales, faire intervenir n'importe quelle famille de courbes
coupant sans contact le contour donné. Cette remarque, en même
temps qu'elle fournit une compréhension plus large des questions
à traiter, est aussi de nature a eu faci l i ter l 'exposé.

Nous considérons ensuite (deuxième Partie) un système partiel de
g équations, impliquant un nombre égal de fonctions inconnues,

// i , ^ . • • » (fy,
. ' î nu . A'c. N o i ' t n . , ( .1 ) , X X X . ,IANVII:I( i ( ^ i 3 .
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des deux variables indépendantes réelles ,z", y, e( présentant la forme
linéaire par rapport à Feusemble des fonctions inconnues e( de leurs
dérivées. En désignant par

ses ordres respectifs relativement aux^' inconnues, et supprimant par
la pensée, dans les équations proposées, tous les ternies d'ordres
respectivement inférieurs, nous construisons une forme algébrique de
degré

/,•, 4. 1^ + . , . 4. /.

aux indéterminées X, Y, dont les coefficients, f onc t i ons de .r^y, se
déduisent de ceux des termes conservés par un mécanisme très simple
(voir n0 8). Cela étant, si, d'une part, on se donne un contour ana-
lytique régulier dans le voisinage duquel les coefficients du système
soient des fonctions analytiques régulières ; si, d'autre part, on suppose
que, pour tout point (^,,r) situé dans le voisinage de ce contour, le
faisceau obtenu en égalant a zéro la forme algébrique aux indéter-
minées X, Y ne contienne que des droites imaginaires (Tentier
/;, +• ^2 -h ... 4" k^ est alors nécessairement pair), le système proposé
admet un et un seul groupe d'intégrales, //,, u^ ..., u^ régulières
dans le voisinage du contour, et tellos qu'en adjoignant à ^, u^ ...,
^ respectivement leurs k, - r , k^ ~ i, ..., k. - i prc^mières dérivées

. . <* H-

prises su ivan t la n o r m a l e au contour , ces/-, 4-^4- * . . h k. louc t ions
se rédu isen t sur le contour a des fonct ions ana ly t i ques données.

Dans le cas le plus simple, g = •i, on a renoncé su ivant :
Soit

v du A ()îna ( ) î n l {
'ôx^ 1 Al ̂ r^JJ +• - ."hA^^" -\--.. .=... o

une équation aux dérivées partielles d'ordre pair 2/^ linéaire par
rapport à. l'inconnue u et à, ses dérivées : si, dans le voisinage d'un
contour analytique régulier donné, les coefficients de réquation sont
des fonctions analytiques régulières de ̂  y, et que les droites du
faisceau

. A , oX 2 / < 4«A lX £ / / • l Y+ . . . - i -A , , ,Y Î ^ / / . : ^o

soient toutes imaginaires, l'équation proposée admet une et une seule
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intégrale, régulière dans le voisinage (lu contour, et te l le qu'en lui
adjoignant ses in — i premières dérivées prises suivant la normale an
contour, ces 2 n fonctions se réduisent, sur le contour à des fondions
analytiques données.

Ces résultais ont fai t l'objet d'une Note conHnuniquée a PAcadémie
des Sciences le <S mai 1 9 1 1 . Dans l'exposé qui suit, nous avons, pour
f ixer les idées et simplifier l 'écriture, supposé ^'•== 3.

P1ŒMIEIŒ PARTIE ,

I. Désignant par r, 0 deux variables indépendantes réelles, et par
/'„, H deux valeurs particulières f i xes de la première (/"o<^ \\), considé-
rons, dans l'espace 1 ( ^ ? Û | L la région îî/.,o, évidemment normale ( 1 ) . ,
déf in ie par la double inégalité

/'o< /"'< H (0 ( inelcotKjue) ;

relativement a deux axes rectangulaires Or, 00, tracés dans un
plan, cet te* région se trouve graphiquement re[)résentée par l'intérieur
de la bande indéf in ie comprise entre les deux droites
î

/• ;;:,= /•(„ /•;„:. H,
parallèles ;» Faxe 00.

Soient maintenant ,
E(/-,^ F(/-,^

deux fonc t ions Jouissant dans cette région des diverses propriétés sui-
vantes :

i° Kl les sont olotropes C 2 ) ( e t rée l les^) ;
'2° Klles admet (ent par rapport a 0 la période '2îî, en sorte qu'on a,

( 1 ) Pour la .signification (le co Icrmo et do quelques aulros, voir noire Ouvni^c
itiitilulô : /AÏS sf.\'(èrncx (i/^qfiat.fofis fnu' d('>l'{V(<lcs pa r t i e l l es , <îliii|). UL

0; îbul.
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quels que soient /•, 0,

S ^ ( / ' , ( ? 4 - a 7 T ) = E ( / - , ^ ) ,
¥ { r , 0 ^ r " ^ ) - = V { r , 0 ) ^

3° Leur déterminant différentiel

r/E ()E
7)r 1)fJ

àV ô¥
^r 7ÏÏ!

est conslainment dif Ïéreiï t (le zéro ;
4° Les relations mimériques

E (/• , , ̂  )-.::.- E(r,,0,),

F ( / • i , 9 , ) : ~F(/^)

ne peuvent avoir lieu en même temps que si l'on a a la fo is

/•l — /•g::-:::" 0, C/i - ^— '^TT,

où ̂  désigne (luelque entier.
Ces hypothèses entrainent diverses conséquences que no-us allons

énumérer.

1 . Soient .r, y deuK aulres variables liées aux premières par les
relations

(.-.E(^),
( .r=F(/^).

A la région H;,^ ci-dessus spécif iée, correspond, dans l'espace ( |,r, y |L
une région, îl^,y, formée [)ar l ' t^nsemble d(»s points qui , en vertu des
formules (i), correspondent, (avec répét i t ion possible) aux divers
points de 'îl/.,o. Je dis que la région lil^ esl elle-même normale,

Tout d'abord, cette région est, cont inue .
Effectivement, l'un que lconque de ses poin ts se t rouve f o u r n i par

quelque point de la région H,^, dont on subs t i t ue les coordonnées
dans les seconds membres de (i) pour calculer les valeurs correspon-
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dantes des premiers membres. Cela étant, soient

(.r,, yi), (^a, ra)

deux points arbitrairement choisis dans îîr,y? °t

( / n ^:), (^^)

deux points de 1l,.jj fournissant respectivement les précédents, comme
il vient (l'être dit. Joignons (f\, 0,) a (/'.^ 0^) par un chemin continu
entièrement s i tue dans la région llî/.^j : tout le lon^' de ce chemin,
E(r, 0) et F( '/', 0) devienn(Mit des fonctions continues d'une certaine
variable réelle, et le point (•^,/y) déf in i par les formules ( i ) décri t- dés
lors un chemin continu dépendant de ceUe variable, enhérement situé
dans la région 11 .^y, et commençant a (.x*,, y, ) pour f inir a ( ".r^y^).

En second lieu, tout point de la région ît./.,y . es t le centre de ([uehjue
domaine ( ' , ) ent iér^^meni s i î u é dans c e l t e région.

So i î , ( ^n eflet, (•r,^r, ) un |)oint de la rp^'iou tl./.^, (onru i parquelque
|)oint, (/\, O i ) , de la région il^^o. I.e systéun* ( î ) admet alors la solut ion
numérique

(^p.ri^'., ^i),

eî il résulte d'aillt^irs de nos hypothèses ( )ue l ( f c dé(ej"minau( dineren-
(,iel dtis deux fonctions E(r, 0 ) , K(r, 0 ) est différent de zéro pour
/ • — / • , =r= 0 " 0 , — o . A partir de cette solution numérique, le sys-
tème ( i ) est donc/ résoluble par rapport a /•; 0 cordorrnétxient au
principe général des fonct ions implicites, e / ( , dans le voisinage des
valeurs .z',, y,, /'i, 0,, il équivaut numériquement an système des
formules de résolution : or, x et y étant arbi t ra i res dans ce dernier
système, et le point (r,, 0 ^ f ê t a n t le centre de ( îuehîue domaine inté-
rieur a îl/-,o, on vo i t que la région ÎL;,y comprendra tous les points
C./;, y ) suf f isamment rapprochés de (^.^y Y { ) -

Les diverses condit ions req uises pour la nature normale de la région
ît/.^ s ï ^ t rouvent ainsi sat is fa i tes.

II. Si, dans les formules ( î } , on donne a /• une valeur fixe, ou obtient

( ï ) /oi/' l'( )tivi '(»^c citô [(lus l idut, 1 1 " "M}.
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une courbe pour laquel le les coordonnées .r, y d ' u n p o i n t var iab le
sont fonctions de 0 ; inversement, si l 'on donne a 0 une valeur l ixe , on
obtient une courbe où les coordonnées d 'un point va r i ab le sont (onc-
tions de r.

Cela étant :
i° La famille r^const. se compose de courbes fe rn iées d o n t cha-

cune s'obtient tout ent ière en fa isant var ier 0 de o à 211, en ver tu de la
périodicité des fonctions E(r, 0) , F(r, 0) re lat ivement a la var iab le 0.
Pour la même raison, la f ami l l e 0 ̂  consL s 'obtient tout en t i è r e en
égalant 0 aux diverses valeurs de ce même interval le .

2° Aucune courbe des deux familles ne présente de po in t s ingu l i e r ,
et deux courbes, r = i\, 0 == 0,, appartenant respectivement aux deux
familles, ne peuvent être tangentes au point c o m m u n , M, f o u r n i par
(^O.)-

Effectivement pour constater l 'existence de la tangente en M h la
courbe r=/\ et avoir ses paramètres directeurs, îl faut successive-
ment introduire l'hypothèse n u m é r i q u e r .= r, dans les seconds mem-
bres de (i), prendre les dérivées premières des résultats (par rapport
à 0), et y faire 0 == 6, ; ou, ce q u i revient au même, former d'abord les
deux dérivées

àK^O) d ¥ ( r , 0 }
()0~' —j^"- '

et y faire ensuite r= r^ 0 = Or D'un autre côté, pour constater, en ce
même point M, l'existence de la tangente à la courbe 0 ̂  0< et avoir
ses paramètres directeurs, il, faut int roduire l'hypothèse numér ique
0 = ô, dans les seconds membres de ( ï )y prendre les dérivée» premières
des résultats (par rapport à r), et y faire r == r^ ; ou, ce qui rev ien t au
même, former d'abord les deux dérivées

r)E(r, 0 } (W(r, Ô )——^__, __^,

et y faire ensuite r = = r ^ 0 == 0 ^ . En résumé donc, pour constater , au
point M', l'existence des tangentes aux deux courbes considérées et
avoir les paramètres directeurs de ces tangentes, i l s u f f i l de d o n n e r a
r et 8 leâ valeurs numér iques /\ et 0, dans les deux colonnes respec-
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tives du déterminant
^E ()E
^7 -^9-
^F <^F
àr ()0

ce dernier étant diiïérent de zéro, le point M n'est un point singulier
pour aucune des deux courbes, et ces dernières s'y coupent sans
contact.

3° Si, dans une courbe r—cons t . , on fait varier 0 de o a 2-n:
(o^ï^7^ un n'obtient chaque point (.^,.y) qu'une seule fois (a l'ex-
ception du point final, qui, en vertu de la périodicité supposée, coïncide
avec le point initial). De même, si, dans une- courbe 0 r= const., ou
lait varier r entre r^ et Hf/ 'o <; /' <^ H), on n'obtient chaque point ( ^ ' » y )
qu'une seule Ibis.

/i° Kn supposant r, — r\ différent de zéro, les deux courbes r := /*, ,
/• ==. /^ n'ont aucun point commun» Même chose pour les deux, courbes
0 —: 0,, 0 == 0^, si 0, -- 0^ n'(kst |»as un multiple entier de ^TT.

Dans ce qui suit, nous nommerons couronne la région (normale )de
l 'es[)a<>e [[.'r, y | [ com[)rise enî re deux courbes de la famille / " " " • • const,
(on doit taire abstraction des deux courbes frontières).

f)0 Si l'on considère une courbe déterminée de la famille r== const.,
|)ar exemple r== r\ on peut assigner une constante positive, a, indé-
pendante du poini choisi sur la courbe, e( telle/ que le cercle de
rayon a décrit de ce point comme centre soit tout entier intérieur h la
région îl,̂ .

lîfîe.ctivement, tous les points de la courbe considérée s\)btiejrnent
en introduisant l'hypothèse numérique /'.-= r' dans les seconds membres
des formules (',1), et faisant varier 0 dans l'intervalle ( limité et com-
plet 01

( ) ' 0 1, 9- TT.

Puisque la courbe fait partie de la région tl^,y et que ceî te dernière est
normale (I), il ex is te , poiir une valeur déterminée, Q(,, du paramètre 0,
quelque constante positive, a^, telle que le cercle de rayon a^ décrit

( l ) /ou' rOuvni^c cité, ^hî»p. 1.
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du p o i n t correspondant de la courbe comme cen t re sois tout en t i e r
intér ieur à îia^y. Pour u n e a u t r e va leur , Q ( , du paramèt re , i l e x i s t e
quelque constante p o s i t i v e analogue, a,. I l est v i s i b l e d ' a i l l eu r s que ,
si 0, est suff isamment voisin de Oo, on peut cho i s i r y-, de maniè re
que sa différence aa,, soit moindre que ton te q u a n t i t é donnée . H exist-e
dès lors, en vertu de proposi t ions générales re la t ives a u x régions a la
fois l imi tées et complètes, quelque cons tan te pos i t ive , %, |)()ssèd;ui(
dans tou te l 'étendue de l ' in te rva l le la propriété requise .

6° Si l'on considère, comme ci-dessus (^0), u n e courbe dé te rminée ,
/•==/• ' , de la f ami l l e r==cons t . , on peu ty une constante posit ive, £,
étant donnée, assigner une constante positive, [Ï, (.elle que , dans l ' i n -
térieur delà couronne comprise entre les deux courbes

r =:::. /^-(S, r :::::: /•/ 4- p,

la dislance d'un point quelconque a un poini convenablement choisi
de la courbe r == r tombe au-dessous de s.

Désignant, en effet, par /•,, r, deux valeurs numériques telles que
l'on ait

^o< f'ï< /• /< r2< H,

considérons , dans la région îl^ de l'espace K^ 0 ) J , le f ragmeni l i m i t é
et complet dél îni ))ar les r e l a t io r i s

(a ) l n^':;:^,
f 0 ^ 0 ':: ̂ 7:.

Les fonctions E(r, 0), F(r, 0) y étant continues, on peut assigner une
constante positive, y, telle que, deux points étant arbitrairement
choisis dans le fragment sous la seule condition d'être à une distance
mntuelle moindre que y, la difïerence des valeurs correspondantes de

E(r, 0) présente un module moindre que ̂  et de même la di f ïerencev< ' " •' • '
des valeurs correspondantes de F^, 0; : les deux poinis eorrespon-
dantsde larégion îl,̂  seront dès lorsàune distance mutuelle moin<lre
que s. (;ela étant, si, dans le fragment. (2) de la région îî^, el de part
et d autre de la droite r ^ r ' , on trace deux (^araHéles ^ce f te dmife
qui en soient a une distance p égale ou inférieure a 7, tout poini
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compris entre ces deux parallèles sera à une distance de quelque
point de la droite moindre que y, et la couronne correspondante de
la région îi^ jouira bien, dès lors, de la propriété énoncée.

2. Désignant par r, p, Û trois paramétres arbitraires, considérons
actuellement les deux systèmes de formules

^-E(/^),
{ ) 1 y ^ V ( r . O ) .

(^î irp^,
u) f . y . - . -K^ ,^

dont les seconds membres sont supposés s a t i s f a i r e aux cond i t ions sui-
vantes :

1 ° Dans la région 11,,/) de l 'espace ( [ / ' , O j j dé f in ie par la double iné-
galité

(•")) /'(><" /''< ^ ( fj ( J ' I C I C O Ï K I I K 1 ) ,

Ie,s (onct ions H( r, 0 ) , V ( r , () ) j ou iss t ^n t des diverses propriétés spéci-
f iées au débutdu numéro précédent, (" 'esl-a-dire (pré II es sont olotropes,
admettent ))ar rapport a 0 la période 27c, possèdent un déîcrn i inani
dilrértuitiel constamment (liHerent de zéro, < » ( qu'enfin les relat ions
numériques

S^/' i, ^ ) -:•„: Ef / - . , 0 , ) ,
F ( / - , , ^ ; ^ F f / - 3 , ^ ) ,

lorsqu'on les suppose s imul tanémeni vér i f i ^ ' ^es, entraînent de tou te
nécessité

/•, • • 1 - /•;, ...̂  o, ^i — 0^ • •>./'n.

où/^ désigne qiKdque enti^u'.
'2° Semblablement, dans la région îtr,/j d f * ^ 'es | )a<; ( t [ [ ? , 0 | j déf in ie

par la double inégalité

(, ̂  ) po •< p < S > ( ̂  ( i u < i 1 c< > r î ( j il < î ),

les fonctions 1 1 fp, 0), K ( p , 0} sont olotro|)(îs, admet tent par rapport
a 0 la période 271, possèdent un déterminant différentiel constamment

.'/ " //. Ec. N or f i t . , ( .''i ), X X X . -— .1 .\ N v 1 1 , u » < ) î.' i. <''i
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différent de zéro, et les r e l a t i o n s nu jné r iques

H(pn^)=:H(p,,^),
K(pi^i)=-K(p2A),

lorsqu'on les suppose s i m u l t a n é m e n t vér i f iées , e n i r a î n e n t de toute
nécessité

p i — - p2 ̂  0, ^ — Û^ •:::: '̂  7T.

3° Si l'on désigne par r\ p ' certaines valeurs n u m é r i q u e s déler"
minces vé r i f i an t respectivement les re la t ions

/^/•^H. ^<^'<\\

l'hypothèse numérique r = = r , i n t r odu i t e dans les seconds membres
de (3), fourni t les deux mêmes f o n c t i o n s de 0 que l 'hypothèse n u m é -
riqae ?==? ' , in t rodui te dans les seconds membres de C/i), en sorte
que les deux: systèmes de formules représentent alors le même. con-
tour.

Désignons m a i n t e n a n t par u(x-, y ) une , f o n c t i o n de »r et de y q u i , si
l'on considère la région dé f in i e par (3) et^), soit olotrope dans une
couronne s u f f i s a m m e n t mince r e n f e r m a n t le con tour r ^ •^;. r\ et q u i , si
l 'on considère la région d é f i n i e p a r ( / i ) et (6), le soit dans une cou-
ronne su f f i samment mince r en fe rman t le contour p = p' : comme, par
hypothèse, les deux contours co ïnc ident , i 1 résul te de diverses
remarques présentées plus haut (n° 1 , 1 1 , ^eK)0) que l ' u n q u e l c o n q u e
décès deux derniers f a i t s est une conséquence de l 'autre, Si l 'on fo rme
alors les deux fonctions composées

( 7 ) /4E(r,^, ^ ( / ^ O ) ! ,
W /4ll(p^), K(p,^|,

l 'hypothèse numérique r ^ r ' , i n t r o d u i t e * dans la fonc t ion (7 ) e( .ses
dérivées de tous ordres re la t ives à /', les r é d u i t a des fonctions olo-
tropes de 0 admettant la pér iode 2^; et la même chose a l ieu pour la
fonc t ion (8) et ses dérivées de tous ordres re la t ives à p dans l 'hypothèse
numér ique p == p7 .

Cela étant, pour que la fonction composée (7) et ses n — i premières
dérivées relatives à r se réduisent, pour r == r, à n fonctions olotropes



SUi t L E X I S T E N C E l) î N T S ^ G n A ï . E S , ETC. ï <)

données de 0 (admettant la période 2Tr),

(9) ^), ^ i ( 0 ) , ^(^ .... ^i(^),

il faut et il suffit que la fonction composée (<S) et ses n — i premières
dérivées relatives à p se réduisent, j90(/r p == p', ^ 72 autres fonctions olo-
tropes de 0 (admettant la même période)^

( 1 0 ) ^), cr i (^ ) , (7,(^), ..., a,,-i(/9).

Pow calculer ces dernières^ (10), (fuand on se donne les premiêrrs, (()),
o^ inversement^ il suffit de connaître les foncUo/is lî( /*, 0), I^(/", 0 ) ,
ll(p, 0), K(p, 0), exclusion faite de la composante u(.v^ y), dont Inexis-
tence est simplement admise.

I. Désignons par .y, y, ... dos vîu'iîiltles en nomhïT (incironuue ^ ;
paru, ... (PauÎTCs var iahl^^s on notnl)!*^ qnolconqiie/:; j)ar

7 ( 9 , . . . ) , ^,(^. . .) , . . . ,

^ fonct ions connues (ic ( ) , . . . ( elles soni en menie !H)iril)ï'e (((le I(*s
variables .r, y, ...); |)ar // une lonclion non conniie de x, y^ ...;
pai*

( 1 1 ) 1 1 , (],„, 1,)^ ..., IJ,^ SJ^ , lî,., . . .

les fonct ions composées de 0^ ... auxquel les se réduisent, respective,-
nî e n S

^// ^// à " ' i l ( ) " n (V'tia, ^ ..^ ..., ^, ^^^ ^, ...,

quand on y lail a la fois

^ -r::/^, . . . ) , r :^^(0, .. .), . . . .

Désignant ensui te par A, B, C, I), ..., E, F, G-, ..., divf^'ses fonctions
connues de 0, ..., considérons rexpression

(12 ) A4- I U T 4 -CÎJ^-h l ) l î ^ . 4 ~ . . .4~EI]^-.4- Fi:J.,y]-^ GÏJ^.41- . . . ,

linéaire par rapi)ort a quelques-unes des qnan l i f és ( 1 1 ) .
Cela étant/, (/ne dijférerituition d'ordre (/aelconque par rapport au
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groupe (les variables 0, ..., exécutée sur ( î 2 ), donne une nouvelle expul-
sion linéaire^ comme ( 1 2 ) 7 par rapport an groupe (feu quantités' (\ \) :
car une difierentiation (l'ordre i, re lat ive a 0 par exemple, donne pour
résu 1 tat l'ex p ress io n

^ .^(j i ^u .̂ u i
àO "h ()0 IJ " ' " ̂  l'' • ôO y • • * •

^Bî ,. ()¥ ,, (m,.
+^t,,^^^U,,4--..^.IJ,.+...

.,,/',„ ()). ,, ^H \ ,.,/,, ^/. ., ^P. '"\+B(l!- ^+lJ.' i - • - • • • ) - ' -<: (n.- ^^'•'•••À ' - • • • )
i \)(v f)A i n t)ij' \ "\ i+D^^,.^..|,U,, ^--i-...^..i-...

,,/„ (•//, ,, dy. N ,,/n ^/ ii ^P- \-,- L(ll,, ^-HI^^ -4-.. .) ,-.I.(lJ..,^.-h l].,,̂ - > ...)

-,-GYlJ.^+U. t..,..,V,-.-...,/ T T <)}- , 1 ()^ \(IJ,,,.^+(!,, ^ - • l . . . )

de mêrne forme que (12), et la même chose a l i en , des lors, qne l que
soit l 'ordre de la d i l l e r en t i a t ion .

II. Etant donnés deux systèmes de relations (en nombre limité},
linéaires par rapport a qnelqnes-nnes des quantités (î i) avec des coef-
ficients fonctions de 0, ..., nous dirons que le second est une combi-
naison muldplicaloire dn premier, si, les seconds membres des deux
systèmes ayant été rédnifs à zéro par la simplet transposit ion de leurs
termes dans les premiers membres, chacune des équations du second
système peut s'obtenir en multipliant les diverses équations du premier
par des facteurs convenablement choisis| (onctions de 0, ... et indé-
pendants des quantités (» î ) | , el ajoutant les produits membre a
membre.

Si, chacun des deux systèmes proposés est une combinaison mniti"
plicatoire de l'autre, nous dirons que les deux systèmes sont en
corrélation rnuUiplicciloire.

Par exemple, si un système de m équations, linéaire par rapporta
quelques-unes des quantités ( 1 1 ) [avec des coefficients fonctions de
Ô, . . . ) , est réBoluble par rapport à m d'entre elles conformément a
l'alsorithme de Cramer, il est en corrélation mulliplicatoire avec le
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système constitué par les m formules de résolut ion : il suffit, pour s'en
convaincre, de se reporter an calcul élémentaire à l'aide duquel on
passe du système donné aux formules de résolution, et inversement.

Étant donnés trois systèmes, si le dernier est une combinaison
multiplicatoire du second, et le second une combinaison multipli-
catoire du premier, le dernier est aussi, comme on le voi t sans peine,
une combinaison multiplicatoire du premier. On (ni déduit que si deux
systèmes, comparés à un même troisième, sont avec lui en corrélation
multiplicatoire, ils jouissent aussi, l'un par rapporS i\ l'autre, de cet te
même propriété.

III. .SY deux systèmes^ S, 1\ ayant la forme ci-dessus spécifiée, sont en
corrélation multiplicatoire (II), las deux systèmes qui. s en déduisent
respectivement par toutes les differentiatio/i s possibles des ordres o, î ,
'4, .... m. (relatives au groupe des variables 0, ... ) Jouissent de la même
propriété.

Notre proposition étant vraie d'elle-même pour m -- . o (puisque la
conclusion est alors identique î » l 'hypothèse), il suff i t de faire voir
qu'en la supposant vraie pour une valeur quelconque ///, elle l'est
encore pour la valeur suivante m -h î .

A cet effet, nommons S' et î" les groupes respectivement déduits
de S et T par toutes les di f férent iat ions possibles du premier ordre ;
S77 et T'les groupes respectivement dédui ts de S et T par (outes les
dilférentiations possibles du second ordre; et ainsi de suite. On sup-
pose que chacun des deux systèmes

0'>) (S, s', ...,sw),
(^) n\r, ...,T^)
est une combinaison multiplicatoire de l'autre, et il s'agit de prouver
que la même chose a lieu pour les deux systèmes

( i 5 ) (S, S', . . . , S'^, S^'i ^ ) ,
( i ( > ) (T/I\ . . ..T^/r^ • t ^ ) ,
que le système (i(>), par exemple, est une combinaison nniltiplicatoire
du système (iF)).

Effectivement, le s y s t è m e ( i ( > ) se compose du système (i/i) et du
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groupe T^"^. Or, t o u t e é q u a t i o n du système ( ï / i ) , é t an t , d'après
l 'hypothèse, une combina i son nnilt iplicatoire (le (i 3), est, par là
inême, u n e combinaison m u l t i p l i c a t o i r e d e ( ' î f ) ) .

Considérons m a i n t e n a n t une équa t ion quelconque du groupe T^-1),
ou, ce qui rev ien t au même, une équation que lconque d é d u i t e de T^
par di t ïerent ia t ion première. En désignant par

LI—O, La— o, . . ., 1^,:-= o

les équations du système ( i '5), et par

Zi» Z^ • - - '/M

des mult ipl icateurs convenablement choisis ( i n d é p e n d a n t s des q u a n -
t i tés (î i) |, toute équat ion du groupe T^'5 est de la forme

/l ^1 +• 7.2 ^2 •+" • • • -i- '/./{ L/» = < ) -

Si on la d iHeren( ie i)ar rappori a une var iab le que lconque , 0, du
groupe 0, . . . , l 'équation résu l tan te peut s'écrire sous la f o r m e

^ L, + ̂  L,+... + ̂  L, 4- /, ̂ )(L, ) -h z, ̂ o( 1., ) -t • . .. h y^ ̂ ( L,) :, :••. o,

où le symbole UQ désigne une dér ivat ion première relat ive a 0, elïectuée
suivant la ré^'le des fonct ions composées. ( ; < * l a é t a n t y i l s u f f î t d 'observer
que les équat ions

Li=^o , 4=0, . . . , ( ^ , — ( » ,
Ûo ( Li ) = o, ^o ( î., ) ::-:. o, . . ., £2o( 1^, ) .-"r o

appart iennent toutes au système (ï5).

Ï'V. Supposons, pour fixer les idées et simplifier l 'écriture, que la
fonction (non connue) u dont i l est question à l 'al inéa 1 dépende des
trois variables x^ y , z , et soient

07) ^=7.(,ô, ...), y=:^(^ ...), s^v(^ ...)

les trois fonctions connues de 0, ... qu'on subst i tue respectivement à
ces variables. Considérant alors une expression l inéaire par rapport
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aux quantités IL/'-y^'? nous nommerons partie principale de celte
expression l'ensemble (les termes où la somme a 4- p -(-^ est la plus
forte : dans l'expression considérée, et notamment dans sa partie prin-
cipale, il y a avantage, comme nous le ferons plus loin, à désigner
symboliquement par la notation Xe' V'P/^ ce que nous avons désigné
jusqu'ici par la notation U^j^-v, c'est-à-dire la fonction composée de

/^a-+-p •\ •'{ i i
0, ... à laquelle se rédui t ——-. .^ lorsqu 'on y edectue les substitu-

t ions (17). Par exemple , l 'expression

A 11,. -4- A / U^ 4- A" LU -i- ->. S.Î Vy, -\- 2 F/ IL, 4- •2 ^\f' lî^,
-4- ••î C 11... 4- a (7 lly 4- -A (7 1^ -h I) U "h E

(où A, A', A", B, B\ B", G, (7, (\", I), E désignent des fonctions connues
de 0, ...) sera représenlée |)ar le polynôme

A.X2.4- A/ Y2 4" A'//2 + •:>< BYZ 4- •>. B'ZX 4- a B" XY
^ ̂ \\ ̂  .^/Y 4- ?A\"7. + DU 4- 1^

et sa partie principale

A 1,1.^ 4- -V \]^ + A' l]^ -i-~ :>. Wy,. 4- •< H' l.}^ 4- •î 1^ U^-

par la forme <juadrat i ( jue

AX 2 4- A' Y2 4- A/-7^ 4- a m'Z 4~ 2 Î^ZX -i- ^ IC X Y,

II est bon de noter ici le point suivant.
Considérons une expression linéaire par rapport a quelques-unes

des quantités (r ï), et effectuons sur elle une dilîérentiation relative a
une variable quelconque, 0, du groupe 0, ..., ce qui nous donnera une
deuxième expression de même nature ( I ) ; puis, dans l'une et l'autre
expression, représentons symboliquement la partie principale par une
forme algébrique en X, Y, Z. Cela étant, il est très facile de voir que
la deuxième forme al^ébrufiie se dédiai, (le la première en la multipliant
par la forme linéaire

^X4-^Y4-^Z .

où A^ [H, VQ désignent les dérivées premières de A, ;x, v par rapport
a 0.
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V. Considérons ac tue l lement des formes l i n é a i r e s en nombre é^al
à celai des indé te rminées X, Y, Z,

( ^X -i^iY^ ri/^, XS
( 1 8 ) 1 ^X 4- ^ Y 4 - ^Z-- r*

i ^,'X -h^Y• •h<^ ,Z . . ^Z / ,

et construisons avec elles les diverses expressions X^Y^Z"^ en

nombre v?î '̂̂ ^ pour lesquelles la somme a-4- ^ ^ y est. égale

à m : chacune de ces expressions est une forme algébrique de degré fn
en X, Y, Z, on les coefficients ((onction (les a, des I ) et des r) sont en

nombre ——'-^^-——•^ Cela étant, ^ /<" déterminant, (fui a //w//' r'7 -̂"

ments les coefficients des formes linéaires (\ B) <î.v^ diffVrenl. de sérn^ wini
(fui a pour éléments les coefficients des formes d'ordre rn ainsi construit, es
joail de la même propriété,

,. ^. , . , ( ni 4" * ) (ni ! l 1 ' '"t ) f i i < ï î i fl'osons en (illet , pour abréger, --—--•-- ,-„,..: ft| et, dans les AI
expressions X^'Y^Z^, considérons X', Y', Z' comme trois variables
indépendantes : nous aurons ainsi M formes algébriques de degré ///
en X', Y^ Z', se rédiiisant cliac.une à un terme unique dont le coeffi-
cient est î , et il est clair qu'en multipliant ces M formes algébriques
(respectivement identiques a M termes dissemblables ayant pour
coeflicient l'unité) par les constantes indéterminées o,, o.^, . . . » o^ el
ajoutant les produits, la (M.4- i)"'"^ forme algébrique qui en résulte
ne peut être identiquement nulle en X/, Y', Z' que si l'on a à la fois

O j — O , :̂r;: 0, . . ., OM::':: <».

Dans les M 4 - 1 formes de degré rn que nous venons de considérer,
remplaçons maintenant X', Y\ 7/ par les formes linéaires ( îH) : noilh
obtiendrons ainsi M +1 formes algébriques de de^ré m en X, Y, Z,
dont la dernière est la somme des M premières respectivement multi-
pliées par Oi, c^, ..., o^. Pour qu'elle soit identiquement nulle en
X, Y, Z il faut et il suffit puisque les coefficients des formes f î K ) sont
les éléments d'un déterminant dillerent de zéro, qu'elle le soit en X\
Y^ Z' avant la substitution, et, par suite, que les multiplicateurs ô^
o.^ ..., o^ soient tous nuls : si donc» une fois la substitution opérée^
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on égale à zéro ses divers coefficients, le système ainsi obtenu, compose
de M équations l inéaires et homogènes par rapport aux M multiplica-
teurs, admet la solut ion unique

ôi==o,

et présente, par suite, un déterminant différent de zéro. Or, en per-
mutant dans celui-ci les lignes avec les colonnes, on tombe précisé-
ment sur celui qui a pour éléments les coefficients des M premières
formes.

VI. Revenons à notre énoncé général, et reportons-nous au débu t
du présent numéro 2.

En développant K(r, 0), F(r, 0), seconds membres des formules (3),
suivant les puissances de r — r\ i l v i e n t

. r==X(^)-h

y-^^(O)^ f,(0)~\-..,;

dans ces formules,
\(0), c , (0 ) , e,(0), . . . ,

^(0), /i(^ MQ\ - • -

sont les fonctions olotropes (connues) de 0, à la période 21^ auxquelles
se réduisent, pour r = r\ les fonctions E(/-,0), F(r,0), el leurs dérivées
de tous ordres relatives à/ ' ; les premières d'entre ces fonclions satis-
font, quel (lue soit 0, à l'inégalité

e,(0) V { 0 ) ,

A(0) ^(^ ^0 ?

qui se déduit de l'inégalité supposée

(JE ()R
"J7 ~à0

•y: 0
()¥ ôV
7i7' ôO

par l ' introduction de l'hypothèse numér ique r == /<
Ann. Éc. Norm^ (3), )^XX. - JANVIER 1 9 1 3 . ••(
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Il importe de noter ce qui s u i t :
Désignons par

(J, U,, 0,, 0,. . . .

ce que deviennent respectivement

( ) fi ()u ( ) ' ' / /
^ ^ Jy' ^? t"7

quand on y remplace les var iables ^ ^ y r e s i x ^ e f i v e n n u i f p a r A ^ O ) , p - ( O ) :
si l'on prend la dérivée d'ordre rn par rappor t a r de la fond ion coin-
posée

^ | :E ( / - ,Ô) , F(/^)|,

et qu'on fasse dans cette dérivée r^r\ on obtient visiblement nne
expression l inéaire et homogène par rapport aux quant i tés

[..L̂ p (a -h p ̂  ï , ^, .. ., m.),

avec des coeffici^mts c o n n u s , ( o n c t i o n s pér iodiques de 0 à la pér iode 27:.
Or, la partie p r i nc ipa l e ( f V ) de l 'expression don t i l s'agit est, comme
nous al lons le voir , suscept ib le d ' u n e représenta t ion symbo l ique f o r t
simple.

Efïectivement, dans la. dérivée d'ordre m relative a r de la fonc t i on
composée ^(/x^y), la part ie l i n é a i r e et bomog'éne par rappor t aux
diverses dérivées d'ordre rn de la, composante peut se représenter
symbol iquemen t par

/ / à , < ) \/ïl
^ /•^+y/•^J / /-

où. oc'^ y ' ^ désignent les dérivées premières relatives à r de

^•E(r,0), y = F ( r , & ) .

Or, dans l'hypothèse numérique r == r\

Xy y, ,%.',,, y ^ .

se réduisent respectivement à

HO), ^), ^ ( 0 ) , J\{0),
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et il en résulte, pour la partie principale d o n t nous nous occupons, la
représentation symbolique

(6vX 4-/,¥)-.

Semblabicment , si l'on développe Il^p, 0), K("p, 0), seconds membres
des formules (4)» suivant les puissances de p —- p', il v i e n t

^^^ (^ )^^_^ / , , (^+LP_^^(^+ . . . ,
J . •;>-

(P-P^y:^(0)+P___P^(^

dans ces formules,
À ( 0 ) , / i , (0 ) , h , (0 ) , . .,

i j . {0 ) , /^(O), Â- , (0) , . . .

sont les fonctions oloiropes (connues) d e O , a la [ ter iodï* ^TT:, auxquel les
se réduisent, pour p == p\ les (onctions l \ ( p ^ ) ) , K.(p, 0), el. leurs
dérivées de tous ordres relatives a p. L'inégalité supposée

^ii ()n
T^p ~ô~0
ôK ()K
^p ~<)0

^ ( 0 ) ^ ( 0 )
^(0) ^ ( 0 )

donne, pour p =rr p\

Enfin; si l^on prend la dérivée d'ordre m relative à p de la fonction
composée

«|:II(p^), K (?,<?) ] ,

et qu'on fasse dans cette dérivée p == p', on obtient une expression
linéaire et homogène par rapport aux diverses quant i tés

U^.yft (a {- p == i , '-s, . . . , / / / , ) ,

d o n t la partie p r i n c i p a l e se trouve s y m b o l i q u e m e n t représentée par

( / ^ X + Â - i Y ) ^

VII. Dans la démonstrat ion de notre énoncé général, nous exami-
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nerons successivement les hypothèses n = "i, 2, 3^ /i ; 'le lecteur géné-
ralisera sans peine.

A. La proposition est vraie d'elle-même pour // == i.
//. La proposition est vraie pour n •= 2.
Pour que la fonction u[E(r,Q), V(r\ ())\ et sa dérivée première

relative à /• se réduisent, pour r == r\ à des fonctions données, u, u ,
(à la période 2ir), de la variable 0, il faut et i l suff i t que l'on ait, que l
que soit 6,

( Ï I ^ u ,U = u,
^X4"/ iY=^.^O) 1 v . r v.,,...

Sernblahlement, les identi tés qui expr iment que la fonction
^ (H(p ,0 ) , K ( p , 0 ) ] et sa dérivée première relat ive a p se réduisent,
pour p = p^ à des fonctions données de la var iable 0, on t pour premiers
membres

.( U.
(20)

( / / î 'X+ / - iY .

Or, la première des identi tés ( ï < ) ) en t ra îne comme conséquence
nécessaire l ' identité
(21) V X ^ p ' V --^ v ' ,

et comme, en vertu de nos hypothèses, le d é t e r m i n a n t '

(-) h fi^ /i
v p.'

est d i f l e ren t de zéro, on peuty de la deuxième relation (ï<)) ^t de la
relation (21), t irer en fonct ions connues de 0 les quant i tés symboli*"
quement représentés par X, Y : on conna î t a ins i , par là memCy la
seconde des fonctions (20),! que nous désignerons par c r» . Si Fon
considère alors les deux systèmes

l.J=^,
(23) ^ y /X^ ^Y::^^,

^X^Y:^,
( (J=^

(^) ' 5/X+^Y:=y,
( ÀiX-hÂ-iY:"::^
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on voit qu'ils sont en corrélation multiplicatoire (II) : car, le détermi-
nant

//i /-i
V ^

é t an t , comme (22), différent de zéro, les deux systèmes sont rédui ts
(par rapport à U, X, Y), et il résulte d'ail leurs de la déf in i t ion de cr,
que le second est une conséquence n u m é r i q u e du premier ; les for-
mules de résolu t ion sont donc de part et d'autre ident iques , et les
systèmes (28), (2^), dont chacun est en corrélation mul t ip l ica to i re
avec elles, jouissent vis-à-vis l'un de l ' au t re de cette même propriété.

Cela é tant , pour que les identi tés (19) soient satisfaites, il. faut et il
suffit que les identi tés

U == 'j,
(.5)

\ A/X.-t-^Y==(7i

le so ien t elles-mêmes : car les ident i tés (19), supposées vérifiées,
e n t r a î n e n t , (2,3), par conséquent (2.4)? et en par t icu l ie r ('25); inverse-
m e n t , les ident i tés (2.5), supposées vérifiées, e n t r a î n e n t (24 )» pîir
conséquen t (a3), et en par t i cu l ie r ( i 9).

On voit en même temps que la connaissance des fonct ions u , u,
en t ra îne celle des fonct ions L», o-i, et réciproquement, sans qu ' i l soit
besoin de connaî t re uÇûc^y).

C. La proposi t ion est vraie pour n == 3.
Pour que la fonct ion ^|E(r, 0), F(r, 0) | et ses dérivées première et

seconde re la t ives à /• se rédu isen t , pour r= r y à des fonctions données,
L», u^ L^ ('à la période 271:), de la var iable 0, i l faut et il suff i t que l'on
ail, q u e l que soit 0 (VI) ,

IJ = U,

(^6) ^ X + . / , Y = ^ ,
( ( ^X-h / iY) 2 ^ . . . ^^ .

Semblable/ment, les identités qui expriment qae la fonction
^[TI(p, 0), K(p, 0)] et ses dérivées première et seconde relatives à p se
réduisent, pour p == p'y à des fonctions données de la variable 0, ont
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pour premiers membres
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(27)
V,
/ ( iX - f -A ' iY ,

(/(iX-^-iY)2-!-.-..

Or (IV), la première i d e n t i t é (26) entra îne
(28) 7/X -l-p.'Yr;-- u/,
(29) (7,'X+(x'Y)2-^-...==<

et la deuxième ent ra îne

( 3o ) ( e, X -t- /i Y ) ( À' X + ̂  Y ) •+•. .. = " ',.

D'autre part, le déterminant des formea l inéaires

«,X-|-/,Y,
"À'X 4-^.' Y

étant différent de zéro, celui des forimcs quadrat iques

( c ,X - l /,Y)^,
( f f ,X- t - / iY) ( ) . 'X . t -^Y) ,
( / /X- i -^ /Y) 2

jouit de la même propriété (V) : on peut, dorx;, âpres avoir ( i re do la
deuxième relation (26) et de (28), en fom;l,ions c o n n u e s de 0, les
quantités symboliquement représentées par X, Y, tirer sembhiiblement
de la troisième relation (aG), de ('2()) et de (3o; les quant i tés symbo-
liquement représentées par X2 , XY, Y2. Et l'on connaî t , a i n s i / p a r i ; )
même, les deux dernières des fonctions (27), que nous représenterons
respectivement par <J^ et a-.^.

Si l'on considère alors les deux systèmes

(3 i )

U = u ,
î.'X-(-^Y-:u',
CiX-t-/iY==u,,

(À'X.-i-^-'Y)2^-, ..^u",

(c iX-4- / iY)(À'X-t -^ 'Y)4-
(ff^X+/lY)^-^-...=u,
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(32)
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U = ^
À'X-t-^Y:^',
//,iX+/CiY=:î7i,
(^X+^Y)2-(-...=<
( À i X -4- k, Y ) ( À/ X + p' Y ) +... == a ;,
(A,X+Â- iY)24- . . .=^ ,

on voi t aisément qu ' i ls sont en corré la t ion m u l t i p l i c a l o i r e . Effective-
m e n t , les systèmes ('23) et (24) j o u i s s a n t , comme nous l 'avons é t ab l i ,
de celle propriété , il en sera de même (111) de ceux qu'on en d é d u i t
respcclivementpar les d i l le ren t ia l ions des ordres o, ï , c'est-à-dire des
systèmes respectivement formés par les c inq premières équa t ions (3ï)
et par les cinq premières é q u a t i o n s (3-2). D'autre part, i l r é su l t e de la
dé l i îu t ion de ^^ que la de rn ié r ( ï é q u a t i o n (32) est u n e conséquence du
système (3î). E n f i n , le d é t e r m i n a n t des formes l inéa i res

/<iX-4- Â - iY ,
V X -h p' Y

é l a n t d i f f é r e n t de zéro, et par sui te aussi ce! n i des formes quadra-
t iques

( ^ X + ^ Y ) ^
( ^ X + ^ Y î C ^ X - h ^ Y ) ,
(}' X -h^Y) \

le système (32) possède, comme (3t) , la propriété d'être r é d u i l (par
ra i )por t a n x q u a n t i t é s II , X, Y, X'.2, XY, Y^) . P u i s q u e (32} est une
conséquence de (3î}, les fo rmules de résolu t ion sont donc de part et
d 'autre i den t iques , et les deux systèmes, d o n t chacun se trouve en
corrélat ion m i i l t i p l i c a t o i r e avec elles, j ou i s sen t vis-à-vis l ' un de l ' au t re
de cette même propriété .

Cela é tant , pour que les ident i tés ('26} soient sat isfai tes, il faut et i l
suffit que les idenl i tés

[ [J==^
(33) / ^ , X + ^ Y = ^ , ,

f ( / / ,X -h A-, Y) -4- . . .=-^

le soient elles-mêmes : car les iden t i t é s (26), supposées vérifiées,
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entraînent (3i), par conséquent (3a), et en pa r t i cu l i e r (33); inver-
sement, les identités (33), supposées vérifiées, mi t r a înen t (32), par
conséquent(3i) , et en particulier (26).

On voit en même temps que la connaissance (les fonct ions u, u , , i^
entraîne celle des fonct ions u, c^, cr^, et réciproquement, sans q u ' i l
soit besoin de connaî t re u(x\ y).

2). La proposition est vraie pour n — /s.
Pour que la fonction M [ E ( r , 0 ) , F(r, 0)| et ses dérivées pîTHlièn 1 ,

seconde et troisième relatives à r se réduisent, pour r :.:;= /'/, à des (onc-
tions données, u, u^ u^ , u;, (à la période 27:), de la va r i ab l e 0, i l f a u t
et il suffît que l'on ai t , quel que soit 0,

U=u,
^X+/,Y)=^

(^X.4.-/,Y)2.-l-...::..:^,
(^X 4" .AY)M-... ::::-: U3.

(34)

Semblablement, les identités qui expriment que la (onct ion
^ [H(p? 0), K(p, 0)] et ses dérivées première, seconde cf. troisième
relatives à p se réduisent,, pour p ̂  p', à des fonctions données de la
variable 0, ont pour premiers membres

(35)

0,
//i;X+/-îY,

( A t X - î - À ^ Y ) 2 . . ^ . . .
(^X^/VY)'^"....

Or, la première identité (34) entraîne
W ^X+^Yr:^,

(3?) (7/X+^Y)^..^<
(38) „ , (^X+^Y) ; l+...=yw;

la deuxième entraîne

(39) (^X+yiY^À'X^-^Y) "+-...^:u^
(^û) (^i X "+- /iY) (^X + p/ Y) 2^- , . . := yÏ ;

et la troisième entraîne

(40 (^X+^YÎ^^X+^Y) -4"...:.:.::: ̂
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D'autre part , le d é t e r m i n a n t (.les (ormes l inéa i res

^X4-/ ,Y,
VX -i-^/Y

étant d i f férent de zéro, celui, des formes quadratiques

(e,X4- / iY)2 ,
( ^ X + y i Y ) ( ) / X + ^ Y ) ,
(VX 4-^ Y y2

et celui, des formes cubiques

( ^ X + . A Y ) ^
(e,\ -\-f^y(V\ 1 - ^ / Y ) ,
( ^ X - h - ^ Y ) ( / / X - l - ^ ' Y ^ ,
( / /x -i-^Yy

joiiisseni de la même propriété : on peut donc, après avoir lire de la
deuxième équation (34) c(- de ("US), en fonctions connues de 0, les
quantités symboliquement représer. ^ées par X, Y, tirer semblablement
de la troisième équation (34^, de (^y) et de (3<)) les quant i tés symbo-
liquement représentées par X\ XY, Y2, puis de la quatrième équa-
tion O/s), de (3(S), de (4°) ^t de (f\\ ) les quantités symbol iquement
représentées par X'\ X^Y, XY2 , Y^. Et l'on co,nnaît ainsi, | )ar la même,
les trois dernières des (onctions (35), que nous représenterons respec-
tivement par cr,, c^, cr;ç.

Si l'on considère alors les deux systèmes

f I.J"rru,

VX - .+-^ /Y:=-J / ,
^X4.-/,Y'1 ,^1,

()/ X^- f^Y) 2 - . ^ . . . . . . . . . . . . . . . "~^,
(<' i X 4 / 1 Y) ( ) /X
( ^ X + ^ Y } ^ - ^ . . .
( ^ / X -4- [ j ! Y y5 -4--. .,

^Y) - . | - .

(^X-h/ ,Y) (rX-4-^Y)^-h. . . -=^.
( ^X^ / lYnÂ 'X i . ^Y )4 "
(^X4-/ ,Y) î i4^.. . . . . . . . • . , .

Aiifi, Kc. Norm., (3 ) , XXX. -— jAîs'vii'.it i \ ) ï 'à .
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II --- u,

^X4-^Y-:- i / .
/t,X 4- /,,Y=:cri,

( "À 'X -i-^'Y)2-!... . . . ^ . . . . . . , . . - - y",
(A, X -)- A-i Y ) ( V \ 4- y: Y ) . ) . . . — cr',,
(/<iX+/-i Y)2+.... . . . . . . . . . . .-:o-,,
O'X -^ -^Y) ; • - ^ • . . . . . . . . . . . . . . . . - -•y",
( A , X -)- /.i Y) (Â 'X 4- ^/Y)2- ... -- 7;,
( /;, X -l- /,i Y )' ( )/ X + ̂ .' Y ) |-... -- -: ff,,
(/(,X-(-/•, Y)3 +............... •--:^,,

on voit, aiscntcnt qu'ils sont, f'n corré la t ion i i m l l i j t l i r . i l l o i f c . (^rccl.ivc-
incnt, les sysièmes (3i) cl, (3'2) jouissanl., coiinnic nous l 'uvons ('•U»Mi,
de cette propriété, i l en sera de niêrne de ceux qu'on eiii dédi i i l . respee-
tivemcnt par les difïercntiat . ions d'ordres o, i, c'est-à-dire des sys-
tèmes respectivement, jloi'nies p;»r les n c t i f j ) re i i t ieres é ( ( U î t t i o n s ( 4 ' - î ) et
par les neuf premières équat ions (/|3). D'autre ?;«•(,, i l résullc de la
déf ini t ion de a-, que la dernière équat ion (/|3) est une- conséquence du
système (42). linlin, le déterminant, des formes l inéaires

Ai X - l - /', Y,
/,' X 4- y.' Y

étant dillerent de zéro, et par suite aussi ce lu i des (onnes quadra-
tiques

(AiX^-Â-iY)2 ,
( /< ,X4- /C iY)0 . 'X4-p . 'Y) ,
0' X4-^•'Y) ;,

et celui des formes cubiques

(AiX^- i -Â- iY)^
(AlX4-/.• ,Y) la ;X 4 ^.'Y),
(/(,X.4-/-,Y) (V\+[J.'YY-,
(-Â'X 4-^.'Y)',

le système (43) possède, comme (42), la propriété d'être réduit (par
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rapport aux 'quant i tés [J, X, Y, X2, XY, Y2, \\ X^Y, XY2, Y3),
Puisque (43) est une conséquence de (42), les formules de résolut ion
sont donc de part et d'autre ident iques , et les deux systèmes, dont
chacun se trouve en corrélat ion multiplicatoire avec elles, jouissent
vis-a-vis l 'un de l 'autre de cette même propriété.

Cela étant, pour que les iden t i t é s (34) soient sa t i s fa i tes , i l faut et il
suffît (jue les identités

( 44 )

U-:^
/^ X. 4-^1 Y =: o-i,

( / / ,X + ̂ Y^-h. ..=ro-,,

( / / , X ^/-lY)^...-^

le soient elles-mêmes : car les identités (3/1), supposées vérifiées,
entraînent (42), par conséquent (4 '5 )^ ^ <m particulier ( /g4) ; inverse-
ment, les identités (44)» supposées vérifiées, ont rainent (43)? par
conséquent (4*2) et en particulier (34).

On voit en mémo temps que la connaissance des fonctions L», î j ^ , L^,
u;, entraîne celle des fonctions u, o",, cr^, or;,, et réci|)ro([uement, sans
qu'il soit besoin de connaître u ( x , y ' ) ,

E. Ce mode de raisonnement peut être indéfiniment poursuivi, et
l'on verra sans peine que, si la proposition à établir est vraie jusqu/à
une certaine valeur n, elle Pest pour la valeur suivante // { i.

3. I/énoncé formulé au début du numéro précédent est susceptible
d'une forme géométrique intéressante que nous allons indiquer (n° 5).
Nous poserons à cet effet la définition suivante :

Soient x, y deux variables indépendantes (réelles); u ( x , y } une
fonction de ces deux variables, olotrope dans une certaine région;
C une courbe de la région, représentée par les formules

(/i5) a-^^r}, r ::::::„ ^(r),

où /"désigne un paramétre arbilraire : on ne considère cette courbe
que dans une portion dépourvue de point singulier, el où chaque point
ne soit obtenu qu'une seule fois. Un sens positif ayant été adopté pour
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les arcs sur la courbe C, supposons que les coordonnées a\ y ( f u n
point variable de la courbe aient été exprimées en fonctions de rares ;
en les remplaçant par ces nouvelles valeurs dans la fonction u(iv,y\
on obtiendra une fonction composée, ^,y, no dépendant que de la sente
variable,?. Gela étant, nous nommerons dérwée d^ordre n de u ( a ' , v )
prise suivant la courbe C la. dérivée d'ordre n (par rapport a s ) île la
fonction composée u^ Cette dé f in i t i on est v is ib lement indépendan te
de l'origine choisie sur la courbe pour compter les arcs; les dérivées
des ordres impairs changenrsimplement de si^ne lorsqu 'on change le
sens positif.

Si. l 'on considère, au lien de /<ç, la. fonc t ion composée

/0.== iï\'i,(i^,'{i(r)\,

ses dérivées de tous ordres jouissent , par rapport a celles de u^ de la
propriété suivante :

Pour que la fonction, composée u^ et ses dérivées des ordres l y :% .,.,
n — î prennent , en un po in t donné de la courbe (4^)? des valeurs
numériques données , il f a u t et il su f f i t que la fonction composée ///. et
ses dérivées des mêmes ordres p rennen t , au poin t dont i l s'agil,, cer-
taines autres valeurs mnnériques ; pour calculer ces dernières lors-
qu 'on se donne les premières, ou inversement , i l suff i t de connaî t re
les (onc t ions $(r), r \ ( r ) , exclusion f a i t e de la composante u ( a ; y ' y ) ^
dont l 'existence est s implement admise.

EfÏeclivement, si l 'on considère sur la courbe une région dépourvue
de po in t s ingulier , Parc ^ est une fonc t ion olotrope (connue) de r
ayant pour dérivée première la quant i té essentiellement d î f le ren te de
zéro

\/(5Ffêy.
en sorte que, inversement, r peut s'exprimer en fonction olofrope
de s : la fonction u.s peut donc se déduire de itr en y remplaçant r par
sa valeur en fonction de,?. Les valeurs correspondantes de. u.r, u, sont
na ture l lement les mêmes; quant à leurs dérivées des ordres î , .2, ..^
n—i, elles satisfont, en vertu de la règle des fonc t ions composées,
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aux relations suivantes :

37

ds dr ds

d2 fi., d2 u,. / dr \2 dif,. d^ r
"1-

d^ ~ dr1 \ds) ' dr ds-

d'^ff^ d'^u,. f d/'\^ ^ d ^ u , . dr dï r du,, d'''' r
~~d^~:=: "Tif^ \ 'ds ) + ' } '777 "̂ Tiï TZv7' ""h 717 ~d^'

d"' "•1 ̂  __ d'<Zlur f^^'Y' ï _
d^ l ~ ~~df^~ \d^) + ' ' ' *

Comme -r-? inverse ari.llî ,mé[i,(jue du radical (4^)? ^^l- d ine ren t d(î xcro,

les coeflicienis de
du,. <72//,, d'^ ff ï. d'1 1 //,.,̂., .̂̂ .., ^^-, .. . , ^^,

dans ces équations successives le sont eiçakmieni : en sorle que ces
équat ions, résolues en l'ail par rappori aux //. — s premières dérivées
de u^ ])e,uvent l'eire loul auss i 1 ) 1 ( ^ 1 |)ai' rapport a n x ^ — ï )>reniieres
dérivées de //,.. On en déduit iînrruîdialejnent le ()oinl a établir.

•1. Revenons ac tue l lement aux, fo rmules (3) posées au déh'ul du
n0 2,

.z—::E(r^), y-:::!^/-,^),

et faisons sur leurs seconds îne'mbres, ]î(r\ 0), F(r,0), les diverses
]m.)otlîèses q u i s'y I rouvent éiHimérées. Si l 'on considère l^ contour
fermé

( ^7 ) a^=.ï(0), y^^W,

f o u r n i par les formules (3) dans l 'hypothèse rmmérique r == r , et dont
un po in t v a r i a b l e dépend de 0, on peut dire qu'à tout po in t de ce con-
t o u r correspond, d'après les mêmes formules (3), u n e courbe dont un
p o i n t v a r i a b l e dépend de r.

Cela é t a n t , pour ( / u une /onction u { x ^ y ) et ses dérivé en des ordres ï ,
2, » . . , n — ï , prises suivant les courbes 0 ̂  consL de la famille (3), se
réduisent, sur b contour ( f ^ ) ^ à des fonctions oiotropes données de 0
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(admettant nécessairement^ comme on va le voir, la période 2'n:), il faut
et il suffit que la fonction composée

^[E(r,0),F(r,0)l

et ses dérivées des ordres 15 2, ... 5 n -— ï par rapport à r se réduisent^ pour
r==r^ à certaines autres fonctions ototropes de 0 (admettant la rnftme
période). Pour calculer ces dernières lorscfuon se donne les premières^ on
inversement^ il suffit de connaître les fonctions E(r ,0), F(r,0),
exclusion faite de la composante tt(^^y)i dont Inexistence est simple-
ment admise.

Effectivement, si l'on convient, comme il est na ture l de le f a i r e , de
compter l'arc d 'une courbe quelconque 0 s=; consL de la f a m i l l e (3) a
partir de son point d ' intersection avec le contour (47)» ^t a rc^es t
une fonction de r et 0 vérif iant l 'équation aux dérivées part iel les

avec la condition in i t i a l e
s "̂  o pour /* ••::.:•:.. r ' »

Inversement, le radical étant (en verlu' de nos hypothèses) d i f fé ren t
de xéro, /'esl une (onc t ion oloirope de s et 0 ayant pour dérivée par
rapport à s l ' inverse a r i t h m é t i q u e du radical . Cela é t a n t e ^4 dans l 'ex-
pression u\ E(r, 0), F(r,0) | , que n o u s désignerons p lus s implement
par u^ on remplace rpar sa valeur en fonction d e , y e t 0 , l 'expression u^
ainsi ob t enue nous fournira , par des diHerenlial ions relat ives h ̂  les
dérivées de la fonction u Ç x ^ y " ) prises suivant une courbe quelconque
0 == const. de la fami l le (3)» Or, il vient , , en ditîérentiaut ri — î (ois ;

à Us ()u,. or
os (}r os

6^^ ^ ^^/ - /^ / "V Oftr (^ r
•^T — •"̂ T- \^) •+' ̂ 7 "^T?

(Pu, _ (J^ /^Y 9 O^-r Or' ^ r ûif,. (P r
û^ '"' ôr^ \(h) ^^-^-j^^^^:^^

à 1 1 - l Us _ à'1 •1'1 //,. / ùrV1•"•-•1

-^-r. •"- •̂ --r. \^) 4"# • ̂
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.lin in t rodu isan t , , dans les premiers et les seconds membres de
ces formules, les hypothèses numér iques i n i t i a l e s r=== r ' , ,y==o, les
diverses q u a n t i t é s qui y f igurent se réduisent à de simples (onct ions
de 0 ; celles d'entre ces fonct ions qui f iguren t dans les seconds
membres ad met tant (toujours en vertu de nos hypothèses) la pério de 2TC,
il en sera de même des premiers membres: comme enfin ^-/- estA os
essent ie l lement d i f férent de xéro, les formules , résolues en fait par
rapport aux déterminat ions i n i t i a l e s de

à K. y ()2 //.,. (Pifs à'1 I n^-^-, -̂ ., _^_, ..., ^^_,

peuvent Fétre tout aussi b ien par rapport aux d c l e r m i n a t i o n s i n i t i a l e s
de

< 1 i f , , ô^if,. (Pn^ ( ) " ' //,.,̂ ^ .̂, ^^, ..., .̂ ^_

r>. Le s i î ï ip le rapprochement des n0 '2 et 4 fournit immodiatemeni
renoncé auquel nous avons fail, allusion plus liant (n0 ;}).

Considérant les formules ( 3 ) el (/i),

,r:^E(/^), .,• :-::.„:: II (p,^),

y^F(r^), j:=:K(p^),

posées au délxit du n0 2; fa isons sur leurs seconds membres, E(r, 0),
F(r, 0), ll(p, Û), K(p, 0), les diverses hypothèses qui s'y Irouventénu-
mérées, et soit

{W , .r ::::.: À ( ^ ) , y : = p . ( 0 }

((i contour terme que fournissent conr^urremment, d'une part, les for-
mules ( 3 ) dans rhypothèsï1 numérique r :=: r', d/aulre part, les for-
mules (Vj) dans l 'hypol l îése numérique p = p ,

delà étant, pour r/uf/.ruî fowUofi u(a^ y ) et ses dérivées des ordres i
2, ..., //. - i, prises su.lvu.ni les courhes 0 ~ consL de la famille ( ' ÎL se
réduisent sur le coril.our fermé (4^)» à des fonctions olotropes données
de 0 ( admettant la période 27:), il faul et il sa/JU que la fonction u(x^ y )
dont il sa^it et ses dérivées des ordres ï , 2, ..., n ~ i, prises suivant les
coarheH 0 — consL de la famille (4)» se réduisent^ sur le marne con-
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tour (4^)? à certaines autres fûncdons oloiropa^ de 0 ((id nie! tant la
marne période). Pour calculer ces dernières lorsf/n'on se donne les pre-
mière.^ ou inversement^ il suffit de conncutrelesfonciiorïs K(/', 0), F( r, 0),
H(py 0), K(p, Q), exclusion faite de la J'onction (Z(,T, y ) 5 dont l'eanslefiee
est simplement admise.

6. Nous te rminero î t s cette preiniore I^ari ie [ ) î ï r l ' o l ^ s f ^ r v a l i o t i sui-
vante :

Etant donne un contour ana ly t ique régul ie r que I r . onq ïH^ ( loni \m
point variable dépend dii parainètre art)!!.!^!!^* 0 (wc^ une période
qu'on peut toujours supposer é^ale à 37:), les équat ions de la normale
au contour renferment, avec 0, un deuxième paramètre a r b i f r a i r e r :
or, il est aisé devo i r que, pour le voisinage du contour , les seconds
membres ( fonc t ions de r et Û) de ces dernières équat ions remplissent
les diverses conditions spécifiées au débu t du n° ' I »

Effectivement, soient

(49) ^ :;:-:.:).((/), .y^M^)

les fo rmules q u i représentent le c o n f o u r a n a l y t i q u e régul ier donné :
les fonctions X(0), [x(0) qui y f iguren t sont olotropes dans t o u t l ' in-
tervalle de -~ co à + x-, sans que leurs dérivées premières A'(0) , u / ( 0 )
s ' annulen t j ama i s en même temps ; elles admet t en t en outre la
période 2ïc; e n f i n , les re la t ions n u m é r i q u e s

HO,)-^^(O,), ^(^):r:::^(^)

ne peuvent avoir lieu à la fois que si l'on a

Oi— ^^^prc^

oùp désigne quelque entier.
En un point quelconque du contour, la normale est représentée par

les formules
(^ ^ - H O ^ ^ r p ' i O ) ,

'( j - =: ̂ (0) -,•)/(()),

où r désigne u n e deuxième variable i n d é p e n d a n t e ; ces dernières for-
mules se réduisent à (^c)) dans rhypolhèse numérique r ̂  o, et nous
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avons a établir qu'eu désignant par £ un nombre positif sufl isammenî.
petit, leurs seconds membres rein plisse ni, (la us la région

•- ••• £ <"̂  f <"' £• (0 (} il c;l conque ),

les quatre conditions énumérées au (Set ) ! ! ! , (lu H0 I.
On voit i m média le tue ni ((lie les seconds membres doni il s'agit s on S,

olotropes dans la région i î ide( in i<*

/" qii^lcompKî, 0 (picIr.oiiKjUfs

(d^iu'ils adn»elfen(. ()ar ra | ) j>or î a 0 la j ter iode ',)^. l isoni d î a i l I ( t ^ l r s [ )oî i r
d ('k le r m i ri a n l ( 1 i fie re i ï l i e 1

quanlile doni le luodiili* esl supérieur a

}„/ % - -l- j,^./ -' - - n H > (1 / " i n < H I ( /./ /.^// f.^./ /.// ) ;

or, <l;u»s rinlervalle o 0 '.>?:, ( ï t j >a r s u i ï e pour louîes les valeurs
re(dl(*s de 0, î a somme/ / 2 • • ] • • - u^, qui ue s'auuule jamais, re.ste cousiam-
meul suuerienre h < (u< t l ( ) ue . nombre positif iixe, /, e(uive.ual»I(»meïil
choisi, landis <)ue , d ' î l u f r f ^ j )a ï " l , le module de //[A" [A'//' resie
coust.aiïîmeul, iuferie.ur ;» uu aulre, uoml)re posilif f ixe, I.(') : il vieiil
donc

i » » < ) ( 1 1 //a i p.' " i 1 1 / • ( "// p. " • 1 - .̂ ' ^ " )\ :,:...- / "1-1- i n < K 1 / • S.,

d'où résul te que, pour r suff isammeul peli(. If* j»remi(*r membre e( ,
j ^a r suile, le déterminant dillereutiel ( k) i ) soûl c,oiis(ammen( difÏererils
de zéro.

Sîesie a faire voir que, dans rinlerieur d'une l )an< le indéfinie surfi-
sammeul mince ayani ()our médiane r ̂  <>, les relalious numérif jues

( >. ( 0^) • • ] • /•i (/ ( ̂ i ) . /, ( ^l-, ) -5" /•2 ^' ( ^ ï ) -,

'\ p . ( 0 ^ ) — r , r ( 0 , ' ) .- ^.(0,) -1-1- / • ,> / (^ )

( ^ ) ( ^ " î î 1 ! < » ! » vfu'i.ii des propo^i lions ^('uiorilich rdîilives <inx rc^ioliM à la f'oLs Iiiîiildcs L'I
cotïipliîU'H f^.w/"/' i'Ocivrd^e cité, Chîip. î;.

,./^//. À-. Nonn., ( 3 ) , K K X . • • • • • J A N V » » , K t ' )( : ' î . ^
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ne peuvent être vérifiées en même temps que si l'on a à la fois

1\— / •2==0, O i — 0â= '2^7T,

où p désigne quelque entier; ou, ce qui revient au infime, que, dans
une bande su f f i samment mince, l imi tée aux deux valeurs 0 =• o,
0 === 2-n: (et les comprenant), les relations dont il s^agit no peuvent
être vérifiées en môme temps que si l'on a à la fois

6^ — (L== l'une des trois valeurs o, an:, "-- 271;.
Tout d'abord, si l'on désigne par 0^ une valeur quelconque de 0, ot

que l'on pose
a'^UO,), JV^^),

le système (5o) admet la so lu t ion n u m é r i q u e
r — c>, 0 :::::: 0^ a; •:=: ,ro, y :^ jy,

et peut être résolu par rapport à . / * et 0^ conformément , au pr incipe
général des fonct ions implici tes , à par t i rde cet(o s o l u t i o n numér ique .
Si donc on note graphiquement les variables r, 0 a Faide de d o u x axes
rectangulaires, O/", 00, tracés dans un p l a n , et que, du poin t r ~- <>,
0 = OQ comme centr(^ on trace un. carré suf f i samment pet i t , ayant ses
côtés parallèles aux axes, i l y aura, comme on sait , une correspon-
dance point par point entre r in lér icur do ce carré et la région de
l'espace [[^y]] déterminée par les formules (5o) pour les valeurs do
(r, 0) intérieures au carré. En s'astreignant alors à ne f a i r e varier
(r, 6) que dans ces limites, il est manifeste que les relations C^},
supposées vérifiées en même temps, entraînent de toute nécessité

/•i:= /^, 0^—0^

Ainsi donc, si l'on considère sur la droite r == o un point quel-
conque, 0^ il existe quelque constante positive, S^ telle que, dans
l'intérieur d'un carré parallèle aux axes ayant son centre au po in t 0^
et ses côtés égaux en longueur à ê^ les relations (52), supposées
vérifiées en même temps, entraînent comme conséquences nécessaires

r^r^ ^ •:;,̂ .
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Si l'on considère un autre point, 0^, de la droit.e, il exist .e quelque
constante positive analogue, 5^. Il est visible d'ailleurs que si le
point, 0^ est sufl isamment voisin de Oo, on peut, choisir 5^ (le manière
(lue sa difFérence à o<» soit , moindre que louie quant i té donnée. 1 1
existe des lors quelque cons tan te positive, $9 possédant, la propriété
dont il s'agit en tout point de l ' interval le o ' ^ O " ^ 2'n: ( < ) el, [>ar suiî^*,
sur l'étendue indéfinie de la droite /* " ^ o.

(^da elanî, (tarlageons l ' intervalle <le o a 27; en intervalles donê
"'•

l'aniplilude soit moindre ( [ (K» -i el soient

0, 0', 0\ 0 ' " , ..., ^f^, 271

les valeurs de 0 qui limitent les interval les partiels success i fs .
Tout d'abord, si l'on (ail.varier respect ivement 0, et 0^ dans deux

intervalles partiels qui ne soient, pas a la fo is les deux interval les
extrêmes, et. ((ni soient, sépares l^un de Faut-rc par un interval le au
moins, il esf.impossihle que, dans deux rectangles ayaul pour médianes
respectives ces deux intervalles partiels, pourvu que leur hauteur soit
suffisamment petite, les relat.ions (:k)2'l) soient simultanément vérifiées,
ou, en d'autres iermes, que l 'expression

( ̂  ) I A ( ̂  ) ~ A ( 0, ) ^- /', p; ( 0, ) - r, y! ( 0, ):p
- ^ [ ^ ( ^ ^ - ^ ( ^ ^ - - • • ^ ^ ( ^ O - ^ ^ ^ ^ ^

puisse s'annuler : car, dans les limites où nous faisons varier 0^ et Oy,
la partie indépendante de r\ ^ t - / ^» savoir

[^(^^-^(W i - l ^ ( A ) ~-^^)P,

ne s'annule jamais et reste constamment supérieure à "une quantité
positive fixe coiiveuahlement, choisie»; il en sera donc évidemment de
même pour l 'expression ('53), si l'on suppose r, et r^ numéri(juernent
assez petits. Il n'y a ainsi que trois cas a considérer, suivant, que 0,
et, Oy varient, respectivement : ï 0 dans deux intervalles part iels iden-
tiques; 2° dans deux interval les continus; 3" dans les deux inf.ervalles
extrêmes.

( ! ) Coîa loujom'H on vertu (J(*H propo^it.iûnH pW'rnhîS (l<»nl il a déjà 6lé queslion,
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Si les deux intervalles partiels sont ident iques , leur ampl i tude ,
moindre que ̂  est, à plus forte raison, moindre que û, et i l résulle
de ce qui. a été dit plus haut qu 'en supposant r\ et r^ n u m é r i q u e -
ment assez petits, les re la t ions (^2), supposées vérifiées en même
temps, en t r a înen t comme conséquences nécessaires

/•i::::::̂ , :̂::::̂

Si les deux interval les partiels sont continus, leur réun ion forme
un intervalle partiel d 'amplitude moindre que o^ et la conclusion
précéd en t e sub s i ste,

Enfin, si les deux intervalles partiels coïncident respectivement
avec les deux extrêmes,
(54) o à ()', 0^ h ^TT,

on observera qu'en subs t i tuant à ces derniers les intervalles respectifs

27r à ^7C 4" V^ 0^ h SîTT,

on obtient deux intervalles contigus (d 'ampl i tude moindre que ^s
en vertu de ceqin précède, les r e l a t ions (52)»s imul tanément¥é r i f i ées ,
ent ra înent comme conséquences nécessaires^ si i\ et r^ sont numér i -
quement assez petits,

/ • l—/ l•a=o, (?i—^^=:o;

si donc on revient aux intervalles ( f > 4 ) , elles entraîneront

ri—r^o,
O^—Q^^^TC ou, —îiTr.

En Conséquence, dans l ' intérieur d'uue bande mdéfinie suffisam-
ment mince, ayant pour médiane la droitô r — o , les relations (Sa)»
supposées vérifiées en même temps, entraînent bien comme consé-
quences nécessaires

f\—/*a'=o, Q^ — Og-s" a/y7T,

où /? désigne quelque entier. C'est ce qui nous restait à établir.
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SECONDE PARTIE.

7. Cons idé ran t , comme a» n" • I , les fonnulcs

( ^ = : K ( r , 0 ) ,
w i.y"-^(/,^
supposons que, dans Ici bande indélhiie

/'o< '" < H (/^ quelconque)

do l'espace [ [ / % 0 | L leurs seconds membres , E(r, 0), F(r, 0), soient
oloiropes, adînefclent par rappor i à la var ia i ) !^ 0 la ix^riode 27;, pos-
sèdent u n dé l enn inan i d i f l e r e n f i e l e o n s l a i n n i e n t d i n e r e n i de zéro, ( i l
qu 'enfin les relations nun»ér iques

E(/^^)-E(r,,^),
F(^ ,^ ) r : - :F ( /^^ ) ,

lorsqn^îllcs sont s imu l t anémen t vérifiées, en f . r a înen i comme consé»
qn ences n écessai res

/"l — t\ ::= 0, Oi — É/â =.. 2 / ) 7:,

ohp désigne quelque entier . A cette bande i n d é f i n i e correspond, dans
l'espace f[".z-,y| L ce que nous avons appelé une couronne (n0 1, .11,4°)^
et il est clair que , si une fonct ion/^ Xy y ' ) est olotrope à l ' i n té r i eur de
la couronne, la fonct ion

/[E(r,0),F(/^):|

est olotrope à l ' i n té r i eur de la bande et admet par rapport à 0 la
période 2 "n,

Réc ip roquemen t , tonte (onct ion de r et 0 oloirope a l ' in tér ieur de la
bande et adme t t an t , par rappori à 0 la période 37; devient , par le cban"
gernent de var iables que dé f in i s sen t les formules f^)? une f o n c l i o n
de x, y olotrope a l ' i n t é r i e u r de la c o u r o n n e . En premier l i eUy la
f o n c t i o n donnée de r et 0 se transforme en une fonction bien définie
de ̂  y : car à (.oui pointer, y) de la couronne correspondent^ il est
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vrai, une inf in i té de points (r, 0) de la bande, mais, en vertu de nos
hypothèses, ces points sont tous situés sur u n e môme paral lè le a
l'axe 06, et leurs coordonnées 0 fo rmen t une progression a r i t Juné t ique
de raison 27t (indéfinie dans les deux sens), en sorïe que la fonc t ion
donnée de r et 9 prend en ces divers poin ts une seule et même valeur.
La fonc t ion (bien définie) de .z', y o b t e n u e par le changement - d e
variables est d'ailleurs olotrope dans la couronne. Ef l ec l ive rnen t , pour
avoir la valeur de cette fonction dans le voisinage d ' u n po in t choisi
comme on voudra à l ' intérieur de la couronne, il s u f f i t de considérer
le développement taylorien d e l à fonction donnée ( d e r e t O ) a par t i r
de l'un des points correspondants de la bande, et dy remplacer les
accroissements de /"e t 0 par les valeurs qu'en fournissent les formules
de transformation résolues par rapport à r et 0 con fo rmémen t au
principe général des fonctions impl ic i tes : or, on obt iendra a ins i , en
vertu du principe général des fonct ions composées, un déve loppement
entier par rapport aux accroissements des variables a'y y .

8. Considérons maintenant un système différentiel partiel , com-
prenant, pour fixer les idées, trois équations, et i m p l i q u a n t un nombre
égal de fonct ions inconnues , u, ̂  w, des deux variables indépen-
dantes réelles x et y. Nous supposerons que le système est linéaire
par rapport à l 'ensemble des fonct ions inconnues et de leurs dérivécH,
et, désignant par m, n, p ses ordres respectifs re la t ivement à u; p, ^
nous mettrons en évidence, dans chaque équat ion, trois groupes
linéaires et homogènes, le premier par rapport aux dérivées d'ordre m
de u, le second par rapport aux dérivées d'ordre n de (•% le troisième
par rapport aux dérivées d'ordre p de w; nous aurons ?linsi les
relations

,' a=w f^n -p^
V A àm u , VP àn<{1 . Vr. ^l)w

2^^à^ôy- ̂ Z^^^^ ^2/^Y^ FT ;̂r +• —— ̂
a-=o p^o l/ ^0
a=-=m f^n y,̂

(^ V A àm l l ^ V R <)n v i V r (]1)^
W Z, A,,a ̂ ^^ ̂  2.B2' P J^J^ +2 {^ ^^^^^^ + - • • =1 ̂

| a;=-o P^O y:=o
^m , P=^ y=^

V A âwu ^ V n ôn p V n ^w
2j ̂ T^^ ̂ Zi^ P ̂ ^, +2 4,r ̂ ::̂ ^ ̂  - . . - o,
0^0 p^o J y,,:o v
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où, les lettres A, B, C, affectées d'indices, désignent des 'fonctions
(réel les) données de .r,,y. Des termes écrits ci-dessus nous déduisons,
par un mécanisme évident, le déterminant du troisième ordre

% /// ^ n •y f>

V A , ., X^ a Y^- y H, ^ X" ^ YP Y Ci „ X^ - ï YT

% ///

^.^V A,., \ " 1 a Y^- Y IS,,f.i X " - 1 ^ Y^ Y F,,,,/ X/ '- ï Yï ,

y A, . X / / / • a ^/ 7- ^ 1 î :. f.i X / ' P Y ^ y ( '::. - X /'-ï Y ï

forme algébrique de, de^re //// l n -\ p aux indeferminees X, Y, ayant
pour coef f ic ients certaines fonct ions connues de x ^ y .

Posons maintenant
( ./• Ef/^),
\ Y S^/" ,^ ,

(5R)

I(*s fonctions I^(r, 0) , F (' /', 0 ) jou issaï î t desdiverses propriétés,, speci-
(iees au n0 ) (*(. ra|>()elees au numéro précèdent. A la hande indéfinie
de l'espace |[r, O J J comprise entre les deux droites r^ l î ^ correspond
a i n s i ^ d a n s l ' ï î s i ^ a c e l l ^ ^ y ) ! , UIH* couronne comprise entre les deux
contours fermés r,,, IL Nous supposerons : !° (pra l'intérieur de la
couronne, les divers coefficients du système proposé (les A, les B,
les (; et tous les aut res) sont des fonctions olotropes de -'̂ ,,r; ^ (fue,
pour tout point C;r, y ) i t i té r ieura la couronne, le faisceau oblenu en
égalant a zéro la forme algébrique (^7) aux indéterminées Xy Y ne
cont ient que des droites imaginaires rie nombre m^n + p est alors
né(.^essairement i)air).

Cela étant, et en désignant par/- ' une valeur numérique arbitraire-
ment choisie entre r^ et II, le ffynêrw; profwsé (56) admet un et un seul
groupe (rifUé^Ml.^, u^ c, ^ï, olol.ropes dans le 9oislna^e du. contour
fermé r — r' (c^îst-à-dire a l'intérieur d'une couronne suffisamment
mince s'étendant de part e(, d'autre de cette li^ne), et telles quen
adjoignant à u^ e, w respeetwmefU leurs m - î 5 n -- î , p — î. premières
dérivée prises auiwnt la normale au contour', ces m + n "4- p fonctions
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se réduisent y sur le contoury à des fonctions olotropes données de Û
(^admettant la période 2ir).

I. Si l'on effectue dans le système proposé (^(>) le chan^erne/iî. de
variables défini par les formules (58), le système résultant est^ en verdi
de l'hypothèse faite sur le détermirui/'U ('^'t)^ résoluble par rapport aux
trois dérivées

(59)
( ) ' n U Ô11^ i)^w

dans toide Vétendw de la bande indéfinie comprise entre les deux
droites r^, R.

lîn désignant par / une fonction que lconque de *2*,j, rexpression
générale de ses dérivées anciennes (relatives à ,r, y) à l 'a ide de ses
dérivées nouvelles (relatives à r, Û ) est, connue le montre un c a l c u l
facile, donnée par la formule

_^!Z_ — ^'/(()v\l { ( Ï)K}l < ) ( / r
• ^ (}a^-/ ày' = \<Ï7 ) \" 7)0 ) "ôPf 14i11' * "?

où A désigne l'inverse ari thmétique du d é t e r r n i n a n i d i l in ren t i e l de
E(r5 0), F(r ,0) par rapport à r et Û, c'est-à-dire une quant i té qui , en.
vertu, de nos hypothèses sur les seconds membres de (^8), reste f i n i e
et différente de zéro dans toute l ' é tendue de la bande i n d é f i n i e
comprise^ent re les deux droites r^ IL

D'après cela, on voit innnédiatement que pour avoir, au fac teur
près A^1"1^4"^ (différent de zéro), le dé t e rminan t du système transformé
par rapport aux trois dérivées (5(}), i l / suf f i t de faire, dans le déter-
minant (57),

^:E(r,e), v - V ( r ^ ) ,
•Y àV ()EX.=^p Y.:::.-̂

Or, le résultat de cette subst i tu t ion est forcément différent de xéro :
car, quels que soient x,y dans la couronne , ou, ce qu i revient au
même, quels que soient r, 0 dans la bande, le déterminant (57) ne
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peut s ' annu le r que si l 'on a a la fois X === o, 'Y =•= o, et F on sait que
</E àV , ., . , ,"T/F -rr ne peuvent cire n u l s en même temps.

11. Si, con fo rmémen t à la conc lus ion de l 'a l inéa précédent I , on
effectue la résolu t ion du système t ransformé par rapport aux t rois
dérivées (^9)? le système résul tant , l inéa i re , comme le proposé, par
rapporta, l 'ensemble des f o n c t i o n s inconnues et do leurs dérivées, est
v i s ib l emen t o r thonome ( < ) (car c'est un système k o w a l e v s k i e n ) ; de
plus, les fonctions de r e t O q u i j o u e n t le rôle de coeff ic ients dans les
seconds membres sont olotropes d a n s la b a n d e i n d é f i n i e compr ise
entre les deux droi tes r^, B, et admet tent , par rapport a la v a r i a b l e 0,
la période 211.

En vertu des n'^ 6, 5, 4 et 7, la p ropos i t ion qu ' i l s 'agit d ' é t ab l i r
actuellement revient a. la su ivante :

// existe^ pour le système transformée un et un seul ^ro une (F intégrales
olotropes dci'ns i.we bande suffinarnrneat rnifice située de part et d'autre
de la droite r\ admettant par rapport à la variable 0 la période 2-n:» et
telles (/(.te

ùu
rJT"7

ô^̂,

()^
^

^^m l

^"••"•1 p
(60) ^ (-\ jT^—r'

()P i(r

se réduùent^ pour r ==: r' y à des fonctions olotropes données de 0 (admet-
tant la période '2îi:).

(l 'est ce que nous a l l o n s prouver dans ce q u i s u i t .

III. l l / i e peut y avoii\ pour le système transformé, (fit an seul groupe
d'intégrales satisfaisant aux diverses conditions requises par renoncé de
l'alinéa, précédent 1 1 .

Car, à cause de Por tbonomie du système, les déve loppements taylo-

( r ) ^oir rOuvni^e cité, Chai) . VIL
An,n, /«.'. Norw., ( 3 ), XX,X.--- Jiïii'.vnifcK if^.'L
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riens des intégrales à partir d'un p o i n t détermïné de la droi te r ' sont
eux-mêmes ent ièrement déterminés dès qu'on se donne les fonct ions
de 0 auxquelles doivent se réduire respectivement, pour r = r\ les
diverses quantités (60).

IV. Sur la droi te /'/ de la bande i n d é f i n i e , considérons un point
quelconque, et intégrons le système transformé à partir de ce point ,
en prenant comme données ini t ia les celles qui f iguren t dans l 'énoncé
de l 'alinéa II re la t ivement aux diverses quan t i t é s (60). Je dis que,
quelque soit le point choisi sur la droite^ les développements tayloriens
ainsi obtenus pour les intégrales admettent des rayons de convergence
(au moins) égaux à une quantité positive fixe ^ o, coîwenable'ment
choisie.

Observons tout d'abord que si l'on choisit sur la droiter^ksux points
mutuel lement d i s t an t s de 2îr, les développements tayloriens qui en
résultent pour les intégrales ont de part et d'autre les mêmes coetli."
cienfcs. Effectivement, pour obteni r , aux facteurs n u m é r i q u e s connus
près, ceux d'entre les coefficients dont la donnée ne se trouve pas con-
tenue dans les données relatives aux q u a n t i t é s (60), i l suffit, comme
on sait, d'adjoindre aux équat ions du système toutes celles qu i s'en
déduisent par d i f l e ren t i a l ions ; d 'at tr ibuer, dans le groupe i l l i m i t é ré-
sultant , aux variables, aux inconnues et aux dérivées paramétr iques,
leurs valeurs ini t iales (données) , et d'en déduire par résolutions suc-
cessives les valeurs initiales des dérivées principales. Or, de part et
d'autre, la variable r a la même valeur init iale r1 ̂  et la variable 0 a des
valeurs initiales dont la différence est 271 : si donc on observe que les
coefficients du système admettent par rapport à 0 la période 21:5 et que
les données relatives aux quantités (60) l 'admettent aussi, on volt
immédiatement, d'abord, que les inconnues et leurs dérivées paramé-
triques ont de part et d'autre les mêmes valeurs initiales et, ensuite,
que leurs dérivées principales jouissent de la même propriété. On
obtient donc bien, de part et d'autre, les mêmes développements
tayloriens. En conséquence, il. suff i t , pour établir le point que nous
avons en vue, de considérer, sur la droite r', le f ragment l imi té et
complet

o^ 0^ 27r.
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Or, si l 'on intègre à par t i r d 'un p o i n t , 0<p (lu f ragment , i l exis te
quelque constante posi t ive, $0, que les déve loppements tayloriens a i n s i
obtenus pour les intégrales a d m e t t e n t comme rayon de convergence
relat ivement aux deux variables r, 0 ; si l'on intègre à part i r d 'un
autre point, 9 ^ , il existe quelque c o n s t a n t e posit ive analogue, S,. Il est
visible d'ailleurs que, si le p o i n t 0, est s u f f i s a m m e n t voisin de O y , on
peut choisir S, de manière que sa d i l î e rence à à,, soit moindre que
toute quanti té donnée. Il existe dès lors, eu vertu des proposi t ions
générales relatives aux régions à la fois l imi tées et complètes ( / 1) ,
quelque constante positive, S, possédant la propriété requise sur
toute l 'é tendue du fragment, et, par su i te , sur l ' é t e n d u e i n d é f i n i e de
la droite r\

V. Si l'on intègre à par t i r d ' u n po in t d é t e r m i n é (que lconque) de la
droite /' 'avec les données i n i t i a l e s i nd iquées , i l r ésu l te de l ' a l inéa pré-
cédent ( I V ) que le groupe de pseudo-fonct ions, u, v, (F, a i n s i obtenu
est calculable par cheminement avec le rayon S tou t le long de celle
droite. En dés ignan t alors par S7 une constante posi t ive a r b i t r a i r e m e n t
choisie au-dessous de S, et cons idéran t u n e bande d 'épaisseur ^û ' q u i
ait pour médiane la droite r , il est v i s ib le que tous les chemins br isés
tracés dans cette région avec des écarts maxima moindres que S—o\
et en f a i s a n t varier les deux var iables /", 0 séparément el successivement
dans l'ordre 0, r, sont praticables pour nos trois pseudo-fonctions et
condu i sen t à des déve loppements successifs a d m e t t a n t des rayons de
convergence égaux à o — à'. Cela é tan t , i l résul te d ' une proposition
que nous avons établie a i l l eurs ( 2 ) que , dans la b a n d e d'épaisseur 2$'
spécifiée ci-dessus, nos pseudo-fonct ions sont ca lcu lab les par chemi-
nemen t avec des rayons égaux à o ~ o'; elles y sont de plus mono-
dromes, à cause de la forme convexe de la bande. Elles sont dès lors
ass imilables a des fonc t ions oloîropes bien d é f i n i e s dans l ' i n t é r i e u r
de cette bande et, par suite, dans l ' i n t é r i e u r de la bande d'épais-
seur "2 à.

( î ) y ou' l'Ouvrage cité, Chap. L
f 2 ; Sur (fuelques principes généraux relalij's à la f/icône des fouet ionfî d'un nombre

quelconque de variables ( /itmalcn (le la Faculté deK Sciences de Toulouse, (907, p. ï38
et suiv.J.
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Enf in , les intégrales ainsi obtenues ne peuvent manquer d'admettre,
par rapport à la variable 0, la période 2'rc. En effet, si, sur la droite r\
on considère deux points situés à une distance mu tue l l e égale à 271, il
résulte d'un raisonnement fait plus haut (IV) que les développements
tayloriens de nos intégrales, construi ts successivement à part ir de ces
deux points, ont de part et d'autre les mêmes coefficients. Les inté-
grales admettent donc par rapport à 0 la période ^TC à l ' intérieur d ' une
bande suffisamment mince s'étendant de part et d 'autre de la droi te r '
et, par suite, à l ' in tér ieur de toute bande plus large où elles seraient
olotropes.

Ainsi se trouve achevée notre démonstrat ion.

9. Nous arrivons enfin à la proposition qui fait l'objet principal du
présent Mémoire.

Etant donné un contour analytique régulier quelconc/ue^ si\ à i'inté-
rieur d'une zone s'étendant de part et d'autre de cette li^ne^ les coef-
ficients du système linéaire (56) sont des fonctions olotropes de rr, y, et
que, pour tout point (,r, y) de cette zone, le faisceau obtenu en égalant
à zéro la forme algébrique (5 7) aux indéterminées X, Y 'ne contienne
que des droites imaginaires^ le système (56) admet un et un seul groupe
d'intégrales^ u, ^, (^, olotropes à l'intérieur d'une zone suffisamment
mince s^élendant de part et d'autre du contour, et telles qu en adjoi-
gnant à u, 9, w respectivement leurs m — i, n - î , p _ î premières
dérivées prises suivant la normale au contour, ces m "h n -h p fonctions
se réduisent sur le contour à des fonctions olotropes (périodiques)
données.

Cette proposition résulte du simple rapprochement des n^ 6 et 8.


