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LES

PROBABILITÉS CINÉMATIQUES ET DYNAM.IOUES
PAR Louis BACHELIER.

On di t qu'un problème est relatif aux probabilités géométriques lors-
qu'il consiste à déterminer la probabi l i té pour qu 'un ensemble de
poin t s , de lignes ou de surlaces dépendant d'une certaine façon du
hasard, possède une propriété géométrique donnée. Par exemple,
lorsqu'on détermine la probabil i té pour que quatre po in ts pris au
hasard a l ' in tér ieur d 'un cercle f o r m e n t un quadrilatère convexe, on
résout un problème de probabili té géométrique.

Nous disons qu'un problème est relatif aux probabilités cinématiques
lorsqu'i l consiste à étudier les déplacements d 'un poin t ou d 'un
système, ces déplacements dépendant en to ta l i t é ou en partie du
hasard.

Par exemple, un point immatér ie l étant animé d'une vitesse v dont
la grandeur est constante et don t la direct ion varie constamment au
hasard, on peut déterminer la probabi l i té pour que, au bout du temps/ ,
ce point soit à une distance donnée de son point de départ.

Pour ce problème, le mouvement du po in t considéré dépend uni-
quement du hasard; dans cette é tude nous trai terons un cas plus
compliqué où le déplacement du po in t dépend du hasard et aussi do la
position actuelle de ce poin t .

Nous disons qu 'un problème est relat i f aux probabilités dynamiques
lorsqu'il consiste à étudier le mouvement d'un point ou d'un système
matériel, les forces qui soll ici tent ce point ou ce système dépendant
en totalité ou en partie du hasard.
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Par exemple, un p o i n t matériel étant soumis à l 'action ( l ' une force
dont la grandeur est constante et dont la direction varie c o n s t a m m e n t
au hasard, on peut déterminer la probabi l i té pour que , à l'époque ^
ce point matériel occupe une position donnée de l'espace et pour qu ' i l
soit, de plus, animé d 'une vitesse dont les composantes su ivan t les
axes sont données.

Ce problème de probabili té dynamique est le plus impor t an t de notre
étude, nous trai terons aussi le cas d 'un poin t matériel qui se meut
dans un milieu résistant et celui d 'une tige r igide mobile dans un p lan .

Dans mes précédents travaux, j 'a i f a i t remarquer l ' in té rê t que pré-
sentait la conception de l 'unité du calcul des p rohab i l i t é s . Tous les
problèmes comportant de grands nombres do iven t être ramenés à une
forme unique qui permet à la fois d'apercevoir les propriétés particu-
lières qui les différencient et les caractères généraux qu i les u n i s s e n t .
La présente étude contribue à démontrer Fu t i l i l é de cette uni té de
conception.

Les formules que nous obtiendrons sont asymptotiques, i l impor l e
de le remarquer une fois pour toutes*

PROBABILITÉS CINÉMATIQU.ES.

1. Un point géométricfue M est (mimé d'une vitesse F dont Ici gran-
deur est constante et dont la direction varie constamment au hasard. Le
mouvement de M étant rapporté à trois axes rectangulaires passant par
sa position initiale^ quelle est la probabilité pour que^ au bout du temps /,
le point considéré ait pour coordonnées .T, y^ s ?

Suivant notre méthode générale, nous imaginons quatre Joueurs A^,
B, G, D et nous faisons correspondre chaque élément de temps a une
partie de leur jeu considéré comme cont inu. Nous supposons que, à
chaque partie, les joueurs perdent des sommes respectivement égales
aux accroissements de oc^ y, z^ — ' x - y — s dans l'élément de temps
correspondant.

Dans ce qui suit, comme d'ailleurs dans toute la théorie des proba-
bilités continues, les pertes des joueurs" sont considérées comme
positives; les gains sont donc exprimés par des nombres négat i fs .
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Pendant un élément de temps, le point M subit un déplacement vdt
dans une direction quelconque toutes les directions ayant égale vraisem-
blance (c'est, par déf ini t ion, ce qu'il faut entendre par le terme :
direction variant au hasard). Ce déplacement du point M ne dépend en
rien des déplacements antérieurs n i de la position actuelle du point.

Soient ^ d t , Y] dt, ^dt les projections du déplacement du point M
pendant l 'élément de temps dt\ les valeurs moyennes de '$, Y], ^ sont
nulles par raison de symétrie. De l 'égalité

^+^-4-^=:^

on déduit , en désignant par VM la valeur moyenne,

VM^+VM^-hVMÇ2 :^2 ,

et comme ces valeurs moyennes sont égales par raison de symétrie;
on a

VM^= VM-^= VMÇ2 == ^.
0

La valeur moyenne des produits ^T), ^C, Y]*C est nul le par raison de
symétrie; à chaque valeur positive de ÇY] correspond une valeur néga-
tive de même probabilité.

Considérons ma in t enan t le jeu de A à une partie quelconque (la
partie d'ordre l , pour fixer les idées), ce joueur perd une somme '^dt
indépendante des faits antérieurs du Jeu et de sa perte totale actuelle,
son jeu admet donc l ' indépendance, cejeu est de plus équitable puisque
la valeur moyenne de ^ est nu l le .

La valeur moyenne des carrés des pertes de A pour la partie consi-
dérée est ̂ dl.

La valeur moyenne du produit ^•qc/l des pertes des joueurs A et B
pour celte partie est nulle.

Le Jeu considéré de A, B, C, D admettant l 'indépendance, le pro-
blème proposé qui consiste à chercher la probabilité pour que les
joueurs A. B, C perdent respectivement les sommes x, y., z en / parties
est un cas particulier de celui qui a été résolu dans mon étude sur les
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probabilités à plusieurs variables ÇAnncdes scientifiques de l'Ecole Nor-
male supérieure, 1910, p. 3 3 G)).

La probabili té a pour valeur

e
^{{^^^^^{W^'^^^-^^y-'û^}^ \
A ( +2(72,;^/3, l-?3%l,3)^7+S(%l,ï^,a- l-^%!h^)• r s-^•2(y<,3%a,l-•?«7ï, :•) .r î j

——————————————————————————————————— dx dy c î z ,
77\/7T\/A

A désignant le d é t e r m i n a n t

?1 7.1,2 7.1,3

A= —7.2,1 92 "—'/a,;»
7,3,1 -"- 7.3,2 9 3

II suffit de calculer les fonct ions y et y^ d'après les données du pro-
blème.

(pi est la fonc t ion d / ins lab i l i t é re la t ive au jeu de A pour / par t ies ,
c'est le double de la somme des valeurs moyennes des carrés des perles
du joueur A pour chaque partie, c'est-à-dire la q u a n t i t é

• • ' t " î "
»./() '

/

^ ( -ç^,
dans le cas général où la vitesse i5 est u n e fonc t ion a rb i t ra i re donnée
du temps et la q u a n t i t é ̂ ^l lorsque la vitesse ç est cons tante .

Les f o n c t i o n s y^ et 9;^ ont même va leur que ^. Les f o n d i o n s y sont
nul les , par exemple ^^ <^t, le double de la somme des va leurs
moyennes des produits des pertes de A. et B pour chaque parl ie et ces
valeurs moyennes sont nulles;, comme nous l'avons vu-

Remplaçant dans la f o r m u l e générale ci-dessus les q u a n t i t é s ç
par j^l et les quanti tés y^ par zéro, on o b t i e n t la probabi l i té pour que
les joueurs A, B, C perdent les sommes x , y , z en t parties,, c'est-à-dire
la probabilité pour que, à l'époque ly les coordonnées du point rnohile
soient x^ y, z :

L/ f W h VI/\/M t̂ l./ t-•

-.. '^±1^ -lf- Mlï

e
^ dx dy dï.

TT^C^'^
\ ï
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2. Lorsque la vitesse P, au lieu d'être constante, est une fonction
arbitraire donnée du temps, la même probabili té a pour valeur

.->-2-4-y 2-+.^3

9 /vt

If/^

— dx dy dz.
_ ' /ït

TC^/Ï( 7. ^ c2 dt
. ^ JQ

/-/^ r 1 .^(3 / ç 'v0^

3. Z/a probabilité pour que le point M se trouve^ à l'époque t^ à une
distance r de son point de départ est

- ^'î t
4/-" e ;!
———————^r.
V7r / ^A 2

i^J
La valeur moyenne de r est

, 2 /a
^•-^V/r

Z/a valeur moyenne quadratique de r est

,i

La valeur Ici plus probable de r s'obtient en annu lan t la dérivée par
/9rapport à r de la probabilité, on trouve ainsi \/ -^t.

Si l'on considère une surface sphérique i n f i n i m e n t mince de rayon
fixe r, la probabil i té sur cette surface sphérique commence par croître
avec t jusqu'à ce que t = -;" Elle décroît ensuite et lorsque t = —^î
elle devient rnaxima relativement aux autres. Le maximum individuel
précède le maximum relatif.

Ânn. Éc. Norm., (3), XXX. — FICHIER iQiS. ï ï
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La probabilité pour que le point M soit en dehors de la sphère de
ravon R est

Les valeurs de R qui correspondent à la même probabi l i té (écarts
isoprobables) sont proportionnels à t/-^.

Cette dernière intégrale est de la forme /Pr r^WÀ, elle se calcule
facilement a l'aide des Tables de Kramp; on a, en edet, en in (errant
par parties

/V^ cT>, = 5. e^ + f^ V e^ d\
J J

d ou
fîîe^î€a=— À^ 4" î- Çe-^^

J ^ ^ J

La valeur probable de r est la valeur de R pour l a q u e l l e Pi n i enraie
ci-dessus a pour valeur-• En d'autres termesy cette va leu r probable est

!<î

la distance q u i a au tan t de chances d'être ou de ne pas être dépassée a
l 'époque / ; cette valeur probable est égale à

1 , 0 9 . . . i/^ ^L

En résumé, dans le cas considéré, le point s 'éloigne proportionnel-
lement à la racine carrée du tempSi

4, Si la vitesse était variable/y les écarts croîtraient comme la quan-
tité

Siia vitesse p décroît indéfiniment lorsque i croît, les écarts peuvent
ne pas croître indéfiniment et tendre, lorsque t augmente, vers une
valeur asymptote.
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Si, par exemple, v ==- ——, on a

r(^cit=^-—,
JQ y- 14- a

la probabilité pour que le point M soit à une distance r à l'époque t est

1 / 1 - _
/j,.2^ •^ ^OC.

r-rVi _____V1
2 1 ^ Vi2
3 Va t - } - a } ]v^^TT^J

-id^

et, le temps croissant indéfiniment, la distribution des probabilités
tend vers la loi finale exprimée par la formule

f^î^e
cir./a y

^Ir)

5. Si le point M doit se mouvoir dans un plan contenant la vitesses,
la probabi l i té pour que, à l'époque t, le point M soit à une distance r
de son point de départ est

/, ^3 /^rC
^t

La valeur moyenne de r est

cir.

r'^r'-e i f t ^ ,—
f ———— dr ==: — </(^ L.

Jo VH 2

La valeur moyenne quadratique de r est

2/^ ^

'0 (/^
dr ) ^\j^t

La valeur la plus probable de r est --p^^t et la valeur probable est
_ V2

o,832 ... v/^/,
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Dans l 'ensemble, le point s'éloigne proportionnellement à la racine
carrée du temps.

Si le point M doit se mouvoir sur une ligne, la vitesse ^ pouvant, a
chaque instant, avec égale vraisemblance, être dirigée dans un sens
ou dans l'autre, la probabil i té pour que le point M soit, à l'époque t, à
une distance x de son point de départ est

i^
e^ ,
—-T== ci y.
'n \Aî ̂  t^

Les écarts sont, dans l 'ensemble, proport ionnels à \l^l.

6. CAS ou LE iïASAHD N'AGIT PAS SFAÏL. — Dans la question que nous
allons étudier le hasard n'agit pas seul ; le po in t géométriqne considéré
est animé d'un mouvement qui dépend de sa position actuelle.

Un point M qui est mobile dans l'espace est attiré par un centre fixe 0
proportionnellement à la distance, Indépendamment du mowernent dû à
cette attraction le point M est constamment animé d^une vitesse 9 dont la
grandeur est constante et dont la direction varie au hasard. Quelle est la
probabilité pour que, au bout du temps /, le point M occupe une position
donnée.

Le point M est considéré comme dépourvu ( l ' iner t ie-
II importe de bien préciser les condi t ions admises pour l 'énoncé :

Soit, à l'époque ( , OM == r la distance du point M au po in t 0; dans
l'intervalle de temps t, l -j- dt le point M sub i t deux déplacements :
l'un de grandeur v d t et de direction quelconque (toutes les directions
étant également vraisemblables) et l'autre de grandeur ardt ( vê t an t
une constante) dirigé suivant le rayon vecteur MO.

Le mouvement du po in t M ne dépend, à chaque instant, que de sa
distance actuelle au po in t 0 et que de feûet actuel du hasard.

Pour résoudre le problème, on emploie la méthode générale qui
consiste à le ramener à l'étude d'un jeu. On est ainsi conduit à une
question de probabilités connexes (consulter mon Mémoire sur les
probabilités continues. Journal de Mathématiques pures et appliquées^
1906).

Rapportons le mouvement à trois axes rectangulaires passant par 0 :



LES PROBABILITÉS CINÉMÀTIQUES ET DYNAMIQUES. 85

La probabilité pour que le point M qui a pour coordonnées initiales x^
y^ z^ au pour coordonnées x^ y, s à /^époque t est exprimée par la for-
mule

( j. _ ,r, e-11112 -4- (y —.)•) e-•ftt)î-^~{s—•z^ «"-af ̂

^ i^1-6—'
,-, —————————————^——— dx dy ci s.

^[^l-e~îat^
7. L'influence des coordonnées initiales va sans cesse en diminuant

lorsque t augmente.
Lorsque t croit indéf iniment , la dis t r ibut ion des probabilités tend

vers la loi finale exprimée par la formule
.y'>~^.y'•t-^-s••t

e ——^ dx dy cîz.
^y

7i:\/n(_:Ta/

La probabilité pour que, finalement, le po in t M se trouve à une
distance du centre attractif 0 comprise ent re r et r - ^ r d r est donnée par
la formule ,,t

(»"-2

'^tl4 r^e •"' ,
————r^'-
V/7T / ( ^Y

\J7l}

' ' Î ( î

La valeur moyenne f inale de r est — -==v y7T VQ a
i/^" (»

La valeur moyenne quadratique finale de r est-7= —='

La valeur de rqu i a f inalement la plus grande probabilité est ^*
vLa valeur probable finale de r est 1,09 ... -^=-

8- Supposons que le point M parte initialement du point 0 ; la pro-
babilité pour que, à l'époque t, il se trouve à une distance r de ce po in t
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est
(''-s

— ( l - c " ^ / )

4 ^ .JL^ ————————————-J/-.
A r p2

3a
[" p2 T
[.^-^J

La probabilité pour que le point M soit en dehors de la sphère de
rayon R est

— CI—c^" 1 )
/i r^e 'Àft

di\
\/n r ^ -)i

fec-62")]
Les valeurs de R qui correspondent à la même probabi l i té (écarts

m/ K _ /.," ïal
isoprobables) sont proportionnelles à —•—7=—-

9. Sphère d'attraction. — Le hasard tend à éloigner le po in t M du
-centre 0 alors que l'attraction l'en rapproche; i l est intéressant de
calculer la distance OM == p pour laquelle ces deux, actions s'équi"
valent.

En exprimant que les deux actions s 'équivalent, on obtient faci le"
ment la valeur de p, c'est la quan t i t é -"===;*

\/3 a

Lorsque le point M est à l ' in tér ieurde la sphère de rayon p, l 'effet du.
hasard l'emporte, en moyenne, sur l'attraction et le point a une ten-
dance à s'écarter du centre 0.

Au contraire, lorsque le point M est à l'extérieur de la sphère de
rayon p, l'effet de l'attraction prédomine, en moyenne, et le point M a
une tendance à se rapprocher du centre 0.

Tout se passe comme si, la surface sphérique de rayon p a t t i ra i t le
point M; d'où la dénomination de sphère d'attraction.

On peut remarquer que la valeur p == —— avait été précédemment
y o Ct

obtenue pour le rayon de probabilité maxima.
Ce$l à Ici sphère d'attraction que correspond finalement la plus grande

probabilité.
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PROBABILITÉS DYNAMIQUES.

10. Nous a l lons étudier le mouvement d'un point matériel soumis
à raclion d'une force dont la grandeur est constante et dont la direc-
tion varie constamment au hasard.

Notre analyse permettrait de supposer que la force varie en grandeur
suivant une fonc t ion donnée du temps mais le problème ainsi généralisé
serait sans doute moins intéressant parce que la plupart des résultats
dépendra ien t de la forme part iculière de la fonction donnée.

Les p r inc ipaux problèmes que nous résoudrons sont les suivants :
Quelle est la probabi l i té pour que, à Fépoque ^ le point matériel M

soit an imé d 'une vitesse donnée?
Quelle est la probabil i té pour que, à l 'époque £, le point matériel

occupe une pos i t ion donnée?
Calculer la probabi l i té pour que, a l 'époque t, le po in t matériel

occupe une position donnée et pour qu'il soit , d é p l u s , animé d 'une
vitesse donnée.

Calculer la probabi l i t é pour que le po in t matér ie l ait une vitesse
d o n n é e quand il se meut dans un m i l i e u rés is tant p ropo r t i onne l l emen t
à la vitesse.

Ces problèmes préseu tant quelque diff icul té , nous étudierons
successivement les cas du mouvement dans tin espace à une, deux
et trois dimensions.

Espace à une dimension.

1 1 . PROIÎLÈME RELATIF AUX VITESSES. — Quelle est la probabilitépour que,
à F époque t^ le point matériel ait une vitesse donnée v^î

Supposons qu 'un joueur A. perde, à chaque ins tant , une somme
égale à l'accroissement de la vitesse à cet ins tan t ; la probabili té pour
que la vitesse soit^ à l'époque t est la probabil i té pour que le joueur A
perde la somme y en / parties.

La force étant constante en grandeur produit, pendant chaque élé-
ment de temps, une accélération ou accroissement de vitesse a pro-
por t ionne l l e à cette force elle-même et inversement proportionnelle à
la masse du point matériel.
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Il y a, par déf in i t ion , à chaque ins tant , égale probabi l i té pour que la
force agisse dans un sens ou dans l 'autre et par suite égale probabilité
pour que a soit positif ou négatif.

Dans chaque élément de temps ou, si l'on veut, à chaque partie, la
vitesse peut, avec égale probabil i té , augmenter ou d i m i n u e r de la
quantité a et cette augmentation ou cette d iminu t ion est indépendante
des faits antérieurs; le joueur A a donc, à chaque par t ie , égale proba-
bilité de perdre ou de gagner la somme a. Le problème est donc le
suivant :

A chaque partie (supposée indépendante des autres) un joueur A a
égale probabili té de gagner ou de perdre la somme a; quelle est la
probabili té pour qu'il perde la somme v en t parties?

Ce problème qui suppose à la fois l ' indépendance des épreuves suc-
cessives et leur uniformité ne présente aucune diff icul té .

La probabilité pour que la vitesse sou v à l'époque l est

/y 2 a3 /
e :d^

^/TT^/ïa^ '

Cette formule exprime la probabi l i té de la vitesse 4- v ou de la
vitesse —'^ ; la probabilité pour que la vitesse soit ±ç aurait une valeur
double de la précédente.

12. L'amplitude des écarts est mesurée par la quantité \ J ' z oc^ / ; donc :

Les vitesses croissent proportionnellement à Ici racine carrée du temps.

C'est la loi de croissance ordinaire, conséquence nécessaire de l 'uni-
formité.

Le problème est trop simple pour que nous nous arrêtions aux con-
séquences qu'on peut déduire de la formule précédente. Dans le cas
des prohabilités des deuxième et ' troisième genres la question présen-
terait déjà beaucoup plus d'intérêt, mais comme elle ne constituerait
encore qu'un cas très particulier des théories générales que j'ai
exposées antérieurement je ne crois pas uti le d'insister sur ce sujet;
je citerai seulement, à titre d'exemple, le résultat suivant :

La probabilité pour que la vitesse maxima qui est atteinte dans Fin-
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tervalle de temps t soit ±v est exprimée par la série

[" -—1_ -iiill! _iî _l! -ill̂  1 •4^ [e ^^—Sê ^-^-ôé? ^-^e ^-^..J.

La valeur la plus probable de la vitesse maxima est 0,642 ... y^a2/.
La valeur probable de la vitesse maxima est 0,8062 ... ^2 a2 / et la

valeur moyenne de cette vitesse maxima est ' r \/2a2/ ou o, 886 ... \/2^7.

13. PHOIÎLÊME nELATiF AUX POSITIONS. — Quelle est la probabilité pour
que^ à l'époque t^ le point matériel soit à une distance x de son point clé
départ ?

L'idée qui se présente le plus na tu re l l ement à l'esprit consiste à
employer notre méthode générale et à supposer qu 'un joueur K perde,
à chaque ins tan t , une somme égale à l 'accroissement de la distance x
pendant cet ins t an t . La probabil i té demandée est alors la probabilité
pour que le joueur K perde la somme x en t parties.

Ce procédé ne condui t pas à la résolution de la question posée parce
que le jeu de K n 'admet pas l ' indépendance. D'après le p r inc ipe do
l ' iner t ie , le mouvemen t dn point M dans un élément/le temps dépend
de la vitesse acquise an té r i eu rement et par conséquent le jeu de K pour
une partie dépend des faits antérieurs du jeu.

Pour tourner la difficulté, nous considérerons un jeu fictif pour
leque l , f inalement , à l 'époque t, la probabil i to d 'une perte a?sera égale
à la probabil i té d'un écart de s i tuat ion œ du point matériel M, alors
que, pendant l ' intervalle de temps compris entre zéro et l, les écarts
relatifs à ce jeu ne correspondront pas avec les écarts de situation du
point M au même instant .

La coïncidence se produira seulement à l 'époque t.
Nous décomposerons l 'action de la force considérée en ses actions

successives pendant les intervalles de temps (zéro, A), ( d t , idi),
{^dt, 3dt), ....

Au bout du premier intervalle^, sous l'action de la force, le point M
a parcouru une dislance a r A ( d a n s un sens ou dans l 'autre, les doux
sens ayant irieme probabili té) et, en vertu de l'inertie, ce mouvement

Aiw. Éc. Norm., (3), XXX. •— FÉVKÏER x Q i S . 1^
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se continue jusqu'à l'époque /, faisant parcourir au point matériel la
distance a/.

L'action de la force pendant ce premier intervalle a pour effet de
faire parcourir au point matériel, dans un sens ou dans l 'autre, la dis-
tance a ̂ .

Considérons le second intervalle de temps (compris entre ^et2<7/);
au bout de cet intervalle, la force aura communiqué au point matér ie l ,
dans un sens ou dans l'autre, un second déplacement ar// i n d é p e n d a n t
du premier et qui , en vertu du principe de l ' ine r t i e , se perpétuera
jusqu'à l'époque t, faisant parcourir au point , dans un sons ou dans
l'autre, la distance a(^ — dl).

L'action de la force pendant ce deuxième interval le aura pour effet
de faire parcourir au point matériel, dans un sens ou dans l'autre, la
distance a(^ — dt).

L'action de la force pendant le troisième interval le aura pour effet
de faire parcourir au po in t matériel, dans un sens ou dans l'autre, la
distance a(^ — 2 dlY

L'action de la Force pendant l 'intervalle élémentaire correspondant
au, temps T aura pour effet de faire parcourir au po in t matériel, dans
un sens ou dans l'autre, la distance a( / -—r) .

L'effet de la force dans un in te rva l le é lémenta i re ne dépend pas du
mouvement antérieur.

Le po in t matériel aura f ina lement pour abscisse a l 'époque / la
somme des distances correspondant à j>ti,acun des intervalles élémen-
taires.

La probabilité pour que, f ina lement , le po in t matériel ait pour
abscisse «r, est la probabilité pour que la somme des distances corres-
pondant à chacun des intervalles élémentaires ait pour valeur ^.

Supposons maintenant qu'un joueur B perde ou gagne, à, chaque
partie, une somme égale à l'effet produi t par la force dans l 'é lément 'de
•temps correspondant; c'est-à-dire que ce joueur a i t égale probabili té
de gagner ou de perdre : la somme a/ à la première partie, la somrne^
a(^ — dt) à la deuxième, la somme a(t — idt) à la troisième, .,., la
somme a(^ - T) à la r1^ ..,. La probabilité pour que le point matériel
ait pour abscisse x à l'époque t est la probabil i té pour que le joueur B
perde la somme x en t parties.
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Les parties successives é tant indépendantes, cette probabilité s'ob-
tient en appliquant la formule du n° 6 de mon Mémoire sur les proba-
bi l i tés cont inues

f.t
\ ç ' (T ) r /T

/y ~ "
e ——^,

^ ' { ^ c h

^'(ï) est le double de la valeur moyenne des carrés des pertes du
joueur B pour la part ie élémentaire d'ordre T. Or^ à cette partie, le
j o u e u r a égale probabi l i té de gagner ou de perdre la somme ^ ( t — T ) ;
on a donc

9 / ( T ; ^ 2 j ^ [ a ( ^ - T ) : | ^ + ^ [ a ( ^ T ) : | ^

et l'on en d é d u i t
r 1 9
\ Q/(T)6/T=: ^-a2^.

«YO
 1

 ^

La probabi l i té pour que le joueur B perde la somme oc en t parties,
c'est-à-dire la probabilité pour (fue, à l'époque /, le point malériel soit à
une distance x de son point de départ est

.z-a

e^1
: dx,

/Tli/jcc^3^V/jô
Cette formule est relative à Fécarl 4-^ ou à l'écart — x; la proba-

bi l i té pour que l'écart soit ± x aurai t une valeur double de la précé-
dente.

14. Courbe de probabilité. — La probabilité peut être représentée
par une courbe.

-a'Pe 'y-
/̂Tii/l-a^3

0
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géométriquement cette courbe est bien connue mais sa déformation
est beaucoup plus rapide que dans le cas des problèmes classiques, le
temps y f igurant à la troisième puissance et non à la première.

La courbe présente deux points d ' inflexion pour

3Ces points d'inflexion s'éloignent proport ionnellement à la puissance -
2l

du temps.
La probabilité relative à une abscisse fixe x commence par croître

pour décroître ensuite, elle passe par un maximum quand x est
l'abscisse du point d ' inflexion de la courbe de probabi l i té .

15. L'écart moyen ou valeur moyenne de l'écart considéré en valeur
absolue croît proportionnellement à la puissance - du temps,

V écart quadratique^ c'est-à-dire la racine carrée de la moyenne des
• / • ' ! - 'icarrés des écarts croît proport ionnel lement à la puissance - du temps.
L'écart probable est l'écart qui a autant de chances d'être ou de ne

pas être dépassé, il est proportionnel à la puissance ^ du temps.
Plus généralement, les écarts croissent proportionnellement à Ici puis-

sance - du temps.

16. Si l ' inert ie n'existait pas, les écarts croîtraient, comme dans les
problèmes ordinaires d,n calcul des probabilités, propor t ionnel lement
à la racine carrée du temps; ils croîtraient en valeur absolue et décroî-
traient en valeur relative (relativement à /).

L'existence de l ' inertie change complètement la nature, du résultat;
les écarts croissent non seulement en valeur absolue mais encore en
valeur relative.

17. Les carrés des écarts croissant proportionnellement à la quan-
tité ja2 /3 , on pourrait appeler cette quanti té fonct ion d ' instabil i té ,
mais elle ne possède pas là propriété d'addition comme lorsqu'il y a
indépendance.
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La formule qui exprime la probabilité de l'écart de situation x à
l'époque t

est un cas particulier de la formule

ï p ( / )

\/ï\/^(7)
dx,

qui exprime la probabil i té de la perte x à l'époque ^ (p robab i l i t é du
premier genre) dans le cas le plus général où il y a indépendance.
Quoique dans le cas considéré i l n'y ait pas indépendance, la simili tude
de ces formules explique la s i m i l i t u d e des résultats qu'on peut en
dédu i r e . Mais cette s i m i l i t u d e n'existe p lus lorsqu'on considère les
probabi l i tés des deuxième et troisième genres, c^st-à-dire les proba-
bili tés relatives non plus à l'époque t mais aux faits qui peuvent se
produire dans l ' intervalle de temps t.

D'ailleurs le jeu fictif qui nous a permis d'obtenir la formule des
écarts de s i tuat ion x n'est nul lement l'image du mouvement réel du
po in t M pendant le temps t.

Considérons, par exemple, le problème le plus simple des probabi-
lités du second genre : Quelle est la probabil i té pour que le point
matériel dépasse au moins une fois l'abscisse + x dans l ' intervalle de
temps t ' ï

Lorsqu'il y a indépendance, nous employons un raisonnement d'une
extrême simplicité fa i san t un iquement appel à des raisons de symétrie
(Mémoire S^r les probcibilités continues^ n°27) e t /qui , pour le cas étudié,
se traduirait ainsi : Lorsque le point matériel f ranchit l'abscisse x (à
l'époque ^ pour fixer les idées), la probabil i té d 'un nouvel écart -4-y
(c'est-à-dire d'un écart total x +j) à l'époque t est égale à la proba-
bil i té d'un nouvel écart — y (c'est-à-dire d ' un écart total oc—y} à la
même époque.

Il est évident que ce raisonnement est inexact; lorsque le point
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matériel dépasse l'abscisse 4- x, sa vitesse est dirigée vers l 'extérieur
et, par suite de cette vitesse acquise, la probabili té d 'un nouvel écartj
seproduisan tpendant le temps t — l ^ est p lus grande que la probabilité
de l'écart —y se produisant dans le même temps.

Les analogies des formules relatives aux probabilités du premier
genre ne peuvent se généraliser aux probab i l i t é s des genres supérieurs.
Le même fait se produi t pour d'autres classes de probabil i tés connexes,
par exemple pour celles qui sont étudiées au n° 24 de mon Mémoire :
Sur les probabilités continues.

18, PROBLÈMES RELATIFS A U X SITUATIONS ET AUX VITESSES. — Quelle €St la

probabilité pour que, à Uépoc/ue t, le point matériel soit à une distance x
de son point de départ et pour quil soit animé d'une vitesse ^?

Imaginons trois joueurs A, B, G et f a i s o n s correspondre chaque
partie de leur jeu supposé continu à chacun des éléments de temps
compris entre zéro et t.

A chaque in s t an t le joueur A perd une somme ég'aleà l 'accroissement
de la vitesse v à cet ins tant .

Le jeu de B est le jeu f ict i f déf in i au n° 13. A la par t ie d'ordre T ou,
si l'on veut, à l ' instant T, le joueur B a égale probabi l i té de gagner ou
de perdre la somme a(<? — T).

Si l'on désigne par x ' sa perte tota le^ x ' est différent de l'écart de
situation x du point M sauf pour l 'époque /.

Lorsqu'il s'agira de probabilités relatives à l'époque t, nous pourrons
remplacer A/par;r mais, s'il s'agissait d'une autre époque, la substi-
tu t ion conduirait à un résultai erroné. Ce fa i t se conçoit immédia tement ,
la partie la plus importante du jeu de B est la première, alors qu'au
contraire c'est le dernier élément de temps qui contribue le plus à taire
varier l'écart de situation.

Le joueur G fermera le jeu, c'est-à-dire que, à chaque partie, il
perdra la somme des gains de ses adversaires; sa perte totale sera

Le jeu est équitable et les parties successives sont indépendantes ;
la probabilité pour que les joueurs B et A, perdent respectivement les
sommes oc' et ^ en -t. parties est donc exprimée par la formule d e l à
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page 348 de mon Mémoire : Sur les probabilités à plusieurs variables ;
cette probabili té est

Ça .v''1 •+• ©i p2 — 2 -/ .r' P

^ - ? ^ - / 2 ^

d x ' ch\
7T\ /y i © 2 — f / 2

cpi est la fonc t ion d'instabilité relative àa/(n° 13), c'est-à-dire ?a 2 ^ 3 .
Œ^ est la fonction d' instabil i té relat ive à v (n° 11), c'est-à-dire 2 a? t.
y s'obtient en formant le double de la valeur moyenne de l 'augmen-

tation du produit x v pour u n e partie et en sommant pour toutes les
parties de zéro à ï.

Supposons que, à la partie d'ordre T, les pertes soient x ' et P ; le
produit de ces pertes est alors x ' v.

A la partie su ivante , i l y a probabil i té ï- pour que le nouveau dépla-
cement du p o i n t matériel soit positif, alors x ' augmente de a(^ — r),
v augmente de a et le produi t x' v augmente de la quan t i t é

[.^/+^ ^^)] [(,.+. a] ̂  x'^^ax' ~\- c a ^ — T ) -ha 2 ( /—T) .

11 y a également probabil i té ^ pour que le nouveau déplacement du
point matériel soit négatif, alors x1 d iminue de a(^—T), v d iminue
de a et le produit ocf ̂  diminue de la quanti té

^•/— ]'^..'— (y.(t, — T)"| [^ — a] = o^x' -h p a ( ^ — ï j — a2^ —-r).

L'augmentation moyenne de x ' y à la partie d'ordre T est donc
a2( / — T ) ; pour l 'ensemble des parties elle est

r 1 c/2^2

\ y.Ul— T)^T==-—^
^ o

7^ est le double de cette quantité, on a donc

%=a2 /2 .

La probabilité pour que, en £ parties, les joueurs B et A perdent



g6 L. ï îACHELïErî .

respectivement les sommes x ' et v est alors

2 .r'12--à/('.<••'-+- ^ ̂ r2

^

a2 ̂
7T-——"

^3

-A/^'.

A l'époque l, x===x et, d'après la définition de ces quantités, les
probabilités qui leur sont relatives sont égales. Il en résulte que la
probabilité pour que, à l'époque t^ le point matériel M soit à une dis-
tance x de son point de départ et pour quil soit animé d'une vitesse p est

e
- dx cU\^ _,..,.

71:——-
• ^3

19. CAS D'UNE RÉSISTANCE DE MILÏEIL — On suppose que la résistance
est proportionnelle à la vitesse et que son expression est mkv, m é(;m(
la masse du point. Quelle est la probabi l i té pour que le p o i n t matérn1!
ait une vitesse 9 à l'époque t ' î

Supposons qu 'un joueur H perde, à chaque ins tant , u n e somme
égale à l'accroissement de la vitesse pendant cet ins tant et que, à
l'époque £, la vitesse soit ^

Dans l'intervalle de temps élémentaire suivant, il y a probabilité ;1-

pour que la vitesse augmente de la quantité a — h? et probabilité ^ pour
qu'elle diminue de la quanti té a "+- kv.

L'espérance du joueur H pour cet intervalle élémentaire (ou pour
cette partie) est donc

~(a+ kv)— •-(«-- k^)^/^,
% Si

L'espérance mathématique du joueur H est proportionnelle à sa perte
actuelle.
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La fonction d ' instabi l i té pour la même partie est

2 | [- ( a -f- /.t' )2 4- ^ ( a -~ kv )2 — A-2 ̂  = 2 a2.
I.-(À 2 J

Cette quantité est donc constante.
L'espérance mathématique du joueur H étant proport ionnelle à sa

perte ac tue l le et la fonct ion d ' Ins tabi l i té de son jeu é tan t constante,
nous sommes conduits a un problème de probabilités connexes du
premier genre (Consulter mon Mémoire : Sur les probabilités continues^
au n° 18).

La probabi l i té pour que, en t parties, le joueur H ait perdu la
somme 9, c'est-à-dire la probabil i té pour que, à l 'époque /, le point
matériel ait la vitesse v est

e

20. Lorsque le temps croît i n d é f i n i m e n t , la dis t r ibut ion des proha-
bilités tend vers la loi finale exprimée par la formule

e />
:dv,

^\/Ï

La vitesse moyenne finale est

^^

La vitesse probable finale est

0,47698. ..-„.

21. La théorie des probabilités connexes à laquelle nous avons été
conduits permet de résoudre le problème quand la fonction d'insta-
bilité et l'espérance dépendent explicitement du temps (Mémoire :Sur

Ànn. Éc, Norm., (3), XXX. -- MAIIS 1 9 1 3 . ^
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les probabilités continues, n0 25). Nous pouvons donc calculer h proba-
b i l i t é d ' u n e vitesse v a l 'époque t q u a n d la force considérée est égale à
une fonc t ion donnée du temps et quand la résistance du mi l ieu est
é^ale au p rodu i t de la vitesse par une fonct ion d o n n é e dn temps.

Espace à deux dimensions.

22. Espace à deux dimensions. — Nous é t u d i o n s le m o u v e m e n t d 'un
po in t matériel dans un p lan , la force qui s o l l i c i l e ce po in t dans le plan
é tan t constante en grandeur et variant pour la d i r ec t i on au hasard,
toutes les directions ayant é^ale vraisemblance.

Le mouvement du po in t considéré M peut être rapporté à deux axes
coordonnés Ox, Oy; l 'orig'ine 0 des coordonnées é tant la pos i t ion
occupée par le poin t a l ' o r i g ine du temps.

Dire que la d i rec t ion de la force varie constanuncnt au hasard r e v i e n t
à dire que la .probabilité pour qu'a u n ins tant que lconque (d i e fasse un
a n f f l e 0 avec l'axe des x est —•

^7T

23. PnolîLEME KELATIF AUX VITESSES. — Quelle est la prohalnlité pour
que^ à l'époque /', le point matériel sou anime d'une vitesse c/o/tl les com-
posantes sont X et Y ?

On doit supposer que trois joueurs A, B, C perdent , a chaque ins tan t ,
des sonunes égales aux accroissements-dé X, Y et 1 ( • - - X -- Y ) à cet
i n s t a n t ; la probabi l i té cherchée est la probabi l i té pour que A perde la
somme X et B, la somme Y en t parties.

Le jeu étant équitable, cette probabi l i té est d o n n é e par la f o r m u l e
rappelée an n° 18

^aX^-l-^i \ï •-••ï / X V

e " T^~7?-
———==^===— <,/X d\.

7r \ /9 i9a—7 2

En employant le même raisonnement qu'au n0 - 1 , on voit immédia le-
ment que ^ est nul, par raison de symétrie et que ^, ̂  Oy — a2/ .
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La probabili té cherchée est donc
X ^ + Y -

e~ ^l
———f/x.</Y.

71: a-^

La probabi l i té pour que la vitesse ait une va l eu r donnée v est

^e'^ .—^—d..

La. vitesse croît, dans l 'ensemble, p ropor t ionnel lement à la racine
carrée du (emps.

24. PnoiïLÈ^Œ HEIATII'' A U X POSITIONS. — Quelle est la probabilité pour
que, à l'époque l y le point matériel occupe une situation donnée?

I l s'agit de ca lcu ler la probabi l i t é pour que le p o i n t - A I a i t pour coor-
données .r, y à l 'époque /.

Comme dans le cas d 'un espace à une d i m e n s i o n , nous décompose-
serons l ' ac l ion de la force en ses act ions successives p e n d a n t les i n t e r -
valles de (emps (zéro, r//), ( ( / l , ^ d t ) ^ ( / z d t , 3 c / l ) , . . . .

Au bou t du premier in te rva l l e dt et sous l 'ac l ion de la force, le
p o i n t M a parcouru une d i s tance %dt et il y a p r o b a b i l i t é — p o u r que
ce déplacement fasse un angle 0 avec l'axe des x.

En ver tu de l ' i ne r t i e , ce mouvement se con t inue j u s q u ' à l'époque t
ta isant parcourir au point une distance a/ dans une direct ion quel-
conque.

Considérons le second interval le de temps ( compr i s entre d i e t ' ^ c l l ) .
Au b o u t de cet i n t e r v a l l e , la force aura c o m m u r n q u é a u poin t matériel ,
dans une d i rec t ion que l conque , un second dép lacement ^dt indépen-
dant du premier et q u i , en ver tu du p r i n c i p e de l ' iner t ie , se perpétuera
jusqu'à l ' époque/ , faisant parcourir au p o i n t u n e distance a(^ — r / / / ) .

Pendant l ' in terval le é lémentaire correspondant au temps T, la force
aura commun iqzsé au p o i n t maté r ie l , dans u n e direct ion quelconque;
un déplacement a<A i n d é p e n d a n t des précédents et qu i , on vertu du
principe de l ' i ne r t i e , se perpétuera jusqu 'à l'époque l, faisant parcourir
au point une distance a(^ ~~~ ï).
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Le point matér ie l aura f ina lement pour abscisse à l 'époque l la
somme des projections sur l'axe des x des distances correspondant à
chacun des intervalles élémentaires.

La probabi l i té pour que, f inalement, le p o i n t matériel ait pour
abscisse x et pour ordonnée y est la probabil i té pour que les sommes
des projections des distances correspondant à chacun des interval les
élémentaires aient respectivement pour valeurs x o t y .

Supposons maintenant que trois joueurs A, B, G j o u e n t aux condi-
t ions suivantes : A la partie d'ordre T, le joueur A perd une somme
égale à la projection de la dis tance a(/ — '';) sur l ' axe des .r, le j oueu r
B perd une somme égale à la projection de la dis tance <y.(t—T) sur
l'axe clesy; le joueur C gagne la somme des pertes de A, et de B.

La probabilité pour que, à l 'époque l, le poin t matér iel a i t pour
coordonnées x^ y est la probabilité pour que les sommes des projections
considérées soient^ et you pour que les joueurs A et B perdent respec-
tivement les sommes x et y en / parties.

Le jeu étant éqaitable, la probabil i té cherchée est exprimée par la
formule

ï?^ +1 îî  """2 7- •rr
^ ,y,ipa....,.., ^i

—.̂ ^ .̂...,̂ » .̂.̂ ..̂ .̂ ..,...̂ . ̂ ; f{y ^
, •• — -~—— - ,/

TCV/cp iCpa— '/î

Pour obtenir ç^ (égal a c'a p^ raison de symétrie), on doit former le
double de la valeur moyenne des carrés des pertes du joueur A pour la
partie d'ordre T et intégrer ensui te entre T == o et T ̂  /.

Soient Ï, et Ç les projections de la longueur a ( / — T ) sur les axes^
c'est-à-dire les pertes de A et de B à la partie d'ordre T; on a

^•ç^a^-r^

ou, en désignant par VM la valeur moyenne,

VM^M-VMÇ^a^—T) 3 .

Ces valeurs moyennes é tant égales par raison de symétrie, on a

VM^^VMÇ^î^—^.
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La valeur moyenne des carrés des pertes du joueur A à la p a r t i e
dWdre T est donc ~" ? on en d é d u i t

r a^t—T)2 . a2 /3-f-^= 2—2—^-r-

Pour obtenir y, on doit former le double de la valeur moyenne du
produit ^C et intégrer entre T == o et T = t. Or la valeur moyenne de Î;Ç
est nul le car, à chaque valeur posit ive de ce produit, correspond une
valeur négative de même probabili té, donc y est nul .

OL^ /^
Remplaçant dans la fo rmule précédente, c^ et 92 P^"^"0^ 7. [mv

zéro, on o b t i e n t la probabilité pour que le point matériel ait pour coor-
données x et y à l'époque t.

a'^/' '

e "T-
~^^dy.

^-T

On doit r emarquer que le jeu considéré n'est n u l l e m e n t l'image du
mouvement réel du p o i n i M pendan t le (emps t•; i l fait seulement con-
naître l 'expression de la probabil i té a l'époque t.

25. La probabilité pour que^ au bout du temps t^ le point M soit à une
distance r de l ) origine est

0(.'i /•'

^re ~^

a2 ̂
""T"

di\

Les écarts de si tuation croissent proport ionnel lement à la puis-

sance ^ du temps.

26. PROBLEME RELATIF A U X SITUATÎOiNS ET AUX VITESSES. — Quelle est la

probabilité pour que, à r époque t^ le point matériel occupe une position
donnée (x, y } et pour quil soit^ de plus, animé d'une vitesse dont les
composantes sont X et Y ?
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Imag inons cinq joueurs A, B, G, I), E et. f a i sons correspondre chaque
partie de leur jeu supposé c o n t i n u à chacun des éléments de lemps
compris entre zéro et l.

Le jeu de A el B est le jeu f ic t i f qui a été d é f i n i , au. n° 24. A la p a r t i e
d'ordre T ou , si l'on veut? à l ' ins tan t T, le joueur A perd. nno somme
égale à la projection de la d islance a(^ — T) sur Faxn des x el le j oueu r B
perd une somme éû;ale à la projection de la distance a ( z — T) sur l ' a^e
desj.

Si l 'on désigne par J/ la p é r i t * t o t a l e de A et par y' la perte l é t a l e
de B, ,^/eiy sont différents des coordonnées a; e l j du p o i n t M, s au f*
p o u r l'époque /.

Lorsqu'i l s'agira de p r o b a b i l i l é s r e l a t i v e s a l ' é p o q u e / , nous pourrons
remplacera par^r eiy parj, mais s'il s 'agissait , d ' u n e a u l r e é ) H X ) u e ,
la subs t i tu t ion c o n d u i r a i t à u n ré su l t a t , erroné.

• A. chaque i n s t a n t , les joueurs C et 1) pe rden t respec t ivement des
sommes égales aux project ions s u r les axes de l ' iu 'croisseme.nl de la
vitesse a cet i n s t a n t .

Le j o u e u r E ferme le j e u , i l perd, a c h a q u e i n s l a n i , la somme des
^ains de ses adversa i res ; sa perte (.olale est, n -• —:r ..---..y..-—X - V.

Le jeu est équ i tu lde et, les par t ies successives son t im . l épeudHnI . e s ;
la p r o b a b i l i t é p o u r que, en / pa r t i e s , les j o u e u r s A, B, < I , I) perdent
respectivement les sommes .v\ y\ X, Y est e x p r i m é e par la, f o r m u i n
générale de n ton Mémoi re : Sur les prohahil/'lés à plusieurs rffriahles^ i l
suffît de cbîin^'er les n o i a t i o n s el de poser

..^•:=.^, .r,":/, .^ ,—X, .r^-: Y.

Pour appl iquer la f o r m u l e , on doi t , eu p remie r l i e u , ca lcu ler le dé te r -
minant

9i- -—/ i , î /i.;t • — / i , ,
—7^ï 9a —'7^ X^,

'/. :(, i """"" /. », y 9 ;i """""" y. ;î, 4
'""""" 7. \ -, i 7, '» -, a """"' 7, '< < '< 9 ̂

D'après le résultat oblenu au n0 24, on a

91 "^ ? ï "
^t\
"T"5
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on a dp même, d'après le n° ^3,

0;ç —r ̂  —: y.'1 t.

Il reste à calculer les fonct ions y. On a d'abord

y.\.i ~~ Zi,-., "'̂  7:2,;}-r::- /.:s,', ~- o;

considérons par exemple y ^3 : celle quantité s'obtient en prenant le
double de la. variation moyenne de y ' 'Xpour la. partie d'ordre T et en
intégrant le résul ta t entre •T -— o et T == /.

Or, pour foule parlie, ou pour loul inlervalle éleînenj .aire <"//, la
valeur moyenne de la variation du produis, y'X est, nul le car a loul.e
valeur posit ive de celle varial ion correspond une valeur iu^'alive de
m.eme j)rol)al»i l i lé; on a donc y ^3 =•1= o.

Nous allons mainlenani calculer y^:{ (ïl /y,',. Supposons que, a la
parlie d'ordre T, les q u a n t i t é s .•r\ •/, X, Y aieni, i)our valeurs ^'^/p
X ^ Y , .

I^^ur former y ,^, on doil calcnler le double de la valeur moyenne de
la varialion du produil x\ X , r^ 'dai i f 'a la parlie d'ordre r (*(, intégrer le
résultai, enir^1 T — o et ":==/.

Or, a la, partie d'ordre T, il y a probabilité ;— pour que x\ au^menle

de a cos0(" / ••1-- T) et ,Xi de acosO ; il y a donc probabilité ^— pour que le
produit -T\ X ^ augmenl,e (.le la quantité

I' .r'i ••i- a eos 0 ( t — r ) | | X i -h a cas 6' '| -— .r', X,,

c'esl-a-dire de lî( ( juanti té

a'\ a (^os 0 •-!- Xi a cos ^ ( t — T ) -}- a2 cos^ 0 ( I, -— T).

Pour calculer la v a r i a t i o n m o y e n n e de .z'\ X , , i l fait l m u l t i p l i e r l'ex-
y)ress ion précéden ir j ) a r •"— et i n t ég re r ent re les l imi l . t ^ 0 •-̂  o tït 0 =-= '2?: ;x i • r .^^ •• D

le résultat est — ( t . — T ).
'A

Pour ob t en i r y ^ ; { , on doit m u l t i p l i e r cette dern ière q u a n t i t é par 2 et
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intégrer entre les l imi tes T = o et T == / ; on a donc f ina lement
_ _ a2^2

Zl,3~Z2,4--7^

a8 Z8

et le déterminant a pour valeur -77-
En se reportant à la formule du Mémoire c i té précédemment, on

obtient l'expression de la probabilité pour que les joueurs A, B, C, D
perdent respectivement les sommes x\ y, X, Y en / part ies; cette
expression est

(a
( .».'a j^.y'î ) — / ( X .r' + Y.y' ) 4- — ( X'14- Y12 )

e -^^/^^X^Y.
TT^

—a4 / ' -
12

A l'époque t, x ' == x, y ===: y et, d'après la d é f i n i t i o n de ces quan t i t é s ,
les probabilités qui leur sont relatives sont égales. I l en résulte que :
[a prohabilité pour que, à l'époque t, le point matériel ait pour coordûn»
nées x et y et pour qu^il soù^ de plufî^ animé d'une mtesse dont les com-
posantes sont X et Y est

I ,r2..(- ya ) - / < X ,r ,̂ Y y ) ^- '•r 1 Xï 4- Y1-'
" * 3

e
~d.xîf/yd\dy.

î!^
Ï2

27. CAS D'UNE RÉSISTANCE DE MILIEU. — On suppose qw la résistance est
proportionnelle à la vitesse et que ses composantes sont m/cX et wAY,
m étant fa masse élu point. Quelle est la probabilité pour que le point
matériel ait^ à l'époque t^ une vitesse dont les composantes sont X et Y?

Supposons que trois joueurs H, K, L perdent, à chaque instant, des
sommes respectivement égales aux accroissements de X, Y, — X — Y
pendant cet ins tan t et que, à l 'époque t, les composantes de la
vitesse soient X et Y; nous al lons étudier les variations de ces
quantités dans l ' intervalle de temps élémentaire suivant .

Pour cette partie, il y a probabili té ;— pour que le joueur H perde la
a 7t



LES PROîïAHïLÏTÉS CÏNÉMATIQUES ET DYNAMIQUES. îo5

somme a c o s O — A - X . Son espérance matliérnati.que pour cette part ie
est donc

_ / ^ ( a c o s / 9 — A - X ) = : Â - X ,

elle est p r o p o r t i o n n e l l e à la perle actuel le X.
La f o n c t i o n ( l ' i n s tab i l i t é du jeu de II pour la même parlie est

•*2TC• /n ~i
(a cosO — A ' X ) 2 ^~- -- /^X'1 •= a2.

Cette quantité est constante.
On serait conduit au même résultat pour le jeu de K; l'espérance

mathématique sérail k\ et la fonction d'instabilité, a2.
Il faut main tenant étudier le jeu de L.
Pour la partie considérée, il y a probabilité •;— pour que L perde la

somme
— a cos(^ --h Â-X — a sinO -4- /rï;

son espérance1 mat l iémat ique pour cette part ie est donc

r^ do
^ —( „.... a cosO + Â':X ~ a sin 0 -h Â-Y) = A-(- X — Y) ;

Jo ^ •

elle est propor t ionnel le à la perte actuel le ' (—.X — Y).
La fonc t ion d ' ins tab i l i t é du jeu de L pour cette partie est de même

^ f ^ ( _ a ces 0 + h X — a sin Ç + /»• Y ̂  — À-2 ( — X — Y )2 == 2 a2,
L'A 27T J

elle est constante .
Les espérances étant proportionnelles aux pertes actuelles et les

fonctions d ' ins tab i l i t é étant constan tes i l suff i t , pour obtenir la so lu t ion
du problème proposé, d 'appliquer la formule du n0 70 de mon Mémoire :
Sur les pro babilit es con tinues »

La probabilité pour que, en l parties, le joueur H ait perdu, la somme X
et le joueur K, la somme Y, c'est-à-dire la probabilité pour que, à

Ann. Éc\ Norm., (3), XXX.. — MABS 1913. i4
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l 'époque l, le po in t matériel ait pour composantes de vitesse X, Y, est

Ĵ hll-
2 A'
^ ( 1 — — — ^ )

e
• ^X. dY.

^O^^)
2 À"

La probabilité pour que, à l'époque /, la vitesse ait une valeur
donnée v est

^" ( "—<.
^c^ ^\
a" / , _ /,"*2Â'n

Lorsque / croît i n d é f i n i m e n t , la d i s t r i bu t ion des probabil i tés tend
vers la loi f inale exprimée par la f o r m u l e

^vC
a*
2"Z

—dv,
y."
îï

La théorie des probabil i tés connexes à laquelle nous avons été
ramenés nous permet t ra ien t de résoudre les mêmes quest ions en sup-
posant que la résistance est égale au produi t de la vitesse par une
fonction arbi t ra i re du temps.

Espace à trois dimensions*

28. Espace à trois dimensions. — Nous é tudions le mouvement d 'un
point matériel1 sollicité par une force dont la, grandeur est constante et
dont la direction varie au hasard, louies les direct ions ayant égale
vraisemblance.

Le mouvement du point considéré M peut être rapporté à trois axes
rectangulaires ( ) x , Oy, Os, la posi t ion in i t i a l e du point é tant prise
pour origine des coordonnées.
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29. PROBLÈME RELATIF AUX VITESSES. — Quelle est la probabilité pour
que^ à l'époque /, le point matériel soit animé d'une vitesse dont les com-
posantes sont X, Y, Z ?

On doit supposer que quatre joueurs A, B, G, D perdent, à chaque
i ns tant , des sommes égales aux accroissements de X, Y, Z, ( — X -- Y7' — Z)
à cet i n s t an t ; la p robabi l i t é cherchée est la p robab i l i t é pour que A
perde la somme X; B, la somme Y et G, la somme Z en t parties.

Le jeu est équ i tab le et d 'a i l leurs identique à ce lu i qui a été é tudié
au n° 1 , il suiTit de remplacer v par a.

La prohabilité cherchée est

\l+\î .4.- /.'•î

:ci\.d\ dL.
,-/^r^

La probabi l i té pour que, au bout du temps /, le point M ait une
vitesse v est

2 a.'1 (^ ̂  __

d^.
1- ( 7 . ^ 1 Y

^(irj
30. Analogie avec le rnouçement de la chaleur, — L'équation du

mouvement de la probabilité dans un espace a trois dimensions (con-
sulter mon Mémoire : Sur les probabilités à plusieurs variables, p. 346)

îi^.îi^^îi^.^. _^L . 2^ ^LL ̂  y^i ^1L ̂  ̂
[\ ()^ 4 ôy1 4 à^ ':>. àxôy '2 ()x ()z '2 ày ôz " ai '

est plus complexe que celle du mouvemen t de la cha leur , mais elle s'y
réduit dans un cas très part icul ier lorsq ue, l 'un i formi té étant supposée,
on a en même temps

/i ,2 ̂  û, '/i ,3 = o, y^ •î :•—: o,
9î"= 92"= y^.

l 'équation du mouvement des probabilités n'est au t r e alors que l'équa-
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tien de Fourier
îi/^Z,- ^Z. ^T\ ~^"
4 \^ dj^ ô^y ~ ( } t '

C'est précisément ce cas part icul ier que nous avons rencontré dans les
problèmes trai tés aux n05 1 et 29.

Ces problèmes sont analogues à celui q u i consis te a d é t e r m i n e r la
température a l 'époque i du points*, y, ^ d 'un espace i n d é f i n i q u a n d ,
à l'origine du temps, i l s'est produi t à l 'origine des coordonnées une
source in s t an t anée de chaleur.

Pa re i l l emen t , les problèmes traités aux n0*" 5 et 23 sont ana logues a
celui qui consiste à dé terminer la d i s t r i b u t i o n des températures à
l'époque i dans un espace i n d é f i n i à deux d imens ions lorsque, a l 'ori-
g ine du temps, il s'est p rodu i t à l 'or igine des coordonnées u n e source
instantanée de chaleur*

31. PROBLÈME ïŒLATU11 AUX POSITIONS. "— Quelle est la probabilité pour
que^ à l'époque t, le point matériel occupe une situation donnée?

Il s'agit de calculer la probabi l i té pour que le point M ait pour coor-
données oc, y , z à l 'époque t.

Comme dans les cas précédents, nous pouvons décomposer l 'act ion
de la force en ses actions successives pendan t les interval les de temps
(zéro, dt), Çdt^ 2 . d £ ) , (2^, 3 d t ) , ....

Au bout du premier interval le^, sous l 'action de la force, le point M
a parcouru une d i s t ance v.di dans une d i rec t ion quelconque et ce
mouvement se perpétue, d'après le principe de l 'inertie, avec la même
vitesse jusqu'à l'époque l.

Le point parcourt donc une distance ça dans la première direct ion
qui lui est imprimée,

Pendant le second interval le de temps (compris entre dt et2<^}, la
force aura communiqué au point matér ie l , dans une direction quel-
conque, un nouveau déplacement a dt i ndépendan t du premier et, en
vertu de l ' inertie, ce second mouvement se perpétuera jusqu'à
l'époque l. Le second mouvement fera donc parcourir au po in t M. une
distance a(^ — dt).

A l'instant ^, là force communiquera au, po in t matériel, dans une
direction quelconque, un, mouvement indépendant des précédents qui
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se perpétuera jusqu'à l'époque t et qui fera parcourir au point M la
dis tance a(<Ç — T).

La coordonnée x du point M à l'époque / sera la somme des projec-
tions sur l'axe des x des distances correspondant à chacun des inter-
va l les élémentaires .

La p robab i l i t é pour que, fmaleinent , le po in t matér iel ait pour
coordonnées ,r, y, s est la probabili té pour que la somme des projec-
t i o n s des dislances correspondant a chacun des in terval les élémentaires
aient respectivement pour valeurs x ^ y , z.

Supposons main tenan t que quatre joueurs A, B, C, I) j o u e n t aux
condit ions suivantes : A la par t ie d'ordre T, le j o u e u r A perd une
somme égale à la project ion de la d is tance a( t — T) sur l'axe des x.
Le joueu r B perd une somme égale à la project ion de la dis tance
a(/ — r) sur l'axe des y. Le joueur C perd une somme égale à la pro-
jection de la distance a(^ — T') sur l'axe des z . Le joueur D gagne la
somme des pertes de A, B, C.

La p robab i l i t é pour que, à l 'époque t, le p o i n t matériel a i t pour
coordonnées .z', y , z est la p r o h a b i l i t é pour que les sommes des projec-
tions considérées soientrr , y, z ou pour que les joueurs A, B, C perdent
respectivement les sommes .^..y, -^ en t part ies .

Le jeu étant équ i t ab l e et a d m e t t a n t l ' i ndépendance , la probabilité
cherchée est exprimée par la formule du n° I , i l suffit de calculer les
fondions ^ et y d'après les données du problème.

Pour obtenir <p, (égal à cpa ^ a î:i I^11* raison de symétrie), on doit
former le double de la va l eu r moyenne des carrés des pertes du joueur
A pour la par t ie d'ordre T et intégrer ensu i t e entre T == o et T == t.

Soient ?, "/), "C les projections de la longueur a ( /— T) sur les axes,
c'est-à-dire les pertes de A, B, G à la par t ie d'ordre T; on a

y ^^^^^-^(i——T)^

ou, en dé s ignan t par VM la valeur moyenne,
V M. c2 + VM -^ + V M Ç2 -= o- ( / - T )'.

Ces valeurs moyennes é t an t égales par ra ison de symétr ie , on a

V.M ̂  = VMrr == VM ̂  = ̂ 1^-—-^ .i>
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La valeur moyenne des carrés des pertes du joueur A à la partie
'•> f i. \ 'î

d'ordre T est d o n c ^ — ' — L , on en dédu i t
0

r 1 ^ { i ~-T)2 , ^c^/3
^i 2———3———^=———

Pour obteni r y ̂ , par exemple, on doit fo rmer le double de la va leur
moyenne de ^T] et intégrer entre T =~ o et ^ == t. Or la v a l e u r moyenne
de '^r\ est nu l l e , car à chaque valeur pos i t ive de ce produi t correspond
une valeur négative de même p robab i l i t é , donc yj,a <^t u u L

r) /y 2 /3

Remplaçant, dans la, formule du n0 1, les fonct ions ^ par —— et les
1k/

fonctions y par zéro, on ob t i en t la probahililé pour que le, point matériel
ait pour coordonnées .2', y, z à l'époque t :

,r3.| r'.!.4-?.'1^^.^

e
^ d^ dy d^.

•.'a^'^/-/ • > . € / . " ( . \^^-7r)i r )
La probabi l i té pour que, au bout 'du temps ly le po in t M soit a une

distance r de son point de départ est

aa'^ / '»

^r^e ""^
^Y^/^

\/7ï ————
\ 9 /

32, PROBLÈME ÎIEUW AUX SÎTUATIOISS ET AUX VITESSES. — Quelle esl la
probabilité pour (fue^ à l'époque l^ le point matériel occupe une position
donnée (/r, y, z) et pour qu il wù^ (le plus^ animé d'une vitesse dont les
composantes sont X, Y, Z ?

Imaginons sept joueurs A, B, C, D, E, F, C et faisons correspondre
chaque partie de leur j eu supposé c o n t i n u a chacun des é léments do
temps compris entre zéro et /.

Le jeu de A, de B et de G est le jeu f i c t i f d é f i n i au n° 31. A la partie
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d'ordre T on, si l 'on veut, à l ' i n s t a n t , T, le joueur A perd une somme
égale à la projection de la d i s tance v . ( t — T) sur l'axe des .r, le joueur B
perd une somme égale à la project ion de la distance a(<î •— r) sur l'axe
desy et le j o u e u r G perd une somme égale à la projection de la distance
a(/ — r) sur l'axe des ^.

Si. l 'on désigne par.T^y', z ' les pertes totales de A, B, C, ces quan-
tités sont d i f f é ren te s des coordonnées .^y, ^ du point M sauf pour
l'époque t.

Lorsqu'il s'agira des probabil i tés relatives à l 'époque <?, nous pour-
rons remplacer x\ y\ z ' par x ^ y , z, mais s'il s'agissait d 'une autre
époque, la subs t i tu t ion conduira i t à un résultat erroné.

A chaque i n s t a n t les joueurs I), E, F perdent respectivement des
sommes égales aux projections sur les axes de l'accroissement de la,
vitesse à cet i n s î a n t .

Le joueur G f e r m e le j eu , i l perd, à chaque ins tant , la somme des
gains de ses ad. versa ires, sa perte t o t a l e est^ === —x''—y—z'—X. --'Y— Z.

Le jeu. é t an t équitable et les par t ies successives é tant indépendantes,
la probabil i té pour que y en t parties, les ' joueurs A, B, C,,D,E, F perdent
•respect ivement les sommes x \ y ' , z ' ^ X, Y, Z est exprimée par la for-
mule de la page 3/j8 de mon Mémoire : Sur les probabilités à plusieurs
variables; i l suff i t de changer les no ta t ions et de poser

x ^ y , .^^X, .r,=Y, ^=Z.

Pour appl iquer la f o r m u l e , on doi t d'abord considérer le détermi-
nan t

?i ' " - 7 1 , 2 /.i,3 —7,1,4 7.i,.-> —7i,(i
-7/.Î,! ?a ~~ 7.<>,3 7,2,4 ——7.2,S 72,0

7;{,1 ——7.3,2 93 —— 7.;t,4 7.3,5 ——7; Î ,C

" 7^'î 7.̂  — 7.'••,3
X^i —7^2 7;̂

" 7^1 7''»i2 ~' '/,i'i,'.î

94 —— / 4 ,5

-7?i,4 93

7.0,4 ——7.'i,5

7M

-7^"

On a, d'après le résul ta t obtenu au n° 31,

'-»a2^
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et, d'après le n0 29,
'A V. " i

II reste à Calculer les fondions y.
Les fonctions y te l les que y^;, qui correspondent à une quan t i t é x '

relative à un axe et à une composante de la vitesse su ivan t un autre
axe sont nulles. Considérons, par exemple, y , ̂ ; cette q u a n t i t é s'ob-
t ient en prenant le double de la var ia t ion moyenne de /r'Y pour la
partie d'ordre T et en in tégrant le résultat entre T == o et T = t.

Or, pour toute par t i e ou pour t o u t in te rva l le é l émen ta i r e cll^ la v a l e u r
moyenne de la var iat ion du p r o d u i t x ' X est n u l l e car, a toute v a l e u r
positive de cette var ia t ion , correspond une valeur né^a l ive de même
probabi l i t é ; on a donc '/i,;, "̂  o.

Les fonctions telles que /j^ relatives a deux q u a n t i t é s de même
nature a / , y'ou telles que y,^;, relatives a deux quan t i t é s de même
nature X, Y sont nulles, comme nous l 'avons vu.

Il faut m a i n t e n a n t calculer les fondions 7 telles que y ,^ q u i corres-
pondent à une quant i té ^ / su ivan t un axe et à u n e composante de la
vitesse X su ivan t le même axe.

Supposons (ine, à la partie d'ordre T, les quan t i t é s x\y\ s1', X , Y, Z
aient pour valeurs ̂ , y\, s\, X ^ , Y\, Z < .

Pour former /^^, on doit calculer le double de la va leur moyenne de
la variat ion du produit ^X^ a la partie d'ordre T et intégrer entre
T == o et ^ == /.

Il résulte de l'égale vra isemblance de (ouïes les d i r ec t ions que la
probabilité pour que, dans un intervalle élémentain1 de t empSy la pro-
jection de la vitesse sur l'axe des .v s'accroisse de la quan t i t é A (néces-
sairement comprise entre — a et -h a) est ̂  c'est-à-dire que toutes
les valeurs de cet accroissement entre :±: a ont égale vraisemblance*

Si, à la partie d'ordre T, la composante X au^inente de la quan t i t é A,
x ' a u g m c n te d e 1 a q u a n ti t é A ( t — ^ ).

Il y a donc, à la partie d'ordre ":, probabi l i té ̂  pour (pie le produi t
a?,Xi augmente de la quan t i l é

[ ^ i + Â ( ^ - T j ] ( X s - t - À ) - . r ; X i ,
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c'est-a-dire (..le la quan t i t é

^(/-,-T) 4- / . [x,( /-~T)+.y;" | .

Pour calculer la variation moyenne (le ''v[X.^ on doit multiplier l'ex-

pression précédente par — et intégrer entre les limites À == — a et
A ===-{- a, le résultai est

^(t — T)(/T.
0

Pour ob ten i r y^,,., on doit m u U i p l i e r celle dernière quan t i t é par 2 et
intégrer entre les l imi tes T == o et T -— l; on a donc l inalement

, a:li±

^i;i/i •-;
La valeur du dé terminant est ~j^—.<^ '
.En se reporiant h la ronmile générale et im y substituant, les valeurs

trouvées polir les fonctions ^ (.ïL y on obtient la. probabilité pour que,
en ^'parties, les joueurs A, B, Cy D, 1^ F perdent respecti veinent les
sosnmes a)\y1 ̂  ^/, X, Y, %.

A l^époque / : x''=^.'v, y •==y, z'-^ z et, d'après la définition de ces
quantités, les probabilités qui leur sont relatives sont égales, de sorte
que la probabilité pour que les joueurs A, B, C, D, E, F perdent les
sommes^, y', s', X, Y, Z en t parties est la probabilité pour que^ à
l'époque t^ k point matériel ait pour coordonnées .r, y, z et pour quilsoit^
de plus^ cmimé d'une vitesse dont les composantes sont X, Y, Z ; cette
probabilité est exprimée par la formule

( ,,..a 4-j-u 4.- z,'1} — 1 ( X ,r 4- Yy -+• Z s ) -t- — 1 X2 -t- y2 t- Z'-' )

a'^ /;1

"~ÎT"
• d ^ d y d z d ^ d ^ c l Z .

G^6

^wr
33. CAS Î)\ÎNE îiÉsrsTANCi^ î:)îî MUJKU. — On suppose (lue la résistance est

proportionnelic à la mtesse et que ses composantes sont m/cX., m/c^y mk7^,
m étant la masse du point. Quelle est la probabilité pour que le point ma-
tériel ait ^ à l'époque /, une zniesse dont les composantes sûnt X, Y, Z?

Ann. Kc. Norm., (3), XXX. — MARS np3. ^ 5
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Il faut raisonner comme précédemment en assimilant la quest ion
posée à un problème relatif à un jeu ; on est alors ramené aux proba-
bilités connexes du premier genre et la probabilité demandée est
exprimée par la formule

Xi 4- y"» -+- X2

^(l-c--^)
e-————————- d\. dX dZ,

.^[^(^e--)]1

La probabilité pour que, à l'époque l, la vitesse ait une valeur
donnée v est

^(i-^t»
4^éî <t / t

—————————^.

^]^(I~^^))^
Lorsque t croit indéf in iment , la. distr ibution des probabi l i t és tend

vers la loi finale exprimée par la formule

L^e •u
Je.

f^Y
^)\/Tt

Mécanique du corps solide.

34. Relativement à la mécanique des systèmes, nous étudierons
seulement le cas d'un solide plan mobile autour d 'un de ses points
qui est fixe; un certain nombre de forces dont la direction varie au
hasard agissant en des points donnés du solide.

Celui-ci étant initialement animé d9 une vitesse angulaire ù)^ quelle est
la probabilité pour qu'il devienne immobile pour la première fois à
V époque t ?

Imaginons un joueur II qui, dans chaque élément de temps, gagno"
rait une somme égale à l'augmentation de la vitesse angulaire ou
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perdrait une somme égale à la d iminut ion de cette vitesse pendant cet
élément de temps; le problème proposé se ramène immédiatement au
suivant :

Un joueur A possède la fortune a>o? quelle est la probabilité pour
qu ' i l , soit ru iné en jouant exactement t parties ?

C'est un problème de probabili tés du second genre qui a été résolu
dans le troisième Chapitre de mon Mémoire : Sur (es probabilités con-
tinues.

Toutes les directions de toutes les forces on t égale vraisemblance,
c'est ce que nous entendons par le terme de forces var ian t au hasard.

Dans ces conditions, une augmenta t ion de vitesse angula i re à un
instant quelconque a même probabil i té qu 'une d imin i i t ion de vitesse
égale et le jeu de H est équitable ; il su f f î t alors d'appliquer la formule
du n° 28 du Mémoire cité-

La probabilùé cherchée est exprimée par Ut formule

^-ç^
V7r/V/9i

dans le cas le plus s imple où le couple dû au hasard, est constant et,
plus généralement, par la formule

ç (Q
dt.

f^^(i)e
\ / T C V ) { £ ) \/(^(t)

lorsque le couple varie su ivan t u n e fonct ion donnée du temps.
La valeur du couple se déduit des grandeurs données des forces qui

agissent sur chaque po in t du solide.
Lorsque la fonc t ion ^ ( l ) est a rb i t ra i re (e l le doit être nécessairement

positive et croissante), les résultats que l'on peut déduire de l'expres-
sion précédente dépenden t de la forme de cette f o n c t i o n ; le cas le
plus s imple , qui correspond à la première formule, condu i t à des
résultats intéressants.

Le solide f i n i r a par s'arrêter car, si l 'on intègre l'expression de la
probabilité entre t == o et / == co, on trouve l ' un i t é pour valeur de l'in-
tégrale, l'arrêt se produira donc nécessairement.
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L'époque la plus probable de l'arrêt est

" "~ 3 cpi

L'époque probable de fairèt correspond, à la durée qui a an tant de
chances d'être ou de ne pas être dépassée, cette époque probable est,

/ r e^

donnée par la formule t == ^~^'
L'époque moyenne de l'arrêt est, par d é f i n i t i o n , l 'espérance1 mathé-

matique d'un joueur K q u i devra i t loucher u n e somme propor t ionnel le
au temps que met le solide pour s ' immobi l i ser . Cède espérance est
infinie.

35. Cas d'un frottement. — Nous avons supposé que le mouvement
de rotation, se produisa i t sans f ro t t emen t ; cette hypothèse n'est pas
nécessaire à la condit ion d 'admet t re ( { n e les forces agissantes soient,
constantes en grandeur et que le p o i n t f i x e soit, un centre de symétrie
pour le solide, de sorte que le f r o t t e m e n t soit dû u n i q u e m e n t aux forces
agissantes.

Le jeu de H auquel nous pouvons tou jours r a m e n e r le problème
proposé quel les que soient les cond i t i ons admises n'est plus é q u i t a b l e ,
mais i l est u n i f o r m e et i l su f f i t de lui a p p l i q u e r l ' analyse développée au
n°31 de mon Mémoire :.Sur les probabilités eonlinues.

La probabilité pour que le solide soil immobiiùé pour la première/ois
à l'époque t est

LLJiL̂ l̂

-^——dt.
V/TT/V^fi

Le solide est soumis à l 'act ion de deux couples : l 'un , dû au hasarda
agit indifféremment dans les deux sens; l 'autre, dû an f rot tement , est
toujours retardateur. Du fait de ce second couple le jeu de il est
désavantageux.

^ (qui est nécessairement négatif) , est proport ionnel à la. valeur
moyenne du couple dû au f ro t tement , c'est-à-dire proportionnel à la
résultante de toutes les forces pendant l 'é lément de temps dt.
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y, dépend du couple dû au hasard et du couple dû au frottement
| ) e n d a n1 1 ' é 1 é m e n t dt.

La p r o h a b i l i t é pour que l ' imniobi l i té se produise pour la première
l'ois avant l 'époque l est

ï r^ ï - î Ai /^90

-= e--Â2.f/;+—<? cpl / ^-"À2^..
V ^ ^L±î i V7 1 ' ^^-f'^v/r$7 v/7ç7

L'immobil i té f i n i r a nécessairement par se produire puisqu'elle se.
produirai t même si le f ro t t emen t ^existait pas.

La va l eu r moyenne du temps au bout duquel se produira pour la
première fois l ' i m m o b i l i t é n'est plus i n f i n i e comme dans le cas é tudié
précédemment , elle a pour expression ' — —^-

Pour mont re r comment on peut ca lculer ^,, et <p , , nous allons consi-
dérer le cas très s imp le ou u n e seu le force ¥ dont la direction varie au
hasard est a p p l i q u é e au p o i n t A. d o n t la, distance à l'axe 0 est r.

La pression exercée s u r Faxe est cons tamment é^ale à F, le coup le
du au f ro t tement est. donc propor t ionnel , à F (soit par exemple ûV son
m o m e n t ) et ̂  est p r o p o r t i o n n e l à aV.

Il y a p r o b a b i l i t é r— pour que F fasse, a u n i n s t a n t que lconque , un
an^'le 0 avec OA et par suite pour que le couple dû au hasard a i t pour
m o m e n t F/' s in 0.

Il y a, donc, à. chaque ins tan t , probabilité — pour que le couple
ré s 1.1 l i a n t a i t pour momen t F/' s i n O — a F.

Lorsque le couple r é s u l t a n t a un m o m e n t donné Cy la vitesse de rota-
tion du solide augmente de la quan t i t é -^p-^ k é t an t le rayon de
^•iralion du sol ide r e l a t i vemen t au p o i n t 0 et M sa masse.

Lorsque la vitesse de rotat ion augmente de la quant i té ^p^ le

joueur A ^agne la somme ,.—•

Il y a donc, dans chaque élément de temps, p robab i l i t é ;— pour que
le joueur 1.1 gagne la somme

Frsin(9 — a¥^ ^
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d^ est la valeur moyenne des gains de H dans un élément de temps; on
a donc

— f^^ ' s i n^—aF cîQ _ a F ^
^"'Jo M71"2 2 7 ^~~ M/ca;

cp, est, pour un élément de temps, le double de la valeur moyenne des
carrés des gains et des pertes de H d i m i n u é du double du carré de la
valeur moyenne des gains; on a donc

- C^ r/Frsin0 - aFV / aV V1 dQ _ Pr2

91 ^o L^ MA"2 ^ \MA^ J Î ÎTT """ (MA ' 2 ) 2 *

36. Nous voyons, par ce qui précède, que les progrès de la méca-
nique du hasard doivent être int imement liés à ceux de la théorie dos
probabilités connexes; c'est celte dernière théorie qui nous a permis
de traiter le problème du mouvement d 'un point matériel dans un
milieu résistant et, inversement, la recherche de la loi des espaces
nous a conduits à une nouvelle classe de probabil i tés connexes que la
théorie pure n'eût certainement pas fait connaître.

D'autres problèmes de la mécanique du hasard conduira ient à l 'étude
de nouvelles sortes de probabilités connexes : reprenons, par exemple?
le cas du mouvement d'un solide plan autour d'un point f ixe par
rapport auquel il est symétrique : le solide part du repos;, il est soumis
à l'action de forces dépendant du hasard et à l'action du -frottement de
l'axe. Si l'on veut déterminer la probabil i té pour que le solide ait une
vitesse angulaire co à l'époque t, on assimile, suivant notre méthode
générale, le problème proposé à une question relative à un jeu. On
suppose qu'un joueur H perde, à chaque instant , une somme égale à
l'augmentation de la vitesse à cet instant; la probabilité d'une vitesse o
à l'époque t est la probabilité d 'une perte 0 en t parties.

Le frottement étant toujours retardateur, le jeu considéré est avan-
tageux tant que le joueur perd, c'est-à-dire tant que le corps tourne
dans un sens, il devient désavantageux quand la rotation se produit
dans l'autre sens, c'est-à-dire quand le joueur gagne. La question pro-
posée condui t ainsi à une nouvelle sorte de connexité.

Considérons toujours le même problème, mais supposons que le
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solide ne soit pas symétrique relat ivement à son axe; le f rot tement
dépendra alors des forces d ' iner t ie , c'est-à-dire du carré de la vitesse.
Nous serons a ins i condui t s à étudier de nouvelles probabilités con-
nexes telles que l'espérance élémentaire dépende du carré de la perte
actuelle.

La mécanique du hasard condui t donc à la considération de nou-
velles sortes de probabi l i tés connexes.


