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S U R Q U E L Q U E S P O I N T S

DE LA

T H É O R I E DES T R A N S F O R M A T I O N S
DE B A E C K L U N D ;

PAR M. J. CLA1RIN,
Professeur à l 'Université de Lille.

,Pai ind iqué dans ma Thèse ( 1 ) plusieurs propositions générales
relatives aux transformations de Backlund, principalement à celles qui
sont de première ou de seconde espèce, c'est-à-dire qui sont telles qu'à
chaque intégrale de l 'une au moins des deux équations transformées
corresponde une seule intégrale de l'autre équation; depuis cette
époque, j'ai obtenu quelques résultats nouveaux que je me propose
d'exposer dans le présent travail.

Le plus intéressant de ces résultats paraît être le suivant : j'ai déjà
établi qu'une équation aux dérivées partielles du second ordre à deux
variables indépendantes, qui possède une famille de caractéristiques
du premier ordre, dérive toujours d 'une infinité de transformations
représentées analytiquement par quatre équations entre les coordonnées
de deux systèmes d'éléments du premier ordre; je montrerai plus loin
que, parmi ces transformations, il y a toujours, sauf clans un cas

( 1 ) Annales de fËcole Normale sapérieure^ 3" série, t. XIX, suppl.) 1902. — Dans les
références qui seront indiquées an cours de ce travail, je désignerai les pages de ma thèse
par leurs numéros dans le volume des Annales de V'Ecole Wormale^ il faut augmenter les
nombres de quatre pour avoir les numéros des pages correspondantes dans le tirage à
part.
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particulier, une transformation de Bâcklund de première espèce (1).
Je ne définirai pas à nouveau les notations qui seront employées :

ce sont les notations ordinaires dont s'est servi M. Coursât dans son
grand Ouvrage (2), j'ai moi-même rappelé leur signification dans ma
Thèse et au début d'un Mémoire récent inséré également dans ces
Annales (3).

'1. Supposons que l'équation aux dérivées partielles du second
ordre
(e) r ~}~ f{x,y,z, p , q, s, £) == o

possède un système de caractéristiques (G) du premier ordre corres-
pondant à l'équation différentielle

dy == rn dx,

où m désigne une racine de l'équation en A

.- ()f. à/'/^ ^4.. ^^o ,
Ôfî ()t

si p- représente la seconde racine de cette équation ( ' ')y (s) possède un
autre système de caractéristiques (F) défini, par l 'équation

dy == [MÔX.

Imaginons que (2) dérive d'une transformation de Bâcklund de
seconde espèce déduite du système (G) de caractéristiques, soient

x' == /î ( x, y, z, p, q ; s' ), y' =: J\ (.'r, y, s, p, q ; z' ),
p' :=/3 (.z1, y, z, p, q; z'), g^f^x, y, z, p, q; z'),

(f^fl^f^^X
^3^/+A^-I^

les équations de cette trânsformatioli , (e) résulte de l'élimination

( 1 ) Comptes rendus de l'Académie clés Sciences', 3 juillet 1 9 1 î .
( î ) Leçons sur les équations ceux dérivées partielles du second ordre,
(3) Annales de l'École N'orinale supérieure, 3^ série, t. XXVIÏ, 1 9 1 0 , p. 4 5 1 *
(/'•) Nous ne nous occuperons pas du cas ou les doux racines do l'équation on X sont

toujours égales.
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de z ' entre

( i ) B 4-ar4-(35=0, C -h a.y -+- ^£ = o,

où l'on a posé

x7,^

» - f (dA\ . , (d^\
'i-A\d^)~{~A[dJ)'

r, —— f ô^ -L- { ôf'iv. •=•- /a -r— +y.î.-i—'' àp •' àp

C - f (^ .. f (^C_/^4-,A(^),
fdf^
\dy /

à_A
^f- ^ -^ ̂

Par hypothèse ̂ (<r',y) satisfait à une équation de Monge-Ampère (s/),
il est permis de supposer cette équation linéaire en r\ s\ f et de l'écrire

(e') r' -h ( n^f •4" [ j J ) s' -4- m' [ j ! l' -+• W == o,

m'y [j/, M/ désignant des fonctions de oc^ y\ z1\ //, q ' . On peut cal-
culer x\ y , z ' y p\ q ' en fonct ion de »r, y, ,s, p, y, .9, ^, s' étant tiré de la
deuxième équation ( ï ) et remplacé par sa valeur dans/i,/^,^,/',,

(-2)

^/^(^(.r^y,^,/?, <7,.st, ^),

y=r^(^,y^^7 y>^ /))
^ =^ (^.y? z , p ,q , f i , t } ,
//=^(^y,^^<7,.y, ^),
(7' =: ̂ (.r, y, 5, p, r/, .s1, Q (2).

Aux caractéristiques (C) de (s) correspondent des caractéristiques
(C/) de (s') le long desquelles

(3)

fd^\ fd^\ , ,à^, v à^fdf^
^ /^ . ?)+/^^^h(w^^1"(/^^

, __^ / ^ / 1^/ ^\
^J

'̂
^(r/

^
+ ( W — — .̂) ^(/?i,2-l- ^/^0,3)~"~l- m os \dy^

(&') contenant l inéa i rement les dérivées secondes de z ' . m ' dépend de
^\y,s\p\ q ' s eu lemen t ; si ces quantités sont remplacées par les
expressions (î2), rn! devient une fonction de oc,y^ s, p , q, s^ l, les déri-
vées troisièmes de z n'y figurant pas. D'après (3) cela ne peut arriver

(1) Thèse, p. 8, ï% .
( 2 ) Ibid^ p. 26.
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que si l'égalité
/^\ /^A c/^
^^-t-n^M ^2

^/^"i^-^"œJ^^Wy ^~
W+mW) ^\dx) \ d y ) as

est satisfaite, m' est alors égal à la valeur commune de ces deux rap-
ports.

'i, et 4^ s'obtiennent d'ailleurs en remplaçant z ' par '\> dans/, et/a,
par conséquent

()^î àfî
,_ à.i _ as'

TJ1. .— ——— — —:.-•"••;— •
^b. ÉA
à^ àz'

Les formules qui servent à calculer r\ s\ t' ( < ) donnent l'expression
de M' en fonction de oc, y, z et des dérivées de z si l'on t ient compte
de Ce); d'ailleurs, M' ne peut dépendre que de x, y , z, p , y , s, i puisque
les expressions de x\y\ s\ //, / ne cont iennent pas les dérivées de z
d'ordre supérieur à deux. Le calcul n'offre aucune difficulté et montre
que M' se présente sous la forme d'une fraction dont les deux termes
sont linéaires par rapport à 7^,2 -^mp^ M' qui est indépendante de
cette quantité a nécessairement pour valeur le quotient des coefficients
de ^,2+^03 au numérateur et au dénominateur; il v ien t

ivr^-
^ ̂  n ' ô^ ^ + u1 ̂^+^ •̂ r __ à^j^^

^ "" ^l
as àz1

puisque ̂ , .̂.p ^4 s'obtiennent en remplaçant ^ par ^ dans/o/^,/^
Ces égalités expriment que la multiplicité formée par les éléments

{x9 ,y\ ̂ ,/y, </) qui correspondent à, un élément {x,y, z , p , g) est une
multiplicité caractéristique de (£'), car les coordonnées de ces élé-
ments satisfont aux équations

cl/ = m' d x ' , d p ' +• ^ dq' + M' = o

des caractéristiques du système ((7).

( i ) Thèse, p. 28.
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Le raisonnement précédent ne suppose pas essentiellement que la
transformation de Backlund considérée soit de seconde espèce, il suffit
que z ( x ^ y ' ) satisfasse à u n e équation de Monge-Ampère : le résultat
que nous venons d'établir subsiste donc pour une transformation de
première espèce si celle-ci fait correspondre à (c) une équation de
Monge-Ampère.

2. Une équat ion aux dérivées part iel les du second ordre (&) q u i
possède une famille de caractéristiques du premier ordre peut toujours
être considérée comme dér ivant d 'une transformation déf in ie par le
sysleme

(4)
x1 .-= /i (.:r, f, s, p, ({ ; ̂  ), y := J\ (^ y, z , p , (/ ; z' ),

^r/=:/;,(,^,j, 3,^?, q; ^), q' = f^^}^ ^/^/î zf)^

( r àj\ , . àj\ \[ A ^ î ^ A ^ - ï h

pour le voir i l suffit de remarquer qu 'une équat ion de l'espè ce i n d i q u é e
est le résultat de l ' é l iminat ion de 0, Y], Ç, $ cntro

0 r 4- rj.v + Ç :=":: o, Qs 4- 'fl t -+•- ç =- o,
<t»i(.r^)',^,/>,/y, 0,n, Ç ,ç ) :^o, <ï>2(^, j- ,^, />,/y, 0, ri, Ç, c) ̂  o,

<Ï>, et <I>^ dés ignant deux fonct ions lionio^ènes de 0, Y], t, ^ et
qu'elle sera identique à Inéquat ion déduile du système (4) si l'on a
(5) <Ï»i(^j, ^//, y, oc, (3, B, C) == o, ^(•^y. ^,/^ 7, ^^ t3, B, (^ r.= o,

en appelant B, G, a, ^ les mêmes quan t i t é s que précédemment.
Après que^ et/^ ont été éliminées entre ces deux équations, ce qui

est possible puisque <!>( e t<I>2 sont des (onc t ions homogènes de ces deux
quant i tés , il reste une seule équat ion qu i c o n t i e n t outre x, y , z, p , q
les dérivées premières de/, et/^, une de ces (onc t ions ayant été choisie
arbitrairement: Fautre doit sat isfaire à l ' équat ion qui v ien t d'être
obtenue; une fois que/^ et/s sont déterminées, f^ et/, sont données
par le système formé de l 'une des équat ions (5) ( î t de

m r ̂  ^ r à^ .- r m[v ) J.^^^^J^^— — î ^ ^
{/ A» (/ «y

( 1 ) Thèse, p. 12.
Aun, Éc. ^orrn., (3), XXX. - AVRII. î ( j i 3 . 28
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Nous nous proposons de mon t r e r que, parmi, les transformations (4)
dont dérive l 'équation considérée, i l y a en général une transformation
de Backlund de première espèce.

Les équations (4) déf inissent u n e transformation (Bi) si le détermi-
nant

fdf^\ W\ ^ ^
\ci.v ) \dy ) ^p {^/A-=: ( / = - i , ^ , 3 , 4 )

est nul, c'est-à-dire s'il existe u n e re la t ion l inéa i re et homogène entre
les é léments de chaque l igne.

Remarquons que les é léments de la troisième l igne de A peuvent être
remplacés respect ivement par

^^\ , ̂ /w^ ^^4\ , ^W\
ôz' \ ( l x ) ' ôz' V/.r/7 ô^ \dY) àz' \dy}'

^àÙ^à[làf!L,• ^()A^âfl^,
f)^ àp (}z' <)/} î û ^ 1 àq àz' àq 5

et ceux

^
ou

de la qua

-^
fi

(

tr

1

(

\"'.

ième

^
d />•
/.r f\.

ligne

^A\
c i v }

J

)• (

par

-f'm
'Ï

d A\
Tty A)'

i f ̂\ A -^

<) A
~di>J,,'

e à/\
-A-Jf;

fî

à
7)7)

A
A'

r ^A
^7,

fl
J 4

r <)AA-^

De plus, en dérivant les deux membres de réquation ( ( > ) , i l v ien t

àf^(^\ . à^(df^ f à f^} ^ f ( ) ( d ^./3 ;î.7 ;7": ^ ./4 -r^ ;r~à z ' \ d x ) ( ) z 1 \dx, ( ) z ' \ d x ) â^\dx,

àf^ àf, <)/, àf, <) <)f, à à/A1 •Ll ̂  v2 • / + -•- / /" L. ''1 î f^ ^ ^ ^ .^ ,,....,.,.- , y ^ . ^ , . ^ ^ i , , ^
ôz' <)p v l " àz' ôp,( } z ' <)p ô^ ôp

et deux antres relations analogues obtenues en remplaçant x par y
et/? par y.

L'équation qui exprime que le système (4) définit une transforma-
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tion (B,)es t donc

^
^

^
^clxj

(d!^
\dsc^

à Wt\.f à (df,\
"'^'WJ^-'^'v^

^\
\dy)
f^
^y)

à l ^ . r à (df^'^[w +A^

^
ôq

àA
àq

_à_à^ _ô_<^
'•'as' ôq • " o s 1 àq

(̂
àp

t à W,. ^ WA . <) W , / d W / ^ < ) / - , / <^ <•»/' /. <? àf, à àf,
^'àz'^dx)^-"''^'^) ^às'^dy)^-'^'^) •!^'^''ùp+•!t'^'~àp Jsd?'ôq + ' J " ~ùz'Jq

fd_f^
\dx f^i

'jL-Ii
^y f'^

'Lu
~àp A

Là
ùq A

Nous avons déjà dit que /', e t / a satisfont a l 'équation obtenue en
él iminant /;, et /, entre les équations (5) : imaginons qu'on ait
résolu ces deux équations par rappori .à ~-i qu'on ait tiré de la pre-
mière

J- -= Hi a;', y , s, p, <],

et de la seconde

^
s dx i

'd,!^ à}\ ()f, (d/,\ i
——___» 1 ^ ——.——— ^ -«-——— y 1 ^———— 1 y 1 ——.——— 1 ^ ^.———— y ——^,———

^ i y ) ( ) p <h/ V/,r/ \dy ) àp àq J
^ \^^A1
( . l y ) ' à p ' àq\

^V ̂ i, ̂ i, ̂ V (^\ Mi, ̂/'
A

Hj.'c,y, ;,/i. ( ] , ' < l î ^
, d y ] 1 ) p ' à ( ! ' \d~x)' [ ( ( y } ' à p ' à ( / ^

A .. .En égalant ces deux expressions de ̂  on a

(8) l:L-H,=o,

pour abréger nous désignerons par G le premier membre de celte
équation.

H^ Ha, et par conséquent G, sont évidemment des fonct ions homo-
gènes du premier ordre de (^)' (^1) ' "̂  ̂  ^t d68 fonctions homo-

gènes d'ordre - i de {^\ ( ^ h "-^ ^ ' "Remarquons aussiqu'on aD \dx ) \dy / ( ) p ô ' ) 1 1

== IL;(9)
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il suffit, pour le.vérifier, d'observer que Hi satisfait à l 'équation

, [' „ fdf\\ fc(f.\ ^ fdf,\ fdf^\
^ |^r, .̂  ̂  H, (^ 4- (^), H. (^ 4- (^),

H ^+^, H ^+^1=0,<;p ôp àq àq
et qu'en posant

on trouve
H.f^lWf2)^,\^z-/ \dx J

à^\ à(î\
^^ ^H àt^ ^^iïi \ ^ / _ au ï àH, \€lx) du

^f^l^ CN)! "~ ^ ^(^tl}^ ^ '" ^îl^^ ^ ~ ^ 7 ^^^
,^7 ()MI àilt \dx )^^7 (m, ^îii yto/ ^iii ^Hi

en divisant membre à membre, on ob t i en t ,

r/Hi
,w
\ d.f ,
ô\\, 1 1 1 ;

^^)V <lx

on opère de même pour les autres rapports qui, figurent dans les éga-
lités (9).

On a des égalités analogues en remplaçant 1^ par H^, d'ailleurs,
d'après (8), on a aussi

à(} ÔG àti àG
,W) ,(f\ ^ ^

/ ' , n \ \dx J _ \dy I _ Op àq _
i i u i "—"—'.;^"'—' — ———rr^——— "••"- ——'"",;";,— —-•" "——"T^—" * — II i — I. J »> *

^G cXx ^(i ^tï *

J^T) ^w\ ^ ^\dx j \ay/ ^p <^/
Mult ipl ions par

<)(î ^Xl ^fi ^(X

•<)^) ^f1) ^f ^\cw ) \dy•) àp àq
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les éléments de la première l igne du déterminant A et ajoutons.les pro-
duits, il v ient

W ()(ï ^ (^ àG .. ̂  ()G ^ ̂  AL -_ r - o
- d x ) ,) f^tl} W ' ^ ( AfA àp ^àf^ àq ^~- ï ~ 5

\ ̂ 'x ) \ ̂ y / àp àq

en appliquant le théorème des fonctions homogènes et tenant compte
de l'équation (8).

Opérons de même sur les éléments de la deuxième ligne, d'après (10)
le résultat est

H 17^-^°— - /^A\ àG àf, j)G àf, à(} ^_
11 \dx) (df^ -t" \dy) /df,\ ~1 àp ôf, ̂  àq â/\ \^ i -ï - '

L "W ^dy) ^-Ôp ^J

Passons à la troisième ligne, nous trouvons

[j°L (dJ[l\ ̂ J^L^. J^L /^^ ̂ G_ A ̂  ̂ L A ĵ. ̂ IG
^/ V^^ . (df^ + <}̂ " V/y; /.//'A + ̂  àp àf, + àz1 àcj àj0 i ——„ i ( j i „—«-. i ^ —_.,— ^ ——.

\cix / \ d y ) àp àq

VjL (é/A _xï._- A ̂ ^ ̂ IL. À ̂ 2 -̂ L. À- ̂  -̂ L4~tA ôz1^} fdfA ^ ^\dy) JdfA + àz1 àp . ôj\ + àz1 ùq àj\,^ ^ 0 ^ _ ^ 0

/• r j L (^il^ —w— jfL {^[1} ̂ G_ JL ̂  ̂ L jL ̂  ̂ L.""h Dz' \dx) (df^ + à z ' \dy) (dj\\ + ^^ ôp àf, + ^^ .̂7 ,) àf,g ^y i —___„ i ^y i «—«— i ^j —_.,— ^ —
L \dx ) \dy / ^ <7/7^

/ F ^ /^/A ^<î ^ /^/2\ ^<" à àf, ()G à àfï àG_
"~ "̂" "~—7 ( ""*— I ',.——— --}.- — . » — » - . 1 — •

Js'V/^; /rfA\ <)ï'\dy) tdj\
0 „,_—— 1 ^ t ——_—— . „ ———— ^

^cix ) \dy ] ,,àp àq,

et en divisant pary^

JL (él^ —jî l ̂  ^ //^/i^ —î^01_ Ĵ L ̂ i J?0- A. ̂  -̂ LJi7 \^ /^ + ̂ 7 ̂ ^ ,̂  ̂  j? ^7 ̂  + ̂ ^ jç ^^
\d^) \dy) àp àq

ï F à Y4M <)G ^/^ r)(y f) g/a J(x c) BA /?G 1
+ îî; ^^; "7^ +^^ ,)^</'i\ "4' ̂ / ̂  /) àf\ ̂  àz1 àq .àj\

L ^V^) ^W û^ °^i\

OU

A/'̂ . îL-.' ^L(dli\^àG^ ^L ̂  -^^ A^iAL
^^ \^; ̂  /^\ ^ ^^ ̂ ; ̂  /^\ + ^/ ^ ^ ̂  "h ^^ àq ^ àf^

\dx ) \dy ) àp àq

i A/^—^—^ <L^JA^_^G^ \ A ^AL ^ AÉA'AL
""^V/.r; .^\ ^ /^/./^ ^ ̂  ^/ àq gàf,

\da:) \ d y ) àp àq
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d'après (10). Cette expression est la dérivée totale de G par rapport à ̂ ,
elle est donc nulle.

Pour que le déterminant du premier membre de l'équation (7) soit
nul, il faut et il suffît que la relation linéaire et homogène à laquel le
satisfont les éléments des trois premières lignes soit également
vérifiée par les éléments de la quatr ième^ c'est-à-dire qu'on ait

_.__.^^ (^(d^fl\^^ (L (Lfl^ àG ^â-o^G-_ (A, fi\ ̂  àçl (^ fî\ -i- C)G 'L-ù^ à(ï JL fi
(df,\ \dx fj + (d/,\ \dy f, ) àf, àp J\ "' 'Jf, ~à'l A
[ ——,—— 1 (/ l ——r—— | </ ——s——— C/ ——\——

\d3c/ \"// àp <"/
W/A \dx fj ^ (df,\ \dy f, ) ^ àj\ àp J\ + .àf[ ôq J\ -'Q i _ J Î \ \ — — J : / 0 .VI

\dx) \dy—;—— 1 (/ 1 —,—— | </ —s—— C/ —\——dx / \d'Y j àp (KI

ou en remplaçant •'— par H,

(,n àçt (d^ i n"1^ . c)ft (d}ï^„dBA{î l ) (df,\ \ ̂  +p d. ) • ~7d/\\ [-^ + 'i~7n)
^j i — j , i ' i / j
\dx) \dy)

J^L dnl ^ (mî - ( i
^'^^^^lAW1^0 ( );

()p ù^

f\ 6t/a doivent satisfaire en même temps à (8) et à ( ï ' r ) .
Le premier membre de (u) contient les dérivées du, second ordre

d 0/^/2 5 mais si nous en retranchons

()îîi fcW ^G\ ^Hj_/^ ^\ à^ d{} on, dfi
Jdf^ \cîx ^ l ) d z ) + ^^\ \dy +^) ^ ̂  Tlp + ̂ ^7

\dx) V</7 àp àf]

quantité évidemment n u l l e puisque G 'et par conséquent —^ — r, •-
sont nulles, il reste une équation entre ̂ j, 5, p, y et les dérivées du
premier ordre de/, et/a. Le calcul n'offre aucune difficulté, après

(1) ÏÏi, Ha, (ï et d'aulres fonctions qui seront définies plus loin dépendent de x ^ y , 3,
p, q directemeni et par l'iniermédiairô des dérivéeâ de/i, /s, nous désignons par^-— ?

—7—7 • • * les dérivées totales calculées en appliquant le théorème des fonctions com-
posées.
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réduction l 'équation devient
i83

ô^^\ dx 7
fàçs. ^
\ àx as

fXr A)H, à(j ^H, àG ÔR^ <Xi ()ïî, <)H,'^
\ an,

1-4-
,̂ M \ày ' ^ a s ] ' ^ à j ^ à p ^ àq
\dy) dp àq

(à^_ àG. àîï, àG <JHi àG àHi
^y4''7^)^^ àp ^<^ àq ^àf^

Op
fdf,
^.dx ^

àG àHi
àq

^ïl, -| ol/ià(\ àïL à(, ()Hi àti

+

^,ff) ^M^1) ^^)^ ^^1"^ ^rf.y/ ^y \dy) \dx! ôp
àG c»H,c)(î ^îîi cîG àlL àG

àqA
à\\^\àj^

à(^)^^,W) ^,ff)
^/-> \dx ) ()q \dy j

1^
v'y^à -^ } r̂fA as

àq\\d:t; J dp

ou en remplaçant G par H < — lia

i (/n, (à\\^

( 1 2 )

(/n, (ôï\,
à{t^<
\ dac j

<)Hi <'"' ,,'v-
ôp

/àîït
{àf

^ (mï

\ )^'| () —L <)p

<) \ — i - 1 ^\d.v}
r<ni,
L)^2
| (f——
L àp

àlli
^ 7(^)

\dx)

).v

)}\î

àp
" àq

•+"7

6'H, ,

.„(
Ô\\l

(df

àïh ,

^(

àïïA^.p " \ >-

]r

àlï
<)z

^ '
^dx

àtt,

^ .^.h.

'df\
^ dx

àz

âîl,

/)^

i\ àH,

^)

àp

)

) '

()ÏL
Oq

(^\\
\dy)

àïli

à̂q
àïit àlï^ ~\ àfi

à

<)H,
,àfà —()q

dll, (à\\^ à\\,\
^(dj\\ \ày 1 '! à z )

\(-t-y)
/rfn, <m,. à\\..
\àx • I } a s ) tdj\\

\dx)
ÎIi (/Ils û ' 1 1 ) àllî

\ ^P f)^ ^ o^à
! ôp àq

(%

^f}Wy/

1^\ ,)àf^ as
^y) àq]

à}^

l à i ^ }V-r)
àïïî ^ 1 1 , dH; --1 <)f,.

^ ;(^)7^^s
ôp \dy) àq \

3. Les théojrtiluca généraux de Cauchy ne peuvent, s'appliquer au
système formé par (8) et ( r a ) ; pour nous en assurer reprenons les
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équations

(i3) ^,{x, y , z , p , q, 9, n, Ç, ^ )==o, (^(.r, j, ^7?, ^, 0, ̂  Ç, Ç)=o

qui avec
0r-h-Y].Ç-t-Ç:—-o, 0 .S- -h- ï î^ -4-Ç === o

définissent l'équation du second ordre donnée, sans restreindre la
généralité nous pouvons imaginer que ces équat ions aient été mises
sous la forme

? — ?i(^y. ^^S q. 9, Y])=O, ê — V 2 ( ^ , J , ̂  /^ 7^ 0? Tj)=o.

Les équat ions (ï3) sont en eiïet résolubles par rapport à 'C, ^ à moins
qu'on ne puisse éliminer s imul tanément ces deux quan t i l é s de
manière à obtenir entre x , y , z, p , q, 0, Y] seulement une relation d^où
roa déduirait

^ =G)(^,y, j, p, q).

Le système de caractéristiques du premier ordre de (c) serait déf ini
par

dy ^&)(^ y, z , p , q)dx,

on peut toujours revenir au cas où i l n'en est pas a ins i à l'aide d'une
transformation de contact.

H, et Ha sont alors données par les équations

B — yi {x, y , z, [ ) , q, a, (3) = o, G •"•-• ÇgO, j, 5, p , 7, a, fi ) = o,

a, p, B, C ayant toujours la même s ignif ica t ion. Le calcul des dérivées
partielles de H, , Ha ne présente pas de difficultés, quand on remplace
ces dérivées par leurs expressions dans (12), il vient

i ^îl 4. n ̂ li _ ^îi ^2i _ ^£1 ^îi _ ̂  _.. ̂ ^2 ^pi ^pa
^ dy ^-3 <^ ^a àq à^ àx ^ ôz âa ôp

(„,) +^^+(^_^)fH^4-^)
1 Op dy \ (^p <)a / \ ()s ()s I

-_,.,/„ „ - „ „ ^/> <^ ^ ^/i < î̂ àA <)A àA\ .,'„ --"v7' ''/''</'^-' ̂ •' jr>' w ̂ ' ̂ ' ̂ t w ~
en tenant compte de l 'égalité de H, et H^ [équation (3)].
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Dans le premier membre de (i4)? ^, ? doivent être respectivement
remplacées par I Ï< -î -4- -p? II, - • • 4- —2- Si l'on remarque en outre
que HI satisfait aux égalités (9), on vérifie aisément que

àM. àM àM àM
^ ^ ^ ^

/ . ̂  à^ _ _à^ _ àp __ àq _ ,
(ib) "̂ M" "~ "~àM~ ~ ~âM~ "" '~1m~ ~ Hl - li2-

^ .àA .àf, ÔA
U ~\ V -. </ —;—— V ~\——(/.r àz àp àq

II est donc nécessaire d'étudier directement le système

(16 )

[ , ,/ , à./\ àf^ àf, àf, àf, àf, àf, àf, àj\ àj\'
) ^V^^ ^ l ̂ hJ^''~ùy'^'Jp'"^I' ^3"57Î "^) J^' "àg^

' 1 H/ 1 t</ 1 <</ 1 '</ 2 <</2 '</ 2 <</ 2 <</ 2 \ __
. / ..— 51 —~-~' y ' -^ ' - 1 1 ? —r— ? "T—— 3 —;.—" î —"— ) ^^— î '~1'.*— j ——- '..' fàx a y àz àp ôq àx à y ôz àp àq /

Mf . .. . , „ ̂  ()^ à^ à^ ^ ̂  ̂  ^ A \ _ .m .'r, y, -c, /^ 7, — — y —, —— , — y ——, ——, - , — y — \ ==: o,\^ î j ^ ^ l ^ " àoc àz àp àq àx ô^ àp àq )

puisque tous les dé te rminants fonct ionnels tels que— -—^ ' . sont
j) i —— y — i

\ ôx àx j
nuls.

Ecrivons la combinaison

d(» àM à(} d\[ <Xi dm
[ I 7 ) ^ àj\ àj^ dx à^ dy

u ""r": v ,},^ u "A^, —-— ^ , ^
àx àx ày

dG (M àG dm dG à'M
ds . à fi . à/\ ds dp àf^

Q •—— </ —-— (/ ——àz àz àp
àG dm dG àM àG dM. __

"" ~^ Tïp"^ Tiq àf, . àfi dq ~~~oî
Q _„.——— (J ——-—— (/ ——-——

àp àq àq

il est facile de voir que, dans le prenuer membre de cette équation^ les
dérivées secondes àe /^ e t /a disparaissent; pour ce qui est des dérivées
de/^ nous remarquerons que l'expression précédente est la parenthèse
(G, M) formée en considérant (ï6) comme un système de deux équa-

dn.n. Êc. Norm^ (3), XXX. — AvmL ïQiS. ^4
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tlons s imultanées aux dérivées part ie l les du premier ordre, la fonct ion
inconnue étant/i, quant aux dérivées de f^ calculons les coefficients
, rPA ^Ade —75 --——, nous trouvonsàx- àxûp

àG ()M _ àG àm

^à0^ à^à0^
OT <JX OX UX

à(j âM. àG àM. à(j _ôM àG (M

^^ à^à^à^à^ ô^ô0^
ôp (/.T ôx àp ôx ôp op ox

quantités nulles d'après (îo) et (i5).
(17) se réduit ainsi à une équat ion entre Xy y , z, p , ({ et les déri-

vées du premier ordre de /^ et /a? nous l 'écrirons pour abréger

(^ N^. r - n n à^ ^ ôf} ^ ôfl <)A àfï ^ àfï <)/2^-o( ï t s ) ^\,l:^^l)-q^'Jy^îTp^^'JJ:'JJ^

Considérons le système formé par (18) et

(,9) GY . , ^ , ^ , ^ ^^^^ . ^ ^^^^ )=o ;" \ " ôx à y ()z ()p ()q à a? ôy <)z ûf> ()r/ ]

nous venons d'indiquer que N est; identique à (G, M), cette parenthèse
étant prise de la manière que nous avons expliquée comme toutes
celles qui in te rv iennent dans le raisonnement, (i- représente la
différence

1 H,~ÏL;
(18) s'écrit donc

(i^) (H^M)=(H,,M).

Remarquons que, d'après la forme du premier membre de (i^y
M est une fonction de ̂  y, z , p , q, a, 8, 111 u- -+- ̂  les lettres a, 6

' - • , * • ! (/S O S . • ' -

désignant respectivement I:.L (JL1 •+• ̂  H, -A.+ ̂ . où IL peut rem-
placer HI d'après (8); remarquons aussi que H( , H^ sont déterminées
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par les équations

w /^M /^M / „ 6>/i ^A „ ^/i àf.\Ii.i - - — - + - —~ — 0?, x, y, ^ /). y, Hi •—- 4- — — ^ ïïi -z- -4- —- = 0,\<^.z1 / \ ̂ r / . ̂  ^ ./ ' ^ • ^ 1 ̂  ^ 1 ̂  ^ J ^

il / '̂̂  ^M / n ^A ^A -r. àfl ^A\iî, _L. .4- ^ —co, .-y, y ,- r> n Ï:L —- -h — ? Ha —1 -1- •— ) --=- o,
-V/yy Y ^ y / ^ \ ' J ^ l ' ^ - ô p àp 2 àq àq )

qui permettent de calculer les dérivées partielles de H, , H^.
Après développement des deux membres, (18') devient

( ^\ [m , . àM ôM à^ ___àM ̂
( I } ^ àx ^ p as àp ()y. àq /i(3

- ( ̂  _ ^^ ̂  àM_ fà^\ __., ^ __ OfA (M à^
' { àfj ()cc ) à^ + "àa \Jp ~~~ \ 1h """ 7h ) "+ J^ ~àq

(dfl\ ^A ^?i __ JA ̂
\dx ) ()p ôa ()(] ()p

l <9M ^M _ ^M ̂  _ Ô>M ^Î!
) ày ^ 7 7^ ^ àa àq dp

^cpi <)<p.A ^(R^ àM. àa)^ ()M ( à^.i^ ^ ̂  j ̂  ̂  ̂  ̂  4. ̂  ̂  ̂ . „_ ,̂  ̂ . _ .̂^^îi -». î^î^ ^î2 ^M ^2i .̂ / ^jg _ îg' ^A __ ^^
\ ô>(3 "̂  "<îa'y "di" ^ ~~àp "^ 7^ \ 7/y "" : l ̂ T ~" 7^,

(.^/^ _^^ _^0^
\dy ) àp ()y, àq àfî

quand on a supprime de part et d'autre les facteurs égaux 11^ Ils.
Si, dans les deux rapports précédents, les numérateurs ne s^annulent

pas, on peut imaginer que l'équation (iS'7) obtenue en les égalant ait
été résolue par rapport à — puis qu'après avoir remplacé cette dérivée

par sa va leur on a i t tiré ^Ll de (19). D'après le théorème de Cauchy, les
équations (18), (19) admet ten t deux intégrales ̂ (.^j, z , p , y; ^/),
./a(^y? ^/^ y î z / ) <pi sont complètement déterminées par la condi-
tion de se réduire à deux fonctions données ^^Çoc, z , p , q\ z ' ) ,
oja(^5 s, p , y; ^) pour une valeur particulière jo de y. Supposons
que o), et o)a mises à la place de/,,/^ annulent l'expression M où l'on
attribue à y la valeur y^ et montrons que les intégrales j\ et f^ cor-
respondant à ces fonctions o«^, 0)3 satisfont à (i4) quelle que
soit y.

En elîet quand on substi tue dans M à /,,, /a des fonct ions quel-
conques de ^j,^p,//, z\ M devient une fonction (J-(«r,y,.s,p, y ; z ' )
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et les dérivées que nous avons représentées par —î —» • • • deviennent
(—^ —^ • • • • D'après l'expression (17) de N, si/, et/a satisfont à (18)
et (19), ^ est une intégrale de

à G àjj, àG à[j. àG à^ àG à p. àG àp. _
^^+^^+^^^^^+^^^0 ( )

àx ôy àz àp àff

puisque les dérivées —, —•> • " • sont alors constamment nulles. 11
n'existe qu'une intégrale de cette équation qui s ' annule iden t iquement
quand y devient égale àjo, c'est nécessairement l 'intégrale évidente
zéro. D'ailleurs on obtient [ i { ^ , y Q , z , p , y; z ' ) en faisant dans M la
substitution indiquée plus haut qui consiste à remplacer y , /,/a res-
pectivement pary^y o^, cog, les fonctions/, /a sont donc des intégrales
de (i4) si leurs valeurs init iales o^ et o-̂  satisfont à la cond i t ion
énoncée.

Vérifions que les valeurs initiales pourront toujours être choisies
comme il vient d'être dit : il est facile de voir que l'équation

/ \ ^ ! à^t â(f)t ^û)i à^\ ()(ù^ àf^v ^);> f)^h\(20) M ^yoî ^ P, q, "T-? ——? ——> ——^ ——, ——f ——9 —— = o\ l ' ôx ôz àp Oq àx àz ()p àq /

est toujours résoluble par rapport à^2 ou <—^" La forme du premier

membre de (i4) montre en effet que p —— et —— différant de
' / * i , <"M)â . dû)2(j —^— 0 —,—

àx àz
^ ""' ̂ ? cette (I^a^t^te ne P811^ s 'annuler identiquement que si
( û ^ x , y ^ z , p , q, 0, Y]), 92(^7 j,^,/^ y, 0, T]) sont les dérivées partielles
par rapport à 0, r\ d'une fonction ^(•v,y, z , p , q , 0,^) ( t 2)- L'équation

(1) 11 faut naLurelleinent imaginer que-Ç1-? { J ^ , " - * , ^ s ^ * - - aient été remplaeéfâs

par leurs valeurs dans ——» "— ? • • - comme dans M.
^ ̂

(},V ()j1

(2) La fonction ^ iieut être supposée homogène et du second degré par rapport à 0, ^
puisque 91, cpâ sont homogènes et du premier degré par rapport à ces quantités.
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du second ordre donnée résulterait alors de l 'é l iminat ion de 6, Y]
entre

Qr •+• •f\s -}- •-x ==o, Qs ~^-f}t -}- (—^ =z o,
a y o'f}

ou encore, en regardant r, s, t comme les coordonnées cartésiennes
d'un point dans l'espace, l 'équation du second ordre représenterait
l'enveloppe des plans

O2 /-^- 2^-4-r^-+-^(>,y, z, p , q, Q, r j ) = = o

qui sont toujours parallèles à un plan tangent au cône

/•/ —.^=0,

les deux systèmes de caractéristiques de (e) ne seraient pas dist incts,
nous avons écarté ce cas.

Les dérivées •——-> —— ne sont donc pas toutes deux nulles, il est
Ôù)^ . Ô^ï i

() —-—— (/ —,——

()x ôz
toujours possible de prendre pour co^ une fonction quelconque de x^
z, p, <y, z ' et de déterminer o^ par l 'équation (20).

4. Examinons maintenant le cas où le numérateur de l 'un des deux
membres de (ïS") (pour fixer les idées, celui du premier membre) est
nul quand^y /^ satisfont aux équations (16). Cela revient à supposer
( H ( , M) nulle en vertu de ces équations.

Appelons X une constante quelconque et écrivons le système

( 2 1 ) H ,=À, H^, M = = o ,

nous allons lui appliquer un théorème démontré par M. Riquier ( < ) ;
nous conserverons les notations employées par ce géomètre.

On peut imaginer que l'équation

M = o

( 1 ) Les systèmes d'équatwns aux (îéi'wées paruellQS^ p* 387 et suiv.
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ait été résolue par rapport à —J- et qu'après avoir porté l'expression
obtenue dans

H,i •= À
•\ /•

on en ait tiré -•1? quant à
Ï-Ï2=:À

elle est résoluble par rapport à 72; —^ -2» —^ sont les dérivées prin-
cipales du premier ordre.

Si l'on attribue à chacune des variables x,y^ s, p , q et à chacune
des fonctions/^ ,/a une cote égale à l 'unité, tous les premiers membres
des équations, supposées résolues comme il vient d'être dit, ont pour
cote 2 et les seconds membres ne contiennent que des quantités dont
la cote ne dépasse pas ce nombre.

Désignons par x^ y^ z^ trois nombres, par TD^ une fonction dej,
p, q et par CT^ llno fonction de Xy s, p , q et montrons qu'il existe deux
fonctions f ^ Ç x ^ y ^ s, p , q ) , f ^ Ç x , y , z ^ p , q ) satisfaisant aux équa-
tions (21) et aux conditions initiales

/i(.ro, y, Zo, p, q) ̂ ^1(7, p, y ) , /^(,r, jo, .;, p, r/) =:::: ̂ (.y, z, /?, f/);

plus brièvement montrons que le système (ai) est complètement inté-
grable.

La cole des premiers membres des condi t ions ini t ia les , représentée
par F dans l 'énoncé de M. Riquier, est égale à l ' un i t é ; pour que le
système (21) soit complètement inté^rable, il faut et il suffi t que les
équations déduites des équations proposées en dérivant fournissent
pour les dérivées principales de cote 3, c'est-à-dire du second ordre,
des valeurs bien déterminées. La seule dérivée principale du second
ordre qui puisse être calculée de deux manières différentes est
ici —h ; qu'on se serve de la première o u ' d e la deuxième des équa-
tions (21) les expressions trouvées sont identiques puisque la condi-
tion

(Hi , M)=:o

est une conséquence de ces équations. Nous avons ainsi établi l'exis-
tence de deux intôgrales/^^ (^u système (21).
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Posons

ViO^y. ^/^(7)-^-.A(^y, ̂  P. y)==V(.r,y, ̂ , q},

d'après tout ce qui précède, celle fonction V(^,y, ^ , p , y) satisfait aux
équations

()V âV [ àV âV\^ ^ p ^ - ^ . y . ^ p . ^ ^ - ^ ) - ^
àV f)V / <)V àV\ „^ ̂  ̂  -9^, y, ̂  /., </, ^. ^J - o.

quelle que soifc la constante k

V(^, j, z, f>, </) — /i

est une intégrale inlenaédiaire de {€). Le cas d'exception que nous
venons d'étiidier est donc celai où l 'équation du second ordre consi-
dérée possède une intégrale in termédiai re du premier ordre dépendant
d ' u n e fo n c t i o n a ri:) i t r a i i:' e.

Une te l le équation ne peut dér iver d 'une t ransformat ion (Bi ) ; en
ellet, il existe alors pour le système (F) de caractéristiques trois inva-
r iants du second ordre ( < ) auxquels devraient correspondre trois
invar iants du premier ordre de la transformée (2), celle-ci serait
une équation de Monge-Ampère dont les deux systèmes de caractéris-
tiques seraient confondus, chose impossible puisque (s) a par hypo-
thèse deux systèmes distincts de caractéristiques.

5. En dehors de ce cas particulier, une équation, aux dérivées
partielles du second, ordre à deux variables indépendantes, qui. possède
un système de caractéristiques du premier ordre, dérive d'une trans-
formation de Back lundde première espèce; les équations qui, déf inissent
cette transformation dépendent, comme nous avons vu , de certaines
fonct ions arbitraires, mais quand ces fonct ions sont modifiées la trans-
formation (B,,) n'est pas changée, plus exactement la nouvelle transfor-

( 1 ) COURSAT, Leçons sur les équations caut dérivées partielles élu second ordre ̂  t. ïl,
p. »58.

(%) Thèse, p. 39.
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mation est déduite de la première au moyen d'une transformation de
contact appliquée aux éléments (^?y\ ^ j p ' , q ' ) (1 ) <

Si l'équation proposée (s) est une équation de Mongc-Ampère elle
dérive de deux transformations (Bi) puisque les deux systèmes de
caractéristiques sont du premier ordre.

Nous ferons une seule application de la théorie précédente. M. Coursât
a indiqué que chacun des systèmes de caractéristiques (l 'une équation
aux dérivées partielles du second ordre à deux variables indépendantes
ne peut posséder plus d'un invar iant d'un ordre donné supérieur à
deux (2), j'ai complété ce résultat en montrant qu' i l subsiste pour les
invariants du second ordre quand le système considéré est composé de
caractéristiques du premier ordre (^ la démonstrat ion que j'ai fai te est
d'ailleurs calquée sur celle do M. Coursât

On peut déduire la dernière proposition du théorème général de
M. Coursât* En ef Ïe ty imaginons qu ' i l y ait deux invariants du second
ordre pour le système (G) de caractéristiques de (e), le système ((Y)
de caractéristiques de l 'équation obtenue en effectuant la transforma-
t ion (Bi) dont l'existence a été démontrée dans ce travail posséderait
deux invariants du troisième ordre, ce qui ne peut arriver d'après le
théorème que nous venons de rappeler.

( 1 ) Thèse, p. 35.
(2) GOUBSAT, loc. cit^ p. m,
(;i) Jîaîlatin de la Société mathématique^ t. XXX.ri, 1904, p. i/îg.


