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RECHERCHES

LES TRANSCENDANTES DE M. PAINLEVE

I’ETUDE ASYMPTOTIQUE
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE ("),

Par M. P. BOUTROUX.

INTRODUCTION.

I.

M. Painlevé a, comme on sait, résolu le probléme suivant : « Déter-
miner toutes les équations différenticlles du second ordre

y'=RG5 0 2)

ou R est rationnel en y’, algéhrique en y, analytique en 2, dont U'inté-
grale est uniforme ou, plus généralement, a ses poinls critiques
fixes. »

Les Tableaux d’équations publiées en 19oo par M. Painlevé ont
da étre complétés par M. Gambier; mais sa méthode épuise la

(*) Mémoire eouronné par I'Académie des Sciences (Grand prix des Sciences mathé-
matiques, 1912).
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question, et ¢’est cette méme mdéthode qui a permis & M. Painlevé lui-
méme, puis & MM. Chazy et Garnier, d’entreprendre avec succeés la
détermination des équations du troisiéme ordre dont les 1nLu»ralcs ont
leurs points critiques fixes.

Rappelons que la méthode de M. Painlevé est caractérisée en ces
termes par son auteur (Acta Math., t. XXV, p. 11) : « Il m’a fallu,
dit-il, constituer une double méthode quirépondit & un double objet
r°trouver de nouvelles conditions récessaires pour qu’une équation
différentielle ait ses points critiques fixes; 2° décider si ces conditions
sont suffisantes.

» La premiére partic de la méthode (recherche des conditions
nécessaires ) est  la fois tres simple et trés élémentaire. Elle s’applique
avec une extréme facilité & une équation différenticlle d’ordre quel-
conque, ou, plus généralement, & tout systéme d’équations aux
dérivées partielles dont I'intégrale ne dépend que d’'un nombre fini de
constantes.

» La seconde partie de la méthode (recherche des conditions sujfi-
santes) est d’'un caractere plus subtil; elle peut étre étendue aux équa-
tions du troisi¢me ordre ou d’ordre supéricur; mais les complications
qu’elle entraine croissent avec I'ordre différentiel ».

Ainsi, lorsque, par ¢limination, on a formé une équation difléren-
tielle dont I'intégrale générale peut étre uniforme, le plus difficile reste
a faire : il faut montrer qu'effectivement (*) les intégrales de cette équa-
tion n’ont pas de points critiques. Constatation peu encourageante :
car prouver 'absence de singularités critiques, ce n’est donner encore
qu’une propriété négative des fonctions définies par I'équation diffe-
rentielle. A quelles difficultés ne se heurte-t-on pas si ’on veut obtenir
des propriétés positives de ces fonctions, si 'on cherche & connaitre
leur structure comme on connait, par exemple, la structure des fone-
tions elliptiques?

Effectivement, nous ne connaissons encore, a I'heure qu’il est,
aucune propriété fonctionnelle notable des transcendantes découvertes
par M. Painlevé. Sans doute, I'intervention inattendue de ces transcen-
dantes dans certaines questions relatives aux équations linéaires,

(1) Cf. PaINLEVE, Bull. de la Soc. math., 1900, p. 31 ¢t suiv.
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intervention signalée par MM. Schlesinger et Richard Fuchs, précisée
depuis, et étudiée dans des cas nouveaux par M. Garnier, est un fait
nouveau bien remarquable : mais la constatation de ce fait ne nous a
pas conduits jusqu’ici & une connaissance plus intime des transcen-
dantes elles-mémes (voir i ce sujet notre septieme Partie ).

Si les recherches qui font objet du présent Mémoire réussissent &
apporter quelque lumicre sur la nature et les propriétés distinctives de
ces fonctions, ¢’est en rattachant le probléme de M. Painlevé & un pro-
bléme plus général. Partant d’'un ensemble de caracteres fonctionnels
que nous restreignons progressivement, nous déterminons et étudions
les familles de fonctions et, tout d’abord, celles qui vérifient une
équation différenticlle algébrique, auxquelles appartiennent ces carac-
teres : nous retrouvons ainsi, pour un ensemble de caractéres particu-
liers, les transcendantes de M. Painleve. Lors done que nous parvenons
a ces fonctions, nous nous trouvons déja savoir qu’elles sont uniformes
ou & points critiques fixes (la seconde partie de laméthode de M. Pain-
levé ne nous est plus nécessaire) et nous en connaissons déja certains
traits caractéristiques. K, d’autre part, nous sommes en mesure de
situer ces fonctions parmi I'ensemble des fonctions (uniformes ou
non) qui leur sont apparentées.

La conclusion générale & laquelle nous parviendrons peut étre
résumée par la formule suivante : Les transcendantes de M. Painlevé,
transformées en posanty = 2™ Y, X = 2‘ et choisissant convenablement
les exposants m, {, sont des fonctions asymplotes aux forctions dou-
blement périodiques ( nous expliquerons en détail ce qu’il faut entendre
par ce mot asymptote); clles sont aux fonctions elliptiques ce que les
fonctions méromorphes de Bessel sont aux fonctions circulaires (*).

Considérons, par exemple, Péquation

(A) Y=y,

(1) Ce rapprochement nous donne, en quelque maniére, la norme des propriélés dont
jouissent les transcendantes de M. Painlevé. Les fonctions de Bessel possédent certaines
propriétés remarquables des fonctions civculaires, les fonctions ellipliques en possedent
("autres. On ne pourra retrouver chez les transcendantes nouvelles, en fait de propriéiés
classiques, quo les propriélés communes aux fonctions de Bessel el aux fonctions ellip-
Liques.

Ann. Ee. Norm., (3), XXX. -~ Jun 1g13. 33
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que le changement de variables N\ = z 2%, y = va Y, transforme en

(A" Y’—i—.—,- == Y21,

[$%]
P

Les fonctions de Bessel Y (X) sont asymptotes aux fonctions
tang (X — X,) intégrales de Y'=Y2+1 : étude de cet asympto-
tisme fera 'objet de notre premiére Partie. Considérons pareillement
I'équation

(B) y'=6y*—6ux,
) AN — .
que le changement de variables X = 2 2%, y = Jx Y translorme en
B 5 .

\7{ /l ‘/
B/ Yo o e — s == 6Y2— 6
(BY) X TwuXE ’
nous verrons que les intégrales de (B') peuvent étre caractérisées
comme fonctions asymptotes aux intégrales de Y= 6Y?* — 6.
Pareillement I’¢quation

\ 2
(€C) Y=oyt —oxy - 3

. —v v 2 3 .
que le changement de variables y = Yz Y, X = 7 * transforme en
O
(Ch e £
. 9

a ses intégrales asymplotes aux intégrales de Y= 2Y?* — 2Y.

Et ainsi de suite (voir notre quatriéme Partie).

Les propriétés asymptotiques des intégrales Y(X) que nous metirons
en lumiere ne sont pas toutes, nous 'avons dit, propriétés exclusives
de fonctions uniformes ou de fonctions & points critiques fixes. Ainsi,
par exemple, pour étudier asymptotiquement I'équation (B') et la
comparer & Y'=0Y?*— 6, il est utile, sinon nécessaire, d’introduire
dans I'équation un paramétre ., et variant i partir de zéro. Cest ainsi
que, pour étudier Péquation (A), nous considérerons I'équation plus
générale

(A bis) Y=yt a2ty
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W P
k - 2 = s . L.
ou, en posanty = x2*Y, X = prrt ’équation équivalente
(A" bis) verls =T+

¢quation qui varie entre Y'= Y*-+1 ¢t (A) pour w variant entre o
et 1 pareillement, pour étudier I'équation (B), nous considérerons
["équation plus générale

(B bis) y'=0y*— 6al,

W ’ Pt

Ty r — 0 G g U P af1 A 1 )y )

ou, en posant y =x*Y, X = m-b , Péquation équivalente

5. Y Gu(p.—2) Y
e Y App—2)

L Ve B
IJ‘+‘,| X ([J'_l__[l)t{ X2 =06Y ()’

(B’ bis) Y +
¢quation qui varie entre Y= 6Y? — 6 ¢t (B’) pour p variant entre o
¢t 1. Nombre de résultats que nous obtiendrons s’appliqueront done
a I'équation (B bis) comme & équation (B) : or les intégrales de
équation (B bis) n’ont pas leurs points critiques fixes.

L’étude asymptotique des équations (B'), (C), ... nous fera
connaitre en premier lieu Vallure des « branches d’intégrales » Y (X)
(suivies sur Uensemble des rayons issus, par exemple, de origine),
la distribution de leurs infints (ou des points ou elles prennent une
valeur donnée quelconque), le mécanisine des permutations des fonctions
inverses; nous verrons qu’on peut décomposer les régions éloignées
du plan X e¢n cases olt une branche Y(X) ne prend qu’un nombre
limité (donné) de fois toute valeur donnée et qui se rapprochent
arbitrairement de parallélogrammes des périodes lorsqu’elles sont
arbitrairement ¢loignées.

Les intégrales Y(X), dont Ta stracture est la plus réguliére et peuat
étre prise comme type, sont les intégrales symétriques, qui sont méro-
morphes en X = o |il est clair que, pour 'intégrale générale de (B'),
(B bis), (C), ..., Dorigine est en général point critique |. Ces inté-
grales symé(riques sont intéressantes & étudier 4 cause des analogies
qu'il y a entre clles et les fonctions de Bessel correspondantes.



260 P. BOUTROUX.

Ecrivons I'équation (A’ bis) sous la forme

Y
Y'—I—?./)—\-( =Y +1:
cette équation admet une intégrale Y, holomorphe et une intégrale Y, ,
méromorphe 4 Uorigine. Ces intégrales sont lices par la relation

— 2p — 1
an — YmA- m+ X ;

et Y,, se développe sous la forme a,,X + a,,X* 4 ..., ol
ayp(t+ap)=1, ay, (3 +ap) =daj, W (D =4 2p) = na,,ay,,

icrivons semblablement I'équation (B’ bis) sous la forme

1
T A

cette equation admet une intégrale Y, ,, holomorphe et une intégrale
Y. méromorphe & DPorigine. Ces intégrales sont lices par la

relation
OA=n—am
Yz(/n,n) = Yl(m,lunmn -12) A ()\(_, T

et Y, se développe sous la forme

Yl(/u,n} = otm,n) X# - Aitm,n) XOopr o,
ou
Ao,y (200 4= 2m 4=n) = — 0, Coim,my (6.5 = 0ne -t 1) == 6, a0

(‘NUH,H)('O'Q =10 - n) = Aoty @(mn).

II'serait intéressant de poursuivre I'étude du développement Y,
pour les diverses valears de m, n. Mais revenons i Uiniégrale générale
Y(X) d’une équation (B"), ou (C).

La connaissance de Pallure des Y(X) permet de choisir en toute
connaissance de cause les développements ou modes de représentation
de ces fonctions qui rendront le mieux compte de leurs caractires
distinetifs ; elle permet aussi d’étudier les propriétés que on pourrait
appeler propriciés periodigues des fonctions Y (X).

Soient X, et X, deux points ot une méme intégrale Y(X) prend la
méme valeur v : sous certaines conditions, qui seront ultéricurcment
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précisées, je dirai que la différence X, — X, est une période de l'inté-
grale; cette période est en général fonction de X, de 7 et de la valeur v/
prise par Y au point X; en vertu de Pasymptotisme des Y (X) elle sera
(pour des 7 et 0’ donnés) d’autant plus voisine d’une constante
que | X|sera plus grand.

Pareille généralisation de la notion de période répugne au premier
abord et parait bien artificielle : cependant mes recherches relatives
aux intégrales Y(X) m’ont de plus en plus convaincu que la considé-
ration des fonctions-périodes doit jouer un role important dans I’étude
de ces intégrales. Il en est ainsi surtout pour certaines valeurs parti-
culicres de 7.

Considérons, par exemple, les poles X,, X,, ... des intégrales de
I'équation (B"). Ces poles sont tous, sans exception, des poles doubles;
Iintégrale assujettie & étre infinie en X, est enticrement définie si
I'on se donne, avee Y,,, la valeur d’un certain paramétre G qui est le
coefficient (arbitraire) de (X — X,)* dans le développement de I'in-
tégrale autour de X,. Si 'on regarde X, comme fonction de X, ou de C,
cette fonction est nécessairement holomorphe partout ot elle est finie.
C’est Ia un fait gros de conséquences : en approfondissant I'étude de
la fonction X, (X,, C) et des fonctions connexes, il semble que nous
touchions au coeur des nouveaux étres analytiques introduits dans la
Science par M. Painleve.

Je n’ai point, dans le présent travail, tiré de U'introduction de
la notion de période toutes les conséquences qu’elle comporte, car j’ai
di (raiter longuement un probléme préliminaire qui est assez ardu
cause de Dinsuffisance des moyens dont nous disposons pour
Iaborder : il s’agissait de préciser les conditions dans lesquelles
la fonction X,(X,) devient infinie et critique, ¢’est-d-dire d’étudier
les intégrales Y (X)), ow les intégrales y (x) correspondantes, qui ont des
poles rejetés a Uinfint. Vai appelé ces intégrales intégrales tronquées
remarquables en elles-mémes 4 cause de leur structure exception-
nelle, clles sont en outre le pivot des recherches que nous avons
entreprises.

Les poles de intégrale générale de I'équation (A) sont distribués

suivant trois demi-lignes qui partent d’un cercle de rayon fini
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entourant x = o ct s’¢loignent indéliniment en affectant une forme de
plus en plus rectiligue [voz’r premitre Partie, § 3-5; pour les inté-

grales syméirigues, dont il a ¢été question plus haut, ces demi-lignes
sont 'axe réel positif OA, ct les demi-droites OB, OC, issues de

' e . . . - om 4T A
I'origine, qui font avec cet axe les angles T 3| En particulier, il

’

existe ¢rois intégrales de (A) pourlesquelles deux demi-lignes de poles
sont rejetées & Uinfini; ces inlégrales, fonclions de Bessel tronquées,
n’ont donc plus, chacune, qu'une demi-ligne de péles, laquelle
coincide avee 'axe réel positif ou avec 'une des demi-droites OB, OC
(voir § 4-5). Dans toute direction autre que celle de la demi-ligne de
poles, Pintégrale Y (déduite de y en posanty = oY) tend vers une
limite finie (== = 1).

Considérons d’autre part I'équation Y'=06Y*— 6 : les intégrales
tronquées de cetle équation sont les dégénérescences des fonctions
elliptiques p dont une ou deux périodes deviennent infinies; il existe
deux intégrales tronquées ¢l deux seulement polaires en un point
donné X, .

Jai recherché ce que deviennent ces intégrales tronquées lorsqu’on
passe de 'équation Y'=06Y* — G & I'¢quation asymptote (B’). Voici,
transportés i P'équation (B) en y, @ qui correspond a (B), les princi-
paux résultats obtenus :

Appelons ( fig. 1) OA P'axe réel positif du plan z, ¢t OB, OC, 0D, OB

Fig. 1
c B
D A
D E

. - v am 4T ST
les demi-axes qui fontavee OA les angles == 55 -, =5 Pour toute
B} ) o)

position de 2, non située sur un des cing demi-axes, il existe cing inte-
grales tronqudées polaires en z,; elles sonl tronquées respectivement
dans les dircetions OA, OB, ..., OK. Jentends par ld que chacune de
ces intégrales a une lgne de pdles extréme, ¢’est-a-dire un ensemble
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de poles distribués sur une ligne qui va de Uinfini & 'infini et dont
les deux extrémités sont asymptotiquement paralleles & deux demi-
axes tels que OB et OE; sur tout chemin du plan 2 qui s’¢loigne indé-
finiment & droite de cette ligne de poles extréme (c’est-a-dire du coté
1
de OA), I'intégrale tronquée reste finie, et Y (égal a m_;y) tend vers
une limite finie (= 1). A4 gauche de la ligne de poles extréme, par
contre, I'intégrale n’est pas tronquée : la distribution de ses poles de
grand module est normale.

A Détude des intégrales tronquées polaires en x, sont lices cer-
taines fonctions remarquables. Pour déterminer une intégrale y ()
polaire en w,, il faut, comme nous 'avons dit plus haut(*), se donner
une valeur du paramctre ¢, coefficient de (x — ,)* dans le dévelop-
pement de lintégrale. Appelons ¢, la valeur de ce paramétre qui
donne 'intégrale tronquée dans la direction OA. Lorsque x, varie, ¢,
engendre une roxcrion vsivorne (*) de @, : cette fonction n’a d’autres
singularités qu’une coupure rectiligne quise trouve surle prolongement
OA’ de OA entre un certain point A, de ce prolongement et @ = — oo
clle offre des particularités curieuses que nous signalerons au para-
graphe 16 (troisitme Partie).

Envisageant de méme les quatre autres intégrales tronquées polaires
en x,, nous obtenons qualre autres fonctions uniformes i coupures,
¢, (%), ---y c(2,). On devine le role que vont jouer ces fonctions dans
Petude de la periode =, (x,, ¢) — @, [transformée en  de la période
X, (X,, C)—X, envisagte plus haut].

A gauche dela ligne de pbles extréme correspondant a intégrale
tronquée dans la direction OA, se trouvent d’autres lignes de poles
asymptotiquement paralleles d OB, OE : nous les appellerons figne de
poles pénulticme, ligne de piles antépénultiéme, etc. Appelant ¢, le para-
métre de I'intégrale en un pole 2, d’'une quelconque de ces lignes, on
pourra étudier la fonction ¢, () comme on a ¢tudié lafonction ¢, (z,)-
Exceptionnellement, il pourrait arriver qu’une moitzé de la ligne de

(*) Nous avons noté ce fait plus haut on considérant la fonetion Y(X). Il se présente
également pour la fonction y ().

(?) Observons qu'en tous les pbles @y, x4, ..., de la ligne de poles extréme, le para-
métre est donné par la méme fonetion ¢, (%), ol I'on fail 2= 1, &, ote.
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poles pénulticme fut rejetée & I'infini dans la direction OC ou OD :
'intégrale serait alors une intégrale bitronquée. Nous n’insisterons pas
sur cette éventualité dont 'intérét est secondaire, mais nous attache-
cherons, par contre, une grande importance aux INTEGRALES TRITRONQUEES
dont le nombre total est 5.

Une intégrale tricronguée est une intégrale tronqucée suivant (rois des
cinq directions spécifices plus haut, telles que OE, OA, OB : elle ne
présente des poles (en nombre infini) que sur les rayons qui s’¢loignent
indéfiniment dans le seul angle C(/)D; lorsque @ croit indéfiniment

dans toute autre direction, Y (égal az *) > tend vers ==1. Il n’y a
qu’une intégrale tritronquée (Lms les trois directions OE, OA, OB,
comme il n’y a que deux intégrales de Y'=6Y* — 6, dont les deux
périodes soient infinies. — Les cinq intégrales tritronquées de I'équa-
tion (B) doivent jouer dans I'étude (10 cette équation le role qui
revient, dans la théorie des fonctions de Bessel, aux trois intégrales
(simplement) tronquées.

La notion d’intégrale tronquée est, comme je le disais plus haut, &
la base des propriétés 1‘)(’*1"imli(|1ws des transcendantes de M. Painlevé.
Vai cherché & montrer, dans la sixiéme Partie de ¢é travail, comment,
en partant de cette notion, on peut, « p/'mrz el sans aucuns (:.1](‘.11]5,
faire une étude systématique des fonctions méromorphes définies par
les équations du second ordre. Bien que je n’aie pas appliqué aux
équations du troisiéme ordre la méthode que je propose, il ne me
parait pas douteux qu’elle ne s’étende & cet ordre et aux ordres supé-
rieurs (en ce qui concerne, du moins, les équations i intégrales
méromorphes).

Soit, par exemple, & définir la période aux poles de y(x). Je consi-
dére une intégrale y(x) quia un pole en 2, avee paramétre ¢ voisin
de ¢, (voir plushaut le sens de ces lettres). Cette intégrale présente une
« ligne de péles» ..., a:, s Ty Lyyy enes qui est tout entiére rejetée i
I’ lnhm dans la direction OA pour ¢ = ¢,; ces poles se permutent dans
Pordre des indices croissants ou décroissants, lorsque ¢ déerit un petit
lacet fermé () autour de ¢, : on peut, dés lors, regarder comme 'une
des périodes de I'intégrale y (2) la différence d(s deux poles consé-

cutifs z,,, 2,, permutée par ce lacet (4).
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Appelons, d’autre part, ¢, le parametre de I'intégrale en a,, : lais-
sant z, fixe, on peut étudier ¢,, comme fonetion de ¢ ou comme fone-
tion z,, (voir § 17 ¢t § 24 et suiv.). L’étude de ces fonctions nous
permettra d’opposer les intégrales du type monopeériodique (telles que
les fonctions de Bessel) aux intégrales du zype bipériodigue (telles
que les fonctions de Painleve) et de montrer que les équations qui defi-
nissent les premiéres sont toujours réductibles a des équations du premier
ordre.

Pour étudier les périodes correspondant aux divers poles d'une méme
intégrale y(x), ou Y(X), on envisage une ligne de piles, soit la
ligne de poles ..., .;,,_,, Loy Tigy -.ny définie ci-dessus, et on se
demande : d’une part, comment varie laligne de pdles lorsque l'un de ses
sommels, x,,, se déplace; autre part, comment se comporte la suite des
PATAMNELICS C oy Cyyy vvvy C oy -ons qui difinissent une méine intégrale aux
poles Xy, 41y enn. CES questions peuvent étre résolues, indépendam-
ment de la théorie des intégrales tronqucées, au moyen de Pétude
asymplolique directe des intégrales ¥ () ou Y (X)) quelconques. Cest
la voie que nous avons suivie dans la deuxiéme partie de ce travail.
Appelant ¢, ..., ¢y, ..., ¢,y ... les parametres de Pintégrale Y (X)
sur une ligne de péles du plan X, nous démontrons que, pour 2 crois-
sant indéfiniment, les paraméires ¢,, ¢, tendent vers les limites == 2, en
sorte que, sur la ligne de poles indéfiniment prolongée, Y(X) tend
vers une fonction circulaire, intégrale tronquée de Y =06Y* — 6. 1l
en est ainsi du moins pour une ligne de poles (') définic comme il a
été dit plus haut. On peut définir d’autres lignes de poles sur lesquels
C, tend vers une autre limite. Si I'on considére, par contre, une suite
de poles s’¢loignant ind¢finiment dans une direction autre que celle
d’une ligne de poles, la suite des paramétres correspondants n’a en
général aucune limite. L’¢lucidation complete de ces faits élait néces-
saire pour expliquer exactement en quoi consiste Pasymptotisme des
intégrales de (B') et des fonctions elliptiques p (voir plus bas Intro-
duction, I, et deuxi¢me Partie).

(1) Nous développerons, au paragraphe 9, la définition de la ligne de poles & laguelle
conduit I'étude asymptotique de I'équation différentielle.
Ann. Ec. Norm., (3), XXX, — Juy 1913,

o
N
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Tels sont les premiers résultats auxqaels nous conduit I'étude des
transcendantes définies par les équations (B) ou (B"). Les autres ¢qua-
tions de MM. Painlevé et Gambier donnent lieu & une analyse toute
semblable; nous n’avons donc pas cru néeessaire d’en faire un exposé
détaillé; d’ailleurs les démonstrations de notre sixicme Partie s’ap-
pliquent indistinctement & toutes les ¢quations de M. Painleve.

Par contre, il était opportun de prolonger nos recherches d’un autre
cote. J7ai dit plus haut que pour étudier les fonctions asymptotes & un
type donné, par exemple aux intégrales de Y'= 6Y* —0, il ¢tait utile,
et méme nécessaire, de sortir du cadre des fonctions uniformes. Il
importait done, pour donner & notre travail toule sa signification,
d'expliquer d’une maniére précise en quoi consiste I'¢tude asymplo-
tique des fonctions non uniformes, définies par une équation dilléren-
tielle. Mais peut-étre convient-il, aun préalable, d’expliquer un peu
notre point de vue en faisant quelques remarques et donnant quelques
définitions d’ordre général.

1.

Déterminer et étudier une classe de fonctions analyliques qui pos-
stde quelques propriétés choisies @ priore, ¢’est le probléme ordinaire
de la théorie des fonctions. Les propriétés d’ott Pon part ne s’imposent
pas, il est veai, d’une manitre néceessaire; le plus souvent(, on ne sait
pas 4 l'avance, lorsqu’on se pose une question nouvelle, si elle est
purement artificielle ou si elle ¢tendra le champ de nos connaissances.
Il semble permis cependant de ranger dés maintenant, parmi les carac-
teres fonctionnels susceptibles de fournir un point de départ avanta-
geux, ceux qui ont trait & 'allure d’une fonction au voisinage d’un
point singulier transcendant.

Ces caractéres peuvent étre rangés sous deux chefs @ 1¢ allure ou
mode de eroissance de la fonction le long des rayons qui aboutissent
au point singulier transcendant (la fonction suivie sur I'ensemble de
ces rayons & partir d’une valeur initiale donnée sera appelée branche
de fonction); 2° mécanisme des permutations qui ¢changent entre clles
plusieurs branches de fonction. Il conviendra d’ailleurs d’¢tudier simul-
tanément i ce double point de vue la fonction proposée et son inverse.

Notre définition de la branche de fonction est arbitraire : mais il est
commode de fixer une fois pour toutes la nature des chemins sur les-
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quels le prolongement analytique d’une fonction sera regardé comme
conslituant une branche, ct le plus simple est évidemment d’imposer
a ces chemins la condition d’¢tre rectilignes.

Moyennant cette convention, 'étude des branches de fonctions se
présente comme une application et une suite de la théorie de la crois-
sance dont les bases ont ¢té posces par M. Borel.

Suapposons, en particulier, que le point, transcendant ou non, au
voisinage duquel on ¢tudie une fonction y () soit & Pinfini, et consi-
dérons une branche de cette fonction sur Pensemble des rayons issus
d'un point arbitraire. La croissance de la branche peut étre qualilice,
suivant les cas ('), de rationnelle au sens étroit, d’exponenticlle, de
rationnelle au sens large. Nous allons préciser cetle classification dont
nous aurons & faire un fréquent usage.

(>

1” Désignons par y(x) la branche considérée, supposons qu’on
puisse (rouver un exposant réel A, positif ou nul, et une constante a
telle que la différence y(x) — ax’ tende vers zéro ou (*) que le rapport
y (x)[ax’ tendent vers 1 sur les rayons considéres. Nous dirons que la
branche y () est asymptote & la fonction ax*. Dans le cas particulier
ol & estrationnel, nous ajouterons que la branche y(x) est algébroide.
Dans le cas particulier ouw A est entier, nous dirons que la branche est
rationaloide. Si A ¢st nul ou entier positif, la branche sera dite Aolo-
morphoide.

Ces définitions s’¢tendent d’elles-mémes au cas ’un point a, quel-
conque situ¢ i distance finie; les rayons sur lesquels on suil la
branche de fonction convergent alors vers a,. Toutefois, nous convien-
drons de n’appliquer 'épithete asymptote qu’aux branches de fonc-
tions suivies sur un ensemble de rayons indéfiniment prolongés.

Nous remarquerons qu'une branche de fonction y (x) peut étre,
d’apres notre définition, algébroide en @, sans que la fonction y (x)
soit une fonction algeébroide au voisinage de x,.

2° Supposons que, sur les rayons infinis considércs plus haut, la

(1) Cf. mes Legons sur les fonctions définies par les équations différentielles du pre~
mier ordre, 1908, Chap. 1L,

(%) Lorsque X est posilif, il 'y a delnpl()LlSan au sens ordinaire du mot que dans la
premiére des deux hypothéses indiquées ici. Nous prendrons toutefois la liberté d’employer
la méme terminologie dans les deux cas, leur distinction étant sans intérét pour notre étude.
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branche y (x), i partir d’une certaine valeur de |z, ne cesse pas d’étre
holomorphe. Nous dirons que Ia branche (si elle n’est pas fonction
enticre) est entiéroide ou asymplote @ une fonction enticre.

St la branche, toujours finie sur les rayons considérds, présente une
infinit¢ de points critiques convergeant vers x =, on démontre
qu’elle a encore une croissance ou allure exponentielle ('), mais elle
n’est pas asymptote a une fonction enticre, sauf toutefois dans un cas
particulier :

Soit 2; un point critique arbitrairement ¢loigné. Parmi les rayons
sur lesquels est définie notre branche de fonction, considérons celui
qui passe par «;, et appelons 2 un point quelconque situé sur ee rayon
au deli de ;. Au point 2 nous obtenons une détermination différente
de la branche y (z) suivant que sur le rayon considéré (supposé infini-
ment peu déforme), nous passons i droite ou i gauche de ;. Mais
supposons que, quel que soit .« (sur le rayon considéré), la dilférence
des deax déterminations tende vers zéro lorsque x; est arbitrairement
¢loigné. Alors la hranche y (), suivie sur un rayon quelconque indé-
finiment prolongé, est asymplote i une fonction enticre @ nous dirons
en ce cas que la branche est semi-enticroide.

3° Supposons, en dernier licu, que le long des rayons sur lesquels
elle est suivie, la branche y (x), & partiv I’une certaine valeur de ||,
ne cesse pas d’étre méromorphe. Nous dirons que labranche (si elle
n’est pas fonction méromorphe) est méromorphoide ou asymptote & une
Sonction méromorphe.

Si la branche présente des points critiques 2; en nombre infini, elle
n'est pas, en général, asymptote & une fonction méromorphe. Cepen-
dant, comme ci-dessus, nous dirons que la branche est sermi-méromor-
phoide dans le cas particulier ot la différence des deux déterminations
permulées par a; tend vers zéro avee ;' el tout point 2 du rayon
passant par x;.

*
X ¥

(Test de branches de fonctions méromorphoides et semi-inéromor-
phoides que nous avons i nous occuper dans ce travail.
Pour caractériser d'une manicére précise une branche de fonction

(1) Loc, edit. Chap 10, § 1.
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m éromorphoide, il faudrait savoir comment sont distribués les zéros
et les infinis de cette branche f(x); ou, mieux encore, il faudrait
résoudre le probleme fondamental suivant : Décomposer le champ de la
variable x en un ensemble de régions &, juxtaposées, dans chacune des-
quelles la « branche » f(x) prend une fois et une seule, ou un nombre fini
de fors, toute valeur donnée. (Le champ de la variable sera ici le do-
maine extérieur i un contour fermé.)

Ce probléme comporte une solution compléte lorsque la fonction
admet des périodes ou un groupe de transformations simple. Dans le
cas général, on ne peut le résoudre que partiellement en se placant &
un point de vue qualitatif. II convient, semble-t-il pour définir les
régions & relatives & une certaine fonction f(2), de fixer son atten-
tion, non point sur la forme et sur le contour de ces régions, mais surv
le mécanisme des permutations de la fonetion inverse «( /), qui font
passer d'unce région & la voisine. Les régions & se laisseront alors
répartiv entre un certain nombre de familles, nombre qui parait
devoir ¢tre toujours fint pour une hranche f(x) asymptote d une fonc-
tion méromorphe de genre fini; pour ¢changer les déterminations de
x(f), situtes dans deux régions contigués d’une méme famille, on
devra faire tourner le point /autour ’un méme point transcendant ou
autour de points critiques algébriques appartenant & un méme sys-
téme (') (ces points, rangés dans Pordre ou ils operent, formeront
une série lincaire ou une série & double entrée); les diverses familles
de région & qui correspondent & une méme fonction f{z) seront rat-
tachées par des régions-raceords spéciales (en nombre fini si les
familles sont elles-mémes en nombre fini).

Telles sont les conclusions auxquelles parait devoir conduire 'é(ude
géncrale des fonctions méromorphes de genve fini ou des branches de
fonctions méromorphoides(*).Dans le cas d’une branche de fonction semz-
méromorphoide, la décomposition du champ delavariable enrégions &
n’est possible que si 'on rend Ia branche uniforme en tracant dans
ce champ un nombre infini de coupures; cette décomposition n’offre
plus d’intéret; par contre, on pourra toujours caractériser la fonetion

(1) Nous verrons, & I'occasion des divers types de fonctions étudiés dans ce travail, ce
qu'il faut entendre par a. Nous ne pouvons aborder ici le cas général.

(2) Cf. mes arlicles, publiés dans les detes du Congrés de Rome, 1909, et dans les
Annales Scientifiques de IEcole Normale supérieure, 1909.
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par le mécanisme des permutations de la fonction inverse (¢/. deuxi¢me
Partie, p. 316 et suiv.).

L’étude que nous allons entreprendre nous permettra d’eflectuer la
décomposition en régions & dans un cas particulicrement facile A
saisir : le cas ot les fonctions ¢tudices ont méme structure qu’une
fonction méromorphe ¢élémentaire, ou sont, plus particulierement,
asymptotes a une telle fonction.

*
* X

dartant d’une fonction méromorphe connue, nous pouvons nous
demander a priori s'il existe des branches de fonctions f(x) qui aient
une structure semblable sans ¢tre cependant réductibles aux (rans-
cendantes classiques.

Prenons pour excmple la fonction y = sinz. La structure de cette
fonction est déterminée par les caractéres suivants @ on peut décom-
poser le plan @ en une série de bandes contiguis (séparées par des
lignes simples allant de I'infint & Pinfint) dans chacune desquelles
sinz prend deux fois et deux fois seulement (exception faite pour
les valeurs situées sur les [ronticres des bandes) toute valeur donnée.
Lorsque a s’¢loigne indéfiniment & P'intéricur d’une bande, au-dessus
ou au-dessous de I'axe réel, ¥ tend vers Pinfini. Pour passer d’unc
détermination de x = arc siny ligurée dans une bande donnée & une
détermination située dans une bande contigue, il faut faire tourner
successivement y aulour de deux points critiques algébriques. Du
point de vue ot nous nous placons, ces caractéres sculs sont essen-
ticls. Le fait que deux points correspondants de deux bandes contigués
queleconques soient séparés par une distance constante, le fait que les
points critiques algébriques qui permutent la suite des déterminations
de arcsiny coincident tous avec les points == 1, ces deux propriétés
capitales de la fonction stnus w”’interviennent qu’au point de vue quan-
titatif, et elles pourraient disparaitre sans que la structure de la fonc-
tion enticre et de son inverse se trouvent affectées.

Ainsi, il sera facile de construire une infinité de fonctions, ou
branches de fonctions, semblables, quant & lear structure, & la fonction
sinus.

Prenons par exemple

\, o

Y frnsners "pl[ | S —— 'I. .
Gy LT ’
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ou les o, sont des nombres voisins de 1. Nous pouvons donner i ces
nombres des valeurs assez rapprochées de 1 pour que lafonction Y ()
ait méme allure que sin . Les régions & relatives 4 Y(z) (dans cha-
cune desquelles Y prend deux fois toute valeur donnée) seront des
bandes s’étendant de I'infini au-dessous de 'axe réel & Pinfini au-
dessus ; pour # s’¢loignant vers l'infini & U'intérieur d’une bande, le
module| Y |croitraindéliniment et sera de ordre de grandeur de e'®';
enfin, pour passer d’une bande & Ja voisine, il faudra faire tourner le
point Y autour de deux points critiques respectivement voisins des
points +1 et —1.

Moyennant un choix convenable des o, (que nous ferons tendre vers 1
pour ninfini), nous pourrons nous rapprocher plus encore de la fone-
tion sinus. Nous pouvons faire en somme que le rapport Y /sin 2 tende
vers 1 pour x arbitrairement grand (les zéros de sin z exclus). Numé-
rotons alors les régions & dans Pordre ol nous les rencontrons dans
le plan @; les frontivres de ces’ régions seront asymptotiquement
paralléles & I'axe imaginaire; les points critiques de la fonction inverse
correspondant & ®, tendront vers 41 et — 1 lorsque 7 croitra indefi-
niment. Une fonction Y () ainsi conslituce sera asymptote a la fonc-
tion sinx.

Nousdéfinirons d’une maniére semblable des fonctions méromorphes
asymptoles a tang x. Soit

a
x 1T (1 — —~-i)-c«—> e®nnT
Y == Gt T

2.0

2x e
M(1— b
Bunm

ol o, B, désignent des nombres voisins de 1 et tendent vers lalimite 1
lorsque n augmente indéfiniment. Nous pouvons donner aux nombres
o,y P des valeurs assez rapprochées de 1 pour que la fonction Y (z)
ait méme structure que tangx ot que la différence Y (x) —tanga
tende vers zéro lorsque || croit indéfiniment (le voisinage des poéles
de tanga étant exclus). Les régions g relatives 4 Y (x) seront des
bandes dont les frontiéres sont asymptotiquement paralléles & axe
imaginaire ; pour passer d’une bande & la voisine, il faudra faire
tourner Ie point Y autour d’un point critique qui (s’il n’est pas (rans-
cendant et voisin de == 7) appartiendra & un systeme de points cri-

b
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tiques algébriques convergeant vers les limites + 7 et — ¢ (vide infra,
premiére Partie, p. 286-287).

Considérons pareillement la fonction p () de Weierstrass. Nous
pouvons décomposer le plan & en une série de cases & dans chacune
desquelles p (%) prend deux fois et deux fois seulement toute
valeur donnée. Pour faire passer - d’une case donnée & une case
nouvelle, ayant avec la premitre un coté commun, il faut faire
tourner y autour de deux points critiques déterminés : oo, f,
ouf, o, ou B, v, ou vy, B. Imaginons maintenant que nous fassions
subir de légers déplacements aux poles doubles de p (x), déplace-
ments qui seront infiniment petits pour les poles infiniment éloignés.
Nous pouvons ainsi former une fonction méromorphe Y(a) qui aura
méme structure que p (). Aux parallclogrammes des périodes de
p () correspondront, pour Y (x), des cases (extérieures les unes aux
autres) allectant approximativement la forme de parallélogrammes,
dans chacune desquelles Y (#) présentera un pole double et prendra
deux fois toute valeur finie et deux fois seulement, sauf pour les
valeurs situées sur les fronticres des cases. Les points critiques de
2z (Y) seront tous algéhriques et pourront étre répartis, sans ambi-
guité, entre trois séries 1, 2, 3 qui, lorsqu’on fait tendre les «, et B,
vers zéro, convergent respeclivement vers trois points fixes «, B, v. On
peut donner aux cases la forme de quadrilateres curvilignes aux quatre
sommets desquels y prend une méme valeur v. Pour faire passer
d’'un sommet 4 un autre (le long d’un coté d'une case), il faut faire
tourner Y autour de deux points critiques appartenant a des séries
déterminées : point de la série | et point de la série 25 ou bien : poing
de la série 2 et point de la série 3, ete.

A P'occasion des fonctions Y () qui ont méme structure que p (z),
nous devons faire quelques remarques quivontnous obliger dallonger
encore la liste de nos définitions.

1° Une fonction méromorphe qui donne lieu, comme p(x) & une
division du plan en cases & peut ctre dite fonction du type bipério-
digque. Plus généralement, je dirai qu’une fonction méromorphe y (x)
est du gype pluripériodique si (oute branche z(y) delafonction inverse
suivie (sur un ensemble de rayons convergents du plan y) & partiv de
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conditions initiales tinies, ne prend que des valeurs intérieures & un
contour fermé du plan @ : on peut, dans ces conditions, définir une
case & a I'intéricur de ce contour. La qualification pluripériodigue
indique que, pour la fonction considérée, toute région & (simple-
ment connexe) est nécessairement contigué a plus de deux autres
régions f.

Geénéralisant encore cette définition, nous dirons qu'une branche de
Jonction y (x) est du type pluripériodique (*) si toute branche de z (y)
qui est, au voisinage de ses conditions initiales, inverse de la branche
y(x) considérée, satisfait aux conditions énoncées ci-dessus.

2° En formant la fonction Y (&) définie ci-dessus, on peut évidem-
demmentimprimer aux poles doubles de p (x) des déplacements assez
petits pour que la différence Y — p () soit arbitrairement petite avec
|2 |~ [excepté aux poles de p(z)]. En ce cas, Y (x) sera asymplole
4 p(2). Mais il est un autre cas notable auquel nous aurons affaire
dans la suite de ce travail.

Considérons une famille de fonctions Y (x) construites comme il a
été dit plus haut et dépendant d’un parametre. Envisageons, d’autre
part, 'ensemble des fonctions p(xz — #,) qui vérifient une méme
équation dillérentielle telle que p”=6 p* —6G. Sidans toute case &,
arbitrairement éloignée, relative & 'une quelconque des fonction Y,
cette fonction différe arbitrairement peu d’une fonction p (z -- z,),
nous dirons que la famille des fonctions Y est asymptote a la famille
des fonctions p(x — x,). St les Y (z) sont, comme les p(x—=x,),
définies par une équation différentielle, nous dirons que les deux
dquations differentielles sont asymptotes (*).

Considérons, plus généralement, deux familles de branches de fone-
tions semi-méromorphoides définies par deux équations différentielles
et donnant licu, chacune, & une décomposition du plan en cases &.
Si, dans toute case arbitrairement éloignée, relative & une branche de

(*) Nous rencontrerons, dans la suite de ce travail, de Lelles branches de fonctions et
nous donnerons de leurs périodes une définition préeise.

(%) Dans ces conditions, une fonetion Y (x) ne sera asymptote 4 aucune fonction p
déterminée, sur les chemins x qui s’éloignent indéliniment dans une direction quelconque :
mais il y aura en général asymplotisme entre Y (x) et une fonction p délerminée sur les
chemins qui s’éloignent dans la direction d’une ligne de p.dles (vide supra, p. 265).

Ann. Ee, Norm., (3), XXX. — Ju 1g13. 35



274 { P. BOUTROUX.

la premicre famille, il existe une branche de la seconde famille, arbi-
trairement voisine de cette branche, nous dirons que les deux équa-
tions différentielles ou les deux familles de branches de fonctions sont
asymptotes, '

*
x x

Les remarques et les définitions qui préctédent nous permettent
d’aborder d’une maniére systématique I'étude asymptotique des
branches de fonctions et, en particulier, des branches méromorphes,
méromorphoides ou semi-méromorphoides.

Cette étude ne sera faite ici que dans des cas particuliers. Je consi-
dére, dans la cinquitme Partie de ce travail, 'équation du second
ordre

(e) ¥ =L(w, y)y*+M(z,y)y -+ N(z, )

ralionnelle en y, équation d’ott est parti M. Painlevé, el je me propose
d’¢tudier les branches d’intégrales de cetle équation au voisinage du
point x = o, que nous supposons ¢lre point transcendant.

Dans le cas ol I'équation ne dépend pas de x, elle s’¢erit

:.('—[i = L()s?+ M(y)s +N(y) sz==y');

dy ' ! '
or cetle ¢quation a ¢Lé Pobjet de travaux (*) dont les résultats peuvent
étre appliqués ici. Nous saurons déterminer, par exemple, Pallure des
branches d’vntégrales y (z) (suivies sur un ensemble de rayons con-
vergents du plan y) et le mécanisme des permutations qui échangent
ces branches. De la nous déduirons la solution de divers problémes
tel que le suivant : Trouver toutes les équations (e), indépendantes
de 2, dont les branches d’intégrales sont rasionaloides en tous leurs
points; parmi ces ¢quations (e) se trouvent celles qui ont leurs inté-
grales uniformes.

St maintenant 'on a affaire & une équation (¢) dont le second
membre (en tant que fonction de «) a ses branches algébroides (*)
pour @ = =, on pourra toujours cllectuer un changement de variable
y=aY, x =[1"X‘ tel que la nouvelle équation (E) en X, Y, ne

(1) Posant z = u~!, I'bguation §'éerira &'+ Lu + Mu2 + Nud = o.
(%) Vide supra, p. 267.
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contienne, comme termes dépendant de X, que des termes qui tendent
vers zéro avec | X[, et soit asymplote i une ou 4 plusieurs équations
indépendantes de X (voir ci-dessus le sens que nous attachons a cette
locution). Telle est la proposition qui me parait dominer ['étude des
branches d'intégrales des équations (e) ou, plus généralement, des
équations ¥ = R(w, y, y') algébriques en 2, y, y’. Cette proposition,
toutefois, n’est pas démontrée dans le présent travail ou il n’est ques-
tion que des équations (I) asymptotes & des équations dont les inté-
grales sont uniformes. '

La méthode qui permet d’étudier ces dernicres équations (E) [et,
par conséquent, les équations (¢) correspondantes| est cette methode
méme qui, appliquée aux équations de M. Painlevé, conduit aux
résultats dont jai parlé plus haut; e(, tant que nous ne nous occupons.
que des propriétés asymptotiques des intégrales, nous n’avons point de
raison de limiter notre ¢tude A ces éqnations tres particulicres dontles
intégrales sont uniformes ou ont leurs points critiques fixes. Cest
ainsi que, dans la seconde Partic de ce travail, voulant étudier
Pasymplotisme des équations Y = 6Y* — G et (B") (vide supra), nous
ferons porter nos raisonnements sur I'équation rationnelle la plus
géncrale (du second ordre et du premier degré) qui est asymptote &
Y'=0Y* — 6, & savoir sur I'équation

d*Y

zZYE:;:6Y'2——G—l-(/A(’—f—/)lY—i—/J(,,

Ol Pys oy ¢, sont des fonctions de X qui tendent vers zéro avee X'
vareillement, les conclusions auxquelles conduit 'étude asympto-
tique de I'équation (A) de Bessel sappliquent & I'équation plus géné-
rale
Y=Y 414 p, Y+ Py,

ot p, et p, sont des fonctions de X qui tendent vers zéro avee X=*.
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PREMIERE PARTIE.

L,l:‘,QU‘-\TION DE RICCATI. FONCTIONS DU TYPE MONOPERIODIQUES.

1. L'équation de Riccati rationnelle : allure des branches d’'intégrales.

Considérons Péquation rationnelle (') du premier ordre et du pre-
mier degré

Pz, y)
.
(l) Yy == (J(-'Ir_—',)’>’

) sont des polynomes en x et y. Si 'on connait les degrés de
P et Q, il est possible de déterminer (*) @ priori allure des diverses
branches d’intégrales de (x). [Je répite () que jappelle branche d’inte-
grale définie par les conditions initiales ay, y,, 'ensemble des carac-
téristiques suivies (a partir de la valeur y,) le long des rayons issus
du point x,.| En général, les branches présentent des points critiques
arbitrairement ¢loignés. Pour qu’il n’en soit pas ainsi, et pour que
nous puissions avoir des intégrales asymptotes a des fonctions uni-
Jormes (vour 'Introduction), il faut que 'équation (1) soit une équation
de Riccati. Placons-nous dans cette hypothése et, aprés avoir fait
disparaitre le terme du premier degré en ajoutant & y une fonction
rationnelle, considérons I’équation

ouPetQ

(2) Y'=~Ay + A,

ol A,, A, sont des fonctions rationnelles de «. Nous allons examiner
I'allure des branches y (2) pour les grandes valeurs de |z|. Nous
devrons, pour cela, distinguer (*) divers cas suivantles valeurs relatives
des degrés (positifs ou négatifs) p, et p, de A, et A,.

(1) L'équation de premier ordre nwélant étudide ici qu’en maniére d’introduction, j'en
viendrai tout de suite & U'énoncé dos résultats qui offrent de I'intérét pour la suite de
mon travail.

(2) Cf. mes Legons sur les fonctions définies par les équations différenticlles de pre-
méer ordre, Chap. .

(3) Cf. Introduction, sapra, p. 267.

(*) Pour la méthode de démonstration, voir loc. cit.
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I. Sout py+ p, << — 2.

St A, =~ o, U'équation (2) admettra, pour les grandes valeurs de ||,
deux sortes de branches d’tntégrales rationaloides | a croissance (')
rationnelle| : les premiéres seront de I'ordre de grandeur de |z [P+, et
les secondes de 'ordre de grandeur de |2 |~ 7.

Plus précisément, pour les premiéres, Uinégalité

[y — A <] |rot,

ot a est positif arbitrairement petit, est satisfaite & partic d’une
certaine valeur de | 2| : on en conclut que le rapport —<— tend vers 1
/A(,a’x
lorsque a s’éloigne indéfiniment dans une direction quelconque.
Les branches de la deuxiéme sorte satisfont, a partiv d’une certaine
valeur de ||, a 'in¢galite

!
l % — A, | < |x|-tpia (e arbitrairement petit);

on en déduit que leur produit par ——/A2(/.1; tend vers 'unité quand x
devient infini.

Toute branche d’intégrale de I'équation (2) est nécessairement
rationaloide au voisinage de @ =0, ct apparticnt & 'une des deux
sortes que nous venons de définir.

IL. Sott maintenant p,+ p, > — 2.
Posons
A.(): .z‘l‘o(ao -+ n,‘[li’())’ A2T: .'1;1‘=(a.2 -+ J\ag),

Jogy Aoy Gtant deux fonctions rationnelles de degrés négatifs, et a,, a.,
deux constantes. Le double changement de variables

Po—D1

(3) y —x * Y’ 2Pyt Py —— X::’

ou 'exposant 2 + p, + p. est posilif par hypothése, mettra I'équa-
tion (2) sous la forme

24 potpy dY IVY2 o (g ) e P2
Vs & (g~ NS ) Y2 o (gt Moy ) - Y,

(4) X

(1) Cf. Introduction, supra, p. 267.
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\ Do — - .
oll ooy, ’——‘—(U et &, tendent vers o avec X' comme des puissances

négatives de X.

Cette transformation faite, on peut démontrer que /les intégralesY (X)
de l'équation (4) sont des fonctions asymplotes aux fonctions periodiques
définies par U'équation

(4 bis) %~ Pyt Pa

. Y = a,Y? + a,,

que Uon obtient en supprimant dans (4) les termes qui tendent vers zéro
avec X~'.

C’est Ia un fait que nous étudierons en détail dans les paragraphes
suivants. Retenons-en dés maintenant ceci @ Les plus simples des fonc-
tions asymploles aux fonctions trigonomélriques sont fournics par
Uéquation de Riccati rationnelle ot p,+p,> — 2. On passe de ces
fonctions asymptotes aux intégrales de I'équation de Riceali en opé-
rant le changement de variables (3). Ainsi, dans le cas ot les inté-
grales y () sont des fonctions méromorphes, elles ont pour

2 =t Py Pa,
2

ordre ; & 'une quelconque de ces fonctions correspond un

réseau de régions (') /& uniformément distribuces (en forme de
bandes), dontla largeur est de Uordre de grandeur (*) de leur distance
.\ .. ’ . \ . fnend Do~ 22
a 'origine élevée a la pulssuncc—(’—“——i;)-

2Py

1. Soit enfin p,+ p,= — =.
Le changement de variables
y=—x * u, a= Lt

met I'équation (2) sous la forme

_ du g — P . )
(5) — t—[ﬁ- = a,+ -]—)i?-u U~ g 0  og = Moy 12,

(1) Foir I'Introduction, p. 26y, et, en particulier, 'exemple de foncetion asymplote a
tang x éludié p. 271.
() D’une manitre générale, si Y(X) est asymptote & une fonction trigonomdétrique et
1

sil'on pose = X*, A 6tant un nombre rationnel positif, la fonetion Y (&) présente un
réseau de bandes & dont la largeur est de Pordre de grandeur de leur distance & Pori-

I— A

< Tordre de Y (), si elle est méromorphe, est A.

gine élevée 4 la puissance
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olt s, et o, sont fonctions holomorphes de ¢ au voisinage de ¢ = o, el
nulles pour £ = o. On voit alors que, pour les intégrales w(2), Vorigine,
sielle n’est pas point d’holomorphisme, est un point transcendant ordi-
naire isol¢. Les branches d’intégrales (suivies sur un ensemble de
rayons convergeant vers £ = o) tendent (') vers une racine, u,, du tri-
nome a,u, -+ E—:—p‘l u+ a, <cellc qui rend négative 'expression
20a,u+ p—a-—:-—p—") et sont développables par rapport aux puissances de ¢

Po— P

= —2ny 11,

etdee * . (Si ce dernier exposant est entier, le développement
procédera, exceptionnellement, par rapport aux puissances de ¢ et
de logt.) :

Ainsi, lorsque 2 tend vers I'infini sur 'ensemble des rayons issus
d’un point x,, y () est rationaloide comme il arrivait pour

Po Py <—2 (cas 1);

mais il n’y a plus cette fois qu'une sorte ou famille de branches d’inté-
grales.

L’analyse qui vient d’étre résumée nouas fait connaitre Iallure des
fonctions méromorphes nouvelles (irréductibles aux fonctions ration-
nelles ou trigonométriques) que définit I'équation de Riccati. Ces fone-
tions sont, & la transformation (3) pres, des fonctions asymptotes aux
fonctions circulaires. L'intérét de ce fait apparaitra plus loin lorsque
nous constaterons que les fonctions méromorphes nouvelles détinies
par les équatious du second ordre (fonctions de M. Painlevé) sont, &
une transformation (3) prés, des fonctions asymptotes aux fonctions
doublement périodiques.

Dans les paragraphes qui vont suivre, je prendrai comme type
d’équation (2) I'¢quation
(6) Y’+2/)—§T:Yz+x,
qui définit les fonetions de Bessel. Quoique ces fonctions aient été
I'objet de nombreux travaux, les faits qui vont nous occuper n’ont

(1) Une seule branche d’intégrale tend vers la seconde racine du trinome. Cf. loc. cit.
( Legons, ete.), p. bo et suiv.
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gucre attiver Pattention des analystes; ils ne sont pas, en ellet, en
rapport direct avee les propri¢iés fondamentales de Uéquation linéaire
qui correspond a 'équation (6); leur importance se manifestera lorsque
nous étudierons des équations du second ordre analogues 4 (6), mais
non réductibles d des équations linéaires.

2. Les fonctions de Bessel et 1'équation (A).

Considérons I'équation

(6) Y/-I—?,/)—;—':YZ-FI,
(lue nous éCI'iPO“S aussl

5 bi : Y v o,
(6 bis) Y+p.+f>,XMY + 1, IJ-+‘-"W"/).

L’équation (6) est intégrable au moyen des fonctions de Bessel. On
/

12
posec Y= — —, et I'on a

!
(7) u”-—l—').p%»ku:o.

Les intégrales se réduisent, comme on sait, 4 des fonctions ¢lé-
mentaires lorsque p est entier. D’une maniére générale, si p n’est pas
an entier négatif, on a les deux intégrales particulicres

X2 X &
h=r— 2(2p 1) + a.4(op 1) (2p +3) e
- X* X# -
, = X1 -2p _ - P I
“r=X _' 1—2(2/)——3) iQ;z..(,(:)./;-~3)(2p——5)+ _|
Faisons, d’antre part, le changement de variables :
3 ” P2
& == @’ = x %
(%) y=«Y, X L

nous obtenons I’équation
(9) Yy =yt at,

¢quation dont les intégrales sont méromorphes pour toute valeur
positive de w.
Ainsi la fonction Y (), si p. est un entier pair, ou la fonction Y*(z),
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. . . . . , v+ 2
si v est un entier impair, est une fonction méromorphe d’ordre {—5——

. . , -+ 2

(¢f-§ L, cas 11, p. 278). La fonction y (z) est également d’ordre 222
Nous nous attacherons spécialement, dans la suite, aucas ou p. =1,

c¢’est-a-dire a I’équation

(A) Y =y*+x,

que le changement de variables

3 _
(10) X:%x"’, y=\xY
transforme en
! oy l ,Y — Y2
(A Y’ A IX Y241,

Montrons d’abord comment les intégrales de (A”) et de (6) sont
asymptotes aux fonctions tang (X — X,) et comparons-les &.ces
fonctions.

3. Distribution approximative des zéros et péoles de grand module
d'une intégrale Y (X).

Plagons-nous dans P'un des demi-plans limités par Paxe réel du
plan X, et, dans ce demi-plan, considérons les régions ¢loignées
ol | X~*| <&, e étant donné arbitrairement petit. Nous allons voir que,
dans ces régions, les zéros et les poles des intégrales Y (X) de 'équa-
tion (6) sont approximativement distribués comme ceux des fonctions
tang (X — X, ). En joignant ces zéros ou ces poles deux a deux, on
obtient une ligne brisée asymptotiquement parallele & Paxe réel, et,
lorsqu’on s’éloigne indéfiniment sur cette ligne brisée, la distance de
deux zéros ou poles conséeutifs tend vers =.

Vérifions ces faits en ce qui concerne les zéros. On raisonnera de
méme sur les poles en faisant le changement de variable Y = Z~'.

Partons d’un point X, (de module supérieur & ey o Y =o0. Au
voisinage de ce pointlafonction Y (X) varieapproximativement comme
tang (X —X,), puisque, dans’équation (G), le terme en 5 ostlres petit.

Or comment se comporte la fonction Y = tang(X — X, ) pour X

Ann. Ee. Norm., (3), XXX. — Juiy 1913, 36
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variant de X, & X, + =*? Le point représentatif de cette fonction déerit
un lacet fermé issu de I'origine et entourant 'un des points Y = ==1.
Appelons A ce lacet que, pour fixer les idées, nous supposerons traceé
autour du point + ¢ et tout entier d distance finie (hornée) de ce point;
soient /lalongueur du lacet, 2 une limite supéricure de [ tang (X — X))
sur ce conlour, et £ une limite inférieure de [tang’ | ou [tang® +1 |

Le lacet A ¢tant ainsi défini, faisons civeuler sur ce lacet le point Y
qui représente Uintégrale Y(X) de (6). Tant que Pon a, pour Y
variant sur (A),

, k s ,
) R T E CET TP P

Iéquation (6) donne (')

Y’ S/)/u I i ’_/\ﬁ _ l(;p’/thE_
SEErl B e R a7 1 =i

d’ott on déduit, pour un point Y quelconque du lacet A,

1()/)/1[5

(12) [arctangY — X =X, | << —i

Or, on peut toujours prendre € assez petit pour que I'incégalite (r2)
entraine comme conséquence les diverses inégalités (r1). Done elle ne
cesse pas d’étre vérifice tout Ie long du lacet A A Pextrémite du lacet (,
X prend une valeur X, qui est un zéro de la fonction Y (X), et 'on a

I() //llE
(X X,) — | < 102
Xl - XU ’ Py —
Le rapport — tend wvers Uunité lorsque <, ou X,, augmente
indéfiniment.
Ayant ainsi défini le point X, nous délinirons semblablement des

(1) Pour étudier les propriétés asymptotiques des inlégrales de (6), on peul aussi faire

le changoment de variable Y = II —f—},é. La fonetion 1L( X)) satisfait & I'équation
W=t = (1 - p) X2,

dont le second membre est de l'ordre de grandeur de [ X |2, quelle que soit la valear
de II,
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points Xy, Xy, ..., X |, X, ... tels que les différences
No— (X, + 2m), Ny — (X, -+ 3m), e, X —(Xy—m)

soient de Pordre de grandeur de e. Ces points sont les sommets d’une
ligne brisée qui s’é¢loigne indéfiniment dans les deux directions réelles.

Ces conclusions s’appliquent, nous I'avons dit, aux poles de Y(X)
comme a ses zéros. Nous allons désormais, au lieu des zéros, envi-
sager les poles, qui sont les zéros de la fonction enti¢re « dont (—Y)
est la dérivée logarithmique.

Al

Ligne de péles. — Considérons le demi-plan situé au-dessus de
Paxe réel, et partons, en particulicr, d’un pole X, (de module supé-
ricur & ¢7') voisin de I'axe imaginaire. Si nous définissons comme il
vient d’étre dit les poles X,, X, ..., X_,, X_,, ... en faisant décrire
au point Y~' le lacet A (dans un sens ou dans I'autre), nous constatons
que, si | X,| est assez grand, tous ces poles ont un module supérieur
ae'5 on peut done leur appliquer, & tous, les caleuls faits plus haut.
Ainsi, la ligne brisc¢e ..., X_,, X, X, ... qui joint ces poles est une
ligne, indéliniec dans les deux sens, asymptote & deux droites paral-
Itles & I'axe réel : nous appellerons cette ligne ligne de péles.

Lalignede poles, construite comme il vient d’étre dit, est composée de
segments rectilignes. On peut la construire autrement en la définissant
comme le chemin indéfini décrit par X lorsque le point Y=' tourne indé-
finiment (dans 'un ou I'autre sens) sur le lacet A défini plus haut.

Je dis que, lorsque X s'éloigne indéfiniment au-dessus de la ligne de
poles,la fonction Y (X) [celle qui est infinie en X | ne peut plus présenter
de poles et tend vers la limite Y =1, comme il arrive pour la fonction
tang (X — X,).

Pour démontrer cette proposition, nous ferons d’abord la remarque
suivante. Appelons v, v" les cercles du plan Y qui ont pour centres les
points Y = == ¢ et pour rayon une petite longueur donnée «. Amenons
le point Y de Uinfini au contour y le long d’un rayon et faisons-lui
décrire indéfiniment ce contour dans 'un ou 'autre sens. Quel estle

I

chemin correspondant décrit par X & partir de X,? Le (') point X,

(1) La méthode de caleul exposée plus haut conduira directement a ce résultat.
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s’¢loignant de X,, prend, lorsque Y atteint le contoury, une position X’
quieststrement au-dessus de laligne de poles si e est assez petit. [ décrit
ensuite une ligne £ , que 'on peut indéfiniment prolonger dans les deux
sens etui est nécessairement tout entiére située au-dessusde lalignede
poles. En faisant franchir cette ligne & X, on rapprocherait Y de z.
Opérant de méme avec y', nous obtiendrons une ligne ¢/, tout enticre
située au-dessous de la ligne de poles, ligne £/ qui est décrite par le
point X lorsque Y tourne indéfiniment sur y'. Si X franchissait cette
ligne, Y se rapprocherait de — 7.

De ces remarques je conclus tout d’abord que Y(X).n’a pas de poles
au-dessus de la ligne de poles définie plus haut. Supposons en
effet qu'elle en ait : Y(X) admettra alors une seconde ligne de
poles, située au-dessus de la premicre, telle qu’il n’y ait aucun
pole entre elle et la premicre ligne de poles; silon s’¢leve alors
de la premicre & la seconde ligne de péles, on franchira suc-
cessivement une ligne ¢ sur laquelle |Y —7|= «, puis une
ligne ¢', sur laquelle |Y + 7| =a; mais, d’aprés les remarques
faites ci-dessus, il y a nécessairement entre £ et ¢, des points ot
Y est infini; on en déduait existence d’une ligne de poles située entre
£ et £ et, par conséquent, située entre la premicre et la seconde ligne
de poles : conclusion qui est en contradiction avec nos hypothéses.

Vajoute que Y tend vers ¢ lorsque X s’ élovgne indéfiniment au-dessus
de la lignede poles (*). En effet, au-dessus de la ligne £ qui correspond
ala ligne de poles considérée, Y se rapproche de 2. Supposons alors
que, pour des valeurs arbitrairement grandes, X', de X, la dillérence
| Y — | surpasse un nombre donné . En faisant varier Y-* de | Y(X')]~*
a o, puis le long du lacet A défini plus haut (p. 282), on définira une
nouvelle ligne de poles située tout entiere au-dessus de ¢ et, par
conséquent, au-dessus de la premiére ligne de poles : or nous venons
d’¢tablir qu’une telle ligne de poles ne saurait exister.

Deplacement de la ligne de piles. — Ayant ainsi déterminé allure de

la fonction Y(X) au-dessus de la ligne de poles qui passe par X,

(1) La réciproque n’est pas vraie. Lorsque le point Y tlend vers Z, le point X ne
8'éloigne pas nécessairement vers I'infini comme il arrive pour la fonction tang (X —X,).
Poir & ce sujet.Ja fin du paragraphe 3 bis.
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voyons maintenant ce que devient cette ligne lorsque le pole initial se
déplace avee continuité.

Dapres les théorémes relatifs & la continuité des intégrales, toute
la ligne se déplace d’une maniére continue lorsque X, varie.

Si X, tend vers Uinfini dans une direction non paralléle & I'axe réel
(et au-dessus de cet axe), tous les sommets de la ligne de pdles tendent
vers ’infint en méme temps.

Supposons au contraire que X, descende au-dessous de la ligne
de poles initialement considérée. Les caleuls que nous avons
faits plus haut ne sont, on se le rappelle, applicables au voisinage

de X, quautant que | X, | > ', Lors donc que X, se rapproche
de I'axe réel, la détermination des poles ..., X, .., X,...ne peut
plus étre faite comme tout & I’heure. Par contre, les poles X_,, X, de
grand indice auront sturement un module supéricur & €', et nous
pourrons toujours en déduire la suite des poles X-_(,LH), f-(nﬂ), ... et
X,ots K,,H, .... En d'autres termes, notre ligne de péles initiale se
décompose en deuzx demi-lignes de poles, asymptotiquement paralleles
a Uaxe réel, ’cloignant indéfiniment, Uune vers la droite, autre vers
la gauche. Entre ces deux demi-lignes de poles, il y a une lacune que
les caleuls effectués plus haut ne nous permettent pas de combler.

Développement des intégrales par rapport aux puissances de p. —
Les intégrales Y(X) de Péquation (6) sont développables par rapport
aux puissances de p, sousla forme Y=Y, +pY, +p*Y,+ ..., les
coefficients étant définis par des ¢quations différentielles linéaires, et
le développement convergeant sur tout chemin ot les intégrales sont
holomorphes.

Faisons en particulier Y, =1, et supposons que X s’éloigne indéfi-
niment au-dessus de la ligne de poles considérée ci-dessus. Dans ces
conditions, Y est holomorphe au voisinage de Pinfini et tend vers ;
done le développement en puissances de p est convergent, quel que
soil p, pour les grandes valeurs de | X|, et les coelficients Yy, Yo, . ..
sont des fonctions de X qui tendentvers zéro sur le chemin considéré.

Cette conclusion §’étend immédiatement aux intégrales de I'équa-

tion
Y=Y*+1+po(X),



286 P. BOUTROUX.

ot 2(X) est une fonction rationnelle ou algébrique de degré négatif.
L’étude asymptotique de cette équation est identique d 'étude asymp-
totique de Péquation (6).

Les diverses propositions qui précedent s'appliquent au demi-plan X
situé awu-dessus de 'axe réel. Awu-dessous de Paxe réel, les choses se
passent de la méme maniére. Si X, a une partie imaginaire de grand
module, on peut définir une ligne de poles qui s’¢loigne indéfiniment
de part et d’autre de X, : pour X tendant vers U'infint au-dessous de
cette ligne de poles, Y [c’est-a-dire Uintégrale Y(X) qui admet X,
comme pole] tend vers —i. Si ensuite X, se rapproche de Iaxe réel, la
ligne de poles se décompose en deux demi-lignes de poles.

3 0is. Définition d'un réseau de bandes #.

De la construction des lignes de poles résulte immédiatement,
a droite et 4 gauche de 'axe imaginaire du plan X, la construction
d'un réseau de régions &, en forme de bandes, dans chacune des-
quelles Y prend une fois toute valeur donnée (vodr Introduction, p. 270
et sulv.).

Placons-nous d’abord dans la région (limitée par une paralldle i
Paxe imaginaire) ot (') la partie réelle R(X) > e=*. A partir d’un point
quelconque, X,, situé dans cette région, nous pouvons définir une
demi-ligne de poles qui s’éloigne indéfiniment vers la droite. Appli-
quant alors & cette demi-ligne de poles le raisonnement développé plus
haut : nous voyons que si fe point X (sans sortir de la région ou
R(X) > e") s¢loigne indéliniment au-dessus ou au-dessous de la demi-
ligne de poles, Y reste fini et tend vers +7 ou — 7. Mais de quelle
manicre ? Il est facile de voir que si Y tend vers == ¢ suivant un rayon
ou suivant un chemin qui ne s’enroule qu’un nombre fini de fois
autour de ==z, X ne devient pas inlini, mais (end vers une limite
finie. Lors donc que X s éloigne indefiniment, Y tend vers =i en s’en-
roulant awtour d’un ensemble infini de points critiques v convergeant
vers ==1. CGes points criliques correspondent aux valeurs Y pour

(*) Sur la définition du nombre ¢, voir lo paragraphe précédent.
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3 Y \7 2 Y N L - i »
lesquelles Y2+ 1 — 2p < = o [voir 'équation (6)]. Ils sont tous algé-

briques et chacun d’eux permute deux déterminations [car on ne peut
adY d*Y
I'ordre ou ils permutent la suite des poles X,, X,, ..., une séric uni-
linéaire ..., n_,, 7,, 7, .... Ainsi, I’aprés une terminologie que jai
proposce ailleurs ('), les points == ¢ sont, pour la fonetion X(Y) des
pounts transcendants indirectement critiques de la premiere espéce et de la
premicere sorte.

Menons alors, dans le plan de la variable Z = Y=', une coupure cn
spirale passant par Y '=o et allant vers + ¢ et — ¢ en s’enroulant,
a ses extrémités, autour des deux suites de points..., 07), 170, 0 --. €t
ooy Mo Motas -+ | points critiques de X(Z)] qui convergent vers —+ ¢
et — 7. On conslate qu’a ce chemin du plan Z correspond, dans le
plan X, une série de lignes ..., L,, L,, L,, ... qui vont de I'infini
(au-dessous de axe réel) a Pinfint (au-dessus de Paxe réel) en

avoir simultanément =o]- Ils forment d’ailleurs, dans

passant par les divers points ... X,, X,, X,, .... Ces lignes ne se
coupent pas entre clles et sont asymptotiquement paralleles a Iaxe
imaginaire. Elles d¢limitent (*) une série de bandes & dans chacune
desquelles la fonction Y(X) prend une fois et une seule (oute valeur
donndée.

4. Description compléte des intégrales des équations (A) et (A').

Lorsque p. = 1, I'équation (6 bis) devient I'équation (A’) transformée
de (A) par le changement de variables (10) (voir § 2, p. 281). Envi-
sageons les fonctions Y(x) et y (x) correspondantes et proposons-
nous d’étudier leur allure dans tout le plan de la variable X ou 2.

Soit d’abord Y (X) une intégrale de (A") qui présente une ligne de
poles arbitrairement éloignée au-dessus de P'axe réel. Nous avons vu
que si X tend vers Pinfini au - dessus de cette ligne de poles, Y tend
vers ¢ et ne peut plus présenter de poles. D’autre part, si X tend vers

(V) Cf. mes Legons, cle., Ghap. HI, et le Mémoire cilé a la nole suivante.
(2) Sur cetle déeomposition du plan en bandes &, voir P. Bourroux, Ann. Scient. de
U Ecole Norinale supéricure, 19o8, et dctes du Congrés de Rome.



288 P. BOUTROUX.

Iinfini au-dessous de I'axe réel sans que sa partie réelle devienne
inférieure & = (voir p. 285), Y tend vers — 7 et ne peut non plus pré-
senter de poles. Ainsi, & supposer que nous fassions varier X d'une
maniére continue i partir d’un point de notre ligne de poles pris
a droite de I'axe imaginaire, et suivions notre intégrale Y(X), nous ne
pouvons rencontrer unc nouvelle ligne de poles, ou, plus exactement,
une nouvelle demi-ligne de poles, qu'a gauche de I'axe imaginaire et

aprés avoir tourné autour de Porigine (feg. 2). Si nous partions par
la gauche, la conclusion serait la méme.

Transportons - nous maintenant dans le plan x (cn posant

X = —3 .CLl .
dehors de Torigine, les mémes poles que Y (). Appelons OA I'axe
réel positif du plan 2, OB et OC les demi-axes qui font avee OA les
fm
3

et considérons la fonction méromorphe y(x) qui a, en

2T . oY . , r c 1 \
angles —=» (fig. 3). A l'intégrale Y (X) considérée tout a Pheure,

Fig. 3.

- ()\\
C 2

présentant une ligne de poles arbitrairement é¢loignée au-dessus de

I"axe réel, correspond une intégrale Y(X) ou y () qui présente une
. - . . /A\.
ligne de poles arbitracrement éloignée dans Uangle ABO et est asymplo-

tquement paralléle aux axes OA, OB. En dehors de cette ligne, y(z)
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ne peut plus avoir qu’'une demi-ligne de pdles asymptotiquement paral-
léle & OC.

Lorsque 2 tend vers Pinfini au-dessus de la premicre ligne de
poles [direction de la fleche (1)], Y tend vers ¢ et y vers iV, la
détermination du radical étant arbitrairement choisie (on a deux inté-
grales différentes suivant que I'on affecte le radical d’un signe ou de
P'autre). Lorque « tend vers I'infini dans la direction des fleches (2)
ou (3), y tend vers == iy, le signe du radical changeant chaque fois
que I'on franchit une demi-ligne de poles.

N
Lorsque dans I'angle ﬂ)li\, la premiére ligne de poles s’éloigne
indéfiniment, la fonction y(«) devient, & la limite, uNe roxcrioN
MEROMORPHE QUI N'ADMET, EN TOUT ET POUR TOUT, QU UNE DEMI-LIGNE DE POLES
ASYMPTOTIQUEMENT PARALLELE A OC. Nous appellerons cette fonction :
intégrale tronquée de I'équation (A) (vide infra, § 5, p. 291).

Lorsque la ligne de poles initiale se rapproche de I'origine, elle se
décompose, comme nous 'avons vu plus haut (§ 3), en deux demi-
lignes de poles. Considérons en particulier la demi-ligne de poles
asymptotiquement parallecleAOAetfaisons-lapénétrer dansl’angle A/O\(
lorsqu’elle s’abaisse dans cet angle, la demi-ligne rejoint la demi-
ligne de poles asymptotiquement parallele & OC; elle forme avec elle
une ligne de pdles, tout entiére située dans I'angle A/O\C, et dont tous
les points tendent ensemble vers Dlinfini; & la limite, on a une
intégrale tronquée, y(z), qui n’admet, en tout et pour (out, qu'une
demi-ligne de poles asymptotiquement parallele & OB.

. . N .

En faisant tendre vers I'infini, dans I'angle BOC, les deux demi-

lignes de poles paralltles 3 OB et OC, on aura une troisicme intégrale
tronqude.

5. Intégrales réelles; intégrales symétriques et intégrales tronquées.
Lorsque p est réel (') dans I'équation

(6) Y’—i—-zl);:,:Yﬂ—-}—:,

(1) i est alors réel dans I'équation (6 bis).
Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — JuiLLer 1913. 37
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toute mtégrale Y(X) qui présente un pole sur le demi-axe réel positif
du plan X est réelle sur tout ce demi-axe. Il en est de méme de la
transformée y (), intégrale de (g), sur tout Paxe réel.

L’é¢quation (6) admet, en particulier, deux intégrales réelles remar-
quables qui sont méromorphes dans tout Ie plan X. Ce sont, au signe
pres, les dérivées logarithmiques des fonctions enti¢res «, (X), u,(X)
définies plus haut (§ 3, p. 280) comme solutions de I'équation
linéaire (7). Nous les appellerons Y, ,), Yy, et les écrirons :

Y’/’:: [(1/,X -t (C:;/,Xa"{"‘. .y

ap —1

Y‘J/:T:-—— X

4+ 0, X 4 0y, XP

les coefficients a et & ¢tant définis par les égalités

cyp (1 -Fap) =1, bip(1 +2—ap) =1,

Wyp(3 A= 2p) == aj,, Dyp(3 4= 0 —ap) = b3,

qui montrent que 'on a 'identité

20 =1
Yz/l === Yi(l—/n) A

G
Vs

Tous les poles des intégrales Y,, et Y,, sonl situés sur 'axe réel.
Ces intégrales sont asymptotes a des fonctions tang (X — X,) ot X, est
réel.

Appelons, en particulier, Y, et Y, les intégrales méromorphes de
équation (A") correspondant aux valeurs p.=1, p= ;; Effectuons
le changement de variables (10) et considérons les fonctions y, (o) et
y. (@) transformées de Y,, Y,. Ces fonctions sont symétriques par
rapport aux trois demi-droites OA, OB, OC ( fig. 2, p. 288 ); leurs poles
sont tous situés sur le demi-axe véel positif OA et sur les demi-axes
0B, OC.

Désignons done par @, @yy ..oy by by ooy ¢y oy oo (fige ) les
poles de Pintégrale y, (qui est, en outre, infinie & 'origine); puis
déplacons le pole a, avec continuité sur I'axe réel en le rapprochant
de I'origine : nous allons nous demander ce que devient Uinitégrale
réelle y(x) qui varie d’une maniére continue a partir de Uiniégrale

Y ().
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Nous avons

du
(13) ‘y:—!—/?/u (e = kyug+ kywy),
k, et k, étant deux constantes, et w«,, u, étant les fonctions entitres qui
ont pour dérivées logarithmiques y, y,. A toute position réelle du

R , k .

pole @, correspond une valeur réelle de /—' et, par conséquent, une
intégrale y () dont tous les poles sont réels ou imaginaires con-
juguds.

Lorsque a, se rapproche de lorigine, Uintégrale y présente, au vol-

Iig. 4.

a, a, A

sinage de Porigine, sur 'axe réel négatif OA’, un pole «,, pole qui
coincide avee Porigine pour y(x) = v,(x). Ce pole s’¢loigne indéfi-
niment sur OA’ sans jamais rétrograder. Daillears, lorsque @, devient
nul, y(a) coincide de nouveau avee y, (). On en conclut qu’il y a,
entre la position initiale du pole a, (correspondant a Pintégrale y, ) et
Porigine, une position intermdédiaire, «), de ce pole pour laquelle «,
est rejeté & Pinfini sur le demi-axe OA’. Pour celte position inlermé-
diaire (qui est unique) tous les poles b, b,, ..., ¢,, ¢y, ... sontsimul-
tanément rejetés a Vinlini ¢ Pintécrane y (@) NA PLUS QUE DES POLES
REELS POSITIVS, ¢, &,, ...; clle est rroNquie (voir § 4).

Nous d¢finirons de méme une iniégrale tronquée y,(x) dont tous les
poles sont sur le demi-axe OB et une intégrale tronquée y.(x) dont tous
les péles sont sur le demi-axe OC.

On deduira facilement de Pégalite (13) qu'il n’y a pas d’autres inté-
arales tronquées que Pintegrale réclle y, () el les intégrales y,, y..

[

. . I3
A ces (ros lll(,(,‘,g['}.tl(.‘,s (i()l'l'(“Sp()[l(l(ﬁll(, trois valeurs du 'ilpp()l'[, 7——1 .
Y2
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6. Le réseau des bandes R.

Nous allons maintenant pouvoir achever, pour les intégrales des
¢quations (A") et (A) la détermination du réscau de bandes & (voir
§ 3 bis) dans lesquelles Y (ou y) prend une fois toute valeur donnée.

Considérons, par exemple, une fonction Y () ou y(x) qui a une
demi-ligne de poles a,, a,, ... sur le demi-axe réel OA et une ligne de

poles ¢loignée dans angle OBC.
Prolongeons, suivant OA’, OB’, OC’ les demi-droites OA, OB, OC
(fig. 5). L’analyse faite au paragraphe 3 bis établit existence d’un

Fig. .

c'
17 Latnen
5,

—A

n¥y

72

e
réseau de bandes & situces dans Pangle B'OC. Ces bandes sont
limitées par des lignes infinies ..., 4, lynar)y -+~ qui ne se coupent
pas entre elles et sont asymptotiquement paralleles & OC” et OB’ (vour
au § 3 bis la définition des lignes L du plan X qui se transforment en
lignes ¢ du plan x). Nous aurons un second réscau de bandes &

o . . , Yy
(limitées par des lignes ..., l, lypry ---) dans Pangle A’OC’ et un

troisicme réscau dans 'angle A’OB’.
[>]

Cela pos¢, déplacons comme tout & Uheure le pole @, sur 'axe réel
vers I'origine et au deld. Les poles ay, ..., a,, ... resten( tous réels et
se deplacent simultanément vers la gauche. Les autres poles, deux
deux imaginaires conjugués, continuent a former une ligne de poles
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PR
dans I'angle BOC. De Ia, et des résultats obtenus au paragraphe pré-
cédent, nous tirons les conclusions suivantes :

1° Leslignes ..., L1y bons logurnys - - - s€ déplacent et se déforment
avec continuité tout en conservant leurs propriétés ; elles ne se coupent
Jamais entre elles et restent asymptotiquement paralleles a OB', OC
(Y tendant vers ==z sur leurs extrémités); elles délimitent toujours
(quelles que sotent les positions réelles de a,_,, . . ., a,,,) des bandes & ou
y prend une fois toute valeur donnée.

2° Donnons & @, une grande valeur négative. 1l résulte de ce qui
précede que les poles a,, ..., a, sont tous positifs. Appelons /,, la
ligne /, qui passe par «,; cette ligne se compose de deux parties que
nous pouvons prendre imaginaires conjugucées (/fig. 0). Considérons,

Fig. 6.

d’autre part, la demi-ligne supérieure L, prolongee le long de Uaxe réel
négalt/, COMME UNE LIGNE [, ; au-dessus de cette ligne nous pouvons
construire un réscau de bandes & limitées par des lignes 4, 4, .. ..
La dewmi-ligne inféricurel,,, prolongée suivant a, A’, lournira de méme
une ligne 4, au-dessous de laquelle nous avons un troisi¢me réseau de
bandes &. Le plan x se trouve ainsi, dans sa totalité, décomposé en
régions f.

Cela dit, supposons que @, (cessant d’etre réel) se déplace avec
continuité d’une manicre quelconque : les trois réseaux de régions &,
en se déformant, resteront toujours agencés el rattachés de la méme
maniére; d’ailleurs les régions & éloignées et ‘lcurs fronticres seront
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toujours disposées comme il a été dit au paragraphe 3 bis et jouiront
des propriétés énoncées dans ce paragraphe.

Lorsque @, occupe la position @ (fig. 3) y coincide avec 'intégrale
tronquée v,, et les lignes {, el 4. sont toutes rejetées i I'infini : en ce
cas, i/ 'y a plus aucune ligne | @ gauche de [, ; les régions & situées a
droite de cette ligne subsistent seules.

DEUXIEME PARTIE.

FONCTIONS DU TYPE BIPERIODIQUE OU ASYMPTOTES AUX FONCTIONS ELLIPTIQUES.
PREMIERE EQUATION DE M. PAINLEVE.

7. Equation asymptote a 'équation Y"=—=6Y*— .

Apres les foncetions du type monopériodique qui sont asymptotes i
des fonctions circulaires, il convient d’étudier les fonctions du type
bipériodique dont I'allure et la structure sont celles des fonctions
elliptiques (woir Introduction, p. 272 et suiv.). Nous ferons tout d’abord
porter notre analyse sur les plus simples de ces fonctions, et, en parti-
culier, sur celles qui se raménent (moyennant un changement de
variables algébriques) aux premicres fonctions de M. Painleve, inté-

Partons de la fonction p(X) comme nous sommes partis de la fone-
tion tang X aux paragraphes 2 el suivants. Je supposerai, pour fixer
les idées et simplifier Pécriture, qu’on ait choisi les périodes de p(X)
de maniere que cette fonction vérilie 'équation differentielle

d*Y :
14 e 2 O Y2 — 6.
(14) He
En ajoutant au second membre de cetie équation certaines fonctions
de X, Y, Y qui tendent vers zéro avee | X| ', nous pourrons former
des ¢quations différentielles dont les intégrales Y (X)) seront asymp-
totes (') aux intégrales de (14) pour les grandes valears de X.

() Voir a Plntroduction, p. 273-274, la définition des familles de fonclions asymplotes.
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Des considérations que nous développerons dans la cinqui¢me

Partie de ce travail montrent qu’en eflectuant au besoin une transfor-
mation, homographique en Y, algébrique en X,

Yi=Y 4+ ¢(X,Y), Np= X +d(X),

ou les fonctions o et ¢ sont, par rapport & X, de degré négatif, on
peut toujours ramener la fonction complémentaire [ajoutée au second
membre de (14)] & un polynome du second degré en Y, Y'; ce poly-
nome ne peut contenir ni terme en Y'*, ni terme en YY'; il est donce
de la forme p,Y*+p, Y + ¢, Y + p,, oU p,, pys Psy ¢4 sont des fonc-
tions algébriques de X qui tendent vers zéro avec | X—[. D’ailleurs, en

6

effectuant la transformation Y = Y, (qui définit les Y, comme

6+ p
asymptotes aux Y), nous pouvons an lglfller' le coefficient p,.

Nous placant, pour simpliﬁér I'exposition, dans le cas ou les fone-
tions py, py, ¢, sont rationnelles ('), nous allons montrer qu’effecti-
vement les intégrales de 'équation

d*Y <
TXE 2 BY2— 06+ Y Y+ py

(15)
sont asymptotes aux intégrales de I'équation (14). Plus précisément
(¢f. Introduction, p. 274-275) : _

1° Les branches d’intégrales Y(X), suivies sur un ensemble de
rayons convergeant vers I'infini sont semi-méromorphoides (*); excep-
tionnellement elles peuvent étre méromorphoides ou méromorphes.

2° Soit X, un point de grand module ot une intégrale Y(X) prend
une valeur v (la dérivée Y ayant une valeur %'). La branche de fone-
tion inverse X(Y) suivie, & partir des conditions initiales 0, X, sur
un ensemble de rayons convergents quelconque du plan Y, se rap-
proche arbitrairement d’une intégrale elliptique lorsque |X,| devient
arbitrairement grand. Il ne peut en étre autrement que pour une
classe particulicre d’intégrales que nous étudierons & part, les inté-
grales tronquces (vorr la fin du présent paragraphe).

(1) Les démonstrations sont les mémes si po, pi, ¢1 sont des branches de fonctions
algébroides en x = » comme il sera supposé dans la cinquieme Partie.
(%) Foirle sens de ces Lermes, Introduction, p. 268.
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Placons-nous A Pewtérieur d’une circonlérence qui a son centre &
Porigine et un rayon égal & e='; ¢ étant donné arbitrairement petit.
Nous allons é¢tudier les intégrales de équation (15) & Pextérieur de
cette circonférence.

Les fonctions rationnelles p,, p,, ¢, de X étant de degré au plus
égal & — 1, on peut trouver un nombre positif a tel qu’on ait & I'exté-
rieur de la circonférence considérée

Ipl<alX-tL |pl<alX-t, lgl<a|X-).

Partons d’un point X, ot Y prend une valeur v; nous supposerons
cette valeur bornée en module, tandis que e (et par conséquent|X,|*)
peut étre arbitrairement petit.

Appelons 7' la valeur initiale de Y et posons 9* — 4n® + 127 =D.
Nous supposerons le module | 1| non nul et, plus précisément, pour fixer

4

les idées, supérieur @ €. Désignons, d’autre part, par p,, la fonction
elliptique, intégrale de I'équation Y*= 4Y* —12Y + D, qui prend
la valeur 7 en X,.
Nous allons étudier sur un chemin quelconque issu de X, I'inté-
grale Y(X) de (15) que définissent les conditions initiales X,, v, v’
Multipliant I'équation (15) par 2'Y’ et intégrant, nous avons

. X
(16) Y=Y —12Y 4+ D 2f (Y 4+ P YY 4 po Yy dX,
Xy

ou encore

Y
(16 bis) Y2=(Y—12Y 4+ I) =+ 2/ (g Y -+ p, Y -+ py) dY.
n

Dans cefte équation, considérons Y comme la variable indépen-
dante, ct faisons-lui décrire, & partir de la valeur v, un chemin arbi-
traire L, de longucur L Désignons par A une limile supérieure du
module | Y| sur ce chemin, par £ et par 2" une limite inférieure et une

limite supérieure du module| Vi Y* —12Y + D
Suivant P'intégrale de (15) sur le chemin L, & partir de v et des
conditions initiales données, on voit que, tant qu’on a

k k'
(17) ;<[Y’|<2/¢’, —,:—<]4Y3——12Y+|)<[;/L’2, | X | >e~t,
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I’équation (16 bis) donne

(17 bis) [ Y2—4Y2+12Y — D | < (28 + A +1)ale
ou

. Y'2 8M+4Hh+ 4
(17 lel) m——l <———]l_—,?—(llr..

Divisant par Y’ et intégrant, nous obtenons

S(2hA 4+ N —+1)

al?e.
A./:S

(18) [arg. pon(Y)—X]| <
Cela dit, supposons le chemin L (que déerit Y) tracé de telle sorte
(u’on ait sur ce chemin
(ol 4+-h +1 —.’,
(19) ———/n———j e 3
Iinegalite (18) s’éerit alors
(18 bis) [arg. pon (Y) — X | < Ve,

et elle entraine comme conséquences les diverses inégalités (17) sur
le chemin L mais elle est elle-inéme conséquence de (17) s donc elle
ne cesse pas d’érevérifice tout le long du chemin L.

Interprétons cette inégalité en supposant, comme nous 'avons dit

plus haut, que la valeur initiale | | est bornée pour ¢ arbitrairement
4

petit, et que |[7'|>c*. Supposons en outre, pour commencer,
que D == 8 soit supérieur i ¢’ loge et que | D | <loge. .

Appelons a, b, ¢ les racines du trinome 40> — 129+ D et enlou-
rons-les ((Lmb le pldn Y) de trois petits cercles (') «, B, v ayant pour
ayon la longueur €. Puis faisons décrire & Y, & partir de v, un
chemin L quelconque, ne pénétrant pas dans «, §, v, sur lequel la
limite supérieure 4 de wricure @ loge, et dont la longueur /
soit inférieare & 4 /4. Ktant donnée l’hypoth(‘*se faite sur D et 4, on voit
que, sur le chemin L, la limite bUl)(‘I‘lbUI’(J nde | pg, | sera (pour les

petites valeurs de &) inféricure  3(loge)*; ‘1 lunlte inférieure £ sera

d’un ordre de grandeur supéricur ou égal & e

(1) Ltant donnée la valeur de D, ces cercles sont exlérieurs les uns aux autres quand e
est arbitrairement petit.
Ann. Ee. Norm., (3), XXX, — JurLer 1913, 38
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Dés lors, étant données les valeurs de A, 2/, & on voit que, si ¢
est suffisamment petit, Pinégalité (1) et, par conséquent l'inéga-
lité (18 bis), sera vérifice le long du chemin L considéré.

Périodes de la jfonction Y(X). -- Prenons, en particulier, pour
chemin L un lacet fermé A issu de 7 et entourant deux racines a, b
du trinome 47* — 127 + D. Cela est toujours permis pourvu que la

. . S

distance des deux points a et b aw point c svit supérieure a €. Nous sup-
posons d’abord qu’il en est ainsi (voir p. 297). Lorsque Y décrit le
lacet A, le point représentatif de la fonction arg.p,., va de X,
en X, + o, o désignant une période de la fonction elliptique pq .
Appelons, dautre part, X,, la valeur prise par Pinverse de Pintégrale
de (15) & Uextrémité du lacet. L'inégalite (18 bis) ¢tant verilice le
long de A, on a B

| Xip—Xg— o | < \/5-

- - Co , Xpp—X
Ainsi, pour des conditions initiales v, v données, e ravvonrt ———ﬂ—;——-ﬁ

TEND VERS L ONITE LORSQUE € ', oU X, AUGMENTE INDEFINIMENT.

Nous pouvons, bien entendu, choisir arbitraivement le contour du
lacet A pourvu que nous ne le fassions pas aller trop loin (nous avons,
en elfet, assigné des limites supéricures 4 [ Y] et & la longueur du
lacet) et que nous ne péndélrions pas dans les petits cercles o, §, v.
Nous prendrons d’ordinaire pour lacet A le chemin décerit par le
point Y = p, ,(X) lorsque X décrit le segment rectiligne X, X, + o.
Si toutefois ce segment passe trop pres d'un pole de p,, ou d'un
séro de p, 5, nous déformerons legérement A de manitre i contourner
ces points par de petits arcs de cercles dont les rayons seront (d’aprés
les conditions posées plus haut) arbitrairement petits avec e.

Mouvons maintenant X sur le segment X, X, ~+ o’ (je désigne

par o’ la seconde période de la fonction p, ) en contournant encore
par de petits arcs de cercles les poles de p,, et les zéros de p;, qui
pourraient s¢ trouver sur ce segment : le point Y décrira un lacet A’
qui contourne deux racines du trinome 47* — 1279+ D, soit les
racines b el.e. Paisque la distance des points b et e i est supéricure (1)

(1) I en est ainsi & cause de Phypothose faite sur D (¢est-a-dire sur 4'), »oir la nole
de la p. 297.
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1
4 ¢’, nous pouvons (racer le contour A’ de manicre d satisfaire aux

conditions énoncées plus haut. L'inégalité (18 bis) est alors satisfaite
le long de A" comme le long de A, et 'on a, en appelant X, la valeur
prise par U'inverse de U'intégrale de (15) a extrémité du lacet,

IX(” —_ Xo-—— o’ , << \/E.

Comme nous avons défini les points X,,, X,,, nous définirons
ensuite, en faisant toujours mouvoir Y sur les contours A et A’, une
strie de points X,,, Xy, ..., X,—,, ... tels que les différences

Xy —(Xpp+m), Xi —(Xg+o0+o), ...,
X——-l,o — (X, —w),

soient d’un ordre de grandeur inférieur & ye.

Nous appelons en particulier X,,, X,, X, ,, X, _, les quatre points
qu’on obtient Torsqu’on fait déerire 'Y, & partir de 7, le lacet A ou
le lacet A" dans le sens positil ou dans le sens négatif; et nous pose-

rons
Xy —Xo=o, Xoo —Xp= {’)fld

- o
X,._j,(, b ,\0 jmani ) BN ‘\0,‘1 — XO = 0_.

Nous dirons que o, (X,), ..., o (X,) sont les périodes de la fonc-
tion Y(X) au point X,. Ces périodes (') sont enticrement déterminées
lorsqu’on se donnele point X, et les valeurs n, D de Yet Y'*—4Y? +12Y
en ce point : ce sont des fonctions analytiques de Xy, n et D, fonctions
qui, pour une valeur fixe de D, tendent vers des nombres constants
lorsque X, augmente indéfiniment.

Nous poserons, d’autre part,

o[ X+ 0, (Xy)] =l (X),

o [ Xy -+ o1 X) ] = ol (X,),

o | Xo-+ o/ (Xg)] = ol o (Xy),
et ainsi de suite.

Nous sommes convenus plus haut de tracer les contours A, A" de
maniére que les chemins correspondants décrits par argp,, soient

(1) Cette extension du sens du mol période facilite beaucoup I'exposition qui va suivre
(ef. Introduction); elle est d'aillears conforme & I'6tymologie du mot.
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rectilignes, sauf toutefois au voisinage des poles ou infinis de pg,
que Pon contourne (si on les rencontre) par de petits arcs de cercles.
Faisons alors décrire 2 Y, dans le sens positif': d’une part, les lacets A,
puis A’; d’autre part, les lacets A’, puis A. Le point X représentant
I'intégrale de (15) va : d'une part, du point X, au point X, -~ o, (X,),
puis au point. X, + o, 0,(X,), ct, d’autre part, du point X, au
point X, + o’ (X,), puis au point X, + o, 0, (X,). Il n’est pas certain
que ce dernier point coincide avec X, + w, 0 (X,), mais il résulte de
I'inégalité (18 bis) que la distance des deux points est une quantité
comparable & Ve au plus. Complétons alors le dernier c¢oté du con-
tour déerit par X en joignant par un segment rectiligne le point
X+ w0l (X,) au point Xy+ o, 0w, (X,). Nous formons ainsi un
quadrilatére curviligne, Q, qui se rapproche d’autant plus d’un parallé-
logramme que X' et, par conséquent, = sont plus pelits.

Etude de la fonction Y(X) a Uintérieur du quadrilatére Q. — 1l
résulte de ce qui précede que Pintégrale Y(X) est holomorphe (') sur
les cotés du quadrilatére Q. Pour étudier cette intégrale & Pintérieur
de Q, il saffit évidemment de faire décrive & Y un chemin quelconque,
soit tout entier extéricur aux lacets A, A’, soit tout entier intéricur i
lun de ces lacets, et d’¢ludier la variation correspondante de la fone-
tion inverse X(Y).

Considérons d’abord un chemin L, issu de v, et intéricur & A ou
a A’ Tant que ce chemin ne pénetre pas dans les petits cercles o, f, v
qui entourent les points a, b, ¢, Uinégalité (18 bis) est applicable
sur L; la fonction X(Y) et son inverse Y(X) sont toutes deux holo-
morphes.

Lorsque Y pénctre dans le pelit cercle o, 'inégalité (17 ter) cesse
d’étre utilisable, mais nous pouvons encore appliquer Uinégalité (17 bis)
d’ott nous avons déduit (18). Cette inégalité montre que | Y'| reste

1

T

trés petit et est au plus de Uordre de grandeur du rayon de «, soit €
done X(Y) reste déterminé; la fonection Y(X) est holomorphe, et
Fona, pour Y intéricur 4 z, un zéro de Y auquel correspond un point

(') Le théoréme de Cauchy est applicable & I'équation (15) pour toules conditions
initiales finies pour lesquelles les coefficients py, py, ¢1 sont cux-mémes holomorphes.
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critique algébrigue simple de X (Y ). Les deux déterminations permutées
par ce point critique sont obtenues en appliquant U'inégalité (18 bis)
sur le contour du cercle a.

Nous rencontrerons pareillement un zéro de Y'(X) lorsque Y péné-
trera dans le cercle § ou dans le cercle y.

Considérons maintenant un chemin L, issu de v, et extérieur aux
lacets A, A’ [on tracera toujours ce chemin de maniére que sa lon-
gueur soit inférieure au quadruple de la limite supérieure de | Y|
sur L (vide supra, p. 297)|. Tant que, sur ce chemin, | Y |reste inférieur
a loge, incgalité (18 bis) est applicable; la fonction X(Y) et son
inverse sont holomorphes.

Supposons, d’autre part, qu’on atteigne un point Y =Y ayant pour
module logz. Appelons Y’ la valeur correspondante de Y', X la valeur
de X. L’inégalité (18 bis), élant encore applicable au point Y, montre
(6tant donné qu’on a supposé D < loge) que Y2 a pour valeur prin-
cipale 4Y*. Plus pn_’scisé.ment, la différence ——_;—12 — 1 est un infini-
ment petit en méme temps que e : nous désignerons celte différence
par e,.

Cela posé, faisons décrire 2 Y (& partir du point Y) le prolongement
du rayon quijoint Iorigine & Y. L’équation (16 4is) [ou Ion fait n =Y,
D=Y"*—4Y"+1 2—.\7‘] donne

. 2 T '
(20) Y——;——Y—Ii — 1= gy ~\Y7; 43 X—%j: -+ éY‘:“/; (g Y -+=p, Y+ po)dY.

En revenant & notve méthode de calcul ordinaire, nous voyons que,
tant qu’on a, par exemple ('),

Y-—.‘l Y/2
==

(1)

—1 l <2810 (voir, p. 296, la définition de a),

ae
Vioge
I'é¢quation (20) entraine (si | Y] est assez grand) I'inégalite

—3V 12
(22) ‘..Y___Y_‘_

4

VE
vi

1
_|l<loae|Y{ P 2g,

(1) Ji force a dessein les cocfficients numériques, leur déterminalion exacte n’offrant
point ici d’intérét. On remarquera que, pour les grandes valeurs de | Y | le terme prépon-

dérant de I’équation (20) est le terme Y—3 fq‘ Y'dY ot Y est de l'ordre de grandeur

de | Y l}
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et @ foruori 'inégalite (21). Done I'inégalité (22) ne cesse pas d’étre
vérilice lorsque Y déerit le rayon infini considere. Elle montre que le
point X tend vers une valeur finie déterminée X, suivant une courbe

qui admet en X, une tangente déterminée.

Remarque. — On observera que le calcul qui précede est applicable
lors méme que le module de X n’est pas supposé trés grand. Si, en X,

/—3Y/'2
4
restent bornés lorsque Y va vers | inflini en ligne droite, ¢’est-a-dire
si X ne tend pas vers un pole des fonctions p,, p,, ¢,, la diffé-

-3 Y12
[

Mais revenons & U'intéerale Y(X) étudice dans le quadrilatére Q, et
D \ 2

on a, par exemple, —1

> %; et si les modules | p,|, |pi], | ¢4]

rence — 1 tend toujours vers zéro et X tend vers une valeur X,.

supposons maintenant qu’a partir d’un point Y de module arbitraire-

- == .. = [ =4
ment grand [ ot Xaune valeur X voisine de X, et o Y = 2(1+¢) Y*,
¢ ¢tant arbitrairement petit avee Y- [, Y quitte le rayon ci-dessus
considéré et déerive une circonférence de centre Y = o. Quelque grand
que soit Y, Uinégalité (21) sera vérifiée sur le contour de cetlte circon-
férence, et X tournera autour du point X,. Ainsi, le point X, est un
infint isolé de U'tniégrale Y (X)), & condition toutefois que Pon ne fasse
pas tourner X une infinité de fois autour de X, (ce qui aurait licu si Y
décrivait une infinité de tours sur la circonférence passant par Y);
Uintégrale reste déterminée lovsque X tend vers X, sur un rayon quel-
conque.

Résumons les conclusions auxquelles nous conduit 'analyse que
nous venons de faire. Considérons, sur I'ensemble des rayons issus
de Xy, et d Uintéricur da quadrilatere Q, la branche d’intégrale Y (X)
définie par les conditions initiales X, 1, 7.

Tant que nous ne renconirons aucun infint de la branche suivie,
Y (X)) reste holomorphe ; Y (X) est encore holomorphe aux points oi Y'
s'annule; ces points sont, pour la branche considérée (dans ), au

nombre de trois, et sont respectivement situés au voisinage de a, b, ¢ dans
les petuts cercles ., 3, 7.

Lorsque nous rencontrons un infini, X,, de notre branche, ce point
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est un infint isolé et Y(X) y est rationaloide [il résulte de l'inega-

lite (22) que, sur tout rayon du plan X congergeant vers X,, le rap-
I

port Y / E\—:‘Z——)T tend wvers ['unité
A — X

< Ml n'y a d’ailleurs, pour notre

branche, a Uintérieur du quadrilatére Q, gu’un seul inlini X,. En effet,
lorsqu’a partir de fo, le point X s’éloigne sur un rayon quelconque a
Uintérieur de Q, p,, reste fini et U'inégalité (18 bis) redevient et ne
cesse plus d’étre applicable.

Dans tout le guadrilatere Q (le voisinage de X, exclus), la dife-
rence Y — p, ,, est arbiratrement pelile avec <.

Intégrales pour lesquelles D est voisin de == 8. — Pour construire
dans le plan Y les lacets A, A’, nous avons supposé plus haut que les
trois racines «, b, ¢ du trinome 47* — 127 + D élaient séparées par

¥ . T
des distances supéricures €. Pour qu’il en soit ainsi, il faut que la
dilférence D =8 soit supéricure & un certain multiple de €.
Pour D === 8, le trinome 47* — 12n -+ D a une racine double et la
fonction elliptique p,, dégénére en fonction circulaire.

Que se passera-t-il done si Nordre de grandeur de D == 8 devient

¢gal ou inférieur & e’? Soientael b les deux racines qui serapprochent

. . \ ’1' ’
I'une de Pautre. Si| 7| est supérieur & ¥, comme nous avons supposé
au début du paragraphe (][] restant born¢ pour ¢ arbitrairement

petit), nos calculs restent applicables & partir de Y =7 sur tout
i

chemin qui ne pénétre pas dans un petit cercle o, de rayon 2¢’,
déerit autour de 'un ou Pautre des points a, b, et qui satisfait,
d’ailleurs, aux autres conditions posces plus haut. En particulier, nos
calculs ne cessent pas d’cétre applicables le long du lacet A corres-
pondant & la période o; mais ils ne sont plus applicables sur le
contour A’, lequel est désormais forceé de passer a I'intérieur de «,
entre les points a ¢l b. )

On voit alors ce que devient le quadrilatere Q lorsque le mo-
dule |D = 8] Cou |D -+ 8]),- partant. d'une valeur finie quelconque,
déeroit avee continuité. La seconde période o’ devient de plus en plus
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grande et le quadrilatere Q, qui se déforme avec continuité et dont un
coté reste borné, s’allonge de plus en plus. En tous les points inté-
rieurs & Q I'inégalite (18 bis) est valable dans les mémes conditions
que précédemment, exception faite pour les valeurs Y intérieures au
petit cercle =, qui contient deux racines de 4v* — 127 -+ D (rés rap-
prochées 'une de autre, ¢’est-a-dire tris voisines de #=1. Pour ces
valeurs de Y et pour Y’ voisin de zéro, I'intégrale Y(X) est surement
holomorphe; il en résulte que la déformation des cotés du quadrila-
tbre Q ne cesse pas d’étre continue la méme ot I'inégalité (18 bis)
n’est plus applicable (c’est-h-dire sur les portions de ces cotés qui
correspondent i la portion du lacet A" intérieure au petit cercle o, );
le quadrilatére Q subsiste toujours, et dans tout ce quadrilatere
(le voisinage de Vinfini X, exclus) la différence Y — p,, est toujours
arbitrairement petite avec .

Remarque. — Lorsque D se rapproche de 2= 8, nous ne sommes plus
assurés que la distance des points Xy + o’ o, (X,) et X+ o, o/ (X,),
que nous avons joints pour fermer le quadrilatére Q, reste trés petite
et comparable & une puissance positive de e. Nous continuerons
cependant i joindre ces points par le plus court, en évitant (comme il
a 6té dit plus haut) les infinis et les zéros de Y/ (X).

Pourra-t-il arriver que la période o’ devicnne tnfinie ¢n sorte que
'un des cotés du quadrilatere Q soit rejeté a I'infini? Nous verrons
plus loin que cela est possible, et nous étudierons en détail, sous le
nom d’tneégrales tronquées, les intégrales fort remarquables pour les-
quelles cette circonstance se présente. I est clair que, sur un chemin
qui 8”¢loigne indéfiniment dans un quadrilatére Q infini, Y reste trés
voisin de zéro, et Y trés voisin de == 1; done Iintégrale Y(X) est
holomorphe.

Intégrales pour lesquelles 1) est voisin de zéro. — Nous avons supposé

)
au début de nos calculs que le module [7/| était supéricur a €*. Cetle
hypothése ne nous géne en rien. En effet, étant donné que [7] est

borné, inégalité || < e® exige que le module | D] soit lui-méme
borné quand e est arbitraivement petit. L'intégrale Y(X) sera alors
holomorphe dans un certain domaine entourant X,. Appefant X le
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i
point le plus rapproch¢ de X, ou |Y'| surpasse ¢*, nous pourrons
appliquer nos calculs & partir de ce point X| (dont le module sera
supéricur & ¢ ' si | X, | est assez grand).

Intégrales Y (X)) pour lesquelles D est trés grand. — Levons enfin la
dernitre restriction imposéce a nos conditions initiales. Nous avons
supposé¢ que | D| <loge. Qu’adviendrait-il s’il en é¢tait autrement?

Remarquons que, si D est trés grand (| 7| étant borné), 0" sera de
Iordre de grandeur de yD. Revenons alors & I'inégalité (18). Entou-

rons les points @, b, ¢ de cercles o, f', ¥ ayant pour rayon la
1

¢ \NT . ) . .
longueur <|—“—I) ; puis tracons, dans le plan Y, & partiv de 7, un

chemin L quelconque, ne péndétrant pas dans o, §, v, sur lequel la
limite supérieure 2 de | Y| soit inféricare & loge, et dont la longueur {

soit inférieure a 4/ ; sur ce chemin, la limite 4" (vide supra, p. 297)

— 3
sera, pour les petites valeurs de ¢, inféricure & yD(loge)?*; la limite

A
C , ) NETA .o . ; e\’
inféricure A" sera d’un ordre de grandeur supérieur ou égal 4 l—l—)—l) .
Il résulte de ces valeurs que, si e est suffisamment pelit, linéga-
lité (18) entrainera (18 bis) tout le long du chemin L.

En particulier, Uinégalité (18 bis) sera vérifice le tong de lacets
arbitraires A, A’ (ne pénétrant pas dans o', ', yv' et sur lesquels
Y| <loge) qui enveloppent, U'un les points @ et b, autre les points b
et c. On pourra done définir, comme on Ua fait plus haut, les périodes w,
w’et le quadrilatere Q. Les périodes tendrontvers zéro lorsque | D | croltra
indéfiniment, puisqu’il en est ainsi pour la fonction elliptique py,
asymptote & Y (X).

La branche de fonction Y'(X), suivie & partir de X,, présentera
comme tout & heure, a Uintérieur de Q, un infini ct trois z€ros. Dans
tout le quadrilatere Q (voisinage de Dinfini exclus), la différence
Y — p,y sera arbitrairement petite avee e.

La branche d’intégrale Y (X) est partout lLolomorphe sauf en ses
infinis. — Suivons la branche d’intégrale Y(X), a partir des condi-
tions initiales v, 0, sur 'ensemble des rayons issus de X, et considé-

Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — JuiLter 1913. 39



306 P. BOUTROUX.

rons tout d’abord les portions de ces rayons ol le module [X]|
surpasse ¢~'. Sur ces rayons, les calculs qui préctdent sont applicables
lorsque ¢ est petit. Nous pouvons donc construire le quadrilatere Q,
défini plus haut, dont un sommet est en X,. A partir d’'un sommet
quelconque de Q, nous pouvom construire un nouveau quadrila-
tore Q,, et ainsi de suite. Les quat,h‘nlalcrm ainsi formés recouvrent
toute la portion du plan X que nous considérons : la branche Y(X)
est holomorphe en tous les points rencontrés (1), exception faite pour
ses tnfines (un par quadrilatere) ot elle est rationaloide.

Ce résultat étant établi dans les régions du plan X o | X|>z<,
nous 'étendrons facilement au plan X tout enticer (les pdles des fonc-
ttons rationnelles p,, p,, ¢, exceplés).

Eecrivons, en effet, I'équation auxiliaire

(15 bis) Y =6Y—6-+2(q Y+ p, Y +p,],

olt A est un paramétre variable entre o ¢t 1, et considérons la portion
du plan X ou lon alp| < H, [p,|<H, |¢,| < H, II é¢tant un nombre
positif quelconque. I est clair que, si A est suffisamment petit, les
caleuls effectués plus haut pourront étre appliqués a cette région du
plan : il suffira de remplacer, dans les seconds membres (l()b intgi-
lites (17 bis), (18), (18 bis), la quantité ae, limite supéricure des
modules |p,|. |p], |94], par la nouvelle limite supéricure A1l La
branche d’inidgrale de (15 bis) définie par des conditions initiales
arbitraires, sera partout holomorphe, sauf en ses inlinis, points isolés
ot elle est rationaloide. Par continuité, nous pouvons étendre ces
conclusions aux branches d’'intégrales de toutes les équations (15 bis)
ot AZ 1. En effet, toute intégrale d(, (15 bis) délinie par des conditions
initiales déterminées, est l'om,lmn continue de % : elle sera done tou-
jours holomorphe pour AZ1, sauf au voisinage de ses infinis.

D’ailleurs, si I'intégrale prcsunte un infini isolé, X, pour A=1%,,

elle présentera, ponr A voisin de 4, un infini isolé X "“, vmsm de X, ;

5

en ver(u de la remarque faite page 302, ladifférence -1 (endra

t>)

(1) I en serail encore ainsi, nous avons vu, si certaing quadrilateres avaient un ¢olé
rejeté a linfini.
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vers zéro lorsque X convergera vers N sans tourner une infinité de
fois autour de ce point.

Développement des intégrales au voisinage de leurs infinis. — Considé-
rons les intégrales Y (X) qui sont infinies en un point X = X,.

On peul satisfaire formellement & I'équation (15) par un développe-
ment de la forme suivante

I 1 1 —
— —+ — — 0 O, (X —X,) +...
XXy iRy xox, e (X=X

+lC+y10g(X +X )] (X—X ) +...,

(23) Y=

by, by, by, by, v Gtant des fonctions rationnelles de degré négatif
en X,, G étant un paramétre arbitraire etles termes non écrits étant des
puissances de (X - X,) dont les coefficients sont rationnels en X, et
polynomes en [C + ylog (X — X,)].

Le développement (23) est d’un type qui nous a ¢t¢ rendu familier
par I'¢tude de 'équation du premier ordre

vyl — o a2
xy'=cCpy 4 Cro + Copxt ...,

dans laquelle le coefficient ¢,, est supposé¢ entier positif. La conver-
gence du développement, au voisinage de X, surl’ensemble des rayons
issus de ce point, peut étre ¢tablie dans le cas de I'équation du second
ordre comme dans le cas de 'équation du premier ordre. Nous envi-
sageons (') I'¢quation auxiliaire

(15 ter) Y'=6Y24+ 1 (— 6+ g, Y+ p Y -+ py).

Sur I'ensemble des rayons considérés (lear origine commune X,
exceptée), les intégrales inflinies en X, sont fonctions holomorphes
den,.Sionlesdéveloppe parrapporti &, on obtientcomme coefficients
des puissances de A, des polynomes en [C +vlog (X — X—O)"] dont les
coefficients sont fonctions holomorphes de (X — X,). Il en résulte
que, pour A, voisin de zcéro, les intégrales sont bien développables
sous la forme (23). Le développement est convergent, sur ’ensemble

(*) Cf. P. Bourroux, lecons, elc., p. 124 ol suiv.
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des rayons considérés, jusqu’a rencontre d’une singularité de linté-
grale représentée. Or nous avons vu tout & Uheure que, pour A, quel-
conque entre o et 1, le point X, est une singularité isolée pour une
. Nt v ’ : N 1A o e )
infinité d’intégrales Y (X). Il en résulte, de proche en proche, que le
développement (23) représentant ces intégrales est convergent pour
P
Les branches d’intégrales Y veprésentées par le développement (23)
sont infinies en X, ct admettent ce point comme point transcendant
. .. Y'? : .
directement critique. Le rapport AT tend vers 1 sur tout rayon aboutis-
4 .
sant en X,.
Convenons en particulier de prendre en un point X, donné au voisi-
v ¥ . . . /wr 3\ >
nage de X,, une détermination fixe de log (X —X,) : alors le coeffi-
cient G peut étre regardé comme un paramétre déterminant sans
ambiguité une intégrale Y (X), et une seule, infinic en X,.
Réciprogquement, considérons Pintégrale Y (X) étudice plus haut,
intégrale suivie, & partir de conditions initiales finies Xy, v, 7/, le long
d’un chemin aboutissant en X, sur lequel Y tend vers Pinfint en ligne

droite. Nous avons vu que Y reste déterminée au voisinage de X, el

que Y =2(1 + e’)\’i, ¢ tendant vers zéro avee Y=' 11 en résulte qu’on
peut toujours déterminer le paramétre G du développement (23) de
manitre que ce développement représente Y (X) au voisinage de X,.

Considérons alors, sur Pensemble des rayons issus d'un point X,,
une branche d’intégrale definie par des conditions initiales arbitraires.
Nous avons vu que cette branche a des infinis en nombre illimité qui
convergent vers X = ». Au voisinage de tous ces infinis, la branche
sera représentée par des développements (23) 5 or le coefficient v de ce
développement tend vers zéro avec | X' |5 il en résulte que la branche
d’intégrale est semi-méromorphoide (') lorsque | X| augmente indéfi-
niment.

Les intégrales Y(X) sur un chemin od | X | croit indéfiniment. — Soient
X, un point de grand module, Y (X) Uintégrale définie par les condi-

(Y) Foir Introduction, p. 268.
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tions initiales X, v, v'. Posons, comme plus haut,

D=+ — 413+ 127.

Nous avons vu que I'intégrale Y(X) est (si | X, | est trés grand) trds
voisine d’une fonction elliptique p,, sur tout chemin issude X,. Il en
est ainsi du moins tant que la longueur du chemin parcouru reste
inférieure & une certaine fonction croissante de | X, | (par exemple, il
en est ainsi, a partir d’une certaine valeur de | X, |, tantque lalongueur
~du chemin est inférieure a log| X, |). Mais qu’arrive-t-il lorsque X
décrit un chemin infini le long duquel le module | X| est croissant?

Cette question, qui a dans I'étude asymptotique des fonetions Y (X)
une importance capitale, peut encore étre posée dans les termes sui-
vants :

Sur un chemin infini ot le module |X| est croissant ('argument
restant fini) considérons I'intégrale Y (X) définie par les conditions

initiales X,, 7, . En tout point, X, du chemin parcouru (o Y prend
une valeur quelconque '_\7), nous savons délinir les périodes de Uinté-
arale. Ces périodes sont (si ,Y[ est (rés grand) arbitrairement voisines
des périodes d’une fonction elliptique vérifiant une équation différen-
tielle

Y =4 Y —12Y + D,

ou D est une fonetion de X, ainsi que de X,, v, v’. Nous devons alors
nous demander : Que deviennent les périodes de Y (X)) lorsque X s’éloigne
indéfiniment sur le chemin considére? Ou, en d’autres termes, comment
se comporte la fonction D (ou la fonction Y'* —4Y? + 12Y) de X,
lorsque | X croit indéfiniment ?

Nous devons ici distinguer deux cas :

1° La fonction rationnelle g, (X)) qui figure dans le second membre de
Uéquation (15) est de degré — 2 au plus.

Remarquons que I'équation (16) peut s’éerive (en intégrant, par
parties, & partir de X,)
(24) YP=4Y?—12Y +D —p, (X))n2— 2p, (X)n+pi (X) Y2+ 2p(X)Y

X
+/ (7, Y2 —p, Y2 —ap, Y) dX.
Xo
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Supposons alors qu’on trace le chemin déerit par X de manicre &
éviter les infinis de 'intégrale (cela est toujours possible d’apres ce
qui précede), en sorte que les modules | Y|, | Y| restent bornés et
inféricurs & un nombre positif . Les fonctions ¢,, p', p, étant toutes
trois de degré —= au plusen X, il est certain que I'intégrale du second
membre reste, en module, inférieure & un nombre fixe, lorsque | X]|
croit indéfiniment. Il en résulte que la fonction Y'*— 4Y* +12Y
de X tend vers une limile finie, et 'on voit que cette limite est la
méme, quelle que soit la direction suivant laquelle X s’¢loigne.
Appelons D, cette limite. La branche d’intégrale Y (X), suivie sur un
ensemble de rayons convergeant vers I'infini, est asymptote a une fonc-
tion elliptique p déterminée qui vérific I équation

Y?2=4Y'—12Y 4+ D,.

2° Soit maintenant le degré de la fonction rationnelle q, égal
a — 1. — Les choses se passent alors différemment, et il est facile de
voir que l'intégrale Y(X) ne saurait étre asymptote & une fonction
elliptique unique lorsque X s’éloigne indéliniment dans des directions
différentes. Pour étudier allure de Y (X) sur les chemins inlinis, il
faudra entreprendre une étude spéciale que nous ferons plus loin en
détail dans le cas ot les fonctions Y(X) sont (& un changement de
variable pres) les (ranscendantes méromorphes de M. Painlevé. Les
conclusions auxquelles nous aboutirons subsistent d’ailleurs, ainsi
que nous le ferons remarquer chemin faisant, pour les intégrales de
I'équation générale (15).

Bornons-nous pour Pinstant & énoncer la proposition suivante dont
nous donnerons plusloin une démonstration (voir § 10): Lorsqu’a partir
de X,, le point X s’¢loigne indéfiniment (en conservant un arguament
fini) sur un chemin quelconque qui ne traverse aucun fnfind de la
fonction, le module de expression Y'* — (Y* + 12Y reste borné.

1l en résulte gu'en tout point traversé, X, les périodes sontvoisines des
periodes d’une fonction elliptique de module borné. 1'ou celle consé-
quence a laquelle d’ailleurs on aurait pu parvenir par d’autres voies :
une branche ’intégrale Y (X), défini sur un ensemble arbitraire de
rayons convergeant vers Iinfini, présente une infinité de zéros ct de
poles dont la densité est celle des zéros d'une fonction elliptique.
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Ainsi, si la fonction Y (X)) était méromorphe, elle serait d’ordre 2 et de

g'éll re 2.

8. L'équation (B) de M. Painlevé. Fquations connexes.

Parmi les équations (15) asymptotes & U'é¢quation Y'=06Y* — 6 dont
nous venons de faire 1'¢tude, il en est une fort remarquable qui se
améne i la premicére équation découverte par M. Painlevé. Clest celle
dont ous les infinis sont des poles.

Pour que les infinis soient des pales, il faut et il suffit que le coeffi-
cient v du développement (23) soit nul pour toute valeur de X,. En
calculant ce coefficient et 'annulant, on constate que équation doit
¢tre [au changement de variable : X, /X; Y, mY (£ et m constantes)

pres|

. .Y 4 Y
! " 2 .
(B) V=6Y'—6— 5+ -

L Y
(25) y=azY, X =3z (comparer p. 281),
5
nous ob(enons équation
(B) y'=0y*—6.

On sait comment M. Painleve a démontré que les intégrales de cette
¢quation sont méromorphes. M. Painlevé démontre en premier lieu
que les équations & points critiques fixes de la forme

Y'=0(x)y' +B(x)y*+ C(z)y +D(x)

doivent ¢tre réductibles & 'équation (B). Aprés quoi, il ¢tablit queles
intégrales de (B) sont effectivement méromorphes. Cette seconde partie
de Panalyse de M. Painleve est la plus délicate. Clest pourquoi il est
intéressant de remarquer qu’au point ot nousen sommes, ellene nous
est plus néeessaire. En déterminant, comme nous Pavons fait, allure
des inteégrales, nous nous (rouvons avoir démontre par surcroil que, s
tous les infinis des intégrales y(x) sont des pdles, ces inlégrales sont
méromorphes.
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L’ordre des fonctions y (x) sera égal @ =- — En effet, nous avons dit

(p- 310) qu'une branche d’intégrale ([uolwnque de (B") présente une
infinité de poles dont la densm, est celle des poles d’une fonction ellip-

B
'u

4
tique. Des lors, lorsqu’on pose X=rx , la fonction Y?* de x se trouve

étre méromorphe et d’ordre Z. La fonction y =yxY est du méme

[N IR1d

ordre que Y*.
En méme temps que équation (B) il me sera commode d’éludier
ane équation plus géncrale, par exemple (')

Y’
(26) Y’ '—i'iY’—G——m[);(~ i-(;/)(l——()/))\,,

(ue nous ¢crirons aussi

5{-,- )/I Fﬁ{j(’)——(})‘y o e -
pA44 X (p+ 4 X¥ T

(26 bis) Y'=6Y*—06 —

Cette ¢quation coincide avee équation (B") pour p=1 ¢l avee
Péquation ¢lémentaire Y'=6Y* — 6 pour . = o.

Il y a entre les équations (26), (26 bis) et les équations (6), (6 Im)
du paragraphe 2 une analogic remarquable que nous verrons se mani-
fester de plus en plus.

Opérant le changement de variables

- 1A Ptk
2 y = x*Y, X ———p * comparer p. 280),
7 ) [ I

P4
nous transformons (26) en I'équation
(28) y” =6y?— bt

qui fait pendant i I'équation () du paragraphe 2.
Les branches d’intégrales de (26) ou de (28) sont, d’aprés les para-
“‘l’"lphc' précédvn(s‘, mtionalui(lcs en leurs inlinis" mais vllos' y sont

p/wu/cs sur un ensemble dc ayons dll)llldll‘( $ converge mt vvrsX
ou x = » (vide supra, p. 308).

(1) Toul ee que nous dirons de I'équation (26) sappliquera d'ailleurs & I'équation géné-
rale (15).
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Péles des intégrales de I'équation (B). —- Quel que soit «, 'équation
(B) a une infinité d’intégrales pour lesquelles o est pole double. Ces
intégrales sont données par le développement
(29) y—:_——-l————_,-i-i%(x—oc)ﬂ—i—(x—a):’—i-c(x——cc)“-i—...

(z— o) 54 ’
les coefficients de la série de Taylor (*), a partir du cinquitme, étant
des fonctions de @ et de la constante arbitraire ¢, que nous appellerons
parametre de U'intégrale au pdle o..

On détermine complotomcnt une intégrale y(x) de I'¢quation (B)
sil’on s’en donne un pole « avec le coefhclent ¢ dudéveloppement (29)
relatif a ce pole.

Aux poles doubles (non nuls) o, des intégrales y () de (B) corres-

pondent des poles doubles |(3 5 ] des intégrales Y (X) de (B).

Ces dernicres intégrales sont représentées au voisinage de leur pole B
par le devcloppement

I , 1 I

(X—PB)» 3BX—¢

ot by, ..., b, sont des fonctions de @, C un paramétre arbitraire et
b, by, ... des fonctions de § et de C. Nous dirons que C est le para-
métre de Uintégrale Y (X) au pole B. Ce parametre est déterminé par
le parameétre ¢ do Iintégrale y («) correspondant & Y (X) : c’est une
fonction de ¢ et « (ou ¢ et ) facile & calculer; on trouve, toutes
réductions faites,

(30) Y =

H+ by ...+~ C(X—=B)+...,

15 - 4
(31) C=%a * + *a B

— X co -,

[

ou les signes * tiennent place de coefflicients numériques que nous nous

(1) On peut, si 'on ne suppose pas connues les propriélés de 'équation (15) du para-
graphe 7, élablir directement la convergence de la géric (29) en observant qu'il esl tou—
jours possible de choisir le nombre positif II de telle sorle que I'équalion y"= 6y2—H
ait une intégrale polaire en « dont le développement en série ait tous ses coefficients plus
grands que les coofficients correspondants de (29 ). Mais il ne faul pas oublier qu’aprés
avoir établi Pexistence des intégrales (29), nous ne sommes nullement assurés qu'il
wexiste pas d'autres intégrales infinies en a. La non-existence de ces intégrales est une
conséquence de 'analyse faite plus baut au paragraphe 7.

Ann. Ee. Norm., (3), XXX. — Jumer 1913. 4o
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dispensons de calculer. Ainsi, C est une fonction linéaire de ¢. A un
paramétre {ini ¢ correspond un paramétre fini G, & moins que le pole a
ne soit & Porigine.

Les choses se passent différemment pour les infinis des ¢quations
(28) ol p.=~ 1. En leur voisinage, on peut satisfaire & Péquation (28)
en posant

(32) y= _(Z-I—W + :9)—%& (2 —a) -+ pab—t(x— a)

-+ [c -+ E—(—l—g—?ﬂa%"”ﬂ log(x — a)] (x —a)+...,
] 1

¢ ttant un parameétre arbitraire et les termes non éerits étant des puis-
sances de (# — a) dont les coefflicients sont des polynomes en

l ¢ - P([-€——,I~{Jl al=*log (@ o) l

A I’i'nﬁni o de y (z) correspond un infini § de Y(X) au voisinage
duquel Y (X) est représentable par un développement (23) (ou 'on
remplace X, par f). La convergence du développement (23) (wide
supra, p. 307) entraine celle du développement (32). D’ailleurs, un

calcul facile montre que G est une fonction linéaire de ¢ : on a, comme

plus haut,
3= *Ccz—:}—k.“,
1
les termes non écrits, qui sont des puissances positives de o %, étant
en nombre fini.
La forme des eoefficients du développement (32) montre bien que

pour . = o ou 1, les termes logarithmiques disparaissent.

9. Quadrilatéres des périodes des intégrales de (B’). Points critiques
des fonctions inverses pour (B') et (26).

Considérons d’abord I'équation (B), ¢’est-a-dire I"équation (26) on
M= T.

Partons, comme an paragraphe 7, du point X, de grand module

(supérieur 2 ¢*) et donnons & D (valeur initiale de Y2 — 4Y* + 12Y
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au point X,) une valeur distincte de =8 (lelle que D==8 soit d’un

1
ordre de grandeur supéricur a a">.
Puis considérons (voir p. 298-299) les points

Xio=Xp+ o(Xy), ey X =o' ol/(X,), e

qui ont un module supéricur & €' et sont situes dans un méme demi-
plan limité par une droite passant par lorigine.
Du fait que Y(X) est méromorphe dans ce demi-plan, il résulte que
I'on a
oo = oMo,

égalité qui exprime que les périodes de la fonction Y (X)) sont commu-
tables.

Ainsi, les points X, X, X, ..., ot Y reprend une méme valeur,
sont les sommets d’un réscau de quadrilatéres curvilignes (quadrila-
tére des périodes) dont les c¢otés sont les chemins déerits par X lorsque
Y décrit les contours des lacets A, A" (vide supra, p. 300). Ces qua-
drilatéres tendent & devenir parallelogrammes lorsqu’ils s’¢loignent
indéliniment de Porigine.

Dailleurs, lorsque X (restant supéricur a ') sc meut d’une
manic¢re quelconque dans le demi-plan ot nous nous sommes placés,
Y (X) ne peat prendre la valeur v en aucun point autre que les points
), D G

Chaque quadrilatere des périodes contient, nous I'avons vu, un
pole (double) et un seul de Y (X). Quel est le paramétre de I'intégrale
en ce pole? Si nous portons le développement (30) dans I'équation de
forme (16), déduite de (B), ¢’est-d-dire dans I'équation

X X vy
Ty 8 [MYY
27 [ — 3 —_— — ) -_— =varal 4P
(34) Y= Y= 1aY 4D zfx x X+ 55 | xr s
nous trouvons que
——/;(:-——'l—l(-); -+ % (3"27" * ﬁ"‘;

D ¢tant la valeur de I'expression Y — 4Y? 4+ 12Y au point X,. Appli-
quons cette égalité d un pole B situé dans un quadrilatere des périodes

s ~D
dont un sommet est en X, : nous voyons que la différence C — <T>
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, R i ] /=D
est de I'ordre de grandeur de X', en sorte que le rapport C/T tend

vers 1 lorsque X, s’éloigne tndéfiniment.

Remarque. — Il résulte de cette valeur de € que, pour que les inéga-

lités (18) et (22) soient applicables dans le quadrilatére des périodes Q,

1 1
il suffira que [C = 2]>[X]| 7. Si I'on a seulement |G+ 2| >|X| 7,
les calculs relatifs a addition de 'une des périodes seront encore

applicables (¢/. p. 303).

Périodes des intégrales de I'équation (26). — Considérons mainlenant,
au licu de 'équation (B'), Péquation (26) olt & a une valeur différente
de 1. Nous pouvons, & partir du point X,, construire, comme il a 6té
dit au paragraphe 7 (p. 300), un quadrilatere Q qui se rapproche arbi-
trairement d’un parallélogramme si on prend X, suffisamment grand.
Mais ce quadrilatere ne scra fermé que si 'on joint les points
Xy + o, 0 (X,) et X, +o o, (X,) comme il a été dit page 3o0. En
elfet, a U'intéricur de Q, la branche Y (X) définie par les conditions
initiales Xy, v, D, présente, nous Pavons vu, un infini X, (et un seul)
qui est point critique (ranscendant pour Y(X). Il en résulte que,
lorsque X déerit (autour de X,) le contour de Q (supposé fermé), Y ne
peut revenir a sa valeur initiale 7. Ainsi, la ligne brisée Xy, X, -+,
Xy + o), X+ 0, 0, o_, X;+ oo o_o ne se referme pas; les
periodes w el o' ne sont plus commutables.

Points critiques de la fonction inverse. — Les (héoremes relatifs ala
continuité des intégrales permettent de situer les points critiques de
la fonction X (Y) qui opérent les permutations X, X, + w,, ele.

Reportons-nous, en eflet, aux notations du paragraphe 7 (p. 298 et
suiv.) et, donnant & X, une valeur quelconque, appelons a, b, ¢ les
points critiques de I'intégrale clliptiquu/‘ o {_l_\_/__.__, inverse de

, \//| YooY - D
la fonction p,,. Pour les petites valeurs de g, Ta fonction X(Y). [inté-
grale de (26) délinie par les conditions initiales v, X, D[, suivie sur
Pensemble des rayons issus de Y = v, présente (rois points eritiques,
el trois seulenient, respectivement voisin de a, b, ¢. Nous les désigne-
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rons par les lettres @, , by . cx, - Si l'on trace, dansle planY, trois
coupures joignant ces (rois points & I'infini (les coupures seront, par
exemple, les prolongements des rayons Oaxo,b, coey Ocy, s la branche
de fonction X(Y) considérée sera uniforme dans le plan ainsi coupé.

Faisons maintenant varier . de o & 1 par valeurs réelles. Les points
@y, Cx, 0 e les coupures correspondantes, se déplacent avec conti-
nuité; ces points ne cessent pas d’étre des points critiques simples
(tantque les positions correspondantes de X sont distinctes de I'origine),
et X(Y) est toujours uniforme dans le plan Y armé de trois coupures ;
d’ailleurs il résulte des calculs du paragraphe 7 (p. 300-301) que les
trois points critiques restent d’autant plus voisins de a, b, ¢ que | X, |
est plus grand.

Ainsi, a tout systeme de valeurs initiales X, (de module supéricur
ae '), v, D, il correspond trois points critiques simples, et trois
seulement, de la branche X(Y) respectivement voisins dea, b, ¢ : nous

dirons que ces points appartiennent respectivement aux scéries a, b, c.
il
IIs ne peuvent se conlondre que lorsque D == 8 devient inférieur a <,

est-d-dire lorsque lintégrale devient tres voisine d’une intégrale
tronquée (4 ce sujet, voir infra, troisicme Partie).

Cela posé, il résulte de la définition des lacets A, A" (p. 298) que
les points X,, X, -+ . sont échangés par une permutation de la sérica
suivie d’une permutation de la série &5 les points X, X, + ! sont
¢changés parune permutation de lasérie b suivie par une permutation
de la série ¢, et ainsi de suite ().

Le mécanisme des permutations qui correspondent aux périodes o,
o’ est, on le voit, exactement celui de la fonetion arg p(Y); il est le
méme pour les équations (B') o =1 et (26) ol p 5= 1, & une cir-
constance prés que nous allons signaler.

Les fonctions inverses des intégrales de (B7) jouissent, comme les
fonctions arg p(Y), de la propriété suivante : S, partant de Y = 1,
X = X,, on opére successivement six permulations aulour des points
critiques appartenant respeclivement aua séries a, b, c, a, b, ¢, lepoint X,
se permute avee lui-méme. Cette propriété exprime que les périodes o

(1) Cf. P, Bourroux, Legous, ele., p. 79 ob suiv., p. 97 ¢l suiv., el supra, Introduc-
tion, p. 272.
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et ©" sont commutables et que le point Y == est, pour la fonction
X(Y), un point critique algébrique permutant deux déterminations.
Elle ne subsiste pas lorsque, dans I'¢quation (26), p est différent
de o et 1.

A la commutabilité des periodes pres, les fonctions X (Y ) défintes par
les équations (26) et (B) ont la méme structure exactement.

10. Lignes périodiques. Lignes d’infinis.

Donnons-nous un point X, de grand module supéricur d e~ (vorr§7)
et une valeur D, : nous pouvons déterminer (voir§7 ¢t§9) un ensemble
de points Xyo, Xyyy ooy Xojgy -0 0l Pintégrale de (B) ou de (26)
définie par les conditions initiales Xy, Y =17, Y*— 4Y’+12Y = D,
reprend la méme valeur n. Menons par Porigine la paralléle A au
segment X,, — X, et prolongeons cette droite indéfiniment dans les
deux sens : les différences X,, — X,,, X, — X ,, se rapprocheront
d’autant plus de segments paralléles & A que e sera plus pelit.

Les points ... X, 4, Xy» X, ... peuvent étre considérés comme les
sommets d’une ligne dont les cotés sont les chemins parcourus par X,
borsque Y décrit, & partir de 7, dans un sens ou dans antre, un, puis
deuzx, ..., puis nlacels A (voir p. 317) entourant, chacun, deux points
critiques de X(Y). Nous appellerons cetle ligne ligne périodigue.

[l est clair que, si la distance du point initial X, & la droite A est
suffisamment grande, les points X, , ..., X,, ..., X,y ont tous des
modules supéricurs & tel nombre e~ que I'on voudra : les calculs du
paragraphe 7 permettent dés lors de définir ces points pour des valeurs
arbitrairement grandes, positives ou négatives, de indice n, et la
ligne périodique est indéfiniment prolongeable dans les deux sens.

Considérons, en elfet, 'équation (26) ot nous ferons varier p. de o
a 1. Pour parbitrairement petit, lintégrale de (26) que définissent les
conditions initiales X[, v, Dy (|X{]|>¢") présente des lignes pério-
diques qui, adistance finie, se rapprochentarbitrairementde paralleles
dune meéme droite et qui sont indéfiniment prolongeables dans les deux
sens; appelons £ Pune d’elles; la meme intégrale Y (X) possede une
infinité de lignes périodiques tout enticres situées au dela de ¢}, aux
sommets desquelles Y prend la méme valeur n; pour passer d’une de
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ces lignes & la suivante, il faut faire décrire & Y un lacet A’ (voir p. 298).
Il résulte alors de Pinégalite (18 bis), appliquée sur A', que, quel que
soit g entre o et 1, il y a toujours, au dela de la ligne fixe appelée 15,
une infinité de lignes périodiques de Y(X) dont tous les points sont
arbitrairement éloignés.

Nous allons nous proposer d’étudier 'allure de I'intégrale Y(X) le
long d’une ligne périodique indéfiniment prolongée. Nous savons déja,
en vertu des calculs du paragraphe 7, comment se comporte Y(X)
autour d’un sommet quelconque de la ligne, ou la valeur de
D=Y"?—4Y 4+ 12Y nous est connue. Tout revient & voir comment
varie I'expression D=Y"*— 4Y*+12Y lorsqu'on ajoute & X, un
nombre arbitrairement grand de périodes o, ou w_ (cf. supra, p. 309).

Effet de I’addition d’une période sur le paramétre D. — Partant du -
point X, avee Y =1, D = D,, faisons décrire 4 Y le lacet A. Nous avons
[voir Pequation (34), p. 315], au retour en X, :

11 Y/ 8 Y dY
l)‘.:-:|)1:\I.._./I-m—-}-«lfz-n::I_)(,-——?,'/A—-)Zt/Y -+ 9_:’./1: e ax.

Pour avoir une valeur approchée du second membre, posons

/IY’dY:U(X),

. UMXONY 2 [4Y—0250
Di==Dy—2 <T>x(, - :’—;).-/A — dy.

il vient

Appcelons alors , celle des périodes de I'intégrale elliptique
f ViV =aY £ D, dY

qui correspond au lacet A. Nous constatons que nous aurons

(35) Di—Dy=— 2%’— -+ terme de Pordre de grandeur de | X352 |.
0
Ainsi, Uaccroissement que subit D (@ partir de D =D,) lorsque Y

— 20,

X
sion est d’un ordre de grandeur supéricur a | Xo[™*).

décrit le lacet- A a pour valeur principale (si toutefois cette expres-
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Limitation dumodule | D | surune ligne périodiqgue ot | X | est croissant.
— Considérons la demi-ligne périodique X,, Xy, ... et appelons D,
D, ... les valeurs du parameétre D =Y?* — 4Y®+ 12Y aux sommets

) !
de cette ligne. A partir d'une certaine valeur de 'indice 7, les modules

o

| Xjols | Xjai,ol -+ - vont stirement en croissant. Nous avons des lors
toujours le droit de choisir X, de maniére qu’il en soit ainsi & partir

) 0 I

; ’r 3 e » 6 2] 3 2 3 - ~ A L i - ) Q <
— . .. « I v « > D= « [ [¢ . J\ L¢ > «

de j = 1. D’ailleurs les caleuls du paragraphe 7 étant applicables au
voisinage de chacun des segments X, X;p, ,, il est clair (¢/. p. 297)
que nous pouvons toujours tracer les lacets A de maniére que le module
de X soit croissamt, & partir de |X,[, sur la demi-ligne périodique £
considérée. D’autre part, la distance & Y =o0 d’un quelconque des
points du contour A correspondantia Uintervalle X, X, , scrabornée
et de Uordre des grandeurs des points critiques (racines du trinome
“4Y?* —12Y + D;) intérieurs & ce contour.

i J

Je vais montrer que, dans ces conditions, | D ;| reste néeessairement

: ? J

borné (¢f. p. 310).

Remarquons, en effet, que si |D;| est tres grand, la différence

* LY
X; — X :
J+10 IANNVLY —12Y - D

ot

a pour valeur principale Uintégrale

J0

'—1 . -
est, par conséquent, de Pordre de grandeur de |D;| . Dailleurs, le
long du contour A correspondant (tracé, comme il a été dit ci-dessus),

4
le module | Y| est au plus de l'ordre de grandeur de [D;|* et | Y| de

4 -« 0 N
Pordre de grandeur de | D;|*. En d’autres termes, soit ITun nombre po-
sitif trés grand : on peut trouver un nombre /(qui reste borné lorsque
IT augmente indéfiniment) tel que, si [D;| <, le module | Y| reste

A

inferieur & [ et | Y'| inférieur & 0L 1o long du lacet A correspondant
a lintervalle X, X0y -

Ces remarques conduiront immédiatement & la proposition énoncée
lorsqu’on aura mis I'équation (B*) sous la nouvelle forme que nous
allons indiquer.

Nous savons que I'équation (B") est équivalente & I'équation

(B) Y= 6yt — G,

5

oo . no. — r 4 4 7 M
quon en déduit en faisant y = /oY, X = 5'9: Or I'équation (B)
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donne par intégration

2
<%> —:_-,’Iy“—:z.ry—l—rzfydx;

d’ott 'on déduit I'équation équivalente i (B) et (34) :

! 2 -4 % "g X ~ '1
(36) Y’z”—*(;Y“—le-—éXl—l—?X—.—l—rZ(#) f (')71) Y X
2 4 Ja

Considérons, en particulier, cette égalité sur la demi-ligne pério-
dique £ définie ci-dessus. La valeur initiale ®, (pour X =X,) de
Iintégrale définie qui figure dans le second membre de (36) sera
donnée par U'égalité

ou Y, = vV4n* — 12+ D,.
Appelons, d’autre part, II la limite supéricure de | Y — 4 Y +12Y |
entre les points X ¢t X sur la ligne considérée. Etant donnée la limite

supérieure ([1["> de | Y|, nous voyons que le module de 'intégrale

TNk . 5 ekl o8
définie f X*Y dX sera moindre que éll[" l X — X ’ Le module [Y’|
XX

1 ., c e
étant lui-méme moindre que (H*, Dinégalité (36) montre que

Y'*— 4Y?+12Y sera d’un ordre de grandeur inférieur i/, H’?‘, oul,
reste borné (pour | X| arbitrairement grand) et indépendant de 1 et
de |X]|. L’hypothese d’aprés laquelle la limite supéricure H de
| Y2 — 4Y? +12Y| augmenterait indéfiniment avec | X| est donc inad-
missible. Cette limite, qui est la limite supéricure de D,, D,, ..., est
nécessairement bornée.

Remarque I. — Ainsi que nous I'avons déja dit plus haut (p. 310),
la proposition qui préedde peut étre étendue i Déquation générale
asymptole & Y= 06Y*—0, c’est-d-dire a I'équation

(13) Y”:(}Yz——6+']1Y/+[)IY+/7"’

olt ¢y, pis P sont des fonctions rationnelles de degré négatif en X.
Ann. Ee. Norm., (3), XXX. — JuiLLer 1913. 41
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Supposons ¢, de degré — 1 (le cas ou ¢, aurait un degré inférieur
A —r1 a déja été traité p. 309-310), développons ¢, par rapport aux
puissances de X~', et désignons par ¢, le premier coefficient

= _(}1}(" -+

Le double changement de variables

7 I )
X = -z, Y=amry, ot [ = —, m=—=a2—2l,
P 54+¢q

met I'équation (15) sous la forme
Y= 0yr— G2 e QY a =t e Pyl 4= Py - 2

Q, P, et P, étant des fonctions rationnelles de degré zéro en .
Intégrant cette ¢quation & partir de conditions initiales données,
nous avons

‘yl'z__: [ly:;____ 1 ,2‘,,‘.«-2111.}, e ])1‘),‘.'. xl—2 2 ])(,y.it"’"""”“'z

o

— 24 /11/ a ety oy 1/ (Qa-t-Ty" - Ryx!=? y* - Ry -3y Y dr,

les fonctions rationnelles R, et Ry ¢tant de degré zéro en a. Revenant
maintenant aux variables X, Y, nous obtenons

G

(37) Y’Z'.-7/1Y1‘~-~If),Y—i-(t—Yxi - /yv {—c»—-{-(‘(’ ‘( 7J":;Y(l\
' X X X '

_+_w /\ "((n'f’»+~f1,Y‘—&~‘ﬂo\)”Xv

a, b, ¢, e lant des constantes, et Q, &,, &, des fonetions rationnelles
de degré zéro en X.

On pourra faire sur Péquation (37) le raisonnement fait plus haut
sur Péquation (36).

Remarque 11. — Remarquons, d’autre part, que le résultat obtenu
plus haut est valable, non seulement sar une ligne périodique, mais
sur rout ey pu pLAN X (issu de X)) ot X o ux MopuLE cro1ssant. Con-
sidérons alors une intégrale quelconque Y (X) de 'équation (B) et
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envisageons I'ensemble des points (*) X; ott Y =y et les valeurs cor-
respondantes D; du paramétre D =Y — 4Y*+ 12Y : on peut trouver
un nombre positif @ tel que, pour tous les points X;, on ait

[ D l<<a|D| (on suppose X; 0, D, #0). .

Mais la réciproque n’est pas vraie : il peut arriver que D, soit arbi-
trairement grand, alors que, pour certains points X; arbitrairement
éloignés, |D/| reste inférieur & une limite donnée.

Limite du paramétre D; sur une ligne périodique. — Revenons a la
ligne périodique qui passe par la suite des points — X, ..., Xy, +. -,
ot Y =mnetD=D,, ..., D,. Il résulte de ce qui préctde que, lorsque
I'indice j augmente indéfiniment, D; tend vers une limite ou est inde-
terminé mais borné. Je dis que cette dernicre circonstance ne peut pas
s¢ présenter.

En effet, appelons ;ladifférenceD ;. — D, dontlavaleurapprochée est

; . Ay ey 2@, vQ Y DOTPT v T FA e inti
(vide supra,p. 320) ——*> (G;j est une période de 'mtégrale elliptique

Py

4Y*—12Y ;dY ), et supposons d’abord que les nombres

4Y Y-+ D;dY t 0 Pabord que 1 bres

||, @]y --o5 |;], <. soient bornés inféricurement ct supérieurs a
un nombre « indépendant de ;.

Lesmodules | X,], | X,], ... étant parhypothése croissants (videp. 320)

.o N , ’ s wW; wW;

et tous supérieurs ae~', et les | D;| étant bornés, la différence ;{—fi"i — )—(_/

g1 J

J

, . . (o} -
sera, quels que sotent j et w;, de lovrdre de grandeur de - Soit,
. J 3 X/‘
d’autre part, le module |o,| supéricur & |X7'|log|X;|; la différence
¢, — (— 2,;X;') sera d'un ordre de grandeur inféricur ou égal a
P ) R . ¥t o [ X ’
| X3%|log | X;|; d’ailleurs la différence &= >< =~ — 1 sera de l'ordre de
J 1RO A Xj

grandeur de e (ou | X;'[); en conséquence, les segments Sj» 0 d'in-
dices consécutifs feront entre cux un angle de ordre de grandeur de .
Il en résulte qu’on pourra trouver un nombre » tel que la suite |D,|,
IDyei]s --vs [ Dj]s - oo soit une suite toujours croissante. La différence

- N
des modules | D, | — | D, | sera de 'ordre de grandeur de o;; par con-

(') Pour avoir 'ensemble total des points X, il faudra tourner autour de I'origine,
puisque X, est point critique algébrique d’ordre 4 pour intégrale Y(X) de (B').
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sequent, dans ['hypothése oi tous les | w ;| sont supérieursa o, elle sera de

24 . .
Pordre de grandeur de X Or, cetle conclusion est inacceptable : elle
Xj

donne, en effet, pour le module |D;| d’indice arbitrairement grand,
une valeur de I'ordre de grandeur de log|D;|; or, nous avons vu plus
haut que la suite des |D; | est bornée supérieurement.

Ainsi, il n’est pas possible que la suite des nombres |&|, ..., | @], ...
soit bornée inférieurement. Je vais montrer plus précisément que celtte
suite admet une limite égale a zéro et qu’en conséquence la suite des D;
admet unc limite, qui est 'une des valeurs pour lesquelles I'intégrale

f\//ﬁ”’—— 12Y + D; a une période nulle.

Supposons, en elfet, qu’il en soit autrement. Alors, il existera néces-
sairement des indices n arbitrairement grands pour lesquels |,
-surpassera un nombre positif @, les suites | D,y |, | D,], [ Dysi |, - .- et
@i ls | B]s | Bs |s - -+ Clant croissantes.

Considérons ces suites pour y > n. D’apres ce qui précéde, tant

que lona || > |X;"[log| X;|, @ fortior: tant que |, | > g la suite

ID, ], [ Dagi]s o0 | Dj] est toujours croissante. Il est facile de voir qu’il
en est de méme de la suite |@,|, ..., |@;|. En effet, étant donnée la

définition de @, on voit que, tant que | w;| > = la valeur principale
de @, , — @, (pour X; arbitrairement grand) est

_ S Y
Dy —D; / (
( VAS! !) 2\/4Y:¥_[2Y—}—|)/

ou

— 0 ;
m’jﬂ—'wj'—:”‘)‘(/f‘{(xj-r—x—x./)’*'---

Le raisonnement de la page 323 prouve alors (') que les dillérences
| &y | — ]rrll et |@;| — |@; | ont le méme signe. Ainsi les hypothéses
faites sur I'indice n entraineront cetle conséquence que les deux
suites |D,|, | Dysi]s --- | @a], | ®0wt | -+ ., indéfiniment prolongées, ne

Y . Wit —w;  Xj— X1 .
(') Remarquons que de I'égalité asymptolique “:_, L= 2/ (’ LXL il résulte
i 2y &
immédiatement que sur la ligne périodique ol la suite des | X;| est croissante, la suite

des | wy; | est décroissante.
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cesseront pas de croitre. Conclusion inacceptable, parce que la suite
des [@; | ne peut pas ¢tre bornée inférieurement.

La proposition énoncée ci-dessus est donc démontrée : LE PARAMETRE
D, TEND VERS L'UNE DES VALEURS POUR LESQUELLES L'INTEGRALE

/\/4 Y —12Y =D, dY

A UNE PERIODE NULLE.

C’est 1a un trait capital de P'anatomie des fonctions définies par
'équation (B"). Ces fonctions, prises individuellement, ne sont pas
asymptotes & des fonctions elliptiques déterminées (*). Si I'on suit,
en ellet, une fonction Y (X) sur un rayon arbitraire, la quantité
D=Y*—/4Y’+12Y devienten général indéterminée. Si, par contre,
on s’éloigne le long d’une ligne périodique, D admet une limite
qui est nécessairement == 8 ou la valeur imaginaire D, pour laquelle

Iintégrale f\//;Y"‘ —12Y + D, dY a une période nulle (voir infra,
P- 334); la fonction Y (X)) est alors asymptote a U'une des f()nctions

— — — — I -+ — =T
sin"i\/IS(X——X)’ sin?y/3 (X —-X) ./ VAY"—12Y + D, Y‘—I2Y-+-U1

Nous verrons plus loin comment on peut définir les lignes pério-
diques de maniére que sur ces lignes D tende toujours vers == 8;
les Y(X) seront alors toujours (sur ces lignes) asymptotes a des fone-
tions circulaires. Ce résultat sera re(rouvé par une autre voie dans la
sixicme Partie de notre travail.

Remarquons enfin que les démonstrations qui préctdent et les con-
clusions obtenues s'élendent immédiatement a U’ équation (15) asymplote

aY =0Y*—0.

Ligne d’infinis. — Nous avons supposé, dans I'¢tude qui précede,
que ]d valeur v prise par Y(X) aux sommets de la ligne périodique
¢tait une valour finie. Lorsque 7 tend vers 'infini, la ligne périodique
tend vers une position limite que nous appellerons lmne d’infinis.

Désignons par Xy +-vs Xoy ves Xpoy -+ les sommes de cette ligne.

(1) Cf. Introduction, p. 273.
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En chacun d’eux, I'intégrale est représentée parun développement (23)
[développement(30) dansle cas de I'équation (BY) pourlaquelle p.== 1.
Entre deux sommels consceutifs X,, X,.,, la ligne d’infinis estle
chemin décrit par X lorsque Y décrit un lacet dont Porigine est rejetée
a l'infini.

Il résulte de ce qui précede que, si Uinfini X, est suffisamment
éloigné de la droite A (parallele menée par Porigine au segment
X,,—X,, voir p- 318), les inlinis :\T_,“,, wees X,os - .- ont tous des mo-
dules supériecurs & e='. La ligne d’infinis qui passe par X, est alors
infiniment prolongeable dans les deux sens.

D’ailleurs nous avons vu que, lorsqu’on s’¢loigne indéfiniment sur
une ligne périodique, expression D =Y"?—4Y’+12Y tend vers
I'une des limites + 8, — 8, D,. [l en résulte (voir p. 315) que, surla
ligne d’infinis, le paramétre G correspondant aux infinis X0, Nt 09« - -

.. , R D
X 10 --- tend vers une limite égale d — 2, 42, 0u — —-[I—’

ouX_,, X
Dans le cas de Péquation (B'), la ligne d’infinis est une ligne de
poles (¢f. premitre Partie, p. 283).

Effet de ’addition d’une période sur le paramétre C. — Proposons-
nous d’évaluer la différence (., — C, du paraméetre d’une méme inté-

grale de (B") en deux poles consécutils X, X,,,, d'une ligne de
poles.

Des formules de la page 315, nous déduisons

-?{n-i-t 12 § -i_u-l'l !
6o ';,,):«,,/ -‘f—-zzx—f‘—/ YYux,

ekt
3 25 J< X2
Xu X Xn

les intégrales étant prises le long de la ligne de poles, ou encore

‘ , Y4 Y
2(Crps — (,,,):/A (Y"‘Z':’, X7> JqY,
v Ay

le chemin d’intégration, A, étant ainsi composé : 1° rayon.R allant de
I'infini & un point arbitraire Y =7; 2° lacet fermé A issu de 7 et
entourant deux points critiques de X(Y); 3° méme rayon R qu’a aller
parcouru en sens inverse.

7

Appelons X, D, les valeurs de X et de D= Y"*—4Y*+12Y au
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premier passage en 7. L’intégrale prise le long de A a (nous I'avons vu

. PR , -
plus haut) pour valeur principale la quantité L out @, est une période
T

de Pintégrale elliptique f\/[;Y”—- 12Y +D,dY. 1l en est ainsi du

moins (voir p. 323) lorsque |w,| est d’un ordre de grandeur égal ou
supérieur a | X/ '|log|X)[. Or, appelons @/, la période de I'intégrale

f\/ﬁ Y? —12Y + 4C,dY qui (d’aprés la relation liant C, & D,) tend
X

n

vers @, lorsque augmente indé¢finiment. Si nous avons

lmlnl>|i;lll glh-\TnL

le nombre @, satisfera a4 la condition requise ci-dessus ¢t aura pour
valeur principale @,

Considérons, d’autre part, les valeurs prises par Y’ a 'aller et au
retour en un méme point Y =, du rayon R. Appelons Y|, Y, ces
valeurs, nous aurons

d / / r
y/.‘;z . .Y/lz = / (:Y‘&— — 5‘—3 %I) ([Y,

Vintégrale ctant prise de v, en v, puisle long de A, et enfin de v en 7, ;
Paccroissement que subit Y lorsque Y décrit A étant de l'ordre de

™, 10 e ;
: »-’i’ a dillérence Y, — Y’

grandeur de
ot X, 1

sera de Pordre de grandeur

de lmj,‘){;f]. .
Ainsi, nous constatons finalement que si || est supérieur a

’

Y- v e 1 1 by Y ©
X! \ log| X, |, la différence (., — C, aura pour valeur principale ;—"’”-
Déplacement de lu ligne d’infinis lorsque | X, | varie. — Nous sommes

partis, pour définir notre ligne d’inflinis, d’un ¢nfing initial KO, situc
au-dessus de la droite A (vorr p. 326) 4 une distance supéricure & e=".
Supposons que nous déplacions cet infini, tout en laissant fixe la
valeur C, du paramétre qui définit en X, Pintégrale Y(X) considérée,
et demandons-nous comment va se déplacer la ligne d'nfinis qui passe
par X,.

En premier lieu, si X, s’¢loigne de la droite A, tous les sommets de
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la ligne d’infinis s’en éloignent de plus en plus et tendent simultané-
ment vers U'infint.

Si, au contraire, X, s¢ rapproche de A, il se pourra qu’a partir d'une
certaine valeur de | X, | la détermination des infinis X,,, X, , ne puisse
plus étre faite au moyen des calculs dua paragraphe 7. Par contre, les

infinis X,,, :\i,u, de grands indices auront toujours un module supé-
ricar & 7', et nous pourrons toujours en déduire la suite des infinis
Norr.0> Nocia,05 -+ €8 K__(,,+,),0, X urayos -++» En d’autres termes (com-
parer premicre Partie, p. 284-285), notre ligne d’infinis tnitiale se
décompose en deux demi-lignes d’infinis qui s’éloignent indéfiniment
dans deux directions opposées. lintre ces deux demi-lignes d’infinis, il
y a une lacune que les caleals effectués plus haut ne nous permettent
pas de combler.

Les deux demi-lignes d’infinis subsistent é¢videmment lorsque les
poles Xoos Xeuo franchissent la droite A ot s’¢loignent indéfiniment au-
dessous, tout en conservant un module supérieur i e='.

Remarque. — Si, en eflectuant la transformation (27), on passe de
i ) 27, I
Iéquation (26) ou (B") & Péquation (28) ou (B), il est clair qu’a toule
ligne périodique ot a toute ligne d’infinis une intégrale Y (X)) corres-
pondra une ligne périodique et une ligne d’infinis de 'intégrale y ()
correspondant & Y(X). La disposition et les propriétés de ces lignes
nous seront connues si nous avons ¢tudic les lignes correspondantes
dans le plan X.

11. Intégrales réelles. Allure des lignes périodiques.

’

Ilest des intégrales réelles qui ont une ligne périodique particulio-
rement simple. Ce sont les intégrales réelles dont une ligne pério-
dique, ou, plus exactement, une demi-ligne périodique coincide avece
Iaxe réel.

L’équation (26) (p. 312) admel deux sortes d'intégrales réelles. Les
unes restent finies pour toutes valeurs réelles de X, les autres devien-
nent infinies sur I'axe réel.

Intégrales finies. — Considérons d’abord les premiéres. Pourw = o,
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ce sont des fonctions elliptiques, solutions de I’équation

Y:=4Y'—12Y + D,

o D a une valeur réelle comprise entre —8 et +8. Envisageons, en
particulier, ces intégrales i droite d’un point réel positif X, oa Y prend
la valeur zéro, et appelons D, la valeur de Y’ en ce point initial X,.
L’équation (26), ot u varie A partir de zéro, posscde une intégrale, et
une scule, qui satisfait & ces conditions initiales; cette intégrale est
réelle sur Paxe réel positif'; elle se déforme d’une maniére continue
quand p varie ; elle reste donc finie et oscille en présentant une suc-
cession de maxima et de minima dont les valeurs sont nécessairement
comprises entre les hranches positive et négative de la courbe

6y:—6y Al Y

(- +4) X?

(Bn effet, si la valear de Y au zéro de Y’ passait, par exemple, au-
dessus de la branche positive de cette courbe, on aurait Y>> o avee
Y'= o, ce qui ne donnerait plus un maximum.)

Lorsque p. va croissant, U'intégrale réelle définie par les conditions
initiales X,, o, Dy ne pourrait cesser pour une certaine valeur p, d’étre
finie et oscillante que si, pour cette valeur, elle présentait un pole
réel positif infiniment ¢loigné. Mais il résulte, en tout cas, des calculs
du paragraphe 7 que si X, est suffisamment grand et si Dy — 8 est d’un

1

ordre de grandeur supéricur i IX.:E (voir§7, p. 297 et 303), Pintégrale
réelle présente a droite de X, quel que soit . entre o et 1, une succes-
sion de maxima et de minima correspondant & 'addition répétée de
'ane des périodes ('), soit de la période w, (voir p. 299). Il s’agit
de voir si les oscillations de Pintégrale sont en nombre illimité et de
déterminer la limite (*) du parametre D (¢’est-a-dire de Iexpression
Y?*—4Y"+ 12Y) pour X croissant indéfiniment sur 'axe réel.

Appelons X,, X,, ... les points successifs, situés a droite de X, ou
Iintégrale Y (X) reprend la valeur o, et Dy, D,, ... les valeurs de D en

(1) La période o ne pourrait devenir infinie que si Dy s'approchait de la valeur 8.
(%) Nous avons 6labli au paragraphe 10 I'existence de celte limite, et nous avons déler-
miné les nombres auxquels elle peut étre égale. Il g’agit de retrouver ce résultal et de le
compléter dans Je cas ol I'intégrale est réelle.
Ann. Fe. Norm., (3), XXX. — JuLLer 1913, ]
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ces points. On a, nous le savons (voir p. 124), en vertu de (34)

X X
> tYIQ 8 |YY/ .
])I—DO—"—QL[ Y(ZX+ ‘;,;(/‘ W({:\.

=~

Si D, == 8 est supéricur & X, 7, la premitre intégrale est, pour les
grandes valeurs de X,, Ie terme principal du second membre, et elle
est essenticllement positive. Ainsi I'on aura, si X, est assez grand,
D, <Dy, etladifférence D, — D, sera d'un ordre de grandeur supc-

A
rieur ou é¢gal & X, 7. On aura de méme D, << D,,I et ainsi de suite. D’une
maniére généraln, siD,== 8 est supérieur 2 X, 7, on aura D,,., < D,.

Je conclus de 1a, en premier lien, que les oscillations de la fonction
Y (X) sur axe réel sont en nombre illimité. En effet, les nombres
D,, ..., D,, ... ne peuvent s’approcher de la valeur 8; donc les cal-
culs du paragraphe 7, toujours applicables, donnent pour chaque
période w,. une valeur bornée.

D’ailleurs, lintégrale Y (X)) étant toujours oscillante, D, ne peut
descendre au-dessous de —8. Done la suite illimitée D, ..., D, tend
nécessairement vers la valeur — 8.

Ainsi, pour la fonction Y(X) considérée, ’axe réel positif est une demi-
ligne périodique ; sur cette demi-ligne, le paramétre D tend vers —8 ; la
periode o, tend vers 2\7%:, la fonction Y (X) est asymptote & une fonction

3 = .
— 1 dont un péle X, se rapproche arbitrairement du

+ — —
sint/3(X —X},)
pole X,y de Y (X)) d’indice n arbitrairement grand.

Intégrales réelles de (B") présentant des péles. — Considérons main-
tenant les intégrales réelles Y (X) qui présentent des infinis sur P'axe
réel. Nous observons que ces intégrales ne peuvent étre réelles tout
le long de I'axe réel positif quesi 'on a, dans (206),

==0 ou P=1I.
Pour p. = o, les intégrales sont des fonctions elliptiques, solutions de
Péquation Y?* =4Y* —12Y + D, ott D aune valeurréelle guelcongue.
Voyons ce que deviennent ces fonctions pour p = 1, ¢’est-a-dire pour
Péquation (B").
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Considérons en particulier I'intégrale Y(X) a droite d’un de ses poles
réels positifs, X, et appelons C, la valeur du paramétre C qui la définit
en ce point. Appliquant encore les inégalités du paragraphe 7, nous
constatons (voir la Remarque de la page 316) que, si X, est assez
-t o , o
grand, et si Gy, est supérieur & X7, I'intégrale présente, d droite
de X, une suite de poles X, X,, ..., obtenus par addition répétée de
la période .. Appelons C,C,, ... les valeurs que prend le paramétre G
de Dintégrale en ces poles successifs. D’apres la page 327, si 'on
p— — !
a o, | > IX;' [log X, [, la valeur principale de C,., — C, est =%, @,
) swn

21'5”
étant une période de Pintégrale clliptiquc/V[; Y* —12Y —4C, dY.

Or, on vérifie sans peine que, siC, > 2 (C,L—— 2 étant d’un ordre de gran-

deur supérieur i K,', %), onaw, <o, done C,,, <C,;81C, < —2,0na
@, >0, donc C,., > C,. Je dis qu’il en est encore ainsilorsque C,
devient ¢gal ou supéricur & —=2. En ellet, pour —2 < C, <2, le tri-
nome 4 Y* — 12Y — 4G, a trois racines réelles; soit, par ordre de
grandeur, Y, Yau, Yy, (Y, <0, Y,;,>0); la valeur principale de
X, — X, est

Yap . JdY ,
v, VAYP—12Y — 4G,
et ’on a
'Y'.m
@, = VY —=12Y — 4C, dY;
Ylll

r

on voit que, lorsque C, tend vers 2, les points Y,,, Y,, tendent & se
confondre; lorsque G, tend vers —2, &/, conserve unc valeur finie et
un signe constant.
Ainsi, dans 'hypothise ot C, < —2 ou —2 << G, <2, on a (st X,
est assez grand)
C<C<...<<C,, e

ladifférence G,y —C, ¢tant de 'ordre de grandeur de | X' | D’ailleurs,
C, ne pourrait dépasser 2 (d’une quantit¢ dont Pordre de grandeur
fat supérieur a | X' |) sans que 'on eat G,y < Gy, oo Done la sutte
des C,, tend vers la limite 2. La valeur correspondante de I'expression
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Y2 —4Y? 4 12Y (prisc en un point ot Y a une valeur finie) tend
vers — 8, comme il arrivait dans le cas des intégrales finies oscil-
lantes.

Bien entendu, les €, n’admettent elfectivement la limite 2 que $'¢ls
Jorment une suite tllimitée. S'il 0’y avait, i droite de X,, qu'un nombre
limite, n, de poles, nous pourrions seulement affirmer que

C,<C...<<Cy.

Nous aurions alors affaive & I'une des tniégrales tronquées qui seront
¢tudiés aux paragraphes suivants. G, serait ([mur X, tres grand) voisin
de 2. A droite du dernier pole X, expression D tendrait vers 8 et Y
vers 1.

SiCy>2,0na

Al

. .
Co=>Ci>...>0,>. .

la suite des G, est nécessairement dlimitée et tend encore vers 2.
Ainsi, nous pouvons énoncer, finalement, la proposition suivante :

Toules les intégrales réelles sur Uaxe réel positif (et non tronquées
dans la direction de cet axe) sont asymplotes, sur cet axe, & une fonc-
3

L

sm"\/n(_, = X00)

DY . . ‘

vers la limite \7‘-_;; les paramétres Dy, oo, D,y 0w Gy on, Gy ooy corres-

)

pondant & lu suite des zéros (1) ou des poles presentes par Uintégrale sur

Laxe réel-positif, vont sans cesse se rapprochant de — 8 ou + 2 a partir
d’une certaine valeur de n.

ton circulaire — 1 - (wide p. 330); leur période tend

Ayant ainsi ¢tudié Tes intégrales réelles, nous allons pouvoir pre-
ciser les résultats que nous avons déji obtenus relativement a la dis-
position des lignes de poles et des lignes périodiques des intograles
Y (X)de(B).

Soit Y (X) une intégrale de (B") qui est définie par les conditions
initiales Xy, 1, D, Pour X, réel positif, 7 et D réels, Y(X) est Pune
des intégrales réelles étudices ci-dessus. Lorsque ensuaite, X, 7 et D
arient avee continuité d’une maniere quelconque, Pintégrale pré-

(') Ou, plus généralement, des zéros de Y -~ 1 (4 queleonque).
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sente une demi-ligne périodique (aux sommets de laquelle Y = n)
qui se déforme et se déplace d'une maniére continue & partir de 'axe
réel positif. Sur cette demi-ligne périodique, D tend vers une limite
qui, devant étre fonction continue de v et D, reste nécessairement
¢gale & —38 en vertu des résultats du paragraphe 103 la demi-ligne
périodique est, deés lors, asymptotiquement paralléle & I axe réel positif,
puisque la période w, correspondante tend vers —277_)37 et Y(X) est, le long
R R
sin?/3(X —X)
geale présente une infinité de lignes périodiques ot une infinité de lignes
de poles, asymptotiquement paralleles entre elles, qui jouissent des
meémes propriéeés.

Cela pos¢, étant donné ue I'équation (B”) n’est pas altérée par le
changement de variables X=X, Y= —Y,, il est clair que nous
pouvons appliquer i Paxe réel négatif et aux deux demi-axes imagi-
naires du plan X tous les résultats obtenus relativement i Paxe réel.
Nous démontrerons ainsi, par exemple, que wute tniégrale Y (X) pre-
sente une infinité de lignes périodiques et une infinité de lignes de poles

de cette ligne, asymptote a la fonction — 1 + - L’inté-

asymplotiquement paralleles a l'axe tmaginaire positef; sur ces lignes,
indé finiment prolongées, D, (délini comme plus haut) tend vers + 8 ;

0

]
sin?iy/3(X—X)
Interprétons ces résultats en nous transportant dans le plan x, ¢’est-
a-dire en cffectuant le changement de variables (25) qui transforme

(B") en
(B) Y= 6= G

Uintégrale est asymplote a une fonction circulaire 1 —

Appelons OA, Paxe réel positif du plan 2, et OA,, OA,, OA;, OA;

. o . am hm Om

les demi-axes qui font respectivement avee OA les angles T w
87

B

A toute ligne périodique ou ligne de poles d’'une intégrale Y (X)

correspondra une ligne périodique ou une ligne de poles de I'inté-

grale y (@) (voir la Remarque finale du paragraphe 10, p. 328). Ainst,

toute intégrale y (#) aura une infinit¢ de lignes périodiques et une



334 - P. BOUTROUX.

infinité de lignes de poles asymptotiquement paralléles & chacune des
droites OA,, ..., OA,.
. //7\\

Placons-nous, en particulier, dans 'angle A,04, (fig. 7) dont les
cotés correspondent 4 'axe réel du plan X indétiniment prolongé dans
les deux sens. Il résulte de Panalyse du paragraphe 10 que y (z) a une
infinit¢ de lignes de poles dont tous les pornts sont arbitrairement

Fig. 7.

™~

¢loignés dans langle A/,():\:,; les deux extrémités de 'une quelconque,
£, de ces lignes sont alors, nécessairement, asymptotiquement paral-
leles & OA, et & OAy; au-dessus de g se trouvent une infinité de lignes
de poles, telles que ¢, quisont asymptotiquement paralleles anx
mémes demi-droites OA [, OA,; sur chacune de ces lignes (décrites
dans un sens ou dans Uautre), y () est asymptote & une fonction ¢lé-
mentaire que le changement de variable (25) rameéne & 'une ou &
I'autre des fonctions circulaires écrites plus haut.

De la méme manitre nous décelons Uexistence d'une infinité de
lignes de poles de y (@), telles que &/, ', ..., qui sont asymplotique-
ment paralleles & OA, et & OA;, ou & deux quelconques des droites
0A,, ..., OA, d’indices non conséeutifs.

Si-maintenant nous faisons varier d’'une manicre continue un pole
de £ oude ¢/, laligne de poles se déplace et nos calculs cessent d’étre
applicables aux portions de ces lignes qui sont voisines de I'origine
(ef. § 10, p. 328), c’est-a-dire intéricures d un certain cercle G, de
centre « = o; mais les deux extrémités de ¢ ou de 7, extérieures a (G,
constituent toujours deux demi-lignes de poles (¢f. p. 328) dont cha-
cune est asymptotiquement parallele & une droite OA;.

L’ensemble des lignes ou demi-lignes de poles ¢, £, -.., £, L e
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forme, & I'extérieur du cercle G, un réseau de quadrilatéres curvi-
lignes. Ces quadrilateres, dont les dimensions sont d’autant plus
petites qu’ils sont plus ¢loignés de lorigine ('), ont pour correspon-
dants, dans le plan X, des quadrilatéres Q qui se rapprochent arbitrai-
rement de parallélogrammes lorsqu’ils sont arbitrairement éloigneés.

Le réseau de quadrilateres ainsi défini recouvre toute la portion du
plan x extéricure au cercle G (cercle i I'extérieur duquel tous les cal-
culs du paragraphe 7 sont applicables). Nous compléterons, au pro-
chain paragraphe, la définition du réseau en pénétranta U'intérieur du
cercle G.

Autres lignes de péles d’une intégrale y(x) ou Y(X). — Il importe
de remarquer qu’anx termes de notre définition des lignes de poles, il
existe, pour I'intégrale y(x) considérée ci-dessus, d’autres lignes de
poles que les lwnvs L L,

Revenons, en effet, aux intégrales Y(X). Nous avons étudié ci-
dessus les lignes de poles de Y(X) qui ont pour sommets les points
v Xy Xp+ 0 (X)), X+ 0?(X,), ... ou ..., X,, X,+ o,
X, + ', ... (voir p. 299). Considérons semblablement une ligne de
poles ayant pour sommets les points .. , Xy, Xp4+ 0,0 (X,),
X, + 0™ (X,), .... La suite des parametres C, qui définissent
intégrale aux sommets de cette ligne de poles tendent vers une
lnmtb d’aprés le paragraphe 10 (p. '7()) et cette limite est différente
de == 2. Pour la déterminer on pourra partir encore des intégrales
réelles de Péquation (B) en les considérant, cette fois, sur I'axe réel
négalif. A ces intégrales correspondent des intégrales purement lma-

ginaires de (B ). On les étudie en effectuant la transformation X, =¢ }\
Y, =Y, qui change (B') en
4 Y,

" ___Q 2 I

1 =06Yi-+6 X, T3 Xz
et considérant les intégrales Y, réelles sur axe réel positif du plan X, .
Pour ces intégrales Y, (X,), I'axe réel positil est ligne de poles, et les
paramdlres D,, ooy Dy, oo (valeurs de YP — 4Y] — 12Y, aux points

(1) Les dimensions d'un quadrilalére trés éloigné sont de I'ordre de grandeur de sa dis-

. » N . I
tance & l'origine (« = o) élovée a la puissance — i
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réels positifs ot Y, prend une méme valeuar finie) tendent vers la valeur
réelle D pour laquelle Iintégrale /\//;Y’j +12Y,+DdJY, a une

période nulle.

12. Intégrales symétriques des équations (26), (B'), (B). Réseaux
de quadrilatéres des périodes définis par (B') et (B).

Considérons, a 'origine X = o, les intégrales de I'équation
7

!
(26) Y”:GYg-——-G——AlO/J—?/,(— -+--4/)(:—($[))%,

ct, plus généralement, celles de équation

(44 Y+ m%»k /1—)-(Y—2::1;Yi——~ 0.

L’origine est, en géndéral, pour ces intégrales, une singularité transcen-
dante dont on ferait facilement Pétude compléte en employant les
modes de raisonnement qui ont servi & éludier équation du premier
ordre :

XY’ = fonction holomorphe nulle pour X =Y = o.

Mais je n’entreprendrai point cette ¢tude, et je me bornerai a signaler
deux intégrales particulicres de (44) qui sont méromorphes a Uorigine.
Il y a, entre ces intégrales et les dérivées logarithmiques de Bessel
Y. Ya méromorphes i Porigine (voir § 5, p. 290), une analogie
remarquable.

Les intégrales méromorphes, que nous appellerons Y, Yo
s’éerivent

Y i) = @oimony X2t Agim,ny X8 @ygimny X040y

641 —oam . .
Y*z(m,n);: ““-()‘XT'—" -+ b*z(nz'u,) X4 l)ﬂ(/u,n) XE+ ..,

les coefficients « et b ¢tant détinis par les égalités

Uyimmy (2.1 -+ 2m 4 n)z==—0,
Agimomy (6.0 A4 Gme+ n) = 63, 1,

”10(»/,/2)(”)~9 “rom - n ) = Ay () A (myny s
................................... e
byimny (2.1 = 2m 4 4 — n—12) = — 6,

Oiimumy (6.5 -+ 6m 4 Gm —rn —12) =603, u,
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les seconds membres étant les mémes que dans le cas des fonctions de
Bessel.

La convergence de Y, est évidente pour des valeurs finies quel-
conques de m et de n n’annulant aucune des parentheses.

Les Y,, d’autre part, sont reliées aux Y,, comme il arrivait pour les
fonctions de Bessel Y, ), Yu(,), par une identité qui s’éerit

. . 6+n— 2ﬁz
(43) Y2(m,n): Y1(m,-wz~n—l-z) -+ T‘
Faisons en particulier m =1, n=— 5[‘3 . Les deux fonctions

- . Uéquati / s
Yi(,,;_%)’ Yg(n,—%)’ intégrales de Uéquation (B'), sont méromorphes

dans tout le plan X. Elles sont réelles sur tout D'axe réel et
prennent des valeurs ¢gales et de signes contraires aux points corres-
pondants X, ¢X. Elles sont purement imaginaires sur les bissectrices
des axes de coordonnées.
A ces iniégrales symétriques de I'équation (B'), que nous écrirons
(en supprimant les seconds indices)
16

Y i=a, X2+ ;X0 . .., YQ:-Q-E—)F—i—ngi—i—bﬁX“—&—...,

correspondent <lorsqu’on fait X = é—‘x, y= \/xY) deux intégrales

symétriques de I'équation (B). Ce sont les intégrales

5

L/} 46 410
4 PR .8 13
yl-——- 52612.% -+ 56 agx -+ 510 ag & ey

1 42

[;_G
P— .3 8
'72__;‘—_1-{—:5—2@1 ‘*‘57;[’6“ T

(46)

La forme des coefficients des intégrales Y, Yaum de (44) et leur
analogic avec les coefficients des dérivées logarithmiques des
fonctions de Bessel donneraient matiere & plusieurs remarques inté-
ressantes concernant les développements possibles de ces fonctions,
les relations qu’il y a entre elles pour diverses valeurs dem et de 2 (en
particulicr pour les valeurs entitres), la situation du péle de Y,n,q) ou
Yo(um le plus rapproché de Porigine. Pour I'instant, je me bornerai a
déterminer U'allure des intégrales symétriques de (B) et 4 en tirer

Ann. Le. Norm., (3), XXX. — Aour 1913. 43
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quelques conclusions relatives a lastructure des autres intégrales Y (X)
ouy(ax)de (B) ou de (B).

Figurons les lignes de poles de la fonction elliptique Y, o), qui sont
les axes réel et imaginaire et des paralléles a ces axes. Pour les valeurs
arbitrairement petites de m et de », la fonction Y, . présente des
« lignes d’infinis » (*) arbitrairement rapprochées de ces lignes de
poles de Y, . On peut donc faire correspondre & Y, , un réseau de
lignes d’infinis qui seront (voirp. 333, § 11) asymptotiquement paral-
leles aux axes, et qui décomposeront le plan X tout entier en quadri-
latéres curvilignes.

Faisons maintenant croitre m et n jusqu’aux valeurs 1 et — ;[‘5

Les lignes d'infinis se déforment et se déplacent avec continuité,
et le plan X est toujours décomposé, dans sa totalité, en quadrilateres

LR [L L3 " M ’
curvilignes. Pour m =1, n = — = I'équation (44) devient (B"); les

quadrilateres deviennent des « quadrilatéres des périodes » (voir § 9).
L'origine X =0 se (rouve & l'intéricur du quadrilatére qui a pour
sommets les poles réels, positifs et négatif, X., X_,, et les poles pure-
ment imaginaires X;, X_; les plus rapprochés de Porigine; elle est
centre de symétrie pour ce quadrilatére (d condition qu’on prenne
pour lacets A, A’, définissantles periodes X; — X, X, — X_,, des lacets
sur lesquels Y prend des valeurs respectivement égales et de signes
contraires). Dans chaque quadrilatére, Y(X) est uniforme et prend
deux fois toute valeur donnée (?). )
Cela posé, si nous effectuons le changement de variable X = gxz’
les quadrilatéres des périodes tracés dans le plan X se transforment
tous en quadrilatéres curvilignes du plan x, exception faite pour le
quadrilatére contenant l'origine, lequel se transforme en pentagone.
Ce pentagone a pour sommels les cing poles z,, ..., z,,, respective-
ment situés sur les droites OA,, ..., OA; delafigure 7 (p. 334) qui
sont le ‘plus rapprochés de I'origine & = o. On peut toujours choisir

(1) Poir page 325. Dans le cas ot les infinis ne sont pas des poles, la ligne d’infinis
doit étre définie comme limite d’une ligne périodique.
(2) Bt deux fois seulement Loule valeur Y non située sur I'un des contoars A, A/,
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x,,@,, rectiligne; tous les autres cotés seront alors rectilignes par
raison de symétrie, et le pentagone sera un pentagone régulier de
centre x = o.

arbitrairement I'un des cotés du pentagone; prenons donc le coté

A lextérieur de ce pentagone, le plan z tout entier sera sillonné par
un réscau de quadrilatéres des périodes; le réseau sera symétrique,
naturellement, par rapport & chacun des cinq demi-axes OA,, ..

OA,;.

J

A4

Ainsi sera défini d’une manicre compléte le réseau de lignes pério-
diques qui correspond & 'intégrale symétrique y,. Supposons main-
tenant que nous fassions varier d’'une manicre continue les conditions
initiales qui délinissent celte intégrale. A toute nouvelle intégrale
correspond un réscau de lignes de poles qui conserve toujours la
méme disposition. Les lignes de poles sont asymptotiquement paral-
leles aux axes OA,, ..., OA; (vorr§ 11) : elles décomposent la totalité
du plan & en un ensemble de quadrilateres des périodes, plus un pen-
tagone de raccord.

Mais il est une autre manitre de rattacher les quadrilatéres des
périodes qui recouvrent le plan @. Nous serons conduits & cet autre
mode de raccordement en considérant la seconde intégrale symé-
trique y,.

En raisonnant sur Y,(X) comme sur Y,(X), nous constatons qu’a
cette intégrale correspond un réseau de quadrilatéres des périodes
dont I'origine X = o est un sommet. Le réseau correspondant du plan
décompose le plan tout entier en un ensemble de quadrilatéres des
périodes; mais, tandis qu’un sommet quelconque du réseau, distinct
de @ = o, n’appartient qu'a quatre quadrilatéres, I'origine est sommet
de cinq quadrilateres des périodes.

Cela posé, faisons varier les conditions initiales qui délinissent
intégrale y, (). Le réseau de lignes de poles se déplace en conser-
vant sa disposition. La totalit¢ du plan « est toujours décomposée en
quadrilatéres des périodes, dont cing ont un sommet commnun.

Ainsi, guelle que soit U intégrale y(x) de I’ équation (B) que L'on consi-
dére, on pourra loujours lui faire correspondre un réscaw de pdles qui
sont rattachés de I'une ou de U'awire des deux maniéres indiquées ct-
dessus (nous avons le choix).



340 P. BOUTROUX.

La décomposition du plan .z ainsi réalisée nous fait connaitre fort
exactement la structure de la transcendante y (). Nous avons, en
effet, appris a étudier y(a) dans un quadrilatere des périodes (§ 9)
et nous avons vu que, dans les quadrilatéres arbitrairement ¢éloignés,
y(z), ou plutot sa (ransformée Y(X), se rapproche arbitrairement
d’une fonction elliptique. Nous avons déterminé la direction asympto-
tique des lignes de poles qui forment les cotés des quadrilatéres
(§ 10-11); nous avons trouvé la limite du paramétre G qui définit 'in-
tégrale aux poles successifs d’'une méme intégrale (ibid.). Nous avons
décrit, d’autre part, et interprété le mécanisme des permutations de
la fonetion Y (X) qui fait passer X dans un quadrilatére contigu, c’est-
a-dire qui ajoute & X une période w,, w , o, ou o’ .

Nous reviendrons d’ailleurs ultérieurement sur la définition des
periodes et leur nature analytique (voer troisicme Partie, § 17 et
sixieme Partie).

TROISIEME PARTIE.

INTEGRALES TRONQUEES. FONCTIONS ASSOCIEES A LEQUATION (n).

13. Intégrales tronquées.

Considérons une intégrale Y (X) de I'équation

Y/ 4 Y

B/ Y/ iz Y 6 o e e

(B9 X "X

qui présente une certaine ligne de poles ..., X_, ;, X, X, .... Nous
avons vu que 'intégrale admet en général, de part et d’autre de cette
ligne de poles, une infinit¢ d’autres lignes de poles. I ne peut en étre
autrement que sile parametre de Uintégrale aux poles ..., X_, , X, ...
est tres voisin de == 2 (lorsque les modules de ces poles sont tres
grands). Nous allons nous placer maintenant dans cette derniére hypo-
these et établir I'existence d’une infinité d’intégrales exceptionnelles
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(intégrales tronquées) pour lesquelles toutes les lignes de poles situées
d’'un méme coté de la ligne ... X_, ,, X,, X,, ... sont rejetées en-
semble & I'infini.

Existence d’une infinité d’intégrales ironquées dans la direction de

Uazxe réel positif. — Ces intégrales e\lbtentpourl équation Y'=06Y*—0.
Ce sont les fonctions

3

— _ X [ .
sinzi\/g(x_xﬁ) ( o que conque)

Y=Y, =1 —

Nous allons établir leur existence pour I'équation

' Y’ Y
"= GY2em 6 o b~ <=
(49) Y'=6Y*--6 1( X ax>

qui coincide avee I'équation (B") pour A =1, ¢ = ﬁ
29

Nos conclusions s’appliqueront, par conséquent, non sculement i
I'équation (B"), mais & I'équation plus générale (26) du paragraphe 8.
1l serait aisé de les étendre a U'équation générale (15) du paragraphe 7
(p- 2953).

L’intégrale générale de 'équation (49) peut étre développée par rap-
port aux puissances de A sous la forme
(50) Y=Y,+~AY,+....

Faisons, en particulier, Y, =1, et voyons s’il est possible de choisir
les conditions initiales de maniére que les coefficients Y,, Y,, ... du
développement (50) tendent tous vers zéro dans la direction de I'axe
réel positif.

Considérons d’abord Y, qui est défini par I'équation
(31) YI;:—'IQYl"}"'X?

Nous avons
X 12X X /mx
Y,=— 2 (e [ E o aX e/ [ Z—aX ).
2 X X

Je dis qu'on peut déterminer les limites inférieures des intégrales
qui figurent dans Y, de manitre que, pour X tendant vers I'infini par
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valeurs réelles positives, on ait

Y eyiEx ARVITES
lime‘/ﬁ*f ¢ X dX =o, lime“\/*_“f PX dX =o.

On pourrait ¢tablir ce fait directement. On peut aussi remarquer que
les expressions dont on cherche les limites sont respectivement coeffi-

cients de A dans les développements en puissance de A des intégrales
des deux équations de Riccati

(Ve SRRV PR S EVEA (VR

Or ces deux équations appartiennent au type que nous avons étudié
dans notre premitre Partie; leurs intégrales sont des fonctions de
Bessel; elles admettent, en particulier, des intégrales tronquées dans la
direction de I'axe réel positif, intégrales développables par rapport a A
et dont les coefficients satisfont & la condition requise (tendent vers
zéro sur l'axe réel positif) (voir § 3, p. 285).

Nous établissons ainsi I’existence d’une premiere fonction Y, qui
tend vers zéro. Pour nous rendre compte de la forme de cette fonction,
remarquons que nous avons

= [feVTiX ' , —
e\’”'\fe o dX = T 10g X £ (X2) 4+ X fo(X2) - eV T,

— 12X eVizx — o—yTiX ) ) . _JTixX
e < dX = e V¥ ogX + f1(X?) — X fo(X2) + AyeV 12X

Siet [, ¢tant des foncetions entiéres de X2, & et £, deux constantes. Les
deux expressions ¢tant supposées tendre vers zéro dans la direction
de Iaxe réel positif, on voit qu'il en sera de méme de I'expres-
sion

(VT 4 /25 ) g X - 2 f1(X2) + he/TX,
ou encore de 'expression
— aflogX.chy/12X - f1(X?) + h.chy12X ],

que nous pouvons prendre pour fonction Y,.
En d’autres termes, nous avons une fonction Y,, intégrale de (51),

(52) Yi=—alogX.chy12X + g, (X?) (&1 fonction entiére),



RECHERCIIES SUR LES TRANSGCENDANTES DE M. PAINLEVE. 343

qui tend vers zéro dans la direction voulue. Nous en aurions une infi-
nité d’autres en ajoutant 3 Y, exponentielle 4, eV**S, ot &, est arbi-
traire.

Faisant, en particulier, Y,=Y,, nous allons montrer qu’on peut
déterminer les fonctions Y,, Y,, ... de maniére qu’elles tendent
toutes vers zéro, dans la direction de ’axe réel positif, et soient de la
forme

(53) Y, =Y, =g;0(X2) + g, (X2)logX +. ..+ g,.(X?) log' X,

les g étant des fonctions entiéres de X*.
Supposant ces résultats établis pour les indices 1, ...,/ — 1, mon-
trons qu’ils subsistent pour U'indice ;.
Le coefficient Y; du développement (50) sera défini par I'équation
linéaire
Y,
X

Y,
Xz

—+ a

(54) Y, —i2Y;=—
Posant le second membre égal 4 ', (X), nous aurons
X X
(54 bis)  Y;= % (eﬁ?Xf e—»/Tﬂ»\‘Lp,dX+e-/T-EXf e\/ﬁ-"%d}().

D’ailleurs

Ygg‘ aX +cj,

— Yo (X)— Yo (X0) _ X
g= X + (a 1)/;0

ou X, et ¢; sont des constantes qu’on peut toujours choisir de ma-
ni¢re que §; tende vers zéro lorsque X s’éloigne dans la direction
indiquée.

Cela posé, je dis, comme plus haut, qu'on peut, dans (54 bis), dé-
terminer les limites inférieures des deux intégrales de maniére que,
pour X tendant vers I'infini réel positif, on ait

X

X
]imem"f ey =0, lime*\/ﬁ-‘/l /XY =o.

Ces expressions sont, en effet, respectivement coefficients de A dans
les développements en puissances de A des intégrales des deux équa-
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tions de Riccati
Y =y3Y2— /3 +2YY,, Y=— 3V /3 +2Y ;.

Or ces équations admettent des intégrales tronquées pourlesquelles
les coefficients des puissances de A tendent vers zéro dans la direction
réclle positive (vide supra, p. 285).

On voit ainsi qu’il existe une fonction (*) Y; =Y, qui tend vers
zéro dans la direction voulue. Je dis que cette fonction est de la
forme (53).

Supposant Y ,_, mis sous la forme (53), nous voyons que V", second
membre de (54), s’écrira
it G n 108X ..

Xz

(X)) =— 2(5";*«1,0 ~+ rfv’}'ﬂu logX +...)—
a
+ ’ﬁ(é’j»l,m . '))
les dérivées des g étant prises par rapport a X*. I’en conclus que ¢; est

le quotient par X d’un polynome de degré j—1 en log X dont les coef-
ficients sont des fonctions entieres de X2, Il en résulte

/T [ e VTG dX == [ f10(X2) A= X fao (XB)] 102 X (f11 -+ X far) .

4108/ X (fij+ X fo)) + he/TES
et

eV [ OB AX 2 frgm X o) oot V0T Xy — X o) WS,
les f étant des fonctions enticres de X*. Nous pouvons alors prendre
pour Y, la fonction
Y, =Y = f10(X2) 4 fis log X . ..+ fi; log/ X + hch 12X,
ce qui revient 4 faire, dans la formule (53),
giv=fo+hehiaX,  g= L,

Les fonctions Y; étant ainsi déterminées, observons que la suite de
ces fonctions est bornée sur [axe réel positif ; plus précisément, & par-

(1) Le méme raisonncment prouve que Y/, tend vers zéro dans la direetion réelle posi-
tive.
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tir d’un certain point X, de cet axe, indépendant de J, les modules | —Y'jl
admettent des limites supérieures respectives qui sont de plus en plus petiles
lorsque (indice j va en croissant.

En effet, appelons /;_, une limite supérieure de IYJ-_,I sur le demi-
axe réel positif a droite de X,. Etant donnée expression de ¢; (p. 343),
le module |{;| restera, sur le demi-axe considéré, inférieur 2 un mul-
tiple de 4;_,, soit (si |X,]| est asses grand) 2 3/,_,|X;"|. On en conclut
que l'on a, entre deux points positifs quelconques X, X (i droite
de X,),

2 X

/ V12X, aX
X

WX e\/ﬁx
.—LIX
- X&

VX

3¢,

< =
X-a

2

o ¢tant un nombre positif arbitrairement petit, et de méme

X /12X
/ /X
Jx

[Cevm g ax|< e

A5

xa

h ‘ ,3[./' -1

Mais notre raisonnement de tout & 'heure, appliqué i expres-
sion
- —_ e—»,/rz‘.\[ — ' g\/ﬁx
WS [T s [T
X X “
prouve que, dans le cas ou les constantes d’intégration sont celles qui
rendent expression nulle & I'infini, 'expression tend vers zéro avec

X-":on en conclut que on peut trouver un point réel posiuf X, et un

nombre K indépendant de j, tels que U'on ait, en tout point X del’axercel
a droute de X,
. .. . - K.
limite supérieure l; de l Y, | < —i—]—/:—l—l )
o étant un nombre positif donné arbitrairement petit.
Cela posé, considérons le développement

(56) Y=1+Y koo Y, M

ce développement représente une intégrale de I'équation (49) et il

converge, au voisinage de A =o, sur tout chemin qui ne passe par aucun

point singulier (aucun infind) de U'intégrale. En particulier, lorsque

X s’¢loigne indéliniment dans la direction réclle positive, le dévelop-
Ann. Ee. Norm., (3), XXX. — Aovur 1913. 44
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pement (56) ne peut cesser de converger pour A born¢ (en particulier
pour AZ1); lintégrale qu’il représente est holomorphe et tend vers la
limite 1; nous dirons que cette intégrale est une INTEGRALE TRONQUEE
DANS LA DIRECTION DE I’AXE REEL POSITIF.

Il est facile, d'ailleurs, de former une infinité d’autres intégrales
de (49) qui sont tronquées dans la méme direction. En effet, aulicu de
prendre Y, =Y,, faisons Y, =Y, + A,e V™, b, Gtant une constante
arbitraire (vide supra, p. 168) : nous pourrons, en ralsonnant comme
plus haut, former une fonction Y,, intégrale de I'¢quation

Y
Yy=12Y,— -

LA £}
X X
qui tend vers zéro dans la direction réelle positive 5 plus précisément,
nous aurons une infinité de telles fonctions obtenues en ajoutant &
'ane d’entre elles exponentielle hyeV12% (hy arbitraire). A partir
de Yy, nous délinirons une fonction Y, qui tend vers zéro, et ainsi de
suite. Comme tout & 'heure, la suite des modules | Y, [, [ Y;], ... sera
bornée sur Paxe réel a droite d’un point X.

Nous formerons ainsi, en les développant par rapport & A4, une infi-
nité d'intégrales tronquées dans la direction de I'axe réel positif.

Nous obtiendrons de méme une inlinit¢ F’intégrales tronquées dans
la direction de P'axe réel neégatif ou de Paxe imaginaire positif ou
neégaltif,

14. Intégrales tritronquées.

Parmi les intégrales tronquées dans la direction de Paxe réel positif

rgalement tron-
quées dans la direction de Paxe réel négatif ? il existe de telles inté-
grales, nous les appellerons intégrales bitronquées.

Je ne me suis pas arrété a 'étude des intégrales bitronquées qui (si
elles existent) n’offrent qu’un intérét secondaire. Par contre, je vais
¢lablir Pexistence d’une intégrale Y (X)) particuliere fort remarquable :
intégrale tronquée dans la direction de Uaxe réel positif et qui ne
présente aucun infini (de grand module) au-dessous de Uaxe réel. Cette

que nous venons d'obtenir, en existe-t-il qui soient
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intégrale, nous le verrons, est tronquée suivant trois directions rectan-
gulaires.

Considérons une intégrale tronquée développée sous la forme
Y =1-+ AY, + ..., et voyons sinous pouvons la déterminer de maniere
qu’elle soit tronquée et tende vers 1 lorsque X s’¢loigne indéfiniment
dans la direction de I'axe réel négatif au-dessous de cet axe : il faut,
pour cela, que Y,,..., Y;,... tendent vers zéro dans la direction indi-
quée.

Nous avons vu que Y, = Y, + A,eV™, Y, étant de la forme (52 ) et
h, une constante. Il résulte de I'expression (52) de Y, que, lorsque X
s’éloigne indéfiniment comme il a été spécifie ci-dessus, la somme
Y, + aiwe VX tend vers zéro : ainsi, pour que Y, tende vers zéro, i/
Jaut et il suffit que l'on prenne h, = + aiw. Si, par contre, X s’éloi-
gnait dans la direction réelle negative au-dessus de 'axe réel, il fau-
drait prendre Y, =Y, — aime V' *\,

Ainsi, il y a une maniére et une seule de déterminer Y, de facon que
cette fonction tende vers zéro dans les deux directions réelles aw-des-
sous de I'axe réel. A partiv de Y,, nous pourrons ensuite déterminer
une infinité de Y, tronquées dans la direction positive, et une infinité
de Y, tronquéesdans la direction négative. Soit Y, ,I'une des premieres;
les secondes seront données par la formule

Yy, =Y, + ke VT ]y, e/ TN

£ ayant une valeur déterminée et 4, étant quelconque; on voit que Y,
tendra vers séro dans les deux directions s¢ ['on a h, = 0 et dans ce cas
seulement; nous prendrons done &, = o. Nous pourrons alors, & partir
de Y,, déterminer d’une et d’'une scule maniére une Y, qui tende
vers zéro dans les deux directions considérées, et ainsi de suite.

Je dis que les fonctions Y,, Y,, ..., déterminées comme il vient
d’étre dit, tendent vers zéro sur tout rayon issu de 'origine el suué au-
dessous de U'axe réel. Plus précisément, suivons ces fonctions sur un
rayon qui, coincidant d’abord avec I'axe imaginaire négatif OC, tourne
autour de OC dans un sens ou dans l'antre (/fig. 7); sur ce rayon,
tant que I angle dont il a tourné est infeéricur @ ©, — les fonctions Y,,
Y.,,... tendront vers zéro.
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Considérons, en cffet, un cercle de centre O et de grand rayon R qui
coupe les demi-axes de coordonnées aux points A, B, C, D (/ig. 8). Sur

Fig. 8.

i D D’
Ms

M, M,

c

le contour de ce cercle, posons Y12 X = Re®. Nous aurons, d’aprés
I'expression de Y, donnée plus haut,

Y, = — .___._La_____ eiRsind <6’“ ('()ﬁfjfc-- ReosO—iRsin 70 + ¢k cosl) /.L‘“ cos Y --iRsin0 d0> .
2\/12 .

Je dis que Y, reste fini sur les ares, inférieurs & =, CAD’, CBD”, et
reste d’autant plus voisin de o que R est plus grand.

En effet, suivons d’abord Y, entre C ct A jusqu’d un point quel-
conque M, d’argument (négatif) 0,. Nous avons, sur 'arc CM,
\ —]
e—-ﬂms()—thsin“ e (— R sinfe-Keos 0
I I< R sin 0, ( )
et, par conscquent,

-~ ._*.:,_LA e~ eos 0,
)

,—Reos O —iRsinh -~
e dl | < ; 2
R sin0,

“(My
et pareillement

bl |

-~ et eosl,
T Rsin0,

/. eReos-iRsinl /()

M,

Nous obtiendrons des inégalités semblables pour un arc quelconque
CM, pris sur CB, pour un arc quelconque D'M, pris sur D’ A et pour
un arc quelconque DM, pris sur D”B. On en conclut qu’on peut
écrire

~— e .

y1 — el .amf}(cem_m()+ ce Keosl) ,10(0”’
2\ 12

c et ¢, étant des constantes, et | ¢ (0)] restant limité et de Uordre de
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grandeur de R~* lorsque 6, & partir de — g, varie d’un angle compris
entre — = et =. Or, nous savons que la fonction Y,, actuellement
considérée, tend vers zéro dans les directions OA et OB; donc on a
c=c,=0.

Ainsi la fonction Y, considérée tendra vers zéro sur tout rayon issu
de 'ovigine et faisant avec OC un angle inférieur a=. Il en est de méme
de sa dérivée que I'on pourra étudier de la méme maniere (voir ci-
dessous).

La démonstration ainsi faite pour Y, s’applique aux fonctions Y,, ...,
Y;,..., d’indices quelconques. ,

Supposons, en effet, établi que la fonction Y;_, et sa dérivée ten-
dent vers zéro sur tous les rayons considérés ci-dessus. Posant

— Y’J-+aY§<“ = w;(X),

nous pourrons écrire comme il suit (*) 'intégrale générale de I'équa-
tion (54)
4 X

Yy, — ¢ TS [ o=VTE DL X TEN = VT 27 aX .
J = X X ’

212

nous aurons des lors, sur les arcs CAD’, CBD”,

Yj — f_L_ ef R sin [] <L’" cos 0/ e—Reosh—iRsin0 W df — e—R cosf)feﬂcosﬂ +iRsin0 w; d9> ,

24
w; étant arbitrairement petit avec R=*. Dérivant par rapport a X, il

vient

J

X X
Y =4 (v [ o/ BLaX 4 e/ f PP
2 X X
ou

Y, = al cillsino(el{(:ns()fe—-hcos()-—iRsin0mj d@_e—ncosﬂfencos()+insin0w[,d@)_

212

Nous en concluons, en raisonnant comme plus haut, que Y; tend
vers zéro dans les deux directions OA et OB (comme il arrive pour Y;

(1) On passe immédiatement de cette formule a la formule (54 bis) donnée Aplus
haut.
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définic plus haut), cette fonction et sa dérivée sont de Pordre de gran-
deur de R~* sur les arcs CAD’ et CBD".

L’intégrale Y=1+AY, +A*Y,+...,ou Y,, Y,, ... sont les fonc-
tions ci-dessus déterminées, est donc une intégrale qui ne présente
aucun infini et tend vers 1 lorsque X s'é¢loigne ind¢finiment dans une
des trois directions OA, OB, OC : c¢’est pourquoi jappelle cette inté-
grale intégrale tritronquée.

Intégrales tritronquées de l’équation (B'). — Considérons, en particu-
. . ) . 4
'I 1¢)  Q 1) ’ '\ 4 ’\ « ) r ——— —
lier, les intégrales de I'équation (B") [uquatmn (hg)ourh=1,a= :—25]

et voyons comment se présentent les intégrales tritronquées de cette
équation ou de 'équation équivalente (B).

Faisant X = 2.7;7", appelons (fig. ) OA, I'axe réel positif du plan z,

Fig. 9.

Az
A,

A, Ag

5

. . . - 2T
OA,, OA,, OA; les demi-droites qui font avec OA les angles =
b 8 Yol § , ) ,
T g A lintégrale Y (X) tronquée, au-dessous de I'axe réel, dans

les directions réelles positive et négative, correspond une intégrale
y (2) (fonction méromorphe) qui est tronquée dans les directions OA,
et OA,. Cette intégrale est tronquée sur tous les rayons issus de Iori-

. N , . /N\ /\
gine et intérieurs aux angles A,0A;, A;OA,; sur ces rayons, Y tend

vers 1; donc le rapport (*) \_/y_: tend vers 1; l’intégrale ne présente des
@€

(1) En prenant pour y/z la détermination qui est positive pour z réel positif. La seconde
détermination de v/ interviendrait si on considérait 'équation )” = 6.2 — 632 qui admet
la méme transformée (B') que I'équation (B).
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poles et ne deyient indéterminée pour x croissant indéfiniment que sur les

. S
rayons situés dans I’angle A, OA,.

Nous désignerons par y, 5, () Uintégrale tritronquée ainsi obtenue
(intégrale (ronquée dans les directions OA,, OA;, 0OA,). Nous défini-
rons de la méme maniére quatre autres intégrales tritronquées, et
quatre seulement, les intégrales y; . o, Vi 405 Y304y Ya,05- Ces intégrales

[

27T
se déduisent les unes des autres par l'effet des substitutions <x,e x),

i TC
<y, e y> qui n’altérent pas Uéquation (B) : on a, par exemple,

6/ 21T
Yras(z)=¢? .}’1,5,4<€ 5 v’r>~

Les cing intégrales tritronquées de I'équation (B) jouent dans la
théorie de cette équation un role semblable a celui des trois intégrales
tronquées qui interviennent dans la théorie de I'équation de Bessel
¢tudiée dans notre premicre Partie.

15. Intégrale tronquée infinie en un point donné.

Revenons & I'équation

(49) Y”::6Y2—6+7.<—-;%+a%>
du paragraphe 13. Nous avons montré que cetle équation admet une
infinit¢ d’intégrales tronquées dans la direction réelle positive. Nous
allons maintenant déterminer ct étudier plus en détail une intégrale
tronquée particulicre que nous assujettissons 4 admettre comme in/fin
un point donné¢ arbitraire X,.

Développons comme plus haut (§ 13) Vintégrale de (49) sous la
forme

(58) Y=Y, +2Y,+ 22Y,~...;
mais faisons cette fois _
3 72
— — — ou Yy=1 + —£&
sin2i(/3(X —X,) ’ sintye’

(59) Yo=Y, =1
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en posant, pour abréger I’écriture,
t=X —X,, ‘y:i::\/—'g.

Le coefficient Y; de A/ sera défini par I'équation linéaire

(60) Y;:IQYOYj:»~—‘%i+aY)£:l;—_:cpj(X),

¢quation qui s’intégre comme il suit :
L’¢quation sans second membre admet une intégrale particulicre 11,
qui présente un péle triple en t = X — X, = o; ¢’est la fonction

’

Y cosyt
Hi—=— —2% =colyt+cot’yt= A%
2y

sinty ¢’

elle admet aussi une.intégrale particulicre I,, qui est holomorphe
en £ = o, son développement de Taylor commencant par le terme (')
ene’ : ¢’est la fonction

I, = 11, ‘dX _r_<1:>(smyl,——yl,(:usyt) 7 _ 1_9:_/_/> — e

JoHE Y Ssinty ¢ S 4

Cela posé, la fonction Y, intégrale de (6o), est donnée par la
formule

(61) Y,-».—_-n,/'u.cp,-dx—- ul/nm,dx.

Proposons-nous de determiner les fonctions Y, ..., Y;, ... de maniére

J?
gwelles soient toutes holomorphes en X, (exception faite pour Y,
dont X, sera pole simple) et tendent vers zéro lorsque X s éloigne

indéfiniment, a partir de X, dans la direction réelle positive.

Détermination de Y,. — Nous avons

o (X)=—Y X!+ a¥Y,X~2;

(1) En effet, il résulte du développement (23) du paragraphe 7 que deux intégrales
différentes do (49), infinies toutes deux en X,, ne different qu’a partir du torme
en (X—-io)l’
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cette fonction a un pole triple en X,; H, ayant un zéro quadruple,
X

nous voyons que 1’intégrale/ H,o,dX est holomorphe; en particulier,

X

la fonction f H,9,dX, qui s’annule en X,, y a un zéro double; d’ot
x‘a

X

H,2,dX admet X, comme pdle simple.

X

résulte que la fonction H,f

D’autre part, la fonction Hzfl-l, 9,dX a un pdle simple en Koquelle que
soit la constante d’intégration. Je conclus de la qu’il existe ure infi-

nité de fonctions Y, qui ont un pole simple en X =X, : ce sont les
fonctions (')

X X
(61 bis) Y,:uzf H, o, dX — ul[ 1,0, dX,,
X,

qui dépendent d’ure constante arbitraire. Parmi ces fonclions, je dis

qu'itl y en a une et une seule, Y,, qui tend vers zéro dans la direction
réelle positive.

La démonstration se fera comme au paragraphe 13 dés qu’on aura
isol¢ les parties principales de H,, H,, 9, pour les valeurs de X dont
la partie réelle augmente indéfiniment par valeurs positives.

On a, en effet,

Yo=1—12eVTEX)p ¥V =r12y/i2eVEE-X) 4

et, par suite,

Hy=—fevEG-S) o | Hy= —— VT (%)
167y/3
Y, Y, a _yn(x-x,) (—teVi2  12a
pE=—x reg=gre X X)) T

les termes non écrits élant de ['ordre de petitesse de eV XD oy
d’ordre inférieur. On démontre alors, comme au paragraphe 13,
qu’on peut déterminer les constantes d’intégration dans les expres-

(1) Toutes les autres fonctions Y; ont, comme Hy, un pdle triple en Xo-
Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — Aovur 1913. 45
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X X
Hgf H, 0, dX, Il,f H,o, dX,

de aniére que ces expressions tendent vers zéro lorsque la partie
réelle de X augmente indéfiniment par valeurs positives. La deuxiéme
expression se trouve des lors tendre vers zéro quelle que soit la cons-
tante d’intégration (puisque Il tend vers zéro). La premicre expression
ne tend vers zéro que pour une valeur unique de la constante; pour
toute autre valeur, elle augmente indéliniment comme II,.

Ainsi nous obtenons une fonction (61 bis), et une seule, qui satis-
fait aux conditions voulues. Nous la désignerons par Y,. Sa dérivée

WX WX
T“lzu'zf llicpth——Il’lf 1,9, dX
tend évidemment( vers zéro en méme temps qu’elle.

Détermination de Y,, ..., Y;. — La fonction Y, étant ainsi déter-
minée, nous voyons que 9,(X) a un pole double en X;; nous en
X
concluons que la fonction | MH,9,dX, qui s’annule en X,y a un
Xio .
zéro triple; la fonction 1, | H,2,dX est donc holomorphe en X,, et

Xo

X
il en est de méme de H‘lf I, 9,dX, quelle que soitla limite inféricure

de Uintégrale. Ainsi il existe une infinit¢ de fonctions Y, holomorphes
en X, : en raisonnant comme tout 2 I’heure, on constate (que, parmi
ces fonctions, une, et une seule, soit la fonction Y,, tend vers zéro
dans la direction réelle positive.

Connaissant Y,, on délerminera Y,, puis Y,, ..., Y;. On obtiendra,
pour tout indice 7, une, et une seule fonction Yj, holomorphe en X,
(a partir de I'indice 6, ?j aura, comme H,, un zéro quadruple en X,),
et tendant vers zéro dans la direction réelle positive.

La forme (61) de ces fonctions montre d’ailleurs qu’elles sont holo-
morphes pour toute valeur de X distincte de Uorigine X =o : elles
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n’ont qu'un point singulier, 'origine, qui est pour elles point critique
transcendant tsolé.

Dans le cas ou le point X, a sa partie réelle positive, nous pouvons
faire en outre une remarque importante relativement 3 I'ordre de
grandeur de | Y, et ]Y}[ Menons,  partir de X,, une droite A quel-
conque, sur laquelle la partie réelle de X va en croissant; je dis que
les modules |Vj| |Y'
qui tend vers
niment.

X, | >I) lorsque U'indice j augmente indéfi-

Appelons, en effet, /;,_, une limite supéricure de | Y,_, ]| et ]Y'j_,l sur
la droite A. Sur cette droite,le module | o;| restera inférieur a

(t+]al)l— | X~

On en conclut qu'on a, entre deux points quelconques X, Xdela

droite A,
(x+lal R
lllco, dx il H,dX |,
X l Jx
(I—l-lal j—1

3 X
Hyo,dX| < — f H, Xm.
£ Y IX| X

Remplacant alors H,, H, par leurs valeurs principales (p. 353), et
raisonnant comme & la page 343-344,0on déduit de la formule (61) que
le module | Y;
que kL, | X;*+*], & étant un facteur indépendant dej et de |X,|, et
étant positif arbitrairement petit. La conclusion est la méme pour le
module de la dérivée Y, qui est donnée par I'égalité

admet, sur la droite A, une limite supéricure moindre

X X
(62) Y’,:H;] H,cp,-dX-—H',/ H,o, dX.

En particulier, lorsque la partic réelle de X, est positive et trés
grande, les modules | Y|, | Y}| sont, sur la droite A, de 'ordre de peti-

tesse de | X;7].

Intégrales tronquées de I'équation (4q) pour les petites valeurs de h. —
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Ces résultats acquis, prenons d’abord pour X, un point de partie
réelle positive, et considérons le développement

(63) Y:‘Y—:70+7\Y1+)\2-Y2+-.-.

Il résulte de ce qui précéde : 1° que le développement (63) con-
verge, pour & voisin de zéro (soit pour | x| < A,) au voisinage de X,
et sur toute droite A issue de I'origine sur laquelle la partie réelle de X
est croissante; 2° que le développement (63), lorsqu’on 'ordonne par
rapport & X — X,, prend la forme (23) (p. 307) et représente une
intégrale infinie en X, ; 3° que cette intégrale tend vers la limite 1 sur
toules les droites A spécifiées ci-dessus.

Ainsi se trouve mise en évidence wune intégrale (unique) de Uéqua-
tion (49), infinie en X,, et tronquée dans la direction réelle positive.

L’existence de cette intégrale aurait pu étre décelée indirectement,
et beaucoup plus rapidement, de la maniére suivante (') :

Considérons 'ensemble des intégrales de (49) qui sont infinies au
point X,. Ces inlégrales sont représentées par un développement (23)
et chacune d’elles, par conséquent, se trouve déterminée par une
valeur du parameétre G (4 condition qu’on fixe une fois pour toutes la
détermination de logX que I'on considérera en un point X pris arbi-
trairement prés de X, (¢f- § 7, p- 307-308). A partir de X,, nous
pouvons (*) (comme il a été dit au paragraphe 7) définir les périodes
w,, w_, o, w_quireprésententles dillérences X,, — X,, X,y — Xgy «o
Ces périodes sont holomorphes pour toute valeur de C qui ne les rend
pas infinies.

Donnons en particulier & C une valeur voisine de — 2. Pour les
petites valeurs de A, les périodes w.(C), w,.(C) sont trés voisines des
périodes @, o', des fonctions elliptiques p définies par Y'=0Y*—G:
il y en aura une, soit w,(C), qui sera approximativement parallele
I'axe réel positif, et trés grande. Dailleurs, lorsque G décrit un petit

(1) Nous reprendrons cetle démonstralion dans notre sixiecme Partie.

(2) Los caleuls du paragraphe 7 eoxigent que |X,| soit supérieur 3 un certain
nombre e-1; mais ce nombre est arbitrairement petit si le paramétre A qui figure dans
I'équation (49) est lui-méme arbitrairement petit.
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cercle autour du point C=—2, la détermination initiale de w,(C)
(voisine de @) se permutc avec une nouvelle détermination, voisine
de o= '. Jen conclus qu’il y a, au voisinage de C =2, au moins
une (') valeur G, de G qui est un point critique pour la fonction w  (C) :
pour cette valeur, w, (C) devient infini.

Nous avons supposé (p. 356) la partie réelle de X, positive.
L’infint X, appartient dés lors & une ligne d’infinis (voir § 10)

Xy, Xor= X+ 0}, RS
qui est parallele 4 I’axe imaginaire pour A = o, et qui sera, par suite,
pour les petites valeurs de 2, tout entiére & droite de I’axe imaginaire
et asymptotiquement paralltle & cet axe (¢f. §11-12). A droite de
cette ligne d’infinis se trouvent d’autres lignes d’infinis

" Xl,-—h
A XZ,-—U

— Y X —Y ’
10 = Xo+ 0, X=X+ o}, Sy

11 est facile de voir que lorsque C prend la valeur C (pour laquelle o,
devient infinie) tous les sommets de ces diverses lignes d'tnfinis sont
rejetés ensemble 4 infini. En effet, si le point X,j, par exemple, se
trouvait & distance finie, il en serait de méme, d’aprés les calculs du
paragraphe 7, des points X, ;_,, X, ju\» - . et, par conséquent, du
point X,,; si, d’autre part, les points X_., étaient a distance finie, il
devrait en étre de méme des points X, ;.

Ainsi, 'intégrale de (49) (infinie au point X, ) pour laquelle C=C,
est une intégrale tronquée dans la direction réelle positive. Cette inté-
grale est holomorphe i droite de la ligne d’infinis qui passe par X,,
et elle prend des valeurs voisines de 1 lorsque X s’éloigne indéfini-
ment dans la direction réelle positive. J'en conclus que cette intégrale
tronquée est fonction holomorphe de A & droite de la ligne d’infinis

qui passe par X, et qu’elle coincide, par conséquent, avec I'inté-
grale Y [représentée par le développement (63)].

(1) Il résulte des pages précédentes que cette valenr est unique.
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La ligne d’infinis qui passe par X, sera appelée ligne d’infinis
extréme. Cette ligne d’inflinis est asymptotiquement paralléle a Paxe
imaginaire.

Le développement (63) montre d’aillears que, lorsque X s’éloigne
indéfiniment & droite de la ligne d’infinis extréme, U'intégrale Y tend
tend vers la LIMITE I EXACTEMENT Il ne faut pas en conclure, bien entendu,
que le point Y =Y tende vers le point 1 suivant un rayon du plan Y.
La dérivée Y'(X) aura, en cffet, en général, une infinité de zéros sur
Pensemble des chemins X considérés. Le point Y =Y tendra donc
vers 1, en s’enroulant autour d’une infinité de points critiques algé-
briques de la fonction X(Y), et Y =1 est, pour celle fonction, un
point transcendant indirectement crilique. Les choses se¢ passent
comme pour les fonctions de Bessel, ¢tudiées au paragraphe 3
(p. 286-287).

Le paramétre G, qui définit I'intégrale tronquée polaire en X,, est
Sfonction holomorphe de X,.

Cas oa le point X, a une partie réelle négative. — Nous avons établi
Iexistence de I'intégrale tronquée Y et, par conséquent, la conver-
gence du développement (63) dans I'hypothése on la partie réelle
R(X,) est positive. Voyons maintenant ce que devient lintégrale Y
lorsque nous déplagons X, avec conlinuité et lui donnons une partie
réelle négative.

Les coefficients Y, du développement de Y en puissances de A, sont
fonctions holomorphes de X,. Il en résulte que le développement (63)
(supposé convergent en un point) est convergent sur tout chemin
(issu dudit pomt) sur lequel lintégrale qu’il représente est holo-
morphe. Ainsi, lorsque X, varie, les infinis ... X, _,, X,,, ... de la
ligne d’infinis extrémes se deplacent avec conlinuité et restent isolés :
ces points ne cessent pas d’élre les sommets d'une ligne d’infinis
extréme i droite de laquelle 'intégrale Y est (ronquée et son dévelop-
pement (63) convergent.

Faisons alors tendre X, vers un point quelconque d stinct de I’ori-
gine. Trois cas peuvent se présenter :
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Ou bien les points Xo,, Xy nsey -on et Xy I\_’O,_(,,_H). ... d’indices
arbitrairement grands restent & distance finie (non bornée). La ligne
d’infinis extréme peut alors étre définie par déformation continue
pour toute nouvelle position de X,. Cette ligne, qui laisse toujours
Porigine & sa gauche (') joint deux & deux les points ... XO,_‘,, XO,
Xois ... dans I'ordre de leurs indices et cst asymptotiquement paral-
lele aux deux demi-axes imaginaires. A droite de cette ligne d’infinis,
et sur cette ligne elle-méme, exception faite pour les sommets, le
développement (63) est convergent. Le paramétre C, de I'intégrale Y
en X, conserve une valeur finie : car, s’il en était autrement, Y vien-
drait se confondre avec I'intégrale particulicre Y = o et ne serait plus
tronquée ; dailleurs, il résulte du développement (63) que C est une
fonction holomorphe de X,.

Ces conclusions subsisteront lorsque les points Xn, Ngnriy ---
seront rejetés & Uinfini dans la direction réelle négative. 11 est clair que,
lorsqye cette circonstance se présente pour le point X, situé au-
dessous de l'axe réel, tous les points suivants Nt X, 12, SONE
simultanément rejetés & Uinfini dans la méme direction; il ne saurait
en étre de méme, par contre, des points :\;o.nmio,—(nﬂ)’ ... situés
au-dessus de I'axe réel; car, si ces points ¢taient eux aussi rejetés a
P'infini dans la direction réelle négative, I'intégrale Y cesserait d’avoir
des infinis, ce qui n’est manifestement pas possible. La demi-ligne
d’infinis supérieure subsiste donc, et Y se retrouve étre V'une des inté-
grales tritronquées que nous avons definies au paragraphe 14.

Mais il y a lieu, lorsqu’on fait tendre Y, vers un point quelconque,
d’envisager une troisiéme hypothése : hypothése suivant laquelle les
points X,u, Xo 415 -.- d'indices élevés seraient rejetés & Iinfini dans la
direction réelle positive. 11 en serait alors de méme des points X, _,,
}T,,,_.(,,H), ... d’indices négatifs élevés : en effet, lorsque les points Xons

Xy ns1s -+~ s'approchent de U'infini positif, ils peuvent étre considérés

(1) Pour passer de la demi-ligne d'infinis supéricure & la demi-ligne inférieure qui lui
fait suite, il faut toujours passer & droite de I'origine.
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comme appartenant & une ligne d’infinis extréme tout enticre située a
droite de I’axe imaginaire, et cette ligne, d’aprés ce que nous avons
vu plus haut, peut étre indéfiniment prolongée dans les deux sens.
Suivant I'’hypothese actuelle, cette ligne d’infinis se trouverait rejetée
a Vinfini sans entrainer & sa suite le point X,; U'intégrale Y (infinie
en X,), ayant des infinis arbitrairement ¢loignés dans la direction de
I'axe réel positif, cesserait dés lors d’ére tronquce.

Intégrales tronquées de ’équation (B’). — Les conclusions énoncées
ci-dessus dans I'hypothese out A est voisin de zéro s’étendentimmeédia-
tement & I'¢équation (B") ot A =1 (¢f. fin du paragraphe 13). En elfct,
lorsque A varie d’'une maniére continue, le développement (63) est
convergent sur tout chemin sur lequel I'intégrale Y qu'il représente
est holomorphe. On en conclut, en raisonnant comme ci-dessus que,
quel que soit X,, U'intégrale tronquée Y est toujours unique et ne
peut cesser d’exister que s¢ les extrémilés de la ligne d’infinis extréme
sont rejetées & Uinfini dans la direction réelle positive.

1l nous reste & voir si, et dans quelles conditions, cette circonstance
peut se présenter.

" 16. Familles d’'intégrales tronquées définies par l'équation (B).

Nous allons désormais nous attacher aux équations (B") et (B), et
chercher & compléter le plus possible les résultats déja obtenus.

Nous avons ¢tabli que 'équation (B") ou I'équation (B) posséde une
infinité d’intégrales tronquées dans la direction réelle positive. 1l
s"agit d’étudier la famille constituée par 'ensemble de ces intégrales.

Nous allons considérer d’abord les intégrales réelles de I'équa-
tion (B') [intégrales Y(X) réelles sur 'axe réel positif] : & ces inté-
grales correspondent des intégrales y(x) de (B) réelles sur tout 'axe
réel. ‘

Intégrales réell-s de (B") tronquées dans la direction réelle positive.
— Considérons une intégrale Y(X) infinie (ayant un pole) en un
point réel positif X,. Cette intégrale, caractérisée par le paramétre G
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du développement (30) relatif au point X,, est réelle si C est réel.
Placons-nous dans cette hypothése, et envisageons la courbe réelle
qui représente la variation de Y(X) & droite du point X,.

Si C est positif et trés grand, la courbe a un infini X, tres rapproché
de X, : entre X, et X,, elle présente un seul minimum dont la valeur
est positive et trés grande.

Si C est négatif et trés grand, la courbe a encore un infini X, trés
rapproché de X,, et elle présente, entre X, et X,, un seul minimum
dont la valeur est négative et tres grande.

Ces remarques nous aménent 4 distinguer deux catégories d’inté-
grales réelles polaires en X, : les intégrales de la premitre catégorie
restent positives entre le pole X, et le pole suivant X, ; les intégrales
de la seconde catégorie présentent un minimum négatif entre X,
et X,.

Cela posé, faisons décroitre C d’'une maniére continue & partir
de + . Nous obtenons une série de courbes asymptotes a la droite
X =X,.Je dis que ces courbes s’emboitent les unes dans les autres sans se
couper.

Considérons en effet la courbe y () [relative d 'équation (B) ]| qui
correspond a la courbe Y(X). Soient y, (), y.(z) deux courbes,
asymptotes a la droite x = x,, la seconde étant au-dessous de la pre-
miére au voisinage de I'asymptote : on aura, pour les valeurs x trés

rapprochées de z,,
YV, Ye<UYi-

Mais on a y| =6y} — 6z, ¥, =06y, — 6. Ainsi, lorsque z croit 3
partir de ,, tant qu'on a o<y,<y,, on a aussi y,<y,, donc
VoY y2a<y,. Alnsi l'inégalité y, <y, ne cesse pas d’étre vérifiée
entre @, et le pole suivant, du moins si y, reste positif, ce qui a lieu,
nous l'avons dit, pour les grandes valeurs de C : cette inégalité
entraine Y, << Y,.

Ainsi, pour chaque nouvelle valeur de C (plus petite que la précé-
dente), la courbe représentative de Y(X) enveloppe sa position pré-
cédente, et le pole X, s’éloigne vers la droite. D'ailleurs, le minimum

Ann. Ee. Norm., (3), XXX. — Aotr 1g13. 46
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de la courbe (entre X, et X,) reste nécessairement unique et positif.
Plus précisément, il reste au-dessus de la branche positive de la courbe

4 Y

612—-6+2 Sl

0.

(513

En effet, si le point oit Y= o franchissait cette courbe, il ne donne-
rait plus un minimum puisqu’on y aurait Y" < o.

Comment donc les intégrales de la premitre catégorie rejoignent-
elles lorsque C décroit, les intégrales de la seconde catégorie qui ont
un minimum négatif? La jonction ne peut avoir lieu que si, pour une
valeur intermédiaire de C, le pole X, est rejeté & Pinfini. Ainsi, les
intégrales de la premicére catégorie, représentées, comme nous venons
de le voir, par des courbes extérieures les unes aux autres, et situces
toutes au-dessus de toutes les intégrales de seconde catégorie,
tendent toutes vers une intégrale-limite qui ne présente plus aucun
infini & droite de X,. Cette intégrale est tronquée dans la direction
réelle positive. Il résulte des paragraphes précédents qu’elle tend vers
la limite 1, fait qu'on vérifierait d’ailleurs aisément, sans sortir du
domaine réel.

Ainsi se trouve ¢tablic 'existence d’une intégrale tronquée réelle (1)
pour toute valeur réelle positive de X,. Il résulte du paragraphe 15
que cette intégrale est unique. Le pole X, est, pour elle, un sommet
de la ligne d’infinis extréme définie au paragraphe 15. Nous appel-
lerons ce pole pdle extréme de I'intégrale.

La valeur G de C qui correspond & l'intégrale tronquée est trés
voisine de — 2 lorsque X, est trés grand (positif) : la valeur corres-
pondante de D (voir § 9) est voisine de — 4C ou 8.

Remarque. — Nous avons trouvé pour lintégrale tronquée une
valeur minimum inférieure 4 1 (la valeur du minimum est Y =1 — o,

(1) L'allure de la courbe-limite qui représente I'intégrale tronquée est facile a déter-
miner. Décroissant & partir de l'infini, elle présente une valeur minimum comprise entre
P § . . .
la courbe Y'— 6 ~+ ;'—55{; =0 ot Y=o0; elle est ensuite croissante el asymptote & la
droite X =1.
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o étant del’ordre de grandeur de | X;*|). Il en résulte qu’au minimum
le parameétre D (ou Y*—4Y*+12Y) est inférieur 2 8 (on a
D=8 —3«~+...). I’en conclus que, pour les grandes valeurs
deX,., C, comparable & — 4D, est supérieur i 2. La fonction continue
C(X,) décrott vers — = lorsque X, croit.

Intégrale tronquce présentant en X, un pdle pénultiéme. — Parmi les
intégrales réelles infinies en un point réel positif X,, je dis qu’il en
existe une, et une seule, qui ne présente i droite de X, qu’un péle réel

unique X, : cette intégrale est 'intégrale tronquée, infinie en X,, dont
I'existence a ¢té établie ci-dessus.

Pour le démontrer, considérons de nouveau une intégrale réelle
variable Y (X), polaire en X,, et appelons X, le pole de cette intégrale
qui suit immédiatement X,, et C, le paramétre correspondant. Lorsque
C est négatif et trés grand, il en est de méme de C,; U'intégrale Y{X)
est de seconde catégorie (voir ci-dessus) entre X, et X,, et 2 droite

de X,. Drailleurs, on a, d’aprés les résultats du paragraphe 11

(p- 332) C,>C. , B

Faisons croitre C d’'une maniére continue jusqu’a la valeur C qui
correspond & l'intégrale tronquée. On ne cessera pas (p. 331-332)
d’avoir C, > C. Or appelons C, la valeur de C, qui correspond & Iinté-
grale tronquée dont X, est le dernier pole réel. On a (si X, est suffi-
samment grand) C,<CC (vide supra). 1l en résulte que, pour une
valeur ' de G, comprise entre — o et G, on aura C, = C,.

Pour cette valeur C', I'intégrale Y(X) est une intégrale tronquée
dont X, est I'avant-dernier péle réel : ce pole appartient & une ligne
de poles pénultieme asymptotiquement paralléle a la ligne de poéles
extréme.

Ce résultat, établi pour les grandes valeurs de X,, subsiste a_fortort

lorsque X, décroit vers zéro.

Le parameétre C’ de I’intégrale tronquée en son pole pénultiéme est,
de méme que C, fonction continue de X,; lorsque X, augmente indé-
finiment, C’ tend vers — 2.
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En raisonnant de méme, nous obtiendrons (quelque grand que
soit X,) une intégrale tronquée présentant en X, un pdle antépénul-
tieme, et ainsl de suite.

De ces résultats, nous pouvons évidemment tirer la conséquence
suivante : Lorsque le pdle extréme de 'intégrale tronquée reelle Y (X)
tend vers l'infini positif, il en est de méme du pole pénultiéme, du pole
antépénultieme et, plus généralement, du péle de rang n a partir du
dernier pole a droite.

Intégrales tronquées réelles de U'équation (B). — A T'intégrale tron-
quée réelle Y(X) qui présente un pole extréme en un point réel
positif X, correspond une intégrale tronquée y (z) de (B), dont x,

a
[égal a <Zi- X0> ] est le pole réel extréme. Voyons ce que devient cette
intégrale lorsque @, se déplace sur 'axe réel.

1l résulte de ce qui précéde que, pour toute valeur positive de z,,
Vintégrale tronquée y (x) existe. Je dis, par contre, que pour les
grandes valeurs négatives de x,, il ne peut pas exister d’intégrale tron-
quée y ().

Posons, en effet, dans la transformée (B") de (B),
X=ViT. Y=—il

L’axe réel négatif du plan « a pour transformé dans le plan T le
demi-axe réel positif. L’équation (B') devient d’ailleurs

(64)  Ch=emae—i AN

Donc toutes les intégrales H(T) qui sont infinies au point réel T,
(correspondant i @,) sont réelles sur tout I'axe réel positif.

Considérons alors 'une quelconque de ces intégrales entre le pole
T, et le pole réel précédent T_,. La méthode de calcul asymptotique
du paragraphe 7 est applicable. Appelons en particulier D la valeur de
Iexpression H'*— 4 H? -~ 12 H au minimum T’ (ou en un minimum T")
présenté par I'intégrale entre T_, et T,. Formons la fonction elliptique,
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intégrale de'équation H'*=4H?*+12H + D, qui présente un minimum
en T, et appelons T, T, les deux poles de cette fonction qui sont le
plus rapprochés a gauche et a droite de T’. Quel gue soit D, la distance

T, — T, est inferieure & un nombre five; en particulier T, est sure-
ment positif pour les grandes valeurs de T'. Or les calculs asympto-
tiques du paragraphe 7 montrent que les différences T, — T,, T_, — T_,
sont de l'ordre de grandeur de T—' (par conséquent de T;'). J'en
conclus que toutes les intégrales (') réelles H(T), infinies en T, pré-
sentent, & gauche de T, un second pole positif T_,. A ce pole corres-
pond, pour I'intégrale y (@), un pole z, réel négatif situé a droite de
x,. Donc I'intégrale y (x) ne peut admettre xz,comme pole extréme (du
moins lorsque la valeur absolue de z, est suffisamment grande).

Ce point éclairci, faisons franchir I'origine au pole extréme x, de
Pintégrale tronquée y () (ci-dessus définie pour z, > o), et déplacons
ce pole vers la gauche. I1 doit exisler une position a de x, a partir de
laquelle I'intégrale tronquée cesse d’exister. Mais nous avons vu, au
paragraphe 15, que I'intégrale tronquée ne peut s’évanouir que dans
un cas : lorsque les extrémités de la ligne d’infinis extréme passant
par x, sont toutes deux rejetées a I'infini dans la direction réelle posi-

tive. Donc cette circonstance se présentera nécessairement lorsque z,
s’approchera de «. ‘

(1) 11 est facile de voir comment sont disposées les courbes (asymptotes a la droite
T = T,) qui représentent les intégrales réelles H(T) infinies en T,. Les intégrales sont

toutes données, au voisinage de To, par un développement de méme forme que (30),

savoir
I

H= ——
A%y

ol K est un paramétre réel arbitraire. Pour les grandes valeurs positives de K, la courbe
intégrale a, 4 gauche de T,, un pole T_, trés rapproché de To; entre Ty et Ty, elle pré-
sente un seul minimum dont la valeur est positive et trés grande (comparez p. 361).
Lorsque K décroit jusqu’a — oo, la valeur du minimum s’abaisse d’une maniére conlinue,
passe par un minimum, puis redevient posilive et croit indéfiniment. 1l n’y a done plus
ici qu'une seule catégorie d’intégrales.

- ...+K(T——To)4+...,
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Pour @, 2 gauche et voisin de @, toute intégrale réelle y(x) infinie
en z, admet un pole réel positif z,, lequel peut étre d’ailleurs arbi-
trairement grand, si z, est suffisamment rapproché de a. Que devient,
dans ces conditions, j’entends : lorsque z, passe & gauche de a, en
contournant au besoin ce point, I'intégrale tronquée que nous avons
appelée y(z)? _

Cette intégrale, rappelons-le, est définie par la valeur ¢ de son para-
métre au pole x,. Cette valeur ¢, liée 4 C par la relation (31) du para-
graphe 8 (p. 313) est une fonction continue de a,, réelle sur I'axe

réel ; d’ailleurs elle tend vers une valeur déterminée lorsque @, décrit
I'axe réel de + oo vers @ : lavaleur du paramétre ¢ pour laquelle I'in-
tégrale y (), infinie au point fixe a, aura son pole 2, rejeté a I'infini
est, en effet, déterminée. La question se pose alors de savoir si la
fonction ¢ (,) sera encore déterminée et continue pour les valeurs de
x, situées i gauche de a, et si elle continuera & définir une intégrale
tronquée.

Supposons un instant qu’il en soit ainsi. Si I'intégrale tronquée
y () existe encore pour @, < a, ¢’estdonc que z, est pole pénultiéme
de cette intégrale ou, plus géncéralemant, ni®™e pole i partir de la
droite (*). 3 3 3

Mais, siz, est trés voisin de a, le pole «, de y (x) qui suit z, (&
droite) est positif et arbitrairement grand : il en sera de méme a jfor-
tiori du pole z,_, si n> 2. Supposons alors que z,_, soit péle extréme
pour y (). D’apres une proposition établie plus haut, le pole de rang
n, x,, devrait étre arbitrairement grand (positif) en méme temps que

@,-, : conclusion qui contredit nos hypothéses.

.,

Ainsi, lorsque @, passe & gauche de @ (le paramétre ¢ variant avec

(1) Dailleurs U'intégrale tronquée polaire en un point réel z, est toujours, nécessaire-
ment, une intégrale réelle. En effet, supposons que ¢ prenne une valeur imaginaire ¢y
pour %, réel; I'intégrale polaire en xo avec un paramétre imaginaire conjugué de c; sera
imaginaire coujuguée de I’intégrale tronquée définie par ¢ = ¢;; done elle sera elle-méme

tronquée. Or nous avons vu qu'il ne peut exister qu'une intégrale polaire en z, tronquée
dans la direction réelle positive.
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continuité), non seulement le pole x, cesse d’étre pole extréme, mais
il est nécessairement suivi d’une infinité de péles réels. Iln’y a plus d’in-
tégrale tronquee y (x).

Le méme raisonnement prouve que si x, s’approche par un chemin
quelconque d’un point réel situé & gauche de a, U'intégrale tronquée
cesse nécessairement d’exister pour ce point réel.

En d’autres termes, la portion de I'axe réel négalif située & gauche

de a est une coupure effective ou ligne singuliére pour la_fonction ¢ (x,)-
La ligne de poles extréme, rejetée 4 Uinfini lorsque «, atteint a, reste

a I'infini pour «, réel et & gauche de a.

Poles imaginaires de U'intégrale tronguée. — Nous venons d’envi-
sager ci-dessus le cas d’un pole extréme x, réel. Nous allons mainte-
nant porter notre attention sur les poles imaginaires de l'intégrale
tronquée y (x).

Donnons tout d’abord & @, une valeur réelle positive trés grande.
L’intégrale tronquée y () présente une ligne d’infinis extréme

vy Xoony ceey Xy Zoy L1y ey Zpy

dont z, est un sommet. Les autres SOMMets ..., T_,, Ly, -ovy Ly ooy
respectivement situés au-dessus et au-dessous de ’axe réel, sont des

fonctions continues de z,. Figurons les courbes réelles ..., T'_,, Ty, ...,
Iy, ... que décrivent ces points lorsque x, décrit I’axe réel de -+ o
jusqu’en a (extrémité de la coupure). o

D’aprés ce que nous savons déja, les points @_,, 2, d’indices élevés,
décriront des courbes ferméesT_,, T',, allant (') de + o & + oo (puisque
pour z, = a, les extrémités de la ligne d’infinis sont rejetées i I'in-
fini). Remarquons en outre que les courbes décrites par les points
ooy @y DLyy oeny Ty -.. NE SAUTAIEDE SE couper entre elles ni couper 'axe
réel; en effet, soient ' un point quelconque de 'une de ces courbes
et 2, la position correspondante de a,; en a’ aboutissent deux arcs de

(1) Je veux dire par li que les deux branches de la courbe s'éloignent indéfiniment
dans la direction réelle positive.
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courbe, et deux seulement, correspondant respectivement a z, > ,
et x, < .

A tout pole intérieur aux courbes fermées T, I',,,, ... correspond
unc ligne de poles extréme déterminée, donc une intégrale tronquée
unique y(z). Considérons alors, un instant, , comme fonction de Zpe
Ily a nécessairement a l'intéricur de T, un point critique o, de cette
fonction. Mais la fonction z, (z,) est nécessairement holormorphe
partout ou elle est finie. Done z, estrejeté  I'infini pour @, = a,. Or il
résulte du paragraphe 15 que le pole X, correspondant i , <:‘{-0 = 55&)
ne peut étre rejeté a U'infini que dans les directions réelles :

Direction réelle positive, et alors les poles X, X,eis ... d'indices
¢leves, et, par conséquent, les poles correspondants @, @y, ---,
seront rejetés a I'infini dans la méme direction ;

Direction réelle négative en passantau-dessous de l'origine, et alors
la demi-ligne d’infinis X,, ..., X,, ... sera tout entiére rejetée & U'infini
dans la méme direction ;

Direction réelle négative en passant au-dessus de 'origine, et alors
la demi-ligne d’infinis X, ..., X,, ... est tout entiére rejetée i Iinfini
dans la méme direction.

Pour 2, fini et ¢gal & o, (au-dessous de 'axe réel) ¢’est nécessaire-
ment la derniére circonstance qui se présente. Le point z, est donc
rejeté & I'infini, dans le plan 2, au-dessus de I’axe imaginaire, suivant
la direction qui fait avec I'axe réel positif I'angle -%73 L'intégrale y(x)
coincide done pour z, = a, avec / intégrale tritronquée dans les direc-
tions OA,, OA,, OA, (voir la figure 6 du paragraphe 14). Cette inté-
grale est, nous I’avons vu, unique (§ 14). Il n’y a donc al'intérieur de
I, g’un seul point critique (transcendant), z,=a,, de la fonction
@(,)-

Cela dit, considérons la fonction z,(x,). Lorsque z, se meut d'une
maniére quelconque 4 Uintérieur I',, le point 2, ne peut franchir I'axe
réel (car une intégrale tronquée qui a un pole réel a nécessairement
un pole sur le contour I',, mais aucun dans I,). Donc il n’est pas pos-
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sible que, pour x, = «,, le point 2, soit, comme z,, rejet¢ A 'infini
au-dessus de I'axe réel. En conséquence, z, reste & distance finie et

tend vers «, lorsque z, tend vers =,. La fonction z, (z,) est uniformea
Iintérieur de T',, etla courbe I', est nécessairement une courbe fermée
allant de + =0 & + oo (voir p. 367, note 1) et enveloppant le point «,.

La méme conclusion s’applique aux courbes I',, Ty, ..., toutes ces
courbes ¢lant d’ailleurs, nous 1’avons dit, extérieures les unes aux
autres.

Ces remarques vont nous permettre d’établir le fait suivant : Soiz
un péle quelconque de lintégrale tronquée y(x) situé au-dessous de
Pazxe réel; lorsque z, varie d'une maniére quelconque sans franchir
Uaxe réel, Uintégrale tronquée ne cesse pas d’cxister.

in premier lieu, nous sommes déja assurés que, pour toute valeur
de z située a l'intérieur de I'une des courbes T',, ..., T, ..., I'intégrale
tronquée existe : en elfet, I'intégrale (ronquée quia un péle x, dans T,
a une série de poles -a_cf_,, e, 5,7;1, ... respectivement situés dans I',, ...,
I, ..., et, lorsque ces poles sont rejetés vers linfini positif, ils
deviennent tous infinis en méme temps.

Soit maintenant &, extérieur aux courbes I'. Imaginons une
courbe I', qui, coincidant d’abord avec I';, se déforme et s’agrandit
sansjamais avoir aucun point commun avec I',, ..., T, ... et I'axe réel.

Lorsque x, décrit I}, les points x,, ..., ,, ... décrivent des courbes
r,, ..., T, ... qui enveloppent respectivement les courbes I';, ...,
I, -... Ces courbes se correspondent point par point (les extrémités
correspondant aux extrémités); elles n’ont aucun point commun avec

Ty, ..., Ty, ... et I'axe réel. Faisons en particulier passer le contour I
par le point donné z,. Lorsque le pole x, va de + = en z, sur le con-

tour I',, les poles z,, ..., z,, ... tendent, sur leurs chemins respectifs
I, ...,T, ..., vers des points situés a distance finie. Donc la portion

n
inférieure z,, z,,,, ... de la ligne d’infinis extréme n’est pas rejetée
vers l'infini positif; donc I'intégrale tronquée ne peut cesser d’exister
pour la position considérée de .
Nous aboutirons bien entendu au méme résultat en nous placant
Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — Aout 1g13. 4y
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au-dessus de I’axe réel, et nous serons ainsi conduits aux conclusions
suivantes :

Considérons I'intégrale tronquée y(z), infinie en un point z, que
nous supposerons réel et positif; appelons ¢ le paramétre de cette inté-
grale en @,. Lorsqu’'a partir de sa position initiale, le point x, se meut,
sout sur U’axe réel jusqu’en a, soit d’une maniére quelconque au-dessus
ou au-dessous de Uaxe réel, U'intégrale tronquée ne cesse d’exister pour
aucune des positions traversées par x, : elle se déforme d’une maniére
continue ; le paramétre c est une fonction continue de.z, [ fonction holo-
morphe donnée par le développement (63) pour toutes ces valeurs|. Par
CONTRE L'INTEGRALE TRONQUEE N'EXISTE PLUS LORSQUE 2, PREND UNE VALEUR
REELLE NEGATIVE INFERIEURE A @3 LA POSITION DE L’AXE REEL SITUE A GAUCHE

DE @ EST UNE LIGNE SINGULIERE POUR LA FONCTION ¢ (.’X!o>-

Les cing familles d’iniégrales tronquées et les fonctions 9. — La
famille des intégrales y(=), tronquées dans la dicection réelle positive,
est ainsi entiérement définie. Nous désignerons dorénavant par ¢,(z,)
le paramétre ¢ correspondant i cette famille. 11 résulte de ce qui pre-
céde que la fonction o, donne la valeur du parametre d’une intégrale
quelconque y (), de la famille considérée en I'un quelconque des som-
mets (poles) de sa ligne de pdles extréme (*).

Considérons, d’autre part, les directions OA,, OA,, OA; du plan »
(vide supra, fig. 6, p. 293) qui font avec I'axe réel positif OA les angles

2T 4T 87 e . S
T E e Il existe, pour chacune de ces cing directions, une
famille d’intégrales tronquées qu’on déduira immédiatement de la

famille ci-dessus obtenue en remarquant que I’équation (B) n’est pas

26T GiT
altérée par le changement de variables @, we ® 5 y, ye * . Les para- .
métres des intégrales de ces diverses familles en leurs poles extrémes
sont donnés respectivement par quatre fonctions ¢, (2,), ¢, (%), ---
o(,), dont chacune présente une coupure rectiligne et est uniforme
partout ailleurs.

(1) Cf. sixiéme Parlie.
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A tout point 2, non situé sur les coupures correspondent cing inté-
grales tronquées indéfinies en ce point.

Les pbles extrémes des cing intégrales tiitronquées (definies au para-
graphe 14) sont les points x, ot deux des cing fonctions ¢,, ..., o; pren-
nent la méme valeur.

Il serait intéressant de poursuivre I'étude de lafonction uniforme o,
qui parait présenter des particularités remarquables. Dans toute
direction dont I'argument est différent de — = (¢’est-a-dire dans toute
direction autre que celle de la coupure) la fonction G correspondant a
= , \;‘,) teild vers — 23 done [voirp. 313 'égalité (31) liant C & ¢],
le rapport x—:?q;,(:x) tend (') vers — 23 sur les rayons situés de part
et d’autre de la coupure, le produit o, @ % admet done des limites
égales et de signes contraires.

L’inverse de la fonction g, semble jouir, elle aussi, de propriétés
intéressantes.

Malheureusement I'étude de la fonction g,, dont nons n’avons
aucune définition analytique explicite, présente de grandes difficultés
dont I'analyse qui préceéde a pu donner une idée.

Le parameétre aux sommels de la ligne de péles penulticme. — Nous
avons défini plus haut ce qu’il faut entendre par ligne de piles penul-
tiéme d’une intégrale tronquée Y(X) ou y(z), et nous avons démontré
qu’a tout point réel positif X, (ou x,) correspond une valeur du para-
métre et une seule pour laquelle o, est pole pénultieme d'une inté-
grale réelle. Désignons alors parc, = ¢,,(x,) le paramétre de I'inté-
grale pour laquelle z, est un sommet de la ligne de poles pénultiéme.
Nous pourrons étudier la fonction g,, (2,) comme nous avons étudié
la fonction g,.

La fonction ¢,, a nécessairement la méme coupure ou ligne singu-
liére que la fonction g,. Il parait trés vraisemblable qu’elle est uniforme
partout ailleurs.

~ + - - .
(1) En prenant comme valeur de / ou x?* la délermination positive pour x réel
positif. #oir la note de la page 350.
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17. Détermination analytique des périodes d'une intégrale quelconque.
Fonctions connexes.

Considérons une intégrale quelconque y(x) de (B) polaire en un
point @, : 'intégrale est définie par la valeur ¢, du paramétre ¢ qui
figure dans son développement autour de ,.

Appelons z, un autre pole de y(=), par exemple celui qui est le
plus rapproché de x,, et désignons par ¢, le paramétre de I'intégrale
en ce pole. ‘

L’étude analytique des périodes revient & I’étude des poles et para-
métres 350, x,, ¢or ¢, considérés comme fonctions les unes des autres.
Nous devons nous contenter d’amorcer cette ¢tude qui nous parait
appelée a jouer un role important dans I'étude analytique des trans-
cendantes de M. Painlevé. Certaines considérations a priori, que nous
développerons dans notre sixitme Parlie, nous raméncront d’ailleurs
a ces mémes fonctions dont nous allons signaler ici quelques carac-
téres.

Remarquons d'abord que les fonctions z,(z,, ¢,), (2, ¢,)s

x,(x,, ¢,), ¢,(2,, ¢,) sont nécessairement holomorphes partout ou elles
sont finies (cf. infra, sixiéme Partie). Ainsi, ces fonctions ne pré-
sentent des singularités que lorsque l'intégrale y (x) coincide avec I'une
des intégrales tronquées dont il a été question plus haut. Leur méca-
nisme et leurs propriétés seront done faciles & déterminer dés que
I’étude des intégrales tronquéesaura été faite d’une maniere complete.

La fonction z,(c,). — Cela dit, voyons d’abord comment nous pou-
vons définir analytiquement les périodes w,, w_, w,, o_ (voir§ 7 et
suiv.) qui correspondent aux substitutions faisant passer x(ou X)
d’un quadrilatére des périodes dans un quadrilatére contigu. 11 faut
pour cela savoir déterminer z, lorsque 2, et ¢, sont connus.

Considérons, par exemple, les poles X, et X, =X, + 0, (X,) du
plan X auxquels correspondent les poles z,, z, + v (z,) du plan
[comme il n'y a pas de confusion possible, j’emploie la méme lettre o



RECHERCHES SUR LES TRANSCENDANTES DE M. PAINLEVE. 3’75

pour désigner la période de Y(X) et celle de y(x)]. Laissant X, et x,
fixes, regardons X, ou ,, comme fonction du paramétre C,, ou c,.
Pour ¢, = C, = w0, les périodes sont nulles, et X, = X,, z, = z,. Faisons
maintenant décroitre C, sur un chemin rectiligne quelconque. 11
résulte de I'analyse du paragraphe 7 et des propriétés des fonctions
elliptiques asymptotes aux Y (X) que X, reste toujours fini & moins
que C, neprenne une certaine valeur isolée qui est voisine de I'une des
valeurs == 2, mettons, pour fixer les idées, de la valeur —2; la valear
correspondante de ¢, est la valeur co = o (z,) égale au paramétre de
I'une des cing intégrales tronquées; les fonctions &, (c,), ¢,(c,) pré-
sentent une singularité pour cette valeur isolée de c¢,.

Menons alors dans le plan ¢, une coupure rectiligne joignant a Uvnfini
le point c, = ?,(s—vo). Dans le plan ainsi armé d’une coupure, les fonc-
tions x,(c,), ¢, (¢,) el parconséquent la fonction w +(c,) = x, — x, sont
partoul uniformes et holomorphes (sauf en c,).

De méme, chacune des fonctions o_(c,), o/ (¢c,), w_(¢,) sera uni-
forme et holomorphe dans le plan ¢, armé d’une coupure rectiligne
unique (il s’agit ici, bien entendu, de coupures artificielles et non
plus de coupures elfectives comme dans le cas desfonctions g).

Si ¢, franchit la coupure relative 2 w, dans un sens ou dans Iautre,
w, se change en w, w, ou w, o’ . Et ainsi de suite. Le mécanisme des
permutations subies par les périodes est bien connu.

Les fonctions w,(¢,, ,) rendues artificiellement uniformes comme
il vient d’étre dit, ne sont que des branches de fonctions. Mais i/ suffit
de connaitre ces quatre branches de fonctions pour construire entierement
le réseau des quadrilatéres des périodes relat(f a une intégrale y (x) quel-
conque ct pour définir les substitutions correspondantes.

La fonction ¢, (c,). — Laissant toujours z, fixe, considérons mainte-
nant ¢, en fonction de ¢,. Cette fonction est évidemment uniforme et
holomorphe sur tout chemin décrit par c,, aussi longtemps que la
fonction , (c,) est elle-méme holomorphe : donc elle est holomorphe
dans le plan ¢, armé d’'une coupure rectiligne unique passant par
¢, = v,(a,). La branche de fonction ¢,(c,), & laquelle nous avons
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affaire dans le plan ainsi coupé, présente la particularité suivante :
considérons [en revenant & 'intégrale Y(X) transformée en y(x)] la
fonction (') G,(C,) : lorsque |X,| devient arbitrairement grand, la
« branche » C,(C,) est arbitrairement voisine de C, dans tout le plan C,.

Pourc,= ¢, 0na
Ci=—2 c,= o,

la fonction ¢, (¢,) présente une singularité transcendante.

La fonction ¢,(x,). — Laissant toujours z, [ixe, considérons ¢, en
fonction de @,. Pour ¢, = ¢, = 9,(,), z, et ¢, deviennent infinis en
méme temps. Si, d’autre part, ¢, tourne indéfiniment autour de ¢, sur
une petite circonférence ¥, le pole ,, partant d’une valeur initiale Zyy
se permute avec une infinité de valeurs nouvelles «,,, z,,, ... et 2, _,,
&y, 4, ... qui sont les sommets d’une ligne de poles; ¢,, partant d’une

"valeur initiale ¢,,, se permute avec les valeurs ¢,,, ¢y, ... €t ¢, -y,
€y —a, --» qui sont les paramétres d’une méme intégrale aux sommets
cees Zyoy Ty, ... de laligne de poles. Dailleurs, sur le chemin décrit
par @, pour ¢, tournant sur v, chemin qui est tout entier trés éloigné
si le rayon de y est trés petit, la fonction ¢,(x,) est holomorphe.
Appelons §(z,) cette fonction. On voit qu'en tous les sommets ... 2,,,
x,,, ... de la ligne de poles considérée, le paramétre de 'intégrale y (x)
sera donné par une méme fonction Y(x,)ot on fera successivement
Ly =y Loy Lyyy vres

D’ailleurs la définition méme de Ja fonction ¢ montre que, pour une
méme ligne de poles, il existe une infinité de fonctions ¢ donnant les

valeurs des paramétres aux sommets ..., @,,, Z,,, .... Ces diverses
fonctions reprendront toutes les mémes valeurs aux points ..., z,,,

Zyyy eene
La fonction ¢, = {(,) présentera d’ailleurs un ensemble de points

(1) Je rappelle [voir la relation (31), p. 313] que Cy et Cy sont des fonclions linéaires
en ¢, ou ¢, algébriques en 7y ou z;. Pour |z, | (ou |7, |) trés grand, ¢, (ou ¢;) a pour

3 _3
valeur principale Cozo 2 (ou Cyy 2).
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critiques algeébriques qui sera facile a étudier. En effet, considéronsla

fonction C,(X,), transformée de c,(2,). On saurait déterminer les points
critiques de cette fonction siI’équation (B") se réduisaita Y'=6Y*—6
(la fonction considérée se raméne alors 4 I'expression du module
d’'une fonction elliptique en fonction d’une période). On aura des

points critiques algébriques voisins (arbitrairement voisins si |X, | est
arbitrairement grand) pour les branches C,(X,) relatives a4 I’équation
(B") compléte.

Dans le cas ot 'on donnerait une valeur fixe, non plus au pole z,
(ou X,), mais au paramétre correspondant c,, on aurait encore, en
faisant varier a,, une fonction ¢,= g{x,) donnant le paramétre de l'in-
tégrale en tous les sommets d’une méme ligne de poles ..., Tigy Tyyyenns
Mais dans ce cas les singularités de la fonction ¢, = g(=,) n’appa-
raissent pas immédiatement. Il serait intéressant d’étudier cette fonc-

tion g dont I'allure parait curieuse.
(A suivre.)



