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SUR

LES TRANSCENDANTES DE M. PAINLEVÉ
ET

FÉTUDE ASYMPTOTIQUE
DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU SECOND ORDRE (1

PAn M. P. BOUTROUX.

INTRODUCTION.

I. r .

M. Painlevé a^ comme on sait, résolu le problème suivant : « Déter-
miner toutes les équations difïerentielles du second ordre

/^in/,^),
où R est rationnel en y', algébrique en y, analytique en Xy dont l'inté-
grale est un i foro ie ou, plus généralement, a ses points critiques
fixes. »

Les Tableaux d'équations publiées en 1900 par M. Painlevé ont
dû être complétés par M. (xambier; mais sa méthode épuise la

( l ) Mémoire couronné par FAcadémie des Sciences (Grand prix des Sciences mathé-
matiques, 191%).
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question, et c'est cette même méthode qui a permis à M. Painlevé lui-
même, puis à MM. Chaxy et Garnier, d'entreprendre avec succès la
détermination des équations du troisième ordre dont les intégrales ont
leurs points critiques fixes.

Rappelons que la méthode de M. Painlevé est caractérisée en ces
termes par son auteur (Acta Math., t. XXV, p. n) : « II m'a fallu,
dit-il, constituer une double méthode qui répondit à un double objet :
i° trouver de nouvelles conditions nécessaires pour qu'une équation
différentielle ait ses points cri t iques fixes; 2° décider si ces conditions
sont suffis an tes.

» La première partie de la méthode (recherche des condit ions
nécessaires) est à la fois très simple et très élémentaire. Elle s'applique
avec une extrême facilité à une équation différentielle d'ordre quel-
conque, ou, plus généralement, à tout système d'équations aux
dérivées partielles dont l'intégrale ne dépend que d'un nombre f in i de
constantes.

» La seconde partie de la méthode (recherche des condit ions suffi-
santes) est d'un caractère plus sub t i l ; elle peut être étendue aux équa-
tions du troisième ordre ou d'ordre supérieur; mais les complications
qu'elle entraîne croissent avec l'ordre différentiel ».

Ainsi, lorsque, par é l iminat ion , on a formé une équation différen-
tielle dont l'intégrale générale peut être uniforme, le plus difficile reste
à faire : il fautmontrerqu'(3/fêc^^men^(1) les intégrales de cette équa-
tion n^ontjpas de points critiques. Constatation peu encourageante :
car prouver l'absence de singularités critiques, ce n'est donner encore
qu'une propriété négative des fonctions définies par l 'équation diffé-
rentielle. A quelles difficultés ne se heurte-t-on pas si l'on veut obtenir
des propriétés positives de ces fonctions, si l'on cherche à connaître
leur structure comme on connaît, par exemple, la structure des fonc-
tions elliptiques?

Effectivement, nous ne connaissons encore, à l'heure qu'il est,
aucune propriété fonctionnelle notable des transcendantes découvertes
par M. Painlevé. Sans doute, l'intervention inat tendue de ces transcen-
dantes dans certaines questions relatives aux équations linéaires,

( 1 ) Cf. PAÏNLEVIS, Bull. de la Soc. math^ 1900, p. 3 ï et suiv.
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intervent ion signalée parM'M. Schlesinger et Richard Fuchs, précisée
depuis, et étudiée dans des cas nouveaux par M. G-arnier, est un fait
nouveau bien remarquable : mais la constatation de ce fait ne nous a
pas conduits jusqu'ici à une connaissance plus intime des transcen-
dantes elles-mêmes Çvoir à ce sujet notre septième Partie).

Si les recherches qui font l'objet du présent Mémoire réussissent, à
apporter quelque lumière sur la nature et les propriétés dis t inct ivesde
ces fonct ions , c'est en rattachant le problème de M. Painlevé à un pro-
blème plus général. Partant d'un ensemble de caractères fonct ionnels
que nous res t re ignons progressivement, noub dé t e rminons et étudions
les famil les de fonctions et, tout d'abord^ celles qui vérifient une
équation différentiel le algébrique, auxquel les appar t i ennen t ces carac-
tères : nous retrouvons a i n s i , pour un ensemble de caractères part icu-
liers, les transcendantes de M. Painlevé. Lors donc que nous parvenons
a ces fonct ions, nous nous t rouvons déjà savoir qu'elles sont un i fo rmes
ou à points cri t iques fixes (la seconde part ie de la méthode de M. Pain-
levé ne nous est p ios nécessaire) et nous en connaissons déjà certains
traits caractéristiques. Et, d 'autre part, nous sommes en mesure de
s i tuer ces fonc t ions parmi l 'ensemble des fonctions (uniformes ou
non) qui leur sont apparentées.

La conclusion générale à laquelle nous parviendrons peut être
résumée par la fo rmule suivante : Les transcendantes de M. Painlevé,
transformées en posanty === ,^'Y, X = x1 Gi choisissant convenablement
les exposants/^, /, sont des fonctions asymptotes aux fonctions dou-
blement'périodiques ( nous expliquerons en dé ta i l ce qu'il faut entendre
parce mot asymptoLe')\ el les sont aux fonctions e l l ip t iques ce que les
fonctions rnôrôffîorphes de Bessel sont aux fonct ions circulaires (1).

Considérons, par exemple, l 'équat ion

( A ) y-^^+.r,

( 1 ) Ce rapprochement nous donne, on quelque manière, la nonne des propriétés donL
jouissent les transcendantes do M. Painlevé. Les fonctions de Bessel possèdent, certaines
propriétés remarquables des fonctions circulaires, les fonctions elliptiques en possèdent
(Fautres. On ne pourra retrouver étiez les transcendantes nouvelles, en fait de propriétés
cla-fsufues^ que les propriétés communes aux fonctions de Bessel ot aux fonctions ellip-
tiques.

.-Inn. Kc. /\orm., (3), KXX. — 3ii«N 1 9 1 3 . 33
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que le changement de variables X == - x2, y == \/^ Y, transforme en
0 '

(A-; r+^^Y^+i.

Les fonctions de Bessel Y(X) sont asymptotes aux fonctions
tang (X — X.(,) intégrales de Y '^Y- '+ i : l'étude de cet asym'pto-
tisme fera l 'objet de notre première Partie. Considérons pareillement
l'équation
(B) j^ôy—ô.z1,

que le changement de variables X, == ̂ ^\ y === \ArY t ransforme en

( B / ) ^-^-â^6^-6'
nous verrons que. les intégrales de (B') peuvent être caractérisées
comme fonct ions asymptotes aux intégrales deY^^ 6'Y^ ~ 6.

Parei llernent Féq iia( ion

( C ) y " = a j •;i — a xy -h ^ o,

que le changeinent de variablesy == v^Y/X^ j.T2 transforme en

(c') ^--^-î--^-^-
a ses intégrales asymptotes aux intégrales de Y^r^ 2"Y3 — 2"Y.

Et a insi de suite {voir notre quatrième Partie).
Les propriétés asymptotiquesdes intégrales Y(X) que nous met t rons

en lumière ne sont pas toutes, nous l'avons dit/propriétés exclusives
de fonctions uniformes ou de fonctions à points critiques fixes. Ainsi,
par exemple, pour étudier asymptotiquement l 'équation CB') et la
comparer à V=:()'V2—6, 51, est utile, sinon nécessaire, d'introduire
dans l 'équation un paramètre (x, et variant à partir de zéro. C'est, ainsi
que, pour étudier l 'équation (A), nous considérerons l 'équation plus
générale

( A ^ / A " ) 'y'-^ -y^^-. .yP^
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^ o ^
ou, en posanty = rr'-'Y, X == —— x î , l 'équation équivalente

(A'^) .^ï--^-^4-'-

équation qui varie entre Y / = = Y 2 - ^ - ï et (A'} pour p. variant entre o
et r : parei l lement , pour étudier l 'équation (B), nous considérerons
l'équation plus générale

(B bis) j^ôj—ô.r^

^ ( ^±1
ou, en posant y == x1 Y, X. •== ——r -r /< , l 'équation équivalente

(""-> ^J-^^-"--0.
équation qui varie enire Y^^ ( ) Y 2 — 6 et ÇïY) pour [j. variant entre o
et i. Nombre de résultats que nous obt iendrons s 'appl iqueront donc
à l 'équation (B biy) comme à l 'équation (B) : or les intégrales de
l 'équation (B te) n'ont pas leurs points critiques fixes.

L'étude asymptotique des équations (B'), (CQ, • . . nous fera
connaître en premier l ieu V allure des « branches d'intégrales » Y(X)
Çsuwes sur ^ensemble des rayons issus, par exemple^ de l'origine'),
la distribution de leurs infinis Cou des poinis où elles prennent une
valeur donnée quelconque^ le mécanisme des permutations des fonctions
inverses; nous verrons qu'on peut décomposer les régions éloignées
du plan X en cases où une branche Y(X) ne prend qu'un nombre
l i m i t é (donné) de Ibis toute valeur donnée et qui se rapprochent
arbitrairement de parallélogrammes des périodes lorsqu'elles sont
arbitrairement éloignées.

Les intégrales Y(X), dont la structure est la plus régulière et peut
être prise comme type, sont les intégrales symétri(]ues, qu i sont méro-
morphes en X == o | il est clair que, pour l ' intégrale générale de (B^,
(B' bis), ((y}, . . .y l'origine est en général poin t critique |. Ces inté-
grales symétriques sont intéressantes à étudier à cause des analogies
qu'il y a entre elles et les fonctions de Bessel correspondantes.
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Écrivons l 'équation ÇA.' bis) sous la forme

•T+^^Y^+i :

cette équat ion admet une in tégra le Y,^ holomorphe et une in tégra le Y;^
méromorphe à l 'origine. Ces intégrales sont liées par la relat ion

Y — Y ^ '2P ~ l12 p — 11 ( i - // ) " ' ' —'Y—~ 5

et Y,^ se développe sous la tonne a^X 4- a.-^X3 -4" ..., où
a^( ï -4- 9.?) =: ï , a;^(3 4- 9.p) -== a'f^, ^;;,,(5 + '2^) =: ̂ a^^a,^ . . . .

Ecrivons seniblablemenfc l ' équat ion (B'te') sous la forme

Y^,l.-//^4-•n^=:r)Ya—6;

eette équation admet une in tég ra le Y^,/^,/) ho lon iorphe et u n e in tégra le
^^m.n] mérornorphe à l 'ori^iriK1 . Ces intégrales sont liées par la
relation

v — v , G + / ^ — ^ / ^1 à (m-i n)-—• ï i ( / / i t , 4 / « — / i - i 2 ) ""'" •~--1—1- ll•.,:.l••;yl^- -1--111-111' i

el: YI(/ /<,/^ se développe sous la forme
1 l {m,n}:— a 2 ( / / / , / / ) ̂  + a^ { 1 1 1 , 1 1 ) X.*1 -h • . ^

OÙ

a^^(a.i 4- ^/^ 4--/2) =-— 6, ^(.(^,/ /)(6.5 4- 6/^. 4- n) = ̂ ^j(/»,/o,
^ io(w,r t ) ( ï0 .9 4- \om -¥• n) r= ï 2 a^^^ay, (/„,„).

Il serait intéressant /de poursuivre l 'étude du développement Y^w,//)
pour les diverses valeurs de m, n. M.ais revenons à Yintégrale générale
Y(X) d'une équation (1^), ou (C7).

La connaissance de l ' a l l u r e des Y ( X ) permet de choisir en toute
connaissance de cause les déve loppements ou modes de représentation
de ces fonc t ions qui rendront le mieux compte de l e u r s caractères
dis t inc t i f s ; elle permet aussi d 'étudier les propriétés que l 'on pourrai t
appeler propriétés périodiques des fonctioris Y(X).

Soient Xo e t X ^ deux points où une même intégrale Y(X) prend la
même valeur y] : sous certaines condit ions, qui seront u l té r ieurement
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précisées, je dirai, que la différence X,, — X» est une période de l'inté-
grale; celte période est en général fonct ion de X, de Y] et de la valeur Y]'
prise par Y7 au point X; en vertu de l'asymptotisi'ïie desY(X) elle sera
(pour des T] et Y]' donnés) d'autant plus voisine d 'une constante
que ]X. sera plus grand.

Parei l le généralisat ion de la notion de période répugne au premier
abord et paraît b ien ar t i f ic ie l le : cependant mes recherches relatives
aux intégrales Y(X) m'ont de plus en plus convaincu que la considé-
ration des fonctions-périodes doit jouer un rôle important dans l'étude
de ces intégrales. Il en est ainsi sur tout pour certaines valeurs parti-
culières de Y],

Considérons, par exemple, les pôles Xy, X.,, . . . des intégrales de
l'équation (B'). Ces pôles sont tous, sans exception, des pôles doubles;
l'intégrale assujet t ie à être infinie en X^ est ent ièrement définie si
l 'on se donne, avec X<.,, la valeur d'un certain paramètre C qui, est le
coefficient (arbi traire) de ( X . — X o ) 4 dans le développement de l ' in-
tégrale autour de X^. Si l'on regarde X ^ comme fonction de X,o ou de G,
cette fonct ion est i iécessairementholomorphe partout où elle est finie.
C'est là un fai t gros de conséquences : en approfondissant l'étude de
la fonction X^Xo, C) et des fondions connexes, i l semble que nous
touchions au cœur des nouveaux êtres analyt iques in t rodui t s dans la
Science par M. Painlevé.

Je n'ai po in t , dans le présent travail, tiré de r introduction de
la notion ([^période toutes les conséquences qu 'e l le comporte, car j 'ai
dû traiter longuement un problème préliminaire qui est asse% ardu à
cause de l ' insuffisance des moyens dont nous disposons pour
l'aborder : il s'agissait de préciser les condit ions dans lesquelles
la fonction X , ( X ^ ) devient i n f i n i e et cr i t ique, c'est-à-dire d 'é tudier
les intégrales Y(X), ou. /es intégrales y Çx) correspondantes^ qui ont des
pôles rejetés à l'infini. J'ai appelé ces intégrales intégrales tronquées :
remarquables en elles-mêmes à cause de l e u r s t ructure exception-
ne l le , elles sont en outre le pivot des recherches que nous avons
entreprises.

Les pôles de l ' in tégrale générale de l ' équat ion ( A ) sont distribués
suivant trois demi-lignes qui partent d 'un cercle de rayon f i n i
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entourant ^ === o et, s 'é loignent indéf in iment en affectant une forme de
plus en plus rectiligue imr première Partie, § 3-5; pour les inté-
grales symétriques, dont i l a été question plus haut, ces demi- l ignes
sont l'axe réel positif OA, et les demi-droites OB, OC, issues de
l'origine, qui font avec cet axe les angles-?' -Ç^ • En particulier, il
existe trois intégrales de (A) pour lesquelles deux demi- l ignes de pôles
sont rejetées à l ' i n f in i ; ces intégrales, jonctions de Bessel tronquées,
n'ont donc plus, chacune, qu'une demi-ligne de pôles^ l aquel le
coïncide avec l'axe réel posit if ou. avec l 'une des demi-droites OB, OC
(voir § 4-5). D'ans toute direction autre que celle de la demi-ligne de
pôles, l'intégrale Y (déduite dey en posant y == \/^Y) tend vers une
limite finie (± \f - i).

Considérons d'autre part l ' équat ion Y7^ 6 Y2 -- G : les intégrales
tronquées de cette équation sont les dégénérescences des (onct ions
elliptiques p dont une ou deux périodes dev iennen t i n f i n i e s ; il existe
deux intégrales t ronquées et deux seulement pola i res en un point
donné X(,.

J'ai recherché ce que deviennent ces intégrales tronquées lorsqu'on
passe de l'équation Y7' === G Y2 — Ci à l ' équat ion asymptote (B'). Voici,
transportés a l 'équation (B) çny, x qui correspond à (B'), les princi-
paux résultats obtenus :

Appelons (ftg. ï) OA l'axe réel positif du plan Xy et OB.OC.OD.OE

t^. Ï .

les demi-axes1 uni font avec OA les angles—? —ï • " " ? —* Pour touteA • • • ?-) • ! 5 5 5

position de x^ non sùuéa sur un (/es cinq de/'n'wxes^ il existe cirKf inté-
grales tronquées polaires en^o; elles, sont tronquées respectivement
dans les directions OA, OB, ..., OE. rentends par là que chacune de
ces intégrales a une ligne de pôles extrême, c'est-à-dire un ensemble
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de pôles distribués sur une l igne qui. va de l ' infini à l ' infini et dont
les deux extrémités sont asymptotiquemeut parallèles à deux demi-
axes tels que OB et OE; sur tout chemin du plan x qui s'éloigne indé-
finiment à droite de cette ligne de pôles extrême (c'est-à-dire du côté

/ -,1 \
de OA), l'intégrale tronquée reste finie, et Y \égal à x ^ y ) tend vers
une l imi te f i n i e (d= i). A gauche de la ligne de pôles extrême, par
contre, l 'intégrale n'est pas tronquée : la distribution de ses pôles de
grand module est normale.

A l'étude des intégrales tronquées polaires en XQ sont liées cer-
taines fonc t ions remarquables. Pour déterminer u n e intégrale .y(^)
polaire en .^o, il faut, comme nous l'avons dit plus haut ( 1 ) , se donner
une valeur du paramètre c, coefficient de (oc — x^Y dans le dévelop-
pement de rintégrale. Appelons c^ la valeur de ce paramètre qui
donne l'intégrale tronquée dans la direction OA. Lorsque x^ varie, Ça
engendre une FONCTION UNIFOUME (2) de x^ : cette fonction n'a d'autres
singularités qu'une coupure rectiligne qui se trouve sur le prolongement
OA' de OA entre un certain point A, de ce prolongement et x == — co;
elle offre des particularités curieuses que nous signalerons au para-
graphe 16 (troisième Partie).

Envisageant de même les quatre autres intégrales tronquées polaires
en X(^ nous obtenons quatre autres fonctions un i fo rmes à coupures,
°ô ('^o)? • • • » ^C^'o)- 0° devine le rôle que vont jouer ces fonctions dans
l 'étude de la période ';r, (.^o, c) — x^ [transformée en x de la période
'X,i (X.o, C)—XQ envisagée plus haut] .

A gauche de la ligne de pôles extrême correspondant à l'intégrale
tronquée dans la direction OA, se trouvent d'autres lignes de pôles
asymptot iquement para l lè les 'à OB, OE : nous les appellerons ligne de
pôles pénultième, ligne de pôles antépénultième, etc. Appelant c^ le para-
mètre de l ' intégrale en un pôle ̂  d'une quelconque de ces lignes, on
pourra étudier la fonction c'^ {x^) comme on a étudié la fonction c.a (^o)'
Except ionnel lement , i l pourrait arriver q\}'une moitié de la l igne de

(1) Nous avons noté co fait plus haut on considérant la fonciion Y(X) , II se présente
également pour la fonction j'(.y).

( 2 ) Observons qu'en tous les pôles ^1,^27 • • - ) < îe la l igne (le pôles extrême;, le para-
mètre est donné par la mênio fonction "Ça ('^0)1 un l'on fait :ro=== .z'i, ^2, etc.
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pôles pénuUième fût rejetée à l ' i n f i n i dans la direction OC ou OD :
l'intégrale serait alors une intégrale bùronquée. Nous n ' ins is terons pas
sur cette éven tua l i t é dont l ' intérêt est secondaire, mais nous attache-
cherons, par contre, une grande importance aux INTÉGRALES TRÏTROINQUÉES
dont le nombre total est 5.

Une intégrale tritronquée est une intégrale tronquée suivant trois des
cinq directions spécifiées plus haut , telles que OE, OA, OB : elle ne
présente des pôles (en nombre i n f i n i ) que sur les rayons qui s 'éloignent

/"-V,.

indéf in iment dans le seul angle COI); lorsque x croît i ndé f in imen t
/ ^l \

dans toute autre direction, Y yé^al à .2? t2 y/ tend vers ± ï . Il n 'y ^
\ Cj »/ / i/

qu'une intégrale t r i t ronquée dans les trois directions OE, OA, OB,
comme il n'y a que deux intégrales de Y" ==6 Y2 — G, dont les deux
périodes soient i n f i n i e s . — Les cinq intégrales t r i t ronquées de l'équa-
tion (B) doivent jouer dans l 'étude de cette équation le rôle q u i
revient, dans la théorie des fonctions de Bessel, aux trou1 in tégrales
( s i m p 1 c m e n t ) t ro n q u é c s.

La notion d ' intégrale t r o n q u é e est, comme je le disais p l u s . h a u t y à
la base des propriétés périodiques des t ranscendantes de M. Painlevé.
.l'ai cherché à montrer, dans la, s ixième Partie de c6 travail , comment ,
en par tant de cette n o t i o n , on peut, a priori et sans a u c u n s calculs,
faire une étude systématique des fonct ions méromorphes dé f in ies par
les équations du second ordre. Bien que je n 'aie pas appliqué aux
équations du troisième ordre la méthode que je propose, il ne me
paraît pas douteux qu'el le ne s'étende à cet ordre et aux ordres supé-
rieurs (en ce qui concerne, du moins, les équa t ions à intégrales
méromorphes).

Soit, par exemple, à dé f in i r \ï{période aux pôles de ,y('^)* Je consi-
dère une intégrale y(.2?) qui a un pôle en x^ avec paramètre c vo is in
de CaÇvoir plus haut le sens de ces lettres). Cette in tégrale présente une
<( ligne de pôles » ..., x^^.^ x^^ x^, .... qni est tout entière rejetéeà
l ' infini dans la direction OA pour c == <^; ces pôles se permutent dans
l'ordre des indices croissants ou décroissants, lorsque ^décrit un petit
lacet fermé (À) autour de Ça '' on peut, dès lors, regarder comme l 'une
des périodes de l'intégrale y (ai) la différence de deux pôles consé-
cutifs Û C ^ Q , x^ permutée par ce lacet (A). .
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Appelons, d 'autre part , <^o le paramètre de l ' in tégrale en a^o : lais-
sa nfc . r y fixe, on. peut é tud ie rc , , , comme fonc t ion de c ou comme fonc-
tion .7;^o Çvoir § •17 et § 24 et suiv.) . L ' é tude de ces fonct ions nous
permettra d'opposer les in tégra les du type monopériodique (telles que
les fonc t ions de Bessel) aux intégrales du type bipéiwdique (telles
que les f o n c t i o n s de Painlevé) et de montrer que les équations qui défi-
nissent les premières sont toujours réductibles à des équations du premier
ordre.

Pour étudier les périodes correspondant aux divers pôles d 'une même
intégrale y(^*), ou Y ( X ) , on envisage u n e li^ne de pôles, soit la
l i g n e de pôles ..., .x'i,-»,, : z " m , . z ' i i , ..., dé t in ie ci-dessus, et l 'on se
demande : d 'une part, comment varie leili^ne de pôles lorsque l^ un de ses
sommets, x^^ se déplace; d 'autre part , comme/it se comporte la suite des
paramètres c^, c^, ..., <? , , / , ..., qui définissent une même intégrcde aux
pôles x^^ ^^ , 7 .... Ces ques t ions peuvent être résolues, indépendam-
ment de la théorie des intégrales tronquées, au moyen de l 'é lude
asymptotique directe des in tégra les j(*r) ou Y (X.) quelconques . C'est
la voie que nous avons s u i v i e dans la. deuxième par t ie de ce t ravai l .
Appelant c ,^ ..., c ^ y ..., e^, ... les paramètres de l ' in tégrale Y(X.)
sur une ligne de pôles du plan X, nous démontrons que, pour n crois-
sant i ndé f in imen t , les paramètres c^y 6*.^ tendent vers les limites ± 2, en
sorte que, sur la l i gne de pôles i iuléfimment prolongée, Y('X) tend
vers u n e fonct ion c i rcula i re , intégrale t ronquée de V == Ci Y2 — 6. tl
en est ainsi du inoins poil r une l igne de pôles ( ^ ) déf in ie comme il a
été dit plus haut. On peut définir d'autres lignes de pôles sur lesquels
C^ tend vers u n e autre limite. Si l'on considère, par contre, une suite
de pôle^ s'éloignant indéf in iment dans une direction au t re que celle
d^une ligne de pôles, la suite des paramètres correspondants n'a en
général, aucune limite. L'élucidalion complète de ces faits était néces-
saire pour expliquer exactement en quoi. consiste l 'asymptotisme des
intégrales de (B') et des fonct ions e l l i p t i q u e s j> (voir p lus bas In t ro -
d u c t i o n , I f , et deuxième Partie),

( 1 ) Nous dcvcdopperons, au paragraphe 9, la ( léf imiion do la li^ne de pôles îi laqnollo
condui t l 'étude asyinptotiqii6 dô ré<iuaLkm différentielle.

Ânn. Èc. Narrn., (3) , X.XX. — JI!ÏN ïy3. 34
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Tels sont les premiers résultats auxquels nous condu i t l'étude' des
transcendantes définies par les é q u a t i o n s (B) ou (B'). Les autres équa-
tions de MM. Pain levé et G a m b i e r d o n n e n t l i eu a une analyse toute
semblable; nous n 'avons donc pas cru nécessaire d 'en faire un exposé
détai l lé ; d'ailleurs les démonstra t ions de notre sixième Partie s'ap-
p l i q u e n t i n d i s t i n c t e m e n t à toutes les équa t ions de M. Pa in levé .

Par contre, il é ta i t oppor tun de prolonger nos recherches d 'un aut re
coté. J'ai d i t p lus hau t que pour é tud ie r les f o n c t i o n s ahyrnptotes a un
type donné , par exemple aux intégrales de Y"^ (iY2 -—6, il é ta i t u t i l e ,
et même nécessaire, de sor t i r du cadre des fonct ions uniformes. Il
importai t donc, pour donner à notre travail tou te sa s igni f ica t ion ,
d'expliquer d'une manière précise en quoi consiste l ' é tude asympto-
t ique des fonct ions non un i formes , dé f in i e s par une é q u a t i o n d i i ï e ren -
t ie l le . Mais peut-être convienl-i l , an préalable , d 'expl iquer un peu
notre p o i n t de vue en fa i san t quelques remarques et d o n n a n t que lques
défini t ions d'ordre général»

Déterminer et é tud ie r une classe de fonctions a n a l y t i q u e s qui pos-
sède quelques propriétés choisies aprion\ c^est le problème ord ina i re
de la théorie des fonctions, .[-.es propriétés d'où l'on part ne s ' imposent
pas, i l est vrai, d ^ u n e manière nécessaire; le plus souvent , on ne sai t
pas à l'avance, lorsqu'on se pose une ques t ion nouve l l e , si elle est
purement ar t i f ic ie l le ou si elle étendra le champ de nos connaissances.
Il semble permis cependant de ranger dès maintenant , parmi les carac-
tères fonct ionnels susceptibles de fournir un po in t de départ avanta-
geux, ceux qui ont trait à l 'a l lure d 'une fonct ion au voisinage d^un
point s ingulier transcendant.

Ces caractères peuvent être rangés sous deux chefs : i° a l lu re ou
mode de croissance de la fonction le long des rayons q u i about issent
au point singulier t ranscendant (la fonction s u i v i e sur l 'ensemble de
ces rayons à partir d'une valeur initiale donnée sera appelée branche
de fonction); 2° mécanisme despermutat ions qui échangent entre elles
plusieurs branches de fonct ion. 11 conviendra d'ail leurs d'étudier simul-
tanément a ce double point de vue la. fonct ion proposée et son inverse.

Notre définition de la 'brandie de fonction est arbitraire : mais il est
commode de fixer u n e fois pour (eûtes la nature des 'chemins sur les"



HECtIERCUKS SUR LES TRANSCENDANTES DE M. PAÏNI^É. 267

quels le pro longement analytique d'une fonction sera regardé comme
const i tuant une branche, et le plus s imple est évidemment d'imposer
à ces chemins la condition d'être recfc i l ignes .

Moyennant cette convent ion, l 'étude des branches défendions se
présente comme une application et une suite de la théorie de la crois-
sance don t les bases ont été posées par M. Corel.

Supposons, en part iculier , que le point , t ranscendant ou non, au
voisinage duquel on étudie une ['onction y(.x/') soit à l ' inf in i , et consi-
dérons une branche de celte fonc t ion sur l 'ensemble des rayons issus
d 'un po in t arbitraire. La croissance de la branche peut être qualifiée,
su ivan t les cas ( ^ ), de ra t ionnel le au sens étroi t , d 'exponentielle, de
rationnelle au sens large. Nous a l lons préciser cette classification dont
nous aurons à f a i r e un Fréquent usage.

1° Désignons par y { x ) la brandie considérée, supposons qu'on
puisse trouver un exposant réel X, positif ou n u l , et une constante a
te l le que la diirérenc(\y(/r) — attende vers zéro ou ( ^ ) que le rapport
yÇ;ï))jax1 t enden t vers i sur les rayons considérés. Nous dirons que la,
branclu\y(;/r;) est asymptote à (a fonction ax^. Dans le cas p a r t i c u l i e r
où A est. r a t i onne l , nous a jouterons que la branche y(<z') est al^ébroïde.
Dans le cas par t icul ier où À est ent ier , nous dirons que la branche est
rationaloïde. Si A est nul ou ent ier pos i t i f , la branche sera dite holo-
morphoïde,

Ces dé f in i t i ons s^é tondcnt d'elles-mêmes au cas d ' u n p o i n t x^ quel-
conque s i tué à distance f i n i e ; les rayons sur lesquels on suit la
branche de fonct ion convergent alors vers x^. Toutefois, nous convien-
drons de n 'appl iquer l 'épitliête asymptote qu'aux brandies de fonc-
t ions suivies sur un ensemble de rayons i n d é f i n i m e n t prolongés.

Nous remarquerons q u ' u n e branche de fonction y (x) peut être,
d'après notre d é f i n i t i o n , algébroïde en x'^ sans que la fonction y Çx)
soit une f o n c t i o n algébroïde au voisinage de <z-\,,

a° Supposons que, sur les rayons I n f i n i s considérés plus haut, la

( 1 ) Cf. mes Lewns sur les joiicliofts de/Pilles par Us éqiialio/is diffcrentieUe.f du pre-
mier- ordre ̂  1908, Chap. II.

( 2 ) Lorsque ?. est positif, il n'y a asymptolisrne an sens ordinaire du mot que dans la
première des deux hypothèses indiquées ici. Nous prendrons toutefois la liberté d'employer
la môme terminologie dans les deux cas, leur distinction étant sans intérêt pour notre étude.
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brandie y (.r), à par t i r d ' u n e certaine valeur de \x , ne cesse pas d'être
holomorphe. Nous. d i r o n s que la branche (si elle n 'est pas fonct ion
ent ière) est enliéroïde ou asymptote à une/onction entière.

Si, la branche, toujours f inie sur les rayons considères, présente une
inf in i t é de po in t s cr i t iques convergeant vers .'•/; == co, on démont re
qu'elle a encore une croissance on allure exponentielle ( f ) , mais elle
n'est pas asymptote à une fonct ion ent ière, sauf toutefois dans un cas
par t icul ier :

Soit Xj un p o i n t cr i t ique a r b i t r a i r e m e n t é lo igné. Parmi les rayons
sur lesquels est déf inie notre brandie de fonc t ion , considérons celui
'qui. passe par oc'^ et appe lons x nn po in t que lconque situé sur ce rayon
au delà de o?y. Au p o i n t s noos obtenons une dé t e rmina t i on d i f f é r en t e
de la branche v ( ^ ) s u i v a n t que sur le .rayon considéré (supposé i n f i n i -
ment peu déformé), nous passons à dro i te on à gauche de x,. Mais
supposons que, q u e ) que soit ,c (sur le rayon considéré) , la d i f fé rence
des deux dé te rmina t ions tende vers zéro lorsque Xj est a rb i t ra i rement
éloigné . Alors la branclie;y(.r), s u i v i e sur un rayon q u e l c o n q u e indé-
f i n i m e n t prolongé, est asymptote a u n e fonc t ion en t iè re : nous d i rons
en ce cas que la branche est semi-imiiéroï.de.

3° Supposons , en donner l i en , que le long des rayons sur lesquels
el le est suivie , la brandie j(.x*), à pa r t i r d ' u n e cer ta ine va l eu r de |.2'|,
ne cesse pas d'être méromorphe. Nous d i rons que la brandie (si elle
n'est pas fonc t ion méroinorp'lie) est méromorphoïde ou asymptote à une
fonction méromorphe.

Si la b ranche présente des points c rh iques Xj en nombre i n f i n i , elle
n'est pas, en général, asymptote à une fonction méromorphe. Cepen-
dant, comme ci-dessus, nous dirons que la branche est serni-meromor-
phoïde dans le cas pa r t i cu l i e r où la di l lerence des deux dé terminat ions
permutées par xj t end vers zéro avec x^ et tout poin t 'x du rayon
passant par -ry.

(réside branches de fonctions méromorphoÏdes et scmi-méromor-
phoïdes quï* nous avons à nous occuper dans ce, t ravai l .

Pour caractériser d'une manière précise u n e branche de fonction

(') Lac, c ( t . Ctiap II, § I.
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înéromorphoïde, il f audra i t savoir comment sont distribués les zéros
et les infinis de cette branche f (^*); ou, mieux encore, il faudrait
résoudre le problème fondamental suivant : Décomposer le champ de la
variable x en un ensemble de régions â\.^ juxtaposées^ dans chacune des-
quelles Ici « branche » fÇx) prendune J018 el une seule ̂  ou un nombre fini
de fou., toute valeur donnée. (Le champ de la variable sera ici le do-
maine extérieur à u n contour fermé.)

Ce problème comporte une solut ion complète lorsque la fonction
admet des périodes ou un groupe de transformations simple. Dans le
cas général, on ne peut le résoudre que par t ie l lement en se p laçan t à
un poin t de vue q u a l i t a t i f . Il convient, semble-t-i l pour déiinir les
régions x rela t ives à mie certaine fonction /(^), de .fixer son atten-
t ion, non point sur la forme et sur le con tour de ces régions, mais sur
le mécanisme des pe rmuta t ions de la fonct ion inverse ^*(/"), qui font
passer d'une région à la vo is ine . Les régions A. se laisseront alors
répart i r entre un ce r t a in nombre de f a m i l l e s , nombre qui parai t
devoi r être toujours (i,ni pour une l,)rasicli.ey(a,') asymptote a. u n e fonc-
tion méromorphe de genre f i n i ; pour échanger les déterminations de
.^"(/>), situées dans deux régions cont igués d 'une même famil le , on
devra faire tourner le point / 'autour d 'un même point transcendant ou
autour de points cri t iques algébriques appartenant à un même sys-
tème ( ' ) (ces points, rangés dans l 'ordre où ils opèrent, formeront
une série l inéa i re ou une série à double ent rée) ; les diverses familles
de région <^. qui correspondent à une même fonct ion f(îv) seront rat-
tachées par des régions-raccords spéciales (en nombre f i n i si les
familles sont elles-mêmes en nombre l ini) .

Telles sont les conc lus ions auxquelles parait devoir conduire l 'étude
générale des fonc t ions méromorphes de genre f i n i ou des branches de
fonct ions rnérornorphoîdes^) .Dans le cas d 'une branche de fonction serm-
mérornorphoïde, la décomposi t ion du champ de la variable en régions Jl
n'est possible que si l 'on rend la branche un i fo rme en traçant dans
ce champ un nombre inf ini de coupures; cette décomposit ion n offre
plus ( l ' in térêt ; par contre, on pourra tou jour s caractériser la fonction

( 1 ) Nous verrons, à l'occasion des divers types de fonctions étudiés dans ce travail, ce
qu'il faut entendre par là. Nous ne pouvons aborder ici k1 cas général.

(2) Cf. nies articles, publiés dans les Actes du Congrès de Moine, 1909, et dans les
Annales Scientifiques de V École Normcde supérieure^ 1909.



270 P. BOUTROUX.

par le mécanisme des permutat ions de la fonc t ion inverse Çcf. deuxième
Partie, p. 3i() et suiv.).

L'étude que nous allons entreprendre nous permettra d'effectuer la
décomposition en régions Jl dans un cas par t ic idièrement facile à
saisir : le cas où les fonctions étudiées o n t même s t ruc tu re qu 'une
fonction méromorphe élémentaire, ou sont, plus par t icul ièrement ,
asymptotes à une telle fonction.

A
^ ^

Partant d 'une fonction méromorphe connue , nons pouvons nous
demander a priori s'il existe des branches de fonctions f ( x ) qu i a ien t
une s t ructure semblable sans être cependant réductibles aux trans-
cendantes classiques.

Prenons pour exemple la fonction y == sin;z/'. La structure de cette
fonction est déterminée par les caractères suivants : on peut décom-
poser le plan x en une série de bandes con l ignés (séparées par des
lignes simples al lant de l ' i n f i n i à l ' in f in i ) dans chacune desquel les
sin.r prend deux fois et deux, fois seulement (exception faite pour
les valeurs situées sur les frontières des bandes) toute valeur donnée .
Lorsque x s 'éloigne i n d é f i n i m e n t à l ' in tér ieur d ' une bande, au-dessus
ou au-dessous de l'axe réel, y tend vers l ' i n f in i . Pour passer d'une
détermination de x == arc siny figurée dans une bande donnée à une
détermina t ion située dans une bande cont inué , il f a u t faire tourner
successivement y autour de deux points c r i t iques algébriques. Du
point de vue où nous nous plaçons, ces caractères seuls sont essen-
tiels. Le fa i t que deux points correspondants de deux bandes cont igues
quelconques soient séparés par une d is tance cons tante , le fait que les
points critiques algébriques ( ï u i pe rmuten t la suite des dé terminat ions
de arcsiny coïncident tous avec les points ± i , ces deux propriétés
capitales de la fonction sinus n ' in te rv iennent qu/au po in t de vue quan-
titatif, et elles pourraient disparaître sans q u e la structure de la fonc-
tion entière et de son inverse se t rouvent affectées.

Ainsi, il sera facile de construire une inf in i té de fonctions, ou
franches de fonctions, semblables, quant à leur structure;, à la fonction
sinus,

Prenons par exemple
Y^ . r l l f i ~ -...,,..̂ -.-L "̂̂

\ ^//.TT/
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où les a-^ sont des nombres voisins de i. Nous pouvons donner à ces
nombres des valeurs assez rapprochées de i pour que la fonction Y(.y)
ait même al lure que sin x. Les régions c^a. relatives à Y(»'r) (dans cha-
cune desquel les Y prend deux fois toute valeur donnée) seront des
bandes s 'étendant de l ' inf in i au-dessous de l'axe réel à l ' infini au-
dessus ; pour oc s 'éloignant vers l ' in f in i à l ' intérieur d'une bande, le
module [ Y | croîtra indéf iniment et sera de l'ordre de grandeur de ^ l a ; l ;
enf in , pour passer d'une bande à la voisine, il faudra faire tourner le
poin t Y autour de deux points cri t iques respect ivement voisins des
points -+-i et — i.

Moyennant un choix convenable des a// (que nous ferons tendre vers i
pour n infinie nous pourrons nous rapprocher p lus encore de la fonc-
t ion sinus. Nous pouvons faire en somme que le r appor tY / s in x tende
vers i pour x a rb i t ra i rement grand (les zéros de sin x exclus). Numé-
rotons alors les régions s^ dans l'ordre où nous les rencontrons dans
le plan x; les frontières de ces' régions seront asymptotiquement
parallèles à l'axe imaginai re ; les points critiques de la fonction inverse
correspondant à A^ tendront vers 4" i et — i lorsque n croîtra indéfi-
n i m e n t . Une fonct ion Y (.z") ainsi const i tuée sera asymptote à la fonc-
tion sin.^.

Nous déf inirons d'une manière semblable des fonctions méromorphes
asymptotes à tang<^". Soit

^jïf,^-^-^^
• Y=—~~—~^^^

H/^^),^
\ P^TV

où 0^5 [3^ désignent des nombres vois ins de i et tendent vers la l im i t e i
lorsque n augmente i n d é f i n i m e n t . Nous pouvons donner aux nombres
<7^, p//, des valeurs assez rapprochées de i pour que la fonction Y(^)
ait même structure que tang.r et que la différence Y(^)—tang^
tende vers zéro lorsque \x\ croît i n d é f i n i m e n t (le voisinage des pôles
de tang.r étant exclus). Les régions ^ relatives àY(^) seront des
bandes dont les frontières sont asymptotiquement parallèles à l'axe
imaginai re ; pour passer d'une bande à la voisine, il faudra faire
tourner le point Y autour d'un point critique qui. (s'il n'est pas trans-
cendant et voisin de ± i) appartiendra à un système de points cri-
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tiques algébriques convergeant vers les l im i t e s +• i et — i Çvide infra,
première Partie, p. 286-287).

Considérons pare i l l ement la fonct ion p (^) de Weierstrass. Nous
pouvons décomposer le plan x en une série de cases ^ dans chacune
desquelles p Ç ' v ) prend deux fois et deux fois seu lement toute
valeur donnée. Pour taire passera d 'une case donnée a u n e case
nouvelle, ayant avec la première un côté commun;, i l faut faire
tourner y autour de deux points cri t iques déterminés : a, p,
ou (3,. a, ou p, y, ou y, (3. Imaginons ma in tenan t que nous fassions
sub i r de légers déplacements aux pôles doubles de p(^), déplace-
ments qui seront in f in iment petits pour les pôles i n f i n i m e n t éloignés.
Nous pouvons ainsi former une fonct ion méromorphe Y(.'r) qui aura
même structure que p('^). Aux parallélogrammes des périodes de
p ( ^ ) correspondront, pour'Y(^), des cases (extérieures les unes aux
autres) affectant approximat ivemenfc la forme de parallélogrammes,
dans chacune desquelles Y(^) présentera un pôle double et prendra
deux fois tonte va leur f inie et deux fois seu lement , sauf pour les
valeurs situées sur les, frontières des cases. Les points critiques de
•r(Y) seront tous algébriques et pourront être répartis^ sans ambi-
guïté, entre trois séries i, 2, 3 qui , lorsqu'on fa i t tendre les a/, et (^
vers zéro, convergent respectivement vers trois points fixes a, Ê,y. On
peut donner aux cases la forme dequadri lalères curvil ignes aux quatre
sommets desquels y prend une même valeur Y]. Pour faire passer x
d'un sommet à un autre (le long d 'un côté d 'une case), il faut fa i re
tourner Y autour de deux points cr i t iques appartenant à des séries
déterminées : po in t de la série, 1 et point de la série 2 ; ou bien : point
de la série 2 et point de la série 3, etc.

A l'occasion des fonctions Y (,x) qui ont même structure que p (x\
nous devons faire quelques remarques qu i vont nous obliger à allonger
encore la liste de nos déf ini t ions.

i° Une fonction méromorpbe qui donne l i eu , comme p ( ^ ) à une
division du plan en cases M peut ê tre d i te fonction du type bi.pério-
dique. Plus généralement, je dirai qu 'une fonc t ion méromorphe y ( x )
est du type pluripériodùfue si (ou ïe branche x ( y ) de la fonction inverse
s u i v i e (sur un ensemble de rayons convergents du plan y ) à par t i r de
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conditions in i t ia les tinies;, ne prend que des valeurs intérieures à un
contour fermé du plan x : on peut, dans ces condit ions, définir une
case .a à l ' intérieur de ce contour. La qualification pluripériodique
indique que, pour la fonction considérée, toute région x (simple-
ment connexe) est nécessairement contiguè à plus de deux autres
régions ^i.

Généralisant encore cette déf ini t ion, nous dirons qu 'une branche de
fonclionyÇx) est du type pluripériodique(1) si tonte branche de <r(j)
qui est, au voisinage de ses conditions init iales, inverse de la branche
,y('̂ ) considérée, sat isfai t aux condi t ions énoncées ci-dessus.

2° En formant la fonction Y(.r) définie ci-dessus, on peut évideiïi-
demment imprimer aux pôles doubles de p (.z") des déplacements assez
petits pour que la différence Y — p(oc) soit a rbi t ra i rement petite avec
l.^l"'1 [excepté aux pôles de p(^)]. En ce cas, Y Çx) sera asymptote
à p(^"). Mais il est u n autre cas notable auquel, nous aurons affaire
dans la suite de ce travail.

Considérons une famille de fonctions Y (x) construites comme il a
été dit plus haut et dépendant d'un paramètre. Envisageons, d^autre
part, l 'ensemble des fonctions p( ,y-—^) qui vérifient une même
équation di f férent ie l le telle que j/ '^ôp2—6. Si dans toute case s\.,
arbitrairement éloignée, relative à fur ie quelconque des fonction Y,
cette fonction diffère arbi trairement peu d'une fonction p ( x — x ^ ) ,
nous dirons que la famille des fonctions Y est asymptote à la famille
des fonctions p ( x — x ^ ) . Si les Y^) sont, comme les pÇx—XQ^
définies par une équation différentielle, nous d i rons que les deux
équations différentielles sont asymptotes (2).

Considérons, plus généralement, deux familles débranches de fonc-
tions semi-méromorphoïdes définies par deux équations différentielles
et donnant lieu, chacune, à une décomposition du plan en cases Jl.
Si, dans toute case arbi t rairement éloignée, relative à une branche de

( 1 ) Nous rencontrerons, dans la suite de ce travail, de telles branches de fonctions et
nous donnerons de leurs périodes une définition précise.

(2) Dans ces conditions, une fonction Y(.z') ne sera asymptote à aucune fonction p
déterminée, sur les chemins .rqui s'éloignent indé(iimnenfc dans W\Q d'\ï'eciî0ï\ quelconque :
mais il y aura en général asyinplotisin© entre Y (.r) et une fonction p détenninée sur les
cliemins qui s'éloignent dans la direction d'une li^ne de ^âies (vide supra, p. a65).

Afin. Éc, Nonn., (3), XXX. — JL'IW igiS. 35
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la première famil le , il existe une branche de la seconde famil le , arbi-
trairement vois ine de cette branche, nous d i rons que les deux équa-
tions différentielles ou les deux familles de branches de fonctions sont
asymptotes.

•k
¥ ¥•

Les remarques et les définitions qui précèdent nous permettent
d'aborder d'une manière systématique l 'étude asymptotique des
branches de fonctions et, en particulier, des branches méromorphes,
méromorphoïdes ou semi-méromorphoïdes.

Cette étude ne sera faite ici que dans des cas particuliers. Je consi-
dère, dans la c i n q u i è m e Partie de ce travail , l 'équation du second
ordre
( e ) ./ /-•=L(.^y)J /2+M(. /r,.y)7'+N(.^ l,J)

ra t ionnel le en j, équation d'où est parti M. Paînievé, et je me propose
d'étudier les branchés d'intégrales de cette équation au voisinage du
point x == co, que nous supposons être point transcendant.

Dans le cas où l'équation ne dépend pas de x, elle s'écrit

^ =" L ( r ) ^ + M(.y). ̂  N(7) { z ^ y ' ) ,

or cette équation a été l'objet de travaux (1) dont les résultats peuvent
être appliqués ici. Nous saurons déterminer, par exemple, l 'a l lure des
branches d''intégrales y (s) (suivies sur un ensemble de rayons con-
vergents du plan y) el le mécanisme des permutations qui échangent
ces branches. De là nous déduirons la solution de divers problèmes
tel que le suivant : Trouver toutes les équations Ce), indépendantes
de oc, dont les branches d'intégrales sont rationaloïdes en tous leurs
points; parmi ces équat ions (e) se t rouvent celles qui ont leurs inté-
grales uniformes.

Si mainlenant l'on a af îa i re à une équation (e) dont le second
membre (en tant que fonc t ion de ^) a ses branches algébroÏdes ( l y)
pour x •== oo, on pourra toujours eflectuer un changement de variable
y==^Y, <T==/ ^X^ tel que la nouvelle équation (E) en X, Y, ne

(r) Posant z == rr"1', l'équation s'écrira u1' •+• Lu »h Mû2-}- .N^ ==: o.
( 2 ) Fide supra ^ p. 267.
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contienne, comme termes dépendant de X, que des termes qui tendent
vers zéro avec | X j , et soit asympiole à une ou à plusieurs équations
indépendantes de X {voir ci-dessus le sens que nous attachons à cette
locution). Telle est la proposi t ion q u i me paraît d o m i n e r l 'étude des
branches d'intégrales des équat ions (e) oiiy plus généralement, des
équations^ == ï{{oc, y, y) algébriques en Xy y , y\ Cette proposition,
toutefois, n'est pas démontrée dans le présent travail où il n'est ques-
tion que des équations (E) asymptotes à des équat ions dont les inté-
grales sont uniformes.

La méthode qu i permet d'étudier ces dernières équa t ions (E) [et,
par conséquent, les équations (<?) correspondantes) est cette méthode
même qui , appl iquée aux équations de M. Painlevé, conduit aux
résultats dont j'ai parlé plus hau t ; et, tant que nous ne nous occupons
que des propriétés asymptotiquesdes intégrales, nous n'avons point de
raison de l i m i t e r notre étude aces équations très part icul ières dont les
intégrales sont uniformes ou ont leurs poinis critiques fixes. C'est
ainsi que, dans la seconde Partie de ce travail, vou lan t étudier
1,'asymptolisme des équations Y^ == 6Y2 — 6 et ( W ) (vide sapra), nous
ferons porter nos ra isonnements sur réqualion ra t ionne l le la plus
générale (du second ordre et du premier degré) qui est asymptote à
Y ^ — G Y ^ — 6, à savoir sur l'équation

^Y :6p-6+^Y /+^Y+/^d%2

où/^,/^5 q^ sont des fonctions de X qui tendent vers xéro avec X 1 .
Pareillement, les conclusions auxquelles condui t l'étude asympto-

t ique de réquation (A) de Bessel s 'appliquent à l 'équation plus géné-
rale

Y/=:Y<4-i-h.p,Y+/^

où p ^ etp(, sont des fonctions de X qui tendent vers zéro avec X"1.
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PARTIE.
I/ÉQUATION DE ÎUGCATI. FONCTIONS DU TYPE MONOPÉRIODÏQUES.

i. L'équation de Riccati rationnelle : allure des branches d'intégrales.

Considérons l'équation ra t ionnel le ( 1 ) du premier ordre et du pre-
mier degré
m ^p!̂
(I) ^"0(^7)'

où P et Q sont des polynômes en x ety. Si l 'on connaU les degrés de
P et Q, il est possible de déterminer (2) a priori l 'allure des diverses
branches cl''intégrales de (i). [Je répète ( ; t) que j 'appelle branche d9 inté-
grale définie par les condi t ions in i t ia les ^pYo? l 'ensemble des carac-
téristiques suivies (à part ir de la valeur^) le long des rayons issus
du pointa . ] En général, les branches présentent des points critiques
arbitrairement éloignés. Pour qu' i l n'en soit pas a i n s i , et pour que
nous puissions avoir des intégrales asymptotes à des fonctions uni-
formes Çvoir l ' Introduction), i l faut que l 'équation (i) soit une équation
de Biccati. Plaçons-nous dans cette hypothèse et, après avoir fait
disparaître le terme du premier degré en ajoutant à y une fonction
rationnelle, considérons l'équation
(2) y^A^+Ao,
où Ay, À2 sont des fonctions rationnelles de oc. Nous allons examiner
l 'allure des branches y Çoc) pour les grandes valeurs de \x\. Nous
devrons, pour cela, distinguer (^divers cas suivant les valeurs relatives
des degrés (positifs ou négatifs) p^ ot/^ de Ao et Aa.

( 1 ) L'équation do premier ordre n'éiant étudiée ici qu'en manière d'inLroduction, j'en
viendrai tout de suite à l'énoncé des résultats qui offrent de Pintérôl pour la suite de
mon travail.

(2) Cf. mes Leco/is ffur ICK fonctions défîmes par les éqiwtions dt/fére/itlelles de pre-
mier ordre, Chap. U.

( 3 ) Cf. Introduction, supra, p. 207.
(4) Pour la méthode de démonstration, voir /oc. cit.
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.[. Soitp^+p^<^ — 2.

Si Ay •=/^ o, V équation (2) admettra^ pour les grandes valeurs de \ x |,
deux sortes de branches d'intégrales rationaloïdes \à croissance ( 1 )
rationnelle \ : les premières seront de l'ordre de grandeur de [.r^"4'1, et
les secondes de l'ordre de grandeur de l.rj""1"-^.

Plus précisément, pour les premières, Fin-égalité
|y-Ao|<l^h+a,

où a est posit if a rb i t ra i rement pet i t , est satisfaite à par t i r d 'une
certaine valeur de \x\ : on en conclut que le rapport -—v— tend vers i

f K^dx
lorsque .r s'éloigne i n d é f i n i m e n t dans une direction quelconque .

Les branches de la deuxième sorte sat isfont , à. partir d 'une certaine
valeur de \x\^ à l ' inégalité

yf-L^ — AÏ < 1 x, l-2-^^i a (^ arjnu'airemcm pet i t ) ;
y2

on en déduit que leur produit par — f A.^dx tend vers l 'unité quand x
devient i n f i n i .

Toute branche d'intégrale de l 'équation (2) est nécessairement
rationaloïde au voisinage de x = sx»? et appartient à l'une des deux
sortes que nous venons de définir.

II. Sou maintenant p^ 4-/^> ̂ > — 2.
Posons

Ao= ̂ ^(ao4- <A,o)î A.2--"= ̂ ^(aa-h eA^),

CÂ.,(), x^ étant deux fonctions rationnelles de degrés négatifs, et a^y a^
deux constantes» Le double changement de variables

v^zîi
(3) y ^ - x 2 Y, ^••/V-^=:X2,

où l'exposant 2-hjo<,+/?a est positif par hypothèse, mettra l'équa-
tion (2) sous la forme

/M 2 +/^o+-/^ ^'„„/ . / ̂  , / , ^ ^ , /^r^Y(/() .̂ ...-..̂ .-̂ ———,̂  „_ „,„„„,, ^/g+ Jf^j l, 4- ^a^-i- ^»^) -i~ ——^^ y ,

( 1 ) Cf. ïntroducLion, supra, p. ^67.
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ou <A/(p /}î ^pa et c'Î  tendent vers o avec X"1 comme des puissances
<<». "

négatives de X.
Celte transformation faite, on peut démontrer que /es intégrales^! ÇS.)

de U équation (4) sont des fonctions asymptotes aux fonctions périodiques
définies par l'équation

(4 bis) i±-^±^2Y/ = a,Y2 + ̂ ,
3s

gué l'on obtient en supprimant dans (4 ) les termes qui tendent vers zéro
wecX""1.

C'est là un fait que nous étudierons en détail dans les paragraphes
suivants. Retenons-en dès mainlenant ceci : Les plus simples des/onc-
tions asymptotes aux fonctions trigonorné triques sont fournies par
U équation de Riccati rationnelle où p^+p^^> — 2. On passe de ces
fonctions asymptotes aux intégrales de l'équation de Riccati en opé-
rant le changement de variables (3). Ainsi, dans le cas où les inté-
grales y Çx) sont des fonctions rnéromorphes, elles ont pour
ordre-—/±—•2; à l 'une quelconque de ces fonct ions correspond un
réseau de régions (1) <R. u n i f o r m é m e n t distribuées (en forme de
bandes), dont la largeur est de l'ordre de grandeur (2) de leur distance
à Foriû'ine élevée à hi puissance——°—'"

b l 2 -h pQ 4- /^

III. Soit enfin p^ -4- p^ ==== — a.
Le changement de variables

Zl—Ziï
y n:: x "2 U, x :*:= t " ~ 1

met l 'équation (2) sous la forme

( 5 ) - t^ = a, + p^^ u + a,u^ ̂  ̂  +• ̂  u\
Cl li 31

( 1 ) Voir l'Introduetion, p. '2(>9, et, on particulier, l'exôinpie do fonction asymptote à
tang x étudié p. 271.

(â) D'une manière générale, si Y(X) est asymptote à unô fbliction trigonométnque et

si l'on pose x ~= 'X/'; À élant un nombre rationiiol {)o.sitif, la fonctiort YC.r) présonto un
réseau de bandes ('R. dont la largeur est do l'ordre de grandeur de leur distanco a l'ori-

gine élevée à la puissance —.—; l'ordre de Y(^); si elle est môromorphe, est X.A,
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où ^o et JLa sont fondions holomorphes de l an. voisinage de t = o, et,
nulles pour t == o. On voit alors que, pour les in tég ra les u(t), l 'or igine,
si elle n'est pas po in t d 'holornorphisme, est un point t ranscendant ordi-
naire isolé. Les branches d'intégrales (suivies sur un ensemble de
rayons convergeant vers t == o) tendent (1) vers une racine, u,, du tri-
nome a^^^^^-^^ u -h Oo (ce l le q u i rend négative l'expression2 \
^a.,u + pî ~ p^ } et sont développables par rapport aux puissances de t

2 /

et de ^-"r""2^^ ^g; çç dernier exposant est entier, le développement
procédera, exceptionnellement, par rapport aux puissances de t et
de log/.)

Ainsi, lorsque .r tend vers l ' infini sur l 'ensemble des rayons issus
d'un po in t ^o?./ {oû} est rationaloïde comme i l arrivait pour

/?o-+- Pï < — ^ {cas I ) ;

mais il n'y a plus celle fois qu'une sorte ou famil le débranches d'inté-
grales.

L'analyse qui vient d'être résumée nous fait connaître l 'allure des
fonctions môromorphes nouvelles (irréductibles aux fonctions ration-
nelles ou trigonométriques)que déf in i t l 'équation deRiccati. Ces fonc-
tions sont, à la t ransformat ion (3) près, des fonctions asymptotes aux
fonctions circulaires. L'intérêt de ce fait apparaîtra plus loin lorsque
nous constaterons que les fondions méromorphes nouvelles définies
par les équatious du second ordre (fonctions de M. Painlevé) sont, à
une transformation (3) près, des fonctions asymptotes aux fonctions
doublement périodiques.

Dans les paragraphes qui vont suivre , je prendrai comme type
d'équation (2) l'équation
(G) r+^^-=Y^i,

qui. définit les fonctions de Bessel. Quoique ces fonctions aient été
l'objet de nombreux travaux, les fa i t s qui. vont nous occuper n 'ont

( i ) Une seule branche d'intégrale tend vers la seconde racine du irinome. Cf. loc. cit.
{Leçons^ etc.), p* 5ô et suiv.
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guère attirer ra t ten t ion des analystes; ils ne sont pas, en effet, en
rapport direct avec les propriétés fondamenta les de l 'équation l inéaire
q u i correspond à réquation (6) ; leur importance se manifestera lorsque
nous étudierons des équat ions du second ordre analogues à (6), mais
non réductibles à des équations linéaires.

2. Les fonctions de Bessel et l'équation ( A ) .

Considérons l 'équation
(6) Y^Y^ -Y^-i,

que nous écrirons aussi

(6 bis) Y^ 4- —'— y "= Y2 4- i , •Jà— •...-= "v..
v / [J. + '•>- X [M 4- 2

L'équation (6) est inlégrable au moyen des fonct ions de Bessel. On
../

pose Y== — — » et l'on a
d 1

(7) . ^-h Ïp^ 4- U=C).

Les intégrales se réduisent, comme on sait, à des fonctions élé-
mentaires lorsque/? est entier . D'une manière générale, si p n'est pas
un ent ier négatif , on a les deux intégrales part icul ières

_ _ X2^^ ____X4___
//1 "~! 7 . { ' ï p + i) a .4 { ^ ' p + 0 ̂ ^ ) -+- 3 ) " * * '
^ X- -. f . + ——x——— 4- ——————^_______ + 1 .

L 2(9^-3) T'^.^p^3)^p-^^" \

Faisons, (rautre part, le changement de variables
' t ^ JiH

( R \ v — -r2 Y Y — . i— . - - . - 'j" 2^ - . ) .} -^ Y, A . ^ ^^^^ ,

nous obtenons Inéquat ion
(9) y' ==^4-^-,

équat ion dont les intégrales sont méromorphes pour toute valeur
positive de ^-.

Ainsi la fonction Y (^), si ;j- est un entier pair^ ou la fonct ion Y2^),
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si p. est un entier Impair, est une fonction méromorphc d'ordre -—:

(c/. § 1, cas II, p. 278). La fonction y Çcc) est également d'ordre ^—2-
Nous nous attacherons spécialement, dans la suite, au cas où p. = i,

c'est-à-dire à l'équation
( A ) y'-=zy^-^œ,

que le changement de variables

(10) X==|^ y^-v^Y

transforme en

(A') Y' 4-^^ Y 2 4 - 1 .

Montrons d'abord comment les intégrales de (A') et de (6) sont
asymptotes aux fonct ions tang (X. — Xo) et, comparons-les Si 'ces
fonctions.

3. Distribution approximative des zéros et pôles de grand module
d'une intégrale Y ( X ) .

Plaçons-nous dans run des demi-plans l imités par l'axe réel du
plan X, et, dans ce demi-plan, considérons les régions éloignées
où | X""1 [ <^ £y s étant donné arbitrairement petit . Nous a l lons voir que,
dans ces régions, les zéros et les pôles des intégrales Y (X) de l'équa-
tion (6) sont approximativement distr ibués comme ceux des fonctions
t a n g ( X — X y ) . , En. joignant1 ces^ zéros ou ces pôles deux .à deux,'on
obtient une l igne brisée asympto t iquement parallèle à l'axe réel, et,
lorsqu'on s'éloigne indéfiniment sur cette ligne brisée, la distance de
deux zéros ou pôles consécutifs tend vers TT.

Vérifions ces fai ts en ce q u i concerne les zéros. On raisonnera de
même sur les pôles en faisant le changement de variable Y === Z'"*.

Partons d'un point X<» (de module supérieur à o""1) où, Y.=== o. Au
voisinage de ce point la fonction Y(X) var ie approximat ivornent comme
tang (X •—Xo), pu i sque , dans l ' équa t ion (6), le terme en ^ est très petit .
Or comment se comporte la fonction Y== tang(X, — X.o) pour X

Ann. Éc. Norm^ (3), X X X . — Jum 1 9 1 3 . 30



282 p. BOUTH.OUX.

variant de Xo à X,» -h Te2? Le point représentatif de cette fonction décrit
un lacet fermé issu de l'origine et e n t o u r a n t 1/iin des po in t s Y == ± i.
Appelons A. ce lacet que, pour fixer les idées, nous supposerons tracé
au tour du point -h i et tout entier à d i s tance f i n i e (bornée) de ce po in t ;
soient / la l o n g u e u r du lacet, h une l i m i t e supérieure de | tang(X. — X y ) |
su r ce contour, et k u n e l imite infér ieure de j t a n g 7 [ ou | tang2-}--11.

Le lacet K é t an t ainsi, déf in i , faisons circuler sur ce lacet le point Y
qui représente l'intégrale Y ( X ) de (6). Tant que l'on a, pour Y
variant sur (A),

( ï i ) lY7)^,. [Y^h i|>^ |X|>^-,
'À 'À '.>. £

l ' équat ion (G) donne ( f )

Y7 S/^/Ê i ,/x i 6 p / f £
——————— __ I ^ ._JL_^ / K » , ..„ ___ . ... __., .. ^ __JL

Y^-hi " /• Y 2 •+-i c/Y ^ /'•r"

d'où l'on dédui t , pour un point Y quelconque du lacet A,

îBphIs^..( J a ) | i , » r c i a n g Y — X ~ h X ( ;

Or, on peu t toujours prendre £ assez pet i t pour que l'inégalité (12)
entra îne connne conséquence les diverses inégalités ( i x ) . Donc elle ne
cesse pas d'être vérifiée tout le long d u lacet A. Ai /ext rémité du lacet,
X prend une valeur X.i qui. est un %éro de la fonction Y(X) , et l'on a

1 / •y.f ^•r , ( Ï 6 P / l l S ,| (X i—X») - -7 r | < — / — .

v _ Y
Le rapport ———^ tend vers Vimùé lorsque €^\ ou X.^y augmente

indéfiniment.
Ayant ainsi défini le point X,, nous définirons semblablement des

(1) Pour étudier les propriétés asyinploliques des inLé^rales de (6,), on poi.it aussi faire

le changement de variable Y == H-h— L'a fonction II ( X ) saUsfaii à l'équation

I T—t l 2 —! - / / ( i - - ^ )X- 1 1 2 ,

dont lo second inembre est de l'ordre do grandeur do ( X l'2, quolle que soit. la valeur
de IL
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points Xa, X.;{, ..., X , , , X_^ ... tels que les différences
• X 2 — — ( X , , - 4 - - Î7T) , X ' 3 — ( X o + 37T) , .. ., X . - . i—(Xo—TT: )

soient de l 'ordre de g randeur de £. Ces p o i n t s soni les sommets d'une
ligne l):risée qui. s'éloigne i n d é f i n i m e n t dans les deux directions réelles.

Ces conclusions s 'appliquent, nous l'avons d'il, aux pôles de Y(X)
comme à ses zéros. Nous allons désormais, au lieu des xéros, envi-
sager les pôles, qui sont les'zéros de la fonct ion entière u dont (—Y)
est la dérivée logaritlimique.

Ligne de pôles. — Considérons le demi-plan situé au-dessus de
l'axe réel, et partons, en particulier, d 'un pô ' l eX«(de module supé-
rieur à £ " 1 ) vois in de l'axe imagina i re . Si nous définissons comme il
vient d'être dit les pôles X < , X,, ..., 5L^ X"..,, . . . en ta isant décrire
au point Y1'"1 le lacet A- (dans un sens ou dans l'autre), nous constatons
que, si [ XJ est assez grand, tous ces pôles ont un module supérieur
à £"""' ; on peut donc leur appliquer, à tous, les calculs faits plus haut.
Ainsi, la ligne brisée .. . ,X_, , Xo, X., ... qui j o i n t ces pôles est une
l igne, indéfinie dans les deux sens, asymptote à deux droites paral-
lèles à l'axe réel : nous appellerons cette l igne ligne de pôles.

La l igne de pôles, construite comme il vientd'être dit, est composée de
segments recti l ignes. On peut la construire autrement en la définissant
comme le chemin indéfini décru par X lorsque le point Y"1 tourne indé-
finiment {dans l'un ou F (mire sens} sur le lacet A d(^ini plus haut.

Je dis que, lorsque X s'éloigne indéfiniment au-dessus de la ligne de
pôles, la f onction Y(X) [celle qui est infinie en X,,] ne peut plus présenter
de pôles et tend vers la limite Y = ̂  comme il arrive pour la fonction
tang(X-X,).

Pour démontrer cette proposition, nous ferons d'abord la remarque
suivante. Appelons y, y' les cercles du, plan Y qui ont pour centres les
points Y = ± i et pour, rayon une pet i te longueur donnée a. Amenons
le po in t Y de l ' in f in i au contour y le long d'un rayon et faisons-lui
décrire indéf iniment ce contour dans l 'un ou l'autre sens. Quel est le
chemin correspondant décrit par X à partir de X/? Le ( ') point X,

( i) La méthode de calcul exposée plus haut conduira directement à ce résultat.
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s'éloignant de X^, prend, lo r squeYat te in t l e con toury , une position X'
qui est sûrement au-dessus de la ligne de pôles si a est assez petit. Il décrit
ensuite une ligne ̂ , que l'on peut indéf in iment prolonger dans les deux
sens et qui est nécessairement tout entière située au-dessus dé la l igne de
pôles. En faisant franchir cette ligne à X, on rapprocherait Y de i.
Opérant de même avec y', nous obtiendrons une ligne ̂  tout entière
située au-dessous de la l igne de pôles, ligne j^ qui est décrite par le
point X lorsque Y tourne indéf in iment sury\ Si X franchissait cette
ligne, Y se rapprocherait de — i.

De ces remarques je conclus tout d'abord que Y(X)Ji'apas de pôles
au-dessus de la ligne de pôles définie plus haut. Supposons en
effet qu'elle en ait : Y(X) admettra alors une seconde ligne de
pôles, située au-dessus de la première, telle qu' i l n'y ait aucun
pôle entre elle et la première l igne de pôles; si l'on s'élève alors
de la première à la seconde ligne de pôles, on franchira suc-
cessivement une l igne ^ sur laquel le [ Y — ; | = = a , puis une
ligne ^, sur laquelle | Y - 4 - - z [ === a; maiSy d'après les remarques
faites ci-dessus, il y a nécessairement entre ^ et j^[ des points où
Y est i n f i n i ; on çn déduit l'existence d'une ligne de pôles située entre
^ et ^_\ et, par conséquent, si tuée entre la première et la seconde ligne
de pôles : conclusion qu i est en contradiction avec nos hypothèses.

J'ajoute que Y tend vers i larscfue X ' . s 'é loigne indéfiniment cui-dessus
de la li^'ne de pôles (1). En efïet, au-dessus de la ligne .^qui correspond
a la ligne de pôles considérée, Y se rapproche de L Supposons alors
que, pour des valeurs arbitrairement grandes, X/, de X, la diHerencc
| Y — i\ .surpasse un nombre donnée. En fa isant varier Y " 4 de | y(X')]~"1

à o, puis le long du lacet A défini plus haut (p. 282), on définira une
nouvelle l igne de pôles située tout entière au-dessus de ^ et, par
conséquent, au-dessus de la première ligne de pôles : or nous venons
d'établir qu 'une telle l igne de pôles ne saurait exister*

Déplacement delà ligne de paies. — Ayant ainsi déterminô l 'al lure de
la fonction Y(X) au-dessus de la l igne de pôles qui, passe par X(,,

(^La réciproque n'est pas vraie. Lorsque lo poînt Y Lend vers z, le point X ne
s'éloigne pas nécessairement vers rinfim comme il arrive pour la fonction tang (X—Xo).
J^oir à ce sujet Ja un du paragraphe 3 bis.
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voyons maintenant ce que devient cette l igne lorsque le pôle init ial se
déplace avec con t inu i té .

D'après les théorèmes relatifs à la cont inui té des intégrales, toute
la ligne se déplace d ' une manière con t inue lorsque Xo varie.

Si Xo tend vers l ' inf ini dans une direct ion non parallèle à l'axe réel
(et au-dessus de cet axe), tous les sommets de la ligne de pôles tendent
vers l'infini en même temps.

Supposons au contraire que Xo descende au-dessous de la ligne
de pôles in i t i a l emen t considérée. Les calculs que nous avons
faits plus haut ne sont, on se le rappelle, applicables au voisinage
de Xo qu'autant que - | X o | >• £~1. Lors donc que X^ se rapproche
de l'axe réel, la déterminat ion des pôles ..., X,,^, ..., X,, ... ne peut
plus être faite comme tout à l'heure. Par contre, les pôles X_^, X^ de
grand indice auront sûrement un module supérieur à £'"S et nous
pourrons toujours en déduire la suite des pôles X.,,^+.,), X^,^)? " • • e^
X,^, X^a? • - • • E" d'autres termes, notre ligne de pôles initiale se
décompose en fleux demi-lignes de pôles, asymptotù/uement parallèles
à l'axe réel, s ' é lo ignant i n d é f i n i m e n t , l ' une vers la droite, l'autre vers
la gauche. ISntre ces deux demi-lignes de pôles, il y a une lacune que
les calculs effectués plus haut ne nous permettent pas de combler.

Développement des intégrales par rapport aux puissances de p . —
Les intégrales Y(X) de l ' équa t ion (G) sont développables par rapport
aux puissances de p , sous la forme "Y == Y^-h^Y^ -\-p^^^r .. ., les
coefficients étant définis par des équat ions différentielles linéaires, et
le développement convergeant sur tout chemin où les intégrales sont
holornorphes.

Faisons en particulier Y(>== i, et supposons que X s'éloigne indéfi-
n iment au-dessus-delà ligne de pôles considérée ci-dessus. Dans ces
condi t ions , Y est holomorphe au voisinage de l ' i n f i n i et tend vers ?';
donc le développement en puissances de p est convergent, quel que
soit/.», pour les grandes valeurs de [X. | , et les coefficients Y i , Ya, . . .
sont des fonctions de X.qui tendentvers zéro sur le chemin considéré.

Cette conclusion s'étend immédiatement aux intégrales de l'équa-
tion

Y / =Y 5 î +ï -+ - />9 (X) ,
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on y(X.) est une f o n c t i o n ra t ionnel le on. algébrique de degré négatif.
L'étude asympto t ique (h cette équat ion est iden t ique à l 'étude asymp-
totique de l 'équation (6).

Les diverses proposit ions qui précèdent s 'appliquent an demi-plan X
situé au-dessus de l'axe réel. Au-dessous de l'axe réel, les choses'se
passent de la même manière. Si. Xo a une part ie imaginaire de grand.
module, on peut déf ini r une l igne de pôles qui s 'éloigne i n d é f i n i m e n t
de part et d'autre de X,, : pour X tendant vers l'infini au-dessous de
cette ligne de pôles, Y [c'est-à-dire Fintégrale Y(X) qu i admet X,
comme pôle] tend vers — L Si ensu i te X,, se rapproche de l'axe réel, la
ligne de pôles se décompose en deux demi-lignes de pôles.

3 bu. Définition d'un réseau de bandes ^l.

De la cons t ruc t ion des lignes de pôles résu l te imméd ia t emen t ,
à droite et à gauche de l'axe imagina i re du plan X, la cons t ruc t ion
d'un réseau de régions cfR, en fo rme de bandes, dans chacune des-
quelles Y prend une fois toute valeur donnée (voir I n t roduc l iou , p. 270
et suiv.).

Plaçons-nous d'abord dans la région ( l i m i t é e par une parallèle a,
l'axe imaginaire) où 0 la partie réelie R( .X)> r^.A part i r d 'un po in t
quelconque, X.(,, s i tué dans cotte région, nous pouvons dé f in i r une
demi-ligne de pôles qui s 'éloigne i n d é f i n i m e n t vers la droite. Appli-
quant alors à cette demi-ligne de pôles le ra i sonnement développé plus
haut : nous voyons que si le point X, (sans sortir de la région où
R(X) > £-1) s 'éloigne indônnirïUMU^^W^w'oua^^^^^ de la demi-
ligne de pôles, Y reste f ini et tend vers +i ou - i. Mais de quel le
manière ? Il est facile de voir que si Y tend vers ± i su ivan t un rayon
ou suivant un chemin qui ne s'enroule qu'un nombre f i n i de fois
autour de ±i, X ne devient pas i n f i n i , mais tend vers une l imite
f inie . Lors donc que X s'éloigna inde/lnimeru, Y tend vers ± i en s'en-
roulant autour d'un ensemble infini de points critiques T] convergeant
vers ±i. Ces points critiques correspondent aux valeurs Y "pour

(1) Sur la définition du nombre e, voir lo paragraphe précédent.
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V
lesquelles Y^ -+- i — ^p -^ = o [voir l 'équation (6)j. Ils sont tous algé-

briques et chacun d'eux permute deux déterminations car on ne peut

avoir s imul tanément _ == .^— == . 0 j . Ils forment d'ailleurs, dans
l'ordre où ils permuten t la suite des pôles X y , X.,, ..., une série uni-
l inéaire ..., Y]..,, Y)(,, Y]^ .... Ainsi , d'après une terminologie que j'ai
proposée ai l leurs (]1), les points r L / s o n t , pour la fonc t ion X(Y) des
points trcmscefidcmts indirectement critiques de la première espèce et de Ici
première sorte.

Menons alors, dans le plan de la variable Z ^Y'""1, une coupure en
spirale passant par Y'""11 === o et a l lan t vers -4- i et •— i en s'enroulant,
à ses extrémités, au tour des deux suites de po in t s ..., 7]:j,, rj^+i,,... et
..., 7]":'̂  y]^.,i, • . . [ points critiques de X(Z)| qui convergent vers -h i
et — i. On constate qu'à ce cl iemin du plan Z correspond, dans le
plan X, une série de lignes ..., L(), L^ L^, ... qu i vont de r inf in i
(au-dessous de l'axe réel) à l ' i n f in i (au-dessus de l'axe réel) en,
passant par les divers po in ts ... X<,, X.i, X^, .... Ces lignes ne se
coupent pas entre e l les et sont asymptotiquement parallèles à l'axe
imaginaire. Elles dél imi tent (2) une série de bandes <R dans chacune
desquelles la fonction Y(X) prend une Ibis et une seule toute valeur
donnée.

4. Description complète des intégrales des équations ( A ) et (A' ) .

Lorsque ^ == i, l 'équation (6 bu) devient l 'équation (A7) transformée
de (A) par le changement de variables (10) Çvoir § 2, p. 281). Envi-
sageons les fonc t ions Y ( x ) etj(^) correspondantes et proposons-
nous d'étudier leur al lure dans tout le plan de la variable X ou x\

Soit d'abord Y(X) une intégrale de (A') qui présente une ligne de
pôles arbitrairement éloignée au-dessus de l'axe réel. Nous .avons vu
que si X tend vers l ' i n f i n i au-dessus de cotte ligne de pôles, Y tend
vers i et ne peut plus présenter de pôles. D'autre part, si X tend vers

( ' ) Cf. mes LGÇO/I.VJ etc. 3 Chap. UI, et lo Mniloiro cité ;» la noio sui vante.
(â) Sur colle dôcomposilion (lu plan en bandes <'R, voir P. BOUTKODX, Ân/i. Scient, de

r Ecole Norinale supérieure, 1908, et Actes du Congrès clé Rome,
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l ' inf ini au-dessous de l'axe réel sans qiie sa partie réelle devienne
intér ieure à sr1 (voir p. 285), Y tend vers — / et ne peut non plus pré-
senter de pôles. Ainsi, à supposer que nous fassions varier X d'une
manière cont inue à partir d ' u n po in t de notre ligne de pôles pris
à droite de l'axe imaginaire, et suivions notre intégrale Y(X), nous ne
pouvons rencontrer une nouvelle ligne de pôles, ou, plus exactement,
une nouvelle demi-ligne de pôles, qu'à gauche de l'axe imaginaire et

Fig. ' 2 .

après avoir tourné au tour de l 'or ig ine Ç/ig- 2). Si nous par t ions par
la gauche, la conclusion serait la même.

Transportons - nous main tenant dans le plan .:r ( en posant
9 i\

X = - x^ \ et considérons la f o n c t i o n méromorphe yÇx) qu i a, en
dehors de l 'origine, les mêmes pôles q u e Y(^). Appelons OA'Taxe
réel positif du plan x, OB et OC les demi-axes qui font avec OA les
angles 2^ -^ Ç/ig. 3), A l ' intégrale Y(X) considérée tout à l 'heure,

^ 3.

B K ^ (n

présentant une l igne de pôles a rb i t r a i r ement éloignée au-dessus de
Faxe'réel, correspond une intégrale Y (X) ou y(^) qui présente one

1 '^^^'
ligne de pôles arbitrairemeni éloigfiée dans //ang/e ABU el dît asym^lo-
défilement parallèle au^ axes OA, OB» En dehors de cette l igne^yC/r)
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ne peut plus avoir qu'une demi-ligne de pôles asymptotùjuement paral-
lèle à 0^.

Lorsque se tend vers r i n l i n i a u - d e s s u s de la première l igne de
pôles [direction de la flèche (i)|, Y tend vers i et y vers i\lx^ la
détermination du radical é tan t arbitrairement choisie (on a deux inté-
grales différentes suivant que l'on affecte le radical d'un signe ou de
l'autre). Lorque x tend vers l ' i n f i n i dans la direction des flèches (2)
ou (3), y tend vers =p i^x, le signe du radical changeant chaque fois
que l'on franchit une demi-ligne de pôles.

Lorsque dans l'angle AOB, la première ligne de pôles s'éloigne
indéfiniment, la fonct ion j(^) devient , à la l i m i t e , UNE FONCTION
MÉnOMOnPHE QUI N'ADMET, EN TOUT ET POUR TOUT, Q U ' U N E DEMI-LIGNE iïE PÔLES

ASYMPTOTIQUEMENT PAHALLÈLE A OC. Nous appellerons cette fonction :
intégrale tronquée de l'équation (A) {vide infm, ^ 5, p. 291).

Lorsque la l igne de pôles ini t ia le se rapproche de l 'origine, elle se
décompose, comme nous l'avons vu plus haut (§ 3), en deux demi-
lignes de pôles. Considérons en particulier la demi-ligne de pôles
asymptot iquement parallèle à OAetfaisons-lapénétrer dans l'angle AOC:
lorsqu'elle s'abaisse dans cet angle, la demi-ligne rejoint la demi-
ligne de pôles asymptotiquement parallèle à OC ; elle forme avec elle
une ligne de pôles ^ tout entière située dans l 'angle AOC, et dont tous
les points tendent ensemble vers l ' inf ini ; à la limite, on a une
intégrale tronquée, y(.r), qui n'admet, en tout et pour t o u t , qu 'une
demi-ligne de pôles asymptotiquement parallèle à 01).

En faisant tendre vers l ' inf ini , dans l'angle BOC, les deux demî-
lignes de pôles parallèles à OB et OC, on aura une troisième intégrale
tronquée.

5. Intégrales réelles; intégrales symétriques et intégrales tronquées.

Lorsque^ est réel ( ' ) dans l 'équation

(6) T+^^Y^-,

( î ) [j. est alors réel dans l'équation (6 bis).
An.n. Éc. Norm., (3), XXX. — JIÎÏÏ-LET 1913. ^7
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toute intégrale Y(X) qui présenle un pôle sur le demi-axe réel positif
(lu p lan X est réelle sur tout ce demi-axe. Il en est de même de la
transformée y (.,<;), in tégrale de (9), sur t o u t l'axe réel.

L'équation (6) admet, en particulier;, deux intégrales réelles remar-
quables qui sont méromorplies dans tout le plan X. Ce sont, au signe
près, les-dérivées logarithmiques des fonctions entières ^(X), ^(X)
définies plus haut (§ 3, p. 280) comme solutions de l 'équation
linéaire (7). Nous les appellerons Y^,), Y^), et les écrirons :

Yi/, == Oi//X -r- <^X3 + . . .,

Y,/,--^ ̂ ^ + ̂ X+ VX^h. . .,

les coefficients a et b étant définis par les égalités

c<^( r 4- ^ p ) = ï , ^i/,( i + ^ — ^ p ) ̂  î ,
</3/,( 3 -h a / > ) -:::• a\^ h^(3 -h ^ - - P!/^) = ^ï/,,

qui ïnontrentque l'on a l ' i den l i t é
Y -•- Y ^ . ï 2/^ î .» g^ ...̂  I 1 ( l ._y)) t- —— ^1——— •

Tous les pôles des intégrales Y^ et Y^ sont s i tués sur l'axe réel.
Ces intégrales sont asymptotes à des fonctions tang(X — X y ) où Xo est
réel.

Appelons, en particulier, Yi et Ya les intégrales mérornorphes de
l'équation. (A') correspondant aux valeurs p. == ï , p = /— Effectuons
le changement de variables (10) et considérons les fonctions y ^ Çx) et
y ^ ( ^ ) transformées de ' Y ^ , Y^. Ces fonct ions sont symétriques par
rapport aux trois demi-droHes OA, OB, OC (/Iff- ^y p. 288); leurs pôles
sont tous s i t u é s sur le demi-axe réel p o s i t i f OA et sur les demi-axes
OB, OC.

Désignons donc par a^ a^^ . . . , / / , , h . ^ , , . . . , c^ c ^ y , . . (yi?^. 411) h's
pôles de l ' in tégra le y^ ( qu i est, en outre, in i f in ie à l 'or igine) ; pu i s
déplaçons le pôle a^ avec c o n t i n u i t é sur l'axe réel on le rapprochant
de for ig ine : nous a l lons nous dernander ce que devient ^intégrcde
réelle y(^) qui varie (rime manière continue à pardr de l'inlé^rale
y, (^)<
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Nous avons

( i 3 ) y ^ — -^ ^ (^ == ^'i«i+ ^«a)»

X', et k^ étant deux constantes, et n^ u^ étant les fonctions entières qui
ont pour dérivées logarithmiques y , y.^. A toute position réelle du
pôle Œ, correspond une valeur réelle de — et, par conséquent , une
intégrale j(^) dont tous les pôles sont réels ou imagina i res con-
jugués.

Lorsque a, se rapproche de l ' o r ig ine , l ' intégraley présente, au.voi-

sinage de l 'or igine, sur l'axe réel négatif OA', un pôle a^y pôle q u i
coïncide avec Forigine pour y { x ) ~= r^(^). Ce pôle s 'éloigne i n d é f i -
niment sur OA/ sans j ama i s rétrograder. D'ai l leurs, lorsque a, devient
nul , yC'^-*) coïncide de nouveau avecyy(^). On en conc lu t q u ' i l y a,
ent re la pos i t ion i n i t i a l e du polo a^ (correspondant à F intégrale y:.;} et
l ' o r ig ine , une position in lermédia i re , a\y de ce pôle pour l aque l l e a^
est rejeté a l ' i n f i n i sur le demi-axe OA'. Pour celte posi t ion in termé-
diaire (qui est un ique ) tous les pôles / / i , b.^ ..., c , , c^, .* . sont, s imul -
tanément rejetés à l ' i n f i n i : FÏNTÉGRALIÎ y(^) N ^ A PLUS QUE DES PÔLES
RÉELS POSITIFS, a\, a^ ... ; e l le est TBONQUÉE (voir § 4).

Nous dé f in i rons de même une intégrale tronquée y ^ x ) doni tous les
pôles sont sur le demi-axe 01} et une intégrale tronquée y ' c ' ( ^ ) dont tous
les pôles sont sur le demi-axe OC.
pÔi

On dédui ra f a c i l e m e n t de l 'égali té ( • ï 3 ) q u ' i l n'y a pas d'autres in té -
grales t ronquées que l ' in légrale réelle y,(^) et. les intégrales y^ y^..
A. ces trois intégrales correspondent trois va leurs du rapport — *
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6. Le réseau des bandes ^H.

Nous allons m a i n t e n a n t pouvoir achever, pour les intégrales des
équations (A') et (A) la détermination du réseau de bandes x {voir
§ 3 his) dans lesquelles Y (ou y) prend une fois toute valeur donnée.

Considérons, par exemple, une fonction Y(.r) ou y(^) qui a une
demi-l igne de pôles ci^a^ ... sur le demi-axe réel OA et une l i gne de

pôles éloignée dans l 'angle O.BC.
Prolongeons, suivant OA/, OB', 0(7 les demi-droites OA, OB, OC

{fig- ^)" L'analyse fai te au paragraphe 3 bis é tabli t l 'existence d'un

réseau de bandes ^l situées dans l 'angle B'OC'. Ces bandes sont
l imi tées par des lignes i n f i n i e s ..., 4w» 4^/M-oy • • • ^pi ne se coupent
pas entre elles et sont asymptot iquement para l lè les à OC' et OB' (voir
au § 3 bis la dé f in i t ion des lignes L du p lan X qui se transforment en
l ignes / du plan .z"). Nous aurons un second réseau de bander <R

(limitées par des lignes ..., l/,n., 4(^M)? • • - ) ^"s l'angle A'OC/ et un

troisième réseau dans l 'angle A/OB'.
Cela posé, déplaçons comme tout à l'heure le pôle a^ sur l'axe réel

vers l'origine et au delà. Les pôles n^, .... u^ ... restent tous réels et
se déplacent s i m u l l a n é m e n t v e r s la gauche. Les autres pôles, deux à
deux imaginaires conjugués, . c o n t i n u e n t h former une ligne de pôles
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dans l'angle BOC. De là, et des résultats obtenus au paragraphe pré-
cédent, nous tirons les conclusions suivantes :

i° Les lignes • . . , 1-a^-^ 4^ 4(rt-n)? • • • se déplacent et se déforment
avec continuité tout en conservant leurs propriétés ; elles ne se coupent
jamais entre elles et restent asymptotiquement parallèles à OB^ 0(7
(Y tendant vers ± i sur leurs extrémités); elles dé l imi ten t toujours
(quelles que soient les positions réelles de a^^y . . . , <^-n ) des bandeSc'K où
y prend une fois toute valeur donnée.

2° Donnons à a, une grande valeur négative. I l résulte de ce q u i
précède que les pôles a^y ..., a;, sont tous posit ifs . Appelons 4, la
ligne la qui passe par a^ ; cette ligne se compose de deux part ies que
nous pouvons prendre imaginaires conjuguées (fig. 6). Considérons,

Fis. 6.

d'autre part, la demi-ligne supérieure l^y prolongée le long de l'axe réel
négatif^ COMME UNE LIGNE 4i ; au-dessus de cette l igne nous pouvons
construire un réseau de bandes a limitées par des lignes 4^ 4;î? " • - •
La demi-ligne inférieure la ̂  prolongée su ivan t a^ A', fourni ra de même
u n e ligne 4i au-dessous de laquelle nous avons un troisième réseau de
bandes ^. Le plan x se trouve ainsi^ dans sa totalité^ décomposé en
régions c^..

Cela dit, supposons que a^ (cessant d'être réel) se déplace avec
cont inu i té d'une manière quelconque : les trois réseaux de régions^.,
en se d é f o r m a n t , resteront toujours agencés et rattachés de la même
manière; d 'ail leurs les régions,^ éloignées et leurs frontières seront
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toujours disposées comme il a été dit , au paragraphe 3 bis et jouiront
des propriétés énoncées dans ce paragraphe.

Lorsque a^ occupe la pos i t ion a\ Çfi'g' 3) y coïncide avec Vintégrale
tronquée y ̂  et les lignes 4 el 4 sont toutes re jetées à l ' i n f in i : en ce
cas, if ny a />lus aucune ligne l à gauche de 4i ; les régions Jl si tuées à
droite de cette l igne subsistent seules.

DEÏÏXIÈME PARTIE.
FONCTIONS DU TYPE lîn^HlODÏQUE OU ASYMPTOTES A U X FONCTIONS ELLIPTIQUES.

P H E M Ï E U E EQUATION DE M. PAINLEVE.

7. Équation asymptote à l'équation Y ^ - r ^ G Y ^ " — 6.

Apres les fonct ions du type monopér iodique q u i sont asymptotes a
des (onct ions circulaires, i l conv ien t d ' é tud ier les fonct ions du f^pe
bipériodique dont l ' a l l u r e et la structure sont celles des (onc t ions
e l l ip t iques (^o^r int roduct ion, p. 272 e t su iv . ) . Nous ferons tout d'abord
porter notre analyse sur les plus simples de ces fonct ions , et, en parti-
culier, sur celles qui se ramènent (moyennan t un changement de
variables algébriques) aux premières fonctions de M. Painlevé, inté-
grales de l 'équation y11'=•= 6j"2 "4- x.

Partons de la fonction p(X) comme nous sommes part is de la .fonc-
tion tangX aux paragraphes 2 et suivants. Je supposerai , pour f ixer '
les idées et s i m p l i f i e r récr i ture , qu'on a i t choisi les périodes de ( P ( X )
de manière que cette fonction vérilîe l ' équat ion d i f férent ie l le

04) ^:=6Yi-6-

En ajoutant au second membre de cette équat ion certaines fonc t ions
de X.., Y, Y' qui t e n d e n t vers zéro avec [ X | 1 , nous pourrons former
des équat ions di l férent iel les dont , les intégrales Y( 'X) seront asymp-
totes ( ( ) aux intégrales de (i4) pour les grandes va l eu r s de X.

( 1 ) Foir à rintrodiiotioli, p. 9.73-274, la déf imUon (les {'amilles de foncLîous asymptotes,
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Des considérat ions que nous développerons dans la cinquième
Partie de ce t rava i l mont ren t qu'en ^iïectuant aïs besoin une transfor-
ma l i en , lumwgraphique en Y, algébrique en X,

Y,=Y+y(X,Y), X,=.X+^(X) ,

où les fonct ions 9 et ^ sont, par rapport à X, de degré négatif, on
peut toujours ramener la fonction complémentaire [ajoutée au second
membre de (i-^)] à un polynôme du second degré en Y, Y'; ce poly-
nôme ne peut contenir ni terme en Y'2, ni terme en YY'; il est donc
de la forme /^Y2 -h/^Y' -h ^Y'4-/^ où p ^ p ^ p ^ q^ sont des fonc-
tions algébriques de X qui tendent vers zéro avec X- . D'ail leurs, en
effectuant la transformation Y = ——Y^ (qui définit les Y^ commeo —t- p^
asymptotes aux Y), nous pouvons annu le r le coefficient/^.

Nous plaçant, pour s impl i f ie r l 'exposition, dans le cas où. les fonc-
f i o n s po, p^ q, sont rationnelles ( ^nous a l lons mon i r e r qu'efïecti"
vernent les intégrales de l ' équa t ion

( i5) ^ =.: 6Y^ 6 + q, r^ /^Y+/ /o

sont asymptotes aux intégrales de l 'équation ( ï4) . Plus précisément
(c/*. întroduct ion, p. 27/(-'275) :

i.0 Les branches d'intégrales Y(X), suivies sur un ensemble de
rayons convergeant vers l ' in f in i sont semi-méromorphoïdes ( 2 ) ; excep-
t ionne l l emen t elles peuvent être méromorphoïdes ou méromorphes.

2° Soit Xo un point de grand module où une intégrale Y(X) prend
une valeur T] (la dérivée Y' ayant une valeur ïf). La branche de fonc-
t ion inverse X(Y) suivie, à partir des conditions initiales Y], X-o sur
un ensemble de rayons1 convergents quelconque du plan Y, se rap-
proche arb i t ra i rement d'une intégrale e l l ip t ique lorsque |Xo| devient
arbitrairement grand. Il ne peut en être autrement que pour une
classe particulière d'intégrales que nous étudierons à part, les inté-
grales tronquées {voir la f in du présent paragraphe).

( l ) Los démonstrations sont los mômos si /?o, p i i qi sont des branches de fonctiouf:
al^éhro'Ld.af! en x = w comme il sera supposé dans la cinquième Partie.

( â ) Foir le sens de ces termes, Introduction, p. '268.
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Plaçons-nous à Vexiérieur d 'une circonférence qui a son centre à
l 'origine et u n rayon égal à £~1; £ é tan t donné arbi t rairement petit.
Nous a l l o n s étudier les intégrales de l ' équa t ion (i5) à l 'extérieur de
cette circonférence.

Les fonctions rationnelles p o , p^ (f\ de X étant de degré au plus
égal à — i, on peut trouver un nombre positif a tel qu'on ait à l'exté-
rieur de la circonférence considérée

| p, | < a \ X-1 1, | p, \ < a | X - 1 1 , ; q,\ < a \ X-1 |.

Partons d 'un point Xp où Y prend une valeur T]; nous supposerons
cette valeur bornée en module, tandis que £(et par conséquent. | X J ~ 1 )
peut être arbitrairement petit.

Appelons Y]' la valeur in i t ia le de Y' et posons 7]'2 — f\-rf 4- i2Y] = D.
Nous supposerons le module \ Y)^ non nul et, plus précisément 5 pour fixer

\
les idées^ supérieur à ^. Désignons, d'autre part:,, par p^ ̂  la fonction
elliptique, intégrale de l 'équation Y'2^ 4 Y3 "- ï ^ Y + ï), qui prend
la valeur T[ en X.o.

Nous allons étudier sur un chemin quelconque issu d e X o l ' inté-
grale Y(X) de (i5) que définissent les condit ions in i t i a les Xo, T), r \ ' .

Mult ip l iant l 'équation (i'5) par aY' et intégrant, nous avons
^

(16) Y^ /iY3- isY + î) + 2 t (^lY'+^YY7 4- p,T) ̂ X,
«-/ÏC,,

ou encore
..Y

( ï 6 bis) Y/;î= ^Y 3 — iaY 4- I) + 2 J (^Y^/^Y 4-/^)^Y.
J^

Dans cette équat ion, considérons Y comme la variable indépen-
dante, et faisons-lui décrire, à partir de la valeur Y], un chemin arbi-
traire L, de longueur /. Désignons par h une l i m i t e supérieure du
module | Y [ sur ce chemin, par k! et par h' une l imi t e inférieure et une
limite supérieure du module | \/4 "'Ï^^^^

Suivant l ' infégrale de (i5) sur le chemin L, a partir de r\ et des
condi t ions initiales données, on voit que, t an t qu'on a

( 1 7 ) ^lY7!^/^ Ç<|4Yâ~x9/Y4-D<U / :^ |X|>r-1,
2 1.4
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l 'équation (16 bis) donne
(17 bis) ( Y ^ — ^ - h - l a Y — D I <(2 /^4- / î - l - i ) a / s

OU

Y72 8 ^ / - + - 4 / ^ + 4 ,
( î 7 ̂ ) 4Y-^7IYTD-il < ——7——-^

Divisant par Y' et intégrant, nous obtenons
/ o \ i / \T- s v i 8 ( 3 /^ -4- A -h 1 ) ,( 18 ) | arg. po,i) ( Y ) — X | < -^——pi———- a/ £ •

Cela dit, supposons le chemin L (que décrit Y) tracé de telle sorte
qu'on ait sur ce chemin
, , gf^-i-A-hi) „ -;-
( « 9 ) ————pi———'-al^E -;

l 'inégalité (18) s'écrit alors
(18 bis) [ a r^ . j )o , , , ( Ï ) -X | < y/e,

et elle entraîne comme conséquences les diverses inégalités (17) sur
le chemin L; mais elle est el le-même conséquence de (17) : donc elle
ne cesse pas d'être vérifiée toui le lon^ du chemin L.

Interprétons cette inégalité en supposant, comme nous l 'avons dit
plus haut, que la va leur in i t ia le | T] | est bornée pour £ arbi trairement
petit, et que \^\^>^. Supposons en outre, pour commencer,

.2
que D =+= 8 soit supérieur à £7 loge et que 11.) | <; log£. ,

Appelons a, b, c les racines du t r inôme Z i 7 ] 3 — i ' 2 y ] 4 - D et en tou-
rons-les (dans le plan Y) de trois pet i ts cercles ( ^ ) a, p, y ayant pour
rayon la longueur £7 . Puis faisons décrire a Y, à partir de Y], un
chemin L quelconque, ne pénétrant pas dans a, (3, y, sur lequel la
limite supérieure h de | Y [ soit inférieure à log£, et dont la longueur /
soit inférieure à [\h. Etant donnée l'hypothèse faite sur D et À, on voit
que, sur le chemin L, la l imite supérieure lz' de px,,,i»l î^^â (pour les
petites valeurs de s) infér ieure à 3(log£y; la l imi te inférieure K sera
d 'un ordre de grandeur supérieur ou égal à £7 .

(1) Etant donnée la valeur de D, ces cercles sont extérieurs les uns aux autres quand e
est arbitrairement petit.

Ann. Ée. Norm., (3) , XXX. —- JUILLET i()ï3. 38
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Dès lors, étant données les valeurs de /^ h\ k1 on voit que, si £
est suffi, s a m ment petit, l'inégalité (19) et, par conséquent Vinéga-
lité (18 bis\ sera vérifiée le lon^' du chemin L considéré.

Périodes de la fonction Y(X). — Prenons, en par t i cu l i e r , pour
chemin L u n lacet fermé A, issu de T] et e n t o u r a n t deux rac ines^ , h
du trinôme 4"^ —" I ^ Y ] -h D. Cela est toujours permis pourvu que la

i.
distance des deux points a et b au point c sou .supérieure à € ' . Nous sup-
posons d'abord qu'il en est ainsi {voir p. 297). Lorsque Y décrit le
lacet A, le poin t représentat if de la fonction arg .p^i» va de Xo
en Xo+co, oj> dés ignan t une période de la fonction e l l i p t i q u e j)o,D-
Appelons, d'autre part, X.i^ la valeur prise par l ' inverse de l ' intégrale
de (ï5) à l 'extrémité du lacet. L ' inégal i té ( i < S lus} é tant vérifiée le
long de A, on a

| X. i( ,—Xo—r.»|<^i ' .

^ _ -^
Ainsi , pour des conditions initiales Y], vf données, LF. K A P P O K T —<>——î

TEND V.EHS L'IMITÉ LOKSQUK £ " 1 " 1 ' 1 , OU X^, AïKîMEiNTt^ ÎÎN'DKl'I'INIMK.ÎS'l'.

Nous pouvons, bien entendu, choisir a rb i t r a i r emen t le con lour d u
lacet A pourvu que no-us ne le fassions pas aller trop l o i n (nous avons,
eu effet, assigné des l imi tes supérieures à Y | et à la l o n g u e u r du
lacet) et que nous ne pénétr ions pas d a n s les pe t i t s cercles a, (3, y.
Nous prendrons d 'o rd ina i re pour lacet A le chemin décrit par le
point Y == po, i>(X.) lorsque X décr i t le segment rect i l igne X(p Xo4- o->.
Si toutefois ce segment passe trop près d 'un pôle de J)(,,D ou d'un
zéro de p'^i^ nous déformerons légèrement A de m a n i è r e a contourner
ces points par de petits arcs de cercles don t les rayons seront (d'après
les condi t ions posées plus haut) a rb i t ra i rement petits avec £.

Mouvons m,a in tenant X sur le segment Xo , X(>4-c»/ (je désigne
, par o/ la seconde période de la fonc t ion poj») en c o n t o u r n a n t , encore
par de petits arcs de cercles les pôles de po^ et les zéros de j \{> qu i
pourraient se trouver sur ce segment : le point Y décrira, un lacet A/
qui contourne deux racines du t r i nôme f\ rf— i^'f}--^ I), soit les
racines b etc. Pu i sque la distance des points h et /' à (i- est supér ieure (1 )

( 1 ) II oii est ainsi à cause do l'hypothèse faile sur D ( c'est-à- dire .sur r/ ) , voir lu noto
de la p. 297.
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à c7 , nous pouvons tracer le contour A' de manière à satisfaire aux
conditions énoncées plus haut. L'inégalité (18 his) est alors sat isfa i te
le long de A' comme le long (le A, et l'on a, en appe lan t X o i la valeur
prise par l'inverse de l ' intégrale de (i5) à l 'extrémité du lacet,

| X o i — Xo-œ^v/e.

Comme nous avons défini les points X^ X<p, nous définirons
ensuite, en faisant toujours mouvoir Y sur les contours A et A', une
série de points X,,, X., , , ...., X , _ , , ... tels (pe les différences

X,,, —(^io+^ X.n-(X,+û)-t-<), ...,
X-,,o-~(Xo -co), ...

soient d 'un ordre de grandeur inférieur à. \/£.
Nous appelons en part iculier X,,, X<^ X....,,..̂ , X.o^ les quatre points

qu'on obt ient lorsqu'on fait décrire à. Y, à partir de Y], le lacet A ou
le lacet A' dans le sens posit if ou dans le sens négatif; et nous pose-
rons

XK) — Xo~-^ (»).-(.., Xoi — Xo'= o).)..,
X.,-^0— X(,== 0)-, Xo,-i -- Xo-=: <.,)/.,..

Nous d i rons que co.,(Xo), ..., ^1(X(>) sont les périodes de la fonc-
tion Y(X) au po in t Xo. Ces périodes (1) sont entièrement déterminées
lorsqu'on se donne le pointXo et les valeurs ̂  I) de Y et Y 1 2 — 4Y3 -4- laY
en ce point : ce sont des fonctions analytiques de Xo, Y] et I), fonctions
qui, pour une valeur fixe de D, t enden t vers,de.s nombres constants
lorsque X^ augmente indéf iniment .

Nous poserons, d 'antre part,
^[X<,4^)+(Xo):| "^^(X,,),
a),.J:Xo+<^i(X,)]=r.)y>(Xo),

< [Xo+ ̂ n (Xo)] ̂  c.)!̂ ^ Xo),

et ainsi de suite.
Nous sommes convenus plus haut de tracer les contours Ay A/ de

manière que les chemins' correspondants décrits par argj\o soient

( l ) Cette extension du sens du mol période facilite beaucoup l'exposition qui va suivre
(cf. Introduction); elle est d'ailleurs conforme à rétymologie du mot.
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rectilignes, sauf toutefois au voisinag'e des pôles ou i n f i n i s de p^p
que l'on contourne (si on les rencontre) par de petits arcs de cercles.
Faisons alors décrire à Y, dans le sens pos i t i f : d 'une part , les lacets A,
puis A'; d^utre part, les lacets A/, puis A. Le p o i n t X représentant
l'intégrale de (i5) va : d'une part, du po in t Xp au point X,o -r" co^.(Xy),
puis au point. Xo+<o-j-œ^(Xo), et, d^autre pari, du point Xo au
point X^-4- cD^(Xo), puis au poin t Xo +• (^^(Xo). Il n'est pas certain
que ce dernier point coïncide avec Xo -4- co^.a)^(Xo), mais il résulte de
l'inégalité (18 bis) que la distance des deux points est une quantité
comparable à \/£ au plus. Complétons alors le dernier côté du con-
tour décrit par X en joignant par un segment rectiligne le point
Xo+• cjo^o^(Xo) au point Xo-+-o^o-)^(Xo). Nous formons ainsi un
quadrilatère curviligne, Q, qui se rapproche (Fautant plus rPun parallé-
logramme que X^1 et, par conséquent, £ sont plus petits.

Etude de la fonction Y(X) à I/intérieur du quadrilatère Q. — II
résulte de ce qu i précède que l ' in tégra le Y ( X ) est holomorphe( 1) sur
les côtés du quadri latère Q. Pour étudier cette intégrale à l ' intérieur
de Q, il s u f f i t évidemment de faire décrire à Y un chemin quelconque,
soit tout entier extérieur aux lacets A, A\ soit tout entier i n t é r i e u r à
l ' un de ces lacets, et d'étudier la var ia t ion correspondante de la fonc-
tion. inverse X(Y).

Considérons d'abord un chemin L, issu de y], et in tér ieur à A ou
à A/. Tant que ce chemin ne pénètre pas dans les petits cercles a, p, y
qui en touren t les points a, &, e, l ' inégal i té (ï8 hù} est appl icable
surL; la fonction X ( Y ) e t son inverse Y(X.) sont toutes deux holo"
morphes.

Lorsque Y pénètre dans le petit cercle a, l ' inégal i té (17 ter) cesse
d'être ut i l i sable , mais nous pouvons encoreappliquer l 'inégalitéfî^^)
d'où nous avons dédui t ( » 8). Cette inégal i té mont re que Y' reste

.1
très pet i t ,e t est au plus de l'ordre de grandeur du, rayon de a, soit € ;
donc X(Y) reste dé te rminé ; la, fonction Y(X) est holomorphe, et
l'on a, pour Y intér ieur à a, u n z^ro 'de Y' auquel correspond u n point

(1) Le théorème de Cancby est applicable à l'équation ( i5 ) pour toutes eondUions
initiales finies pour lesquelles les coefficients po, p i y (]\ sont eux-mêmos holomorphes.
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cntique algébrique simple de X(Y). Les deux cléterminations permutées
parce point crit i( : jue sont obtenues en app l iquan t l 'inégalité ( ï 8 b i s )
sur le contour du cercle a.

Nous rencontrerons parei l lement un zéro de Y^X) lorsque Y péné-
trera dans le cercle p ou dans le cercle y.

Considérons maintenant un chemin L, issu de Y], et extérieur aux
lacets A, A' [on tracera toujours ce chemin de manière que sa lon-
gueur soit inférieure au quadruple de la l imite supérieure de \^î\
sur L (vide supra, p. ^97)]. Tant que, sur ce chemin, | Y | reste infér ieur
à log£, l ' inégali té (18 bis') est applicable; la fonc t ion X(Y) et son
inverse sont holomorphes.

Supposons, d^autre part , qu'on atteigne un point Y == Y ayant pour
module log£. Appelons Y' la valeur correspondante de Y', X. la valeur
de X. L'inégalité (18 bis), étant encore applicable au point Y, montre
(étant donné qu'on a supposé D <^ loge.) que Y72 a pour valeur prin-

—, - . ^ •Y-^y^2

cipale/ j -Y 3 . Plus précisémenty la différence—— — i est un inf in i -
ment petit en moine temps que £ : nous désignerons cette différence
par^ . _

Cela posé, taisons décrire à Y (à partir du point Y) le prolongement
du rayon qui j o i n t l 'origine à Y. L'équation (i6bù) fou l'on fai t T] == Y,
D ^ Y ^ - ^ f t Y ^ ï a Y ] donne

y-;î Y^ Y'3 " Y _ Y i /^Y

(,o) L^^^^,^+3L^+^^ (^y+^Y+po)^.

En revenant à notre méthode de calcul ordinaire, nous voyons que,
tant qu'on à, par exemple (1),

V^Y'2 ae( ^ ï ) —-— _„ y <^ ̂  .̂  10 -~—^: (voir, p. 296, la définition de a),
4

l 'équation (w) entraîne (si J Y | est assez grand) l'inégalité
y ,„„. 3 y/a _ i Y":?

(9.9.) —^——i < r o a £ | Y | '-t-^ ^

(r) Ji1 force à dessein les coefficients numériques, leur délerminaLion exacte n'offrant
point ici d'intérêt. On remarquera que, pour les grandes valeurs de | Y [ le terme prépon-
dérant de l'équation ('20) est le terme Y-8 f ^lY''d^ où Y'est de Perdre de grandeur

de | Y f^.
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et a fortiori V'inégalité (21). Donc l ' inégalité (22) ne cesse pas d'être
vérifiée lorsque Y décrit le rayon i n f i n i considéré. Elle montre que le
point X tend vers une valeur f in ie déterminée Xo suivant une courbe
qui. admet en Xo une tangente déterminée.

Remarque. — On observera que le calcul qui précède est appl icable
lors même que le module de X n'est pas supposé très grand. Si^ en X,

Y—;),Y"/2 »
on a, par exemple, ——— — i > 7-5 et si les modules |po [, \p^ [, | ̂  |
restent bornés lorsque Y va vers l ' in f în i en ligne droite, c'est-à-dire
si X ne tend pas vers un pôle des fonct ions j?o, p^ g ^ , la diffé-

Y—3 Y^ ' —renée -—— — i tend toujours vers zéro et X tend vers u n e valeur X'o.
Mais revenons à l'intégrale Y ( X ) étudiée dans le quadrilatère Q, et

supposons maintenant qu'à partir d 'un point Y de module arbitraire-
ment grand ( où X a une valeur X voisine de X'o et oùY'=-: 2(1 •+" e^Y2 ,
£' é tant arbi trairement petit avec Y1"""1 j , Y qui t te le rayon ci-dessus
considéré et décrive une circonférence de centre Y --== o. Quelque grand
que soit Y, l 'inégalité (21) sera vérifiée sur le contour de cette circon-
férence, et X tournera autour du po in t X < > . Ainsi , le point X(, est un
infini isolé de l'intégrale Y(X) , à condi t ion toutefois que Fon ne fasse
pas tourner X une inf in i té de fois autour de X<, (ce qui. aurait lieu si Y
décrivait une inf in i té de tours sur la circonférence passant par Y ) ;
l'intégrale reste déterminée lorsque X tend vers Xo sur un rayon quel-
conque.

Résumons les conclusions auxquelles nous conduit l'analyse que
nous venons de faire. Considérons, sur l 'ensemble des rayons issus
de X.o, et à l ' intér ieur du quadrilatère Q, la branche d'intégrale Y ( X )
définie par les condi t ions init iales X^, T), yf.

Tant que nous ne renconironfî aucun infini de la branche suivie,
Y(X'.) reste liolomorphe ; Y (XI) est encore holomorphe aux poinis où Y7

s\tnnule; ces points sont y pour la branche considérée (dans Q), au
nombre de trois, et sont respectivement situés au voùi'nage de a, 6, c dans
les petits cercles a, 6, y,

Lorsque nous rencontrons un infinie Xo, de notre branche^ ce point
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est un infini isolé et Y(X) y est ralionaloÏde il résulte de l'inega-

lité (22) que, sur tout rayon du plan X convergeant vers Xo., le rap-

port Y/7———-=—; tend vers l'unité » // n'y a d7 ailleurs y pour notre
1 /(x-Xo.)' . ' 1

branche^ à l'intérieur du quadrilatère Q, qu\m seul inlini Xy. En effet,
lorsqu à partir de Xy, le point X s5 éloigne sur un rayon quelconque à
^intérieur de Q, po j, r^e y?m 6^ l'inégalité (18 Zw) redevient et ne
cesse plus d'être applicable,

Dans tout le q:iadrilatère Q (le voisinage de X^ exclus), Ici diffé-
rence Y— po ;) est arbitrairement petite avec s.

Intégrales pour lesquelles .1) est voisin de ± 8. — Pour construire
dans le plan Y les lacets A, A/, nous avons supposé plus liant que les
trois racines a, b, c du t r inôme /iï]'1 — 12 Y] -4" .1) étaient séparées par

1
des distances supérieures à £ 7 . Pour qu ' i l en soit a ins i , il faut que la

diderence 1) q= 8 soit supérieure à u n certain mul t ip le de s7 .
Pour D =—± 8, le t r inôme 4 ^ ] ^ — i 2 ï ) " 4 - I ) a une racine double et la
f o n c t i o n e l l ipt ique jpo,» dégénère en fonc t ion circulaire.

Que se passera-t-il, donc si l 'ordre de grandeur de I) =p 8 devient

égal ou inférieur à £ 7 ? So ien tae t^ les deux racines qui. se rapprochent
j..

l 'une de l 'autre. Si | vfl .est supér ieur à &", comme nous l 'avons supposé
au début du paragraphe ( [ Y ] restant borné pour £ arbitrairement
petit) , nos calculs restent applicables à partir de Y == T] sur tout

,i
chemin qui ne pénèt re pas dans un petit cercle a, de rayon 2 s7 ,
décrit autour de l 'un ou l 'autre des poin ts ci, b, et qui satisfait,
d 'ai l leurs, aux autres cond i t ions posées p lus haut. En particulier, nos
calculs ne cessent pas d'être appl icables le long du lacet A corres-
p o n d a n t a la période co; mais ils no sont plus appl icables sur le
contour A', lequel, est désormais forcé de passer à l ' in tér ieur de a,
entre les po in t s a et //.

On voit alors ce que devient le quad r i l a t è r e Q lo r sque le mo-
d u l e [ 1) — 8 [ (ou |1) -h 8 I ) , - p a r t a n t d 'une va leur f i n i e que lconque ,
décroît avec c o n t i n u i t é * La seconde période LU devient de plus en plus
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grande et le quadrilatère Q, qui. se déforme avec continuité et dont un
côté reste borné, s'allonge de plus en plus. En tous les points inté-
rieurs à Q l 'inégalité (18 bis) est valable dans les mêmes conditions
que précédemment, exception faite pour les valeurs Y intérieures au
petit cercle a, qui contient deux racines de 47]3 — I 2 Y] -+" D très rap-
prochées l 'une de l 'autre, c'est-à-dire très voisines de ± ï . Pour ces
valeurs de Y et pour Y' vo i s in de zéro, l ' intégrale Y(X) est sûrement
holomorphe; il en résulte que la déformat ion des côtés du quadri la-
tère Q ne cesse pas d'être continue là même où l ' inégal i té (18 bis)
n'est plus applicable (c'est-à-dire sur les por t ions de ces côtés qui
correspondent à la portion du lacet A/ in té r ieure au petit cercle o^);
le quadri latère Q subsiste toujours, et dans tout , ce quadr i la tè re
(le voisinage de Y infini X^ exclus) la différence Y — p^ est toujours
arbitrairement petite avec £•

Jîemarc/ue. — Lorsque I) se rapproche de dr 8, nous ne sommes plus
assurés que la distance1 des points Xo 4- o\o)-i (X( ) ) et X^ •4-" o),.i.,o)^(Xo),
que nous avons j o in t s pour fe rmer le quadr i l a tè re Q, reste très pet i te
e t c o m p a rai) 1 e à u n e p u i s s a n c e p o s i t i v e d e £. N o u s c o n t in u e rons
cependant à jo indre ces points par le p lus court, en évi tant (comme il
a été di t p lus hau t ) les in/inis et les zéros de Y^X).

Pourra-t-il arriver que la période o-)' devienne irifinie en sorte (lue
l 'un des côtés du quadr i la tè re Q soit rejeté à l ' i n f i n i ? Nous verrons
plus loin que cela est possible, et nous é tudierons en déta i l , sous le
nom (^intégrales ironc/uées, les intégrales fort remarquables pour les-
quelles cette circonstance se présente. Il est clair que, sur un chemin
qui s'éloigne indéfiniment dans un quadr i l a t è re Q i n f i n i , Y7 reste très
voisin de zéro, et Y très voisin, de r±: i ; donc l ' intégrale Y(X.) est
holornorphe.

Intégrales pour lesquelles r\ est voù'in de zéro. — Nous avons supposé

au, début de nos calculs que le module [ T f l était supérieur à s^. Cette
hypothèse ne nous gêne en rien. En effet, é tant donné que | ï j [ est
borné, l 'inégalité [ y f l ^ ^ exige que le m o d u l e | î) | soit l u i -même
borné quand £ est a ri) i frai. rement petit. L ' intégrale Y("X,} sera alors
holomorphe dans un certain domaine entourant Xo. Appe l an t X^ le
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1
point l.e plus rapproché de X.o où |Y^| surpasse £\ nous pourrons
appliquer nos calculs à partir de ce po in t X^ (dont le module sera
supérieur à î.'~1 si | XJ est assez grand).

Intégrales Y(X)^o^r lesquelles D est très grand. — Levons enfin la
dernière restriction imposée à nos conditions ini t iales . Nous avons
supposé que | D [ <^ log£. Qu'adviendrait-il s'il, en était autrement?

Remarquons que , si D est très grand ( [ y ] étant borné), "ïf sera de
l'ordre de grandeur de \/I). Revenons alors à l ' inégalité (18). Entou-
rons les points a, 6, c de cercles a/, (3\ y' ayant pour rayon la

\
f £ Vlongueur (17.-,) ; puis traçons, dans le plan Y, à partir de T], un

chemin L quelconque, ne péné t r an t pas dans .a', f:^, y, sur lequel la
l i m i t e supérieure /ule [ Y soi t mfér ieure à log£, et don i la longueur /
soit inférieure à i\h\ sur ce chemin, la l i m i t e h' (vide supra, p. 2()7)

sera, pour les pe t i tes valeurs de s, infér ieure à \/i.)(log£y ; la l imi te
/ £ Vinfér ieure k ' sera d 'un ordre de grandeur supérieur on égal, à ( r . . , ] •

11, résulte de ces valeurs que , si £ est suf f i samment petit, l'inég'a-
lue ( ï8) entraînera (18 l)is) lou.l le long du chemin, L.

En particulier, l ' inégal i té (ï8 bis) sera vériiiée le long de lacets
arbitraires A, A/ (ne pénétrant pas dans a', p', y' et sur lesquels
| Y | <^ legs) qu i enve loppen t , l 'un les points a et f^ l 'autre les points b
et c. On pourra donc déf in i r , comme on l'a fait plus haut , les péri or/es oj,
o/et le quadri la tère Q. Les périodes tendront vers zéro lorsque \ 1) croîtra
indéfiniment^ pu i squ ' i l en est ainsi pour la f onc t i on elliptique poi)
asymptote à. Y(X.,).

La branche de fonction Y^X), suivie à partir de Xo, présentera
coin me tout à l 'heure, à l ' intérieur de Q, un infini et trois zéros. Dans
tout le quadr i l a tè re Q (voisinage de l ' i n f i n i exclus)^ la différence
Y — jp^ sera a rb i t ra i rement petite avec s.

La branche d'intégrale Y f X ) esi partout holomorphe sauf en ses
infinis. — Suivons la branche d'intégrale Y(X), à par t i r des condi-
t ions i n i t i a l e s Y], Y]', sur l 'ensemble des rayons issus de Xo et considé-

Ànn. Éc. TVorw., (3), XXX. — JciLWf K)ï3. ^9
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rons tout d'abord les portions de ces rayons où le module | X [
surpasse £'"'. Sur ces rayons, les calculs qui précèdent sont applicables
lorsque £ est pe t i t . Nous pouvons donc cons t ru i re le quadrilatère Q,
défini plus haut, don t un sommet est en Xy. A partir d'un «sommet
quelconque de Q, nous pouvons construire un nouveau quadri la-
tère Q,, et ainsi de suite. Les quadri latères a ins i formés recouvrent
toute la port ion du plan X que nous considérons : la. branche Y (X)
est holomorplie en tous les poin ts rencontrés ( { ) y exception faite pour
ses infinis (un par quadri la tère) où el le est nuionaloïde.

Ce résul ta t étant établi dans les régions du plan X où [ X [ ^ > £ ~ 1 ,
nous rétendrons faci lement au plein X lout entier {les pôles des fonc-
tions rationnelles /^; p^ q^ exceptés).

Ecrivons, en effet, l'équation auxi l ia i re

( i5 bis)

où À est un paramètre v a r i a b l e entre o et :r, et considérons la port ion
du plan X où l'on a |/^| <; ,1.1., |/^ [ <^ H, [ ̂  | < 11, il. étant un iwm.bre
positif quelconque. Il est clair que, si. À est suff isamment petit, les
calculs effectués plus haut pourront être appl iqués à cette région du
plan : il suffira de remplacer , dans les seconds membres des inéga-
lités (17 bis), (18), (18 bis'), la quan t i t é as, l i m i t e supér ieure des
modules |py , |/^|? j y j ? pû'r la nouvel le l imite supér ieure À.I I . La.
branche d^inié^rale de (i5 bis') déf in ie par des c o n d i t i o n s i n i t i a l e s
arbitraires, sera par tout liolomorplie, sauf en. ses i n f i n i s , points isolés
où elle est rat ionaloïde. Par con t inu i té , nous pouvons étendre ces
conclusions aux branches d'intégrales de toutes les équa t ions (:ï5 bu)
où À$ î . En effet, toute intégrale de (i,5 bis') déf in ie par des condi t ions
initiales déterminées, est fonction con t inue de A : elle sera. donc tou-
jours holomorplie pour A 5 i , sauf au vois inage de ses i n f i n i s .
D'ailleurs, si l ' intégrale présente un i n f i n i isolé, X ^ , pour À = = À , ,
elle présentera, pour A vois in de A ^ , un i n f i n i isolé X^ voisin d e X ( , ;

y'- 3 y /a
en vertu, de la remarque fa i te page 3o2, la d i d e n ^ n c t i ~—y~ —• i t e indra

( l ) I I en serait encore ainsi, nous l'avons v u , bi certains quadrilatères avaient un côté
rejeté à l'infini.
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vers zéro lorsque X convergera vers Xy sans tourner une in f in i té de
fois autour de ce point.

Développement ({es intégrales au -Doisinage de leurs inji.nis.~~ Considé-
rons les intégrales Y ( X ) qui sont in f in ies en un point X = Xo.

On peut satisfaire formel lement à l ' équa t ion (i5) par un développe-
ment de la forme suivante

(a3) Y-^ -——L^-^-4- ——__ ——!——+ ^+^(x.-X'o) +...
(X-Xo) 2 5 ^ ( X o ) X ~ - X ,

+ [C + y log(X 4- Xo)] (X,—Xoy+... ,

b^ b^ b^, &3, y étant des fonctions rationnelles de degré négatif
enX,o, C étant un paramètre arbitraire elles termes non écrits étant des
puissances de CX. — Xj dont les coefficients sont rat ionnels en X.o et
polynômes en | G -+- y log (X — Xjj.

Le développement (23) est d'un type qui nous a été rendu famil ier
par l 'étude de l ' équa t ion du premier ordre

.y/ == c^y 4- c^,v 4- c^^ -4-. . . ,

dans laquelle le coefficient c^ est supposé entier positif. La conver-
gence du développement, au voisinage de X,,, sur l'ensemble clesrclyons
issus de ce poinf^ peut être établie dans le cas de l ' équat ion du second
ordre comme dans le cas de l 'équat ion du premier ordre. Nous envi-
sageons (1) l 'équation aux i l i a i re
( ï5 ter) Y^ 6Y2-}- \ (- 6 -+- q, V'+^iY +po).

Sur l 'ensemble des rayons considérés (leur or ig ine commune X^
exceptée), les intégrales in f in ies en Xo sont fonct ions holomorphes
d e À ^ . Si on les développe par rapport à A ^ , on obt ien t comme coefficienis
des puissances de )^ des polynômes en |C "4- y log (X. — X j j dont les
coefficients sont fonct ions holomorpbes de (X -- X,-,). Il en résulte
que, pour ^ voisin, de zéro, les in tégrales sont bien développables
sous la forme (23). Le développement est convergent, sur l'ensemble

( 1 ) Cf. P. BOIÏTBÛUX, Leçons, etc., p. 1*24 et suiv.
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des rayons considérés, jusqu 'à rencontre d 'une s ingular i té de l ' in té-
grale représentée. Or nous avons vu. tout à l 'heure que, pour À, quel-
conque entre o et i, le po in t X-o est u n e s ingu la r i t é isolée pour une
in f in i t é d ' intégrales Y(X). Il en résulte, de proche en proche, que le
développement (23) représentant ces intégrales est convergent pour
X . $ i .

Les branches d'intégrales Y représentées par le développement (23)
sont inf inies en X^ et admet ten t ce p o i n t comme point transcendant

Y7 '2directement critique. Le rapport 7-,^ tend vers i sur tout rayon aboutis"i.} ï. '1 *•
sanfc en Xo.

Convenons en particulier de prendre en un po in t X, donné au. voisi-
nage de Xo,, une détermination fixe. de l o g ( X . — X < , ) : alors le coeffi-
cient C peut être regardé comme un paramètre d é t e r m i n a n t sans
ambiguïté une intégrale Y(X) , et une seule, i n f i n i e en X,o.

I léciproquerneni, considérons l ' i n t ég ra le Y ( X ) étudiée p lus haut,
intégrale suivie, a par t i r de condi t ions i n i t i a l e s f in ies X'o, 'Y], Y]^ le long
d'un chemin abou t i s s an t en X,, sur lequel Y tend vers l ' i n f i n i en l igne
droite. Nous avons vu que Y reste dé te rminée au vois inage de X(» et

;î
que ¥'== 2(1 +• Ê^Y", s / tendant vers zéro avec Y"-"'1. 11 en résulte qu'on
peut toujours déterminer le paramètre C du, développement (^3) de
maniè re que ce développement représente Y(X) au, voisinage de X^.

Considérons alors, sur l 'ensemble des rayons issus d'un' po in t X'o,
une branche d'intégrale définie par des condi t ions in i t ia les arbitraires.
Nous avons vu que cette branche a des infinis en nombre i l l imi té qui
convergent vers X== oo. Au voisinage de tous.ces in f in i s , la branche
sera représentée par des développements (23); or le coefïicient y de ce
développement tend vers %éro avec | X ^ 1 1 ; il en résulte que la branche
d'intégrale est semi-meromorphoïde ( 1 ) lorsque [ X I augmente indé f i -
niment.

Les intégrales Y(X) sur un chemin où \ X [ croît indéfiniment. — Soient
Xy un point de grand module , Y(X) l ' intégrale dé f in i e par les condi"

( 1 ) Fuir Introduction^ p. 208.
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t. ion s ini t ia les X,o, T), ïf. Posons, corn, me plus h. a ut ,

I) =:Y/2--/iY^ Î4- I ^ Y ] .

Nous avons vu que rintégrale Y ( X ) est (si | X<, | est très grand) très
voisine d'une fonction elliptique p^^ sur tout chemin issu de X.o. Il en
est ainsi du moins tant que la longueur du chemin parcouru reste
infér ieure à une certaine fonction croissante de |XJ (par exemple, i l
en est ainsi , à partir d 'une certaine valeur de |XJ, t an tque la longueur
du chemin est inférieure à log] Xo |). Mais qu'arrive-t-il lorsque X
décrit un chemin in f in i le long duquel le module |X| est croissant?

Cette quest ion, qui, a dans l'étude asymptotique des fonct ions Y(X)
une importance capitale, peut encore être posée dans les termes sui-
vants :

Sur un chemin i n f i n i où le module |X| est croissant ( l 'argument
res tant f i n i ) considérons l ' intégrale Y(X,) définie par les conditions
in i t ia les X'o, T], Y]'. En tout, po in t , X, du chemin parcouru (où Y prend
une valeur quelconque Y), nous savons définir les périodes de l'inté-
grale. Ces périodes sont (si J X J est très grand) arbi trairement voisines
des périodes d 'une fonction e l l ip t ique vérifiant une équat ion différen-
t ie l le

Y^^Y3- ï a Y +1),

où T) est u n e fonction de X, ainsi que de X(p Y), T]'. Nous devons alors
nous demander : Que deviennent les périodes de Y(X) lorsque ^s'éloigne
indéfiniment sur le chemin considéré? Ou, en d'autres ternies, comment
se comporte la fonction D (ou la fonction Y ' 2 — "4 Y3 -+- i2Y) de X,
lorsque [ X j croît i n d é f i n i m e n t ?

Nous devons ici distinguer deux cas :
ï° La fonction rationnelle q^ (X ) qui figure dans le second membre de

l'équation ( 15 ) est de degré — 2 au p/w\
Remarquons que l 'équation (16) peut s'écrire (en intégrant , par

parties, à partir de X.o)

(-?4) Y^^/ iY^— I9/Y -h I) -/^(Xo)^~ ^o(Xo)r) +pl(X)Y2-+- 2po(X)Y

+f (^Y^^Y^?y/YHX.
^x,, .

JX.
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Supposons alors qu'on trace le ch.em.in décrit par X, de manière à
éviter les inf inis de l ' intégrale (cela est toujours possible d'après ce
qui précède), en sorte que les modules | Y | , Y'| restent bornés et
inférieurs à un nombre positif H. Les fonct ions q^ p\, {\ étant toutes
trois de degré — 2 au plus en X , i l est certain que l'intégrale du second
membre reste, en module, inférieure à un nombre fixe, lorsque | X [
croît indéfiniment. Il en résulte que Ici fonction Y72 — 4 Y3 -h i2Y
de X tend vers une limite finie, et l'on voit que cette l imi te est la
même, quelle q u e soit la direction suivant l aque l l e X s'éloigne.
Appelons D(, cette limite. La branche d'intégrale Y(X.), suivie sur un
ensemble de rayons convergeant vers l ' i n f in i , est asymptote à une fonc-
tion elliptique p déterminée qui vérifie l'équation

Y 7 2 = 4 Y 3 — ï â Y + . I ) „ .

2° Sou maintenant le degré clé la fonction rationnelle q^ é^'al
à •— i. — Les choses se passent alors d i f féremment , et il est f ac i l e de
voir que l'intégrale Y(X.) ne saurait être asymptote à une fonction
ell ipt ique un ique lorsque X s'éloigne indéf in i ment dans des directions
différentes. Pour étudier l 'allure de Y (X) sur les chemins infinis , , i l
faudra entreprendre u n e étude spéciale que nous ferons plus loin en
détail dans le cas où les fonctions Y(X) sont ("à un changement de
variable près) les transcendantes méromorphes de M'. Palnlevé. Les
conclusions auxquelles nous aboutirons subsistent d 'ai l leurs, a insi
que nous le ferons remarquer chemin fa i san t , pour les in tégrales de
l'équation générale (i5).

Bornons-nous pour l 'instant à énoncer la proposi t ion suivante dont
nous donnerons plus loin u n e démonstration (voir^ 10) : Lorsqu'à part ir
de X^, le point X s'éloigne i n d é f i n i m e n t (en conservant un argument
f in i ) sur un chemin quelconque qui, no traverse aucun infini de la
fonc t ion , le module de l'expression Y'2 — /i Y3 4- 12 Y reste borné.

Il en résulte c/uen tout point traversé, X, les périodes sont voisines des
périodes d^une fonction elliptique de module borné. D'où cette consé-
quence a laquelle d'ailleurs on aurait pu parvenir par d'autres voies :
u n e branche d'intégrale Y (X), déf ini sur un ensemble arbitraire de
rayons convergeant vers l ' i n f i n i , présente u n e j n f i n i t é de zéros et de
pôles dont la densité est celle ^des %éros d^ne fonction el l ipt ique.
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Ains i , si la fonction Y(X) était méromorplie, elle serait d'ordre i et de
genre 2.

8. L'équation ( B ) de .M. Painlevé. Équations connexes.

Parmi les équations (i5) asymptotes à Inéquat ion ^î"= 6Y2 — 6 dont
nous venons de faire l'étude, il en est une tort remarquable qui se
ramène à la première équa t ion découverte par M. Painlevé. C'est celle
dont tous les infinis sont des pôles.

Pour que les in f in i s soient des pôles, il. faut et il suffit que le coeffi-
cient y du développement (2.3) soit nul pour toute valeur d e X o . En
calculant ce coefficient et l 'annulant , on constate que l 'équation doi t
être |au changement de variable : X, / X ; Y, /nY (/ et m constantes)
près]
(B-) •r=6Y^6-^-4-^^.

Effectuant, sur cette équat ion , le changemen t de variables . "
i /. k

(à 5) y :=: .r2 Y, X:=7.^4 (comparer p. a8i),

nous obtenons l'équation

(B) y^ej—ô^
On sait comment M. Painlevé a démontré que les intégrales de cette

équation sont méromorplies, M. Painlevé démontre en premier lieu
que les équations à points cr i t iques fixes de la forme

y " = b ( x ) y ' -t- B ( ̂ )y2 -h C ( x \y + I) ( x )

.doivent être réduc t ib les à l 'équation (B). Après quoi, il é t ab l i t que les
intégrales de (B) sont effectivement méromorplies. Cette seconde partie
de l ' ana lyse de M. Painlevé est la plus délicate. C'est pourquo i il est
intéressant de remarquer qu'au point où. nous en sommes, el lene nous
est p lu s nécessaire. En déterimnant , comme nous l'avons f a i t , l ' a l lure
des intégrales, nous nous trouvons avoir démont ré par surcroît que , si
tous les i n f i n i s des i/itégrales y(,r) sont des pôles, ces intégrales sont
méromorplies.
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L'ordre des fonctions y ("^) sera égal à '-- — En e f fe t , nous avons d i t
(p. 3io) qu^utie branche cr intégrale quelconque de (B') présente une
infinité de pôles dont la densité est celle des pôles d 'une fonction el l ip-
tique. Dès lors, lorsqu'on pose X == ^ ̂ \ la fonction Y2 àex se trouve

être méromorphe et d'ordre '->* La fonction j===\ /<rY est du même
ordre que Y2.

En même temps que l 'équation (B') i l me sera commode d'étudier
une équat ion p lus générale, par exemple ( f )

(26) Y^ 6Y2 - 6 - îop ̂  4- ̂ (r ~ 6/^,

que nous écrirons aussi

(.6 bis) Y^ 6Y^6 -~ ^ T + 1^1^ Y ^ ^ .s / ^-"{-^i x, ( ^ - 4 - 4 ) ^ X2 / [j.-\-f\

Cette équation coïnc ide avec r é q u a t i o n (lï') pour (x == i: et avec
Inéqua t ion é lémenta i re Y7^ 6 Y2 •— G |)our [M == o.

Il y a entre les équat ions (26), (26 bu') el les équat ions (G), ((i/w)
du paragraphe 2 u n e analogie remarquable que nous verrons se mani -
fester de p lus en plus.

Opérant le changement de variables
y' / i-Lti

(27) y ~= -r2 Y, X. ==:—i~y.r 't' (comparer \). a8o),

nous traiisformons (26) en l 'équation
(28) y^ôy2— 6^-,

qui fa i l pendant à l 'équat ion (9) du paragraphe 2.
Les branches d'intégrales de (26) ou de (28) sont, d'après les para-*

graphes précédents, rationaloldes en leurs i n f i n i s ; mais el les y sont
singulières si, l 'on n'a pas p. =— o ou, |x ==-= i ; elles sont semi-rnéromor"
phoïdes sur un ensemble de rayons arbitraires convergeant yersX ==co
ou se == co Çvide supra, p. 3o<S).

( 1 ) Tout ce que noiis (lirons de l'équation ('26) s'appliquera <l'ailleurs à l'équation géné-
rale ( ï 5 ) .
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Pôles des intégrales de V équation (B). — Quel. que soit a, l'équation
(B) a une inf in i té d ' intégrales pour lesquelles a est pôle double. Ces
intégrales sont données par le développement

(9^) V^ i^LyY "h ^ (^ -~a) 2 - ( - (^—a) 3 - t -c (^—a) 44- . . . ,

les coefficients (le la série de Taylor (1), à partir du cinquièroe, étant
des fonctions de a et de la constante arbitraire c, que nous appellerons
paramètre de l'intégrale au pôle a.

On détermine complètement une intégrale y ( x ) de l'équation (B)
si l'on s'en donne un pôle a avec le coefficient c du développement (29)
relatif à ce pôle.

Aux pôles doubles Çnon nuls') a, des intégrales y (x) de (B) corres-

pondent des pôles doubles [3== ^ -a" des intégrales Y(X) de (B').
Ces dernières intégrales sont représentées au voisinage de leur pôle p
par le développement

(3o) Y=^L^-^^+/,,+...-C(X-P)^...,

où &o, ..., À..Î sont des fonctions de [3, C un paramètre arbitraire et
b^, &(;, ... des fonctions de (3 et de C. Nous dirons que C est le para-
mètre de l'intégrale Y (X) au pôle ^. Ce paramètre est déterminé par
le paramètre c de l'intégrale y Çx) correspondant à Y(X) : c'est une
fonction de c et a (ou c et (î) facile à ca lculer ; on trouve^ toutes
réductions faites,

- -u* -R -3

( 3 J ) G == ^ ce 2 -+- ^- a 2 -r- ^ c a â ,

où les signes ^ t iennent place de coefficients numér iques que nous nous

( l ) On peut, si l'on ne suppose pas connues les propriétés de Féquation ( i5 ) du para-
graphe 7, établir directement la convergence de la série (^9) en observant qu'il est tou-
jours possible de choisir le nombre positîi' H de telle sorte que l'équation y'= 6 j 2 —H
ail une intégrale polaire on a dont le développement en série ait tous ses coefficients plus
grands que les coefficients correspondants de ('29). Mais il ne faut pas oublier qu'après
avoir établi l'existence des intégrales (29), nous ne sommes nullement assurés qu'il
n'existe pas d'autres intégrales infinies en a. La non-exislence de ces intégrales est une
conséquence de l'analyse faite plus haut au paragraphe 7.

Ann. Éc. Norm., (3 ) , XXX. — JUILLET 1913. 4o
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dispensons de calculer. Ains i , G est wwfoncuon linéaire de c. A un
paramètre f i n i c correspond un paramètre f ini C, à moins que le pôle a
ne soit à l 'origine.

Les choses se passent di l ïeremment pour les i n f i n i s des équations
(28) où p.^ i. En leur voisinage, on peut satisfaire à l 'équation (28)
en posant

( 82 ) y = T————— 4- 3^ ( ̂  - a )2 + p^-^ ( x - a ̂
^ »X. ~'—' ÇA j <.)

4.- L 4- /i[L~liilaP-~2]o^( a)1 (.2; — a)'^4-. . .,
I. l̂1 J

c é tant un paramètre arbitraire et les termes non écrits é tan t des puis-
sances de (x — a) dont les coefficients sont des polynômes en

c ...,,i- tit-LrLfil a^-a Io^ (^ ••1-- a)

A l ' i n f i n i a de j (^) correspond un i n f i n i [ï d e Y ( X ) au voisinage
duquel. Y (X) est représ en table par un développement (23) (où l'on
remplace X^ par' p). La convergence du développement (^3) (vide
supra, p. 307) entraîne celle du développement (32). D'ail leurs, un
calcul facile montre que G est une fonction l inéaire de c : on a, comme
plus haut ,

C= ^ ccT^^,..,
i

les termes non écrits, q u i sont des puissances posiîives de a '\ étant
en nombre fini .

La forme des coefficients du développement (32 ) montre bien que
pour \j. =-= o ou i, les termes logarithmiques disparaissent.

9. Quadrilatères des périodes des intégrales de (Ï^). Points critiques
des fonctions inverses pour (S? ' ) et (^6).

Considérons d'abord l 'équation (B')*, c'est-à-dire l 'équation (26) où
^== r . . . ' •

Partons, comme au paragraphe 7y do point X^ de grand module
(supérieur à r^ ) et donnons à ..l.) (valeur ini t ia le de Y'2 — 4 Y^ 4- i2Y
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au point Xç) u n e valeur distincte de ±8 (telle que D = p 8 soit d'un
-L\ordre de grandeur supérieur à £^.

Puis considérons (voir p. 298-290)) les points

X,o=Xo4-^-(Xo), ..., X^==œy»c4^(X,),

qui ont un module supérieur à £~1 et sont situés dans un même demi'
plan limité par une droite passant par l'origine.

Du fait que Y(X) est méromorphe dans ce demi-plan, il résulte que
l'on a

^G^/^^^C,.^',

égalité qui exprime que les périodes de la fonction Y(X) soni cornrnu-
tables.

Ainsi, les points X(R XK), X ^ , , ..., où Y reprend, une même valeur,
sont les sommets d'un réseau de quadri la tères curvi l ignes (quadïUa-
tére des périodes) dont les côtés sont les chemins décri ts par X. lorsque
Y décrit les contours des lacets A, A/ {vide supra, p. 3oo). Ces qua-
drilatères t endent à deveni r parallélogrammes lorsqu'ils s 'é loignent
indé l in iment de l'origine.

D'ailleurs, lorsque X (restant supérieur à £ " ~ 1 ) se meut d 'une
manière quelconque dans le demi-plan où nous nous sommes placés,
Y (X) ne peut prendre la valeur r\ en aucun point autre que les points
X(p X y i , ....

(Iliaque quadrilatère des ()ériodes cont ient , nous l'avons vu, un
pôle (double) et un seul de Y(X). Quel. est le paramétre de l'intégrale
en cô pôle? Si nous por tons le développement (3o) dans l 'équation de
forme (16), dédui te de (B'), c'est-à-dire dans l'équation

^x y/g Q /.x YY/
(34) y^^ .Y^ .aY+D-a / ^^X+^J ^T^'

X(( t' "()

nous trouvons que
~4C=J1 -h x-p-2-^ ̂ ^-\

D étant la valeur de l'expression Y'2 — 4 Y^ + ^Y ^u po^t Xo ' Appli-
quons cette égalité à un pôle p si tue dans un quadri latère des périodes
•dont un sommet est en X^ : nous voyons que la différence C — (—-)
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est de l'ordre de grandeur de X'^1, en sorte que le rapport G/—— tend
vers i lorsque Xy s'éloigne indéfiniment.

REMAKQUE. — II résulte de cette valeur de G qi iCy pour que les inéga-
lités (18) et (22) soient applicables dans le quadrilatère des périodes Q,

— 1 _ 1

il suffira que | G q= 2 [ > | X 7. Si l'on a seulement j C 4- 2 | ;> | X \
les calculs relat ifs à l 'addi t ion de l 'une des périodes seront encore
applicables (cf\ p. 3o3),

Périodes des intégrales de F équation (26). —• Considérons m a i n l e n a n t ,
au lieu de l'équation (B'}, l 'équation (26) où ;J- a une v a l e u r d i f férente
de i. Nous pouvons, à partir du point X-o, construire , comme il a été
dit au paragraphe? (p. 3oo), un quadrilatère Q qui se rapproche arbi-
trairement d 'un parallélogramme si l 'on prend X.o su f f i sa inment grand.
Mais ce quadrilatère ne sera terme que si l'on j o i n t les po in i s
X.o + a>,^co^(X()) et X^ 4-o.^.û).+.(X<)) comme i l a été dit page 3oo. En
eftet, à l ' in té r ieur de Q, la branche Y ( X ) dé f in i e par les c o n d i t i o n s
in i t i a l e s X\p 7),D, présente, nous l'avons vu, un inf in i , Xo (et un seul)
qui est point critique (ranscendani pour Y ( X ) . I l en résulte que,
lorsque X, décrit (autour de X.o) le contour de Q (supposé fermé), Y ne
peut revenir à sa va leur i n i t i a l e T], Ains i , la, l i gn^ brisée X,^ X'o 4- o.)..i...,
Xy 4- GO.+-04., Xo + o-ï+o-^ o)_,, X(( 4-û^co^co^o.)^ ne se referme pas ; les
périodes ûû et o/ ne sont plus cornmutables.

Points critiques de la fonction inverse. — Les théorèmes relat i fs à la
c o n t i n u i t é des intégrales permet tent , de s i t ue r les points c r i t iques de
la f o n c t i o n X(Y) q u i opèrent les p e r m u t a t i o n s X^, X^ •+• w ^ , etc.

Reportons-nous, en ellet, aux noiaf . ions du paragraphe 7 (p. 298 et
suiv.) et, donnant à X^ une valeur quelconque, appelons a, b, e les
points critiques de l 'intégrale el l ipt ique / --^^^^^^=^^ inverse de1 1 & l l J ^Y^-^Y+i )
la fonction ]\^. Pour les peti tes valeurs de ;x, la f o n c t i o n X(Y). [ in té -
grale de (26) dél inie par les cond i t i ons i n i t i a l e s Y), X ^ , I) [, su iv ie sur
rensemble des rayons issus de Y =- 'Y], présente (.rois po in t s c r i t iques ,
et trois seulement, respectivement, voisin de a, by c.. Nous les désigne-



RECHERCHES SUR LES TRANSCENDANTES DE M. PAINLEYÉ. 317

rons par les lettres a^ , b^ , c^ . Si l'on trace, dans le plan Y, trois
coupures joignant ces trois points à l ' inlini (les coupures seront, par
exemple, les prolongements des rayons Oa^ , .... Oc^. , ) , la branche
de fonction X(Y) considérée sera un i forme dans le plan ainsi coupé.

Faisons main tenant varier p. de o à i par valeurs réelles. Les points
a^ , c\ y et les coupures correspondantes, se déplacent avec conti-
nu i t é ; ces points ne cessent pas d'être des points critiques simples
(tant que les positions correspondantes deX sont distinctes de l'origine),
et X(Y) est toujours uniforme dans le plan Y armé de trois coupures ;
d'ailleurs il résulte des calculs du paragraphe 7 (p. 3oo-3oi) que les
trois points critiques restent d'autant, p lus vois ins de a, b, c que |XJ
est p lus grand.

Ainsi , à tout système de valeurs initiales X^ (de module supérieur
à £""1), TJ, D, il correspond trois points criliques simples, et trois
seulement , de la branche X(Y) respectivement voisins de a, &, c : nous
dirons que ces points appar t i ennen t respectiveo'ient aux séries a, &,c.

\
Ils ne pou/veut se confondre que lorsque I) rp <S devient inférieur à e7 ,

..c'est-à-dire lorsque l ' intégrale devient très voisine d'une intégrale
tronquée (à ce suje t , voir infra^ troisième Partie).

Cela posé, il résulte de la définit ion des lacets A, A' (p. 298) que
les points X^ X,o-+- œ+ sont échangés par une permutation de la série a
suivie d 'une permutat ion de la série b; les po in t s Xy , X^+'co^ sont
échangés par une permutat ion de la série b suivie par une permulation
de la série c, et ainsi de suite (1).

Le mécanisme des permutations qui correspondent, aux périodes 03,
o/ est, on le voit, exactement celui de la fonction argp(Y); il est le
même pour les équations (B') où [j. == ï et (26) où a ̂  i, à une cir-
constance près que nous a l lons signaler.

Les fonc t ions inverses des intégrales de (B') jouissent, comme les
fonctions argp(Y), de la propriété s u i v a n t e : Si\ partant de Y == Y],
X = - : X o , on opère successivement six permalations autour des points
critiques appartenani respectivement aux séries a, b^ c, a^ b^ c, le pointa
se permute civec lui-même. Cette propriété expr ime que les périodes œ

( ï ) Cf. I\ B O U T R O U X , Leçons^ olc., p. 79 et suiv., p. 97 ^ ^"v-? el supra, Introduc-
Lion, p. '-<7%.
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et o/sont commutables et que le p o i n t Y == ̂  est, pour la fonction
X(Y), un point critique algébrique permutan t deux déterminat ions.
Elle ne subsiste pas lorsque, dans l 'équation (26), [j. est différent
de o et i.

A la commulabilité des périodes près y tes fo notions X (Y) définies par
les équations (26) et (B') ont la même structure exactement.

10. Lignes périodiques. Lignes d'infinis.

Donnons-nous un point X\,, de grand modu le s u p é r i e u r à s""1 (voir^ 7)
et une valeur Do : nous pouvons dé terminer (w//*§ 7 et^Y) un ensemble
de points X^, X^,, .... X . , ^ ... on l ' intégrale de (B') ou de (26)
définie par les conditions i n i t i a l e s Xo, Y = T], Y'2 — 4 Y^- 1-2 Y == I\,
reprend la môme va leur y;. Menons par l ' o r i g ine la parallèle A au
segment X.,o~- Xy, et prolongeons cette droite i n d é f i n i m e n t dans les
deux sens : les différences X^ — X^», X, - X^o se rapprocheront
d'autant p lus de segments parallèles à A que £ sera p l u s pe t i t .

Lespoinis ... X., .^(pX(,, X i , ... peuvent être considérés comme les
sommets d'une l igne dont les côtés sont les chemins pa rcourus par X,
lorsque Y décrit, à part ir de T], dans un sens ou dans Fautre, un, p u i s
deux, . . . , pais n lacets A {voir p. 317) en touran t , chacun, deux po in t s
cr i t iques de X(Y). Nous appellerons cette l igne ligne, périodique.

.11 est clair que, si la distance du po in t i n i t i a l X^ à la droite A est
suffisamment grande, les points X..,^, . . . , X,, . . . , X^ ont tous des
modules supérieurs à tel nombre er1 que l'on voudra : les calculs du
paragraphe 7 permettent dès lors de déf inir ces points pour des valeurs
arbitrairement grandes, positives ou négatives, de l ' indice n, et la
ligne périodique est indéfiniment prolongeable dans les deux sens.

Considérons, en efïet, Inéqua t ion (26) où nous ferons varier [L de o
à i. Pour p- a rb i t ra i rement petit, l'intégrale de (26) que déf in i s sen t les
condit ions initiales X^, Y], D^ (1X4 [> s"-1) présente des lignes pério-
diques qui, à distance finie, se rapprochent arbitrairemeni de parallèles
à une même droite et qu i sont i n d é f i n i m e n t prolongeables dans les deux
sens; appelons ̂  l 'une d 'e l les ; la. même intégrale Y(X; possède u n e
in f in i t é de lignes périodiques tout entières situées au delà de -^,, aux
sommets desquelles Y prend la même valeur T); pour passer d 'une de
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ces l ignes à la suivante, i l faut faire décrire à Y un lacet A' (zw'rp. 298).
Il résul te alors de l ' inégal i té ( ï S b ï ' s ' ) , appl iquée sur A/, que, quel que
soit [-x entre o et i, il y a toujours, au delà de la l i g n e .fixe appelée ,.̂ p
une i n f i n i t é de lignes périodiques de Y(X) dont tous les po in t s sont
arbi trairement éloignés.

Nous allons nous proposer d'étudier l'allure de l'intégrale Y(X) le
long d\ine ligne périodique indéfiniment prolongée. Nous savons déjà,
en vertu des calculs du paragraphe 7, comment se comporte ~Y(X}
autour d'un sommet quelconque de la ligne, où la valeur de
D === Y'2 — 4 Y3 "4- i2 Y nous est connue. Tout revient à voir comment
varie l'expression I) == Y ' 2 — ^•Y3-^-12 Y lorsqu'on ajoute à X^ un
nombre arbi t ra i rement grand de périodes oj.,,.... ou û>_ (cf. supra^ p. 3o(}).

Effet de U addition d'une période sur le paramètre I). — Partant du
point X'o avec Y = Y], î) == Do, faisons décrire à Y le lacet A... Nous avons
[voir l 'équation (34)? p. ST.") |, au retour en X^ :

/* y/ Q /•» y //y
i}^Ï\^\^—^^i^^Ï)^ï — ^ Y + . — / ——^X.

.A •/v ^'•> .A A^

Pour avoir une valeur approchée du second membre, posons

fy^Y^lKX) ,
il vient ».-.-'ffi.-.-^41^5"-

Appelons alors ^o celle des périodes de l'intégrale elliptique

r ^ ^ P - ^ Y ^ D o ^ Y

qui correspond au lacet A. Nous constatons que nous aurons

(35) D i — 1)0"=— a^- -h terme de l 'ordre de grandeur de [ Xo 2 1 .
A()

Ainsi, l'accroissement que subit I) (a partir de D== :D( ) ) lorsque 'Y
décrit le lacet'A. a pour valeur principale ^—^ (si toutefois cette expres-
sion est d'un ordre de grandeur supérieur à | Xoj"" 2 ) .
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Limitation du module \ D \ sur une li^'ne périodique ou \ X [ est croissant.
— Considérons la demi-l igne périodique X<, , X , o , ... et appelons D(),
D I , ... les valeurs du paramètre I) = Y'2 — 4 "Y3 -4- i ^Y aux soimnets
de cette l igne. A partir d'une certaine valeur de l ' indice y, les modules
|X/J, | X^.,^1 • • • vont sûrement en croissant. Nous avons dès lors
toujours le droit de choisir X.o de m a n i è r e - q u ' i l en soit ainsi à partir
d e / = = i . D'ailleurs les calculs du paragraphe 7 étant applicables au
voisinage de chacun des segments X y o ? Xy+^o, il est clair (c/. p. 297)
que nous pouvons toujours tracer les lacets A. de manière que le module
de X soit croissant, à partir de [ X o j , sur la demi-ligne périodique^
considérée. D'autre part, la distance à Y = = o d'un quelconque des
points du contour A correspondant à l ' intervalle Xyo, Xy.+.,^ sera bornée
et de l'ordre des grandeurs des points crit iques (racines du tr inôme
4 Y3 — i^Y + D/) intérieurs à ce contour.

Je vais montrer que, dans ces conditions, |I)y| reste nécessairement
borné {cf. p. 3io).

Remarquons, en effet, que si | D y | est très grand, la différence
X/-M.O •"- X/o a pour valeur pr inc ipa le l'intégrale ^ ---̂ ==:==^^ et

«-,,'1
est, par conséquent , de l'ordre de grandeur de | I )y | ( î . D'ai l leurs , le
long du contourA, correspondant (tracé, comme il a été di t ci-dessus),

i.
le module [ Y [ est au plus de l'ordre de grandeur de J D y l 3 et J Y ' I de

i
l'ordre de grandeur de | D,F. En d'autres termes, soit II un nombre po-
sitif très grand : on peut trouver un nombre /(qui, reste borné lorsque
H augmente indéfiniment) tel que, si [ D ^ [ < ^ H , le module | Y [ reste

i i , .
inférieur à /H3 et J Y ' ) infér ieur à IW le long du lacet A correspondant
à l'intervalle X^o, X,+.^.

Ces remarques condui ront immédiatement à la proposition énoncée
lorsqu'on aura mis l'équation (B') sous la nouvelle forme que nous
allons indiquer.

Nous savons que l'équation (B') est équivalente à l 'équation

( B ) y=:6^-6^
_ / r>

qu'on en déduit en faisant y == \ j x" ï , X == ^sc\ Or l 'équation (B)
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donne par intégration

(^) - ^ ^ y ' — ^ ^ y - ^ ^ j y ^ ^

d'où l'on dédu i t l'équation équivalente à (B") et (34) '•

/^ vo r^ •v 4 YY/ ï6 Y2 /^XA""^ r ' /oXV^ _(36) Y-=4Y^i.Y-^-^--^^+..^ j (-^-J Y./X.

Considérons, en particulier, cette égalité sur la demi-ligne pério-
dique ^ d é f i n i e ci-dessus. La valeur i n i t i a l e c'Oo (pour X ,==X^) de
l ' intégrale déf inie qui figure dans le second membre de (36) sera
donnée par l 'égalité

ï) -̂ iïll". l6^ ..^^V1^
1 ) 0 ""- 5 Xo """Ï5 X.2 "^V 4 ) v'

où "Y^ = \/4^ — i'2^ + Do-
Appelons, d'autre part, II la limite supérieure de [Y'2 — ^ l Y ^ + r ^ Y I

entre les points X^ et X sur la l igne considérée. Etant donnée la l imi t e
/ i \

supérieure \IW ) de ) Y [ , nous voyons que le module de l'intégrale
r ï . , 5 1, à ji

d é f i n i e ^ X ^ Y ^ X sera moindre que- / I I 3 X 5 — X;; • Le module [ Y ' j
^XoX

S.
étant lui-même moindre que /II2 , l'inégalité (36) montre que

\
Y'2 •— /^Y3-}-!^ sera d'an ordre de grandeur intérieur à / i I P , o ù / ï
reste borné (pour X ) arbi trairement grand) et indépendant de H et
de [ X | . L'hypothèse d'après laquelle la l imi te supérieure H de

Y'2 — 4 Y" -4- 12 Y augmenterait indéfiniment avec [ X est donc inad-
missible. Cette limite, qui est la l im i t e supérieure de D,, D:;, ..., est
nécessairement bornée.

Remarque I. — Ainsi que nous Favons déjà dit plus haut (p, 3io),
la proposition qui précède peut être étendue à l 'équation générale
asymptote à Y^= 6Ya—6, c'est-à-dire à l 'équation

( ï 5 ) Y^:=6Y 2 ~64-^Y / +/^Y-+"/^

où q^ p\f p^ sont des fonc t ions rat ionnelles de degré négatif en X.
Aim. Éc. Norm., (3) , XXX. -- JUILUST igi3. 4l
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Supposons y, de degré — i (le cas où y, au ra i t un degré inférieur

à — i a déjà été t ra i té p. 3o9-3io), développons q^ par rapport aux
puissances de X"1, et désignons par c / ^ le premier coefficient

^=^X^+. . . .

Le double changement de variables

X •= - x1', Y = x " 1 y^ on / = —'•—=? /n ==2 — 2 /,
P 5 4- ^7

met l 'équation (i5) sous la forme

y " = 6j2 — ôa-^ + Qy .r-1-7 4- Piy^^-2 + P, + ̂ wm+/m\

Q, Pi et Pô é t a n t des fonct ions rat ionnel les de deiçré ^'éro en x.
In tégran t cette équation à partir de c o n d i t i o n s i n i t i a l e s données ,

nous avons

y^ ^y''}—î'ï^îmy + Pij^z^-^-h aPoy^-"'^-47-^
/-*' /t<r

~ a4/^ \ x-^^ydx 4- ^ (Q.r•-"^•ll"^/^+ S^^-y-h Ho-r-7"^-^) ̂ .r,

les fonctions rationnelles H() et II) étant de de^ré séro en ^>. Revenant
maintenant aux variables Xy Y, nous obtenons

y Y7 YÎ Y !'— 6 /•**' ~ ^ 4- ;;
(37) Y / 2 : - :4Y 3 - I%Y4-a—— + //— ^c——t-^X^ ^ X ^ Y^X

1 (, /"r » ^ i
+ X^""" ' ^ X.'"""""'" ?(Q Y^4-^i Y^-h ^loY) r/X,

a, ^, c, <? étant des constantes, etQ, ^lo, jli des fonctions rationnelles
de degré zéro en X.

On pourra faire sur l'équation (37) le raisonnement fait plus haut
sur Inéquation (36).

Remarque 11. — Remarquons, d 'autre part, que le résultat obtenu
p lus hau t est valable, non seulement sur une ligne pé r iod iquey mais
sim TOUT cnEMm DU PIAN X (issu de Xo) où X A UN MODULE caoîsSA?n\ Con-
sidérons alors une intégrale quelconque Y ( X ) de l ' équat ion (B^et
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envisageons l'ensemble des points (1) Xy où Y === Y] et les valeurs cor-
respondantes Dy du paramètre D = Y'2 -— .^Y3-^- i^Y : on peut trouver
un nombre positif a tel que, pour tous les points X^-, on ait

| Dy | < a \ Di | (on suppose Xi ̂  o, Di -yé. o).

Mais la réciproque n'est pas vraie : il peut arriver que Di soit arbi-
trairement grand, alors que, pour certains poin ts Xy arbitrairement
éloignés, | D y [ reste inférieur à une l imi te donnée.

Limite du paramétrer j sur une ligne périodique. — Revenons a la
ligne périodique q u i passe par la suite des points — X y , ..., X / o ? - - ?
où Y = r\ et D == Do, . . . , Dy. Il résulte de ce qui précède que, lorsque
l'indice j augmente indéf in iment , ï)j tend vers une l imi te ou est indé-
terminé mais borné. Je dis que cette dernière circonstance ne peut pas
se présenter.

En effet, appelons ây la différence D/+, -~ï)j dont la valeur approchée estA 0 ••J , JL CÀ V.Ï. L JLJL V/ A \.f I. * ^-/ \^ Jk./ , ̂  j A-/ i '

•^^? ( îxr / est une période de l ' intégra\.j \(vide supra,]). 32o) ^-^^\ (îxry est une période de l ' intégrale elliptique

^'/l.Y2 — ï 2 Y + D ^ r f Y Y et supposons d'abord que les nombres
|^|, | CTa |, ..., \r^j , ... soient bornés in tér ieurement et supérieurs à
un nombre a indépendant dey.

Lesmodules X i ) , \X^ ... étantparhypotbèsecroissants(?;^p.32o)
et tous supérieurs à 6"'1, et les Dy étant bornés, la différence ̂ ±1 — ̂

sera, quels que soient j et ^, de l'ordre de grandeur de ^- Soit,
d'autre part, le module ]CT/ supérieur à I X ^ j l o g l X y ; la différence
^._ ̂  ar^.Xj') sera d'un ordre de grandeur inférieur ou égal à
| Xj2! l og j X y l ; d'ailleurs la différence ̂  x ̂  - i sera de l'ordre de
STandeur de £ (ou |X/|); en conséquence, les segments Sy, ây.n d'in-
dices consécutifs feront entre eux un angle de tord-re de grandeur de s.
Il en résulte qu'on pourra trouver un nombre n tel que la su i t e |D/J,
D/,+J, ..., | I )y l , . . . soit une suile toujours croissante. La différence

des modules | Dy.^ | -1 D / 1 sera de l'ordre de grandeur de Sy; par con-

( i ) Pour avoir l'ensemble total des points Xy, il faucira tourner autour de l'origine,
puisque Xo est point criliquo algébrique cTordre 4 pour l'intégrale y(X) de (B').
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séquent, dans l'hypothèse où loua les \ ro'y | sont supérieurs à a, elle sera de
l'ordre de grandeur de p—. Or, cette conclusion est inacceptable : elle

1 ^n
donne, en effet, pour le modu le Dy d ' indice arbi t ra i rement grand,
une valeur de l'ordre de grandeur de log[ D / | ; or, nous avons vu plus
haut que la suite des \î)j | est bornée supérieurement.

Ainsi , il n'est pas possible que la suite des nombres [ C T J , .... [ C T . | , ...
soit bornée infer ieurement . Je vais montrer p lus précisément que cette
sui te admet une /imite é^cde à zéro et qu'en conséquence la sui te des Dy
admet u n e l imi te , qui est l ' une des valeurs pour lesquelles l'intégrale
\ ^4 Y3-— i^Y + Dy a une période nulle .

Supposons, en ellet, qu' i l en soit au t r emen t . Alors, il existera néces-
sairement des indices n arbitrairement grands pour lesquels J^ ]
surpassera un nombre posit if a, les suites | D^_, [, | D,^ , [ D,̂  J , ... et
l^-i I ? | ^n\9 I ^-M l » * • • étant croissantes.

Considérons ces sui tes p o u r y ^ > / ^ D'après ce qui précède, tant
que l'on a | ory > X y 1 1 log | X; |, a fortiori tant que | ^/ ] > ?' la suite
D^ , | D^i , ..., | I)y| est toujours croissante. Il est faci le de voir qu'il

en est de même de la suite |^ , ..., \^j\' En eiïet, étant don née la
défini t ion de ^-y, on voit que^ tan t que |^/|> ^? la valeur pr incipale
de ^J^^ — ^j (pour Xj arbitrairement grand) est

(D^i-.i),) r—^^ï^»^-—
/ / J a^Y^r^Y+Dy

Z»7y4,l — CT/:== -—y— ( Xy+i — X/) -h ....
Ay

Le raisonnement de la page 323 prouve alors ( { ) que les différences
\^j^t — |^/| et \^j\ — |^-,,J ont le même signe. Ainsi, les hypothèses
faites sur l ' indice n entraîneront cette conséquence que les deux
suites [DJ, |Ï),H-J, ... 1^1, ICT/M-(| . - . . y indétiniment prolongées, ne

(1) Reinarqiïons que de l'égalité asymptolique T^^±L^l2l ̂  ^LZ^J^Î., i[ résulto
•GTy X/

immédialeinenL que sur la ligne périodique où la suite des [ Xy'| est croissante, la suite
des ( TÎJ/ | est décroissante,
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cesseront, pas de croître. Conclusion inacceptable, parce que la suite
des | vsj ne peut pas être bornée intér ieurement.

La proposit ion énoncée ci-dessus est donc démontrée : LE PARAMÈTRE
D, TEND VERS L'UNE DES VALEURS POUR LESQUELLES L'INTÉGRALE

( v^Y^ laY-hDy en

A UNE PÉRIODE NULLE.

C'est là un trait capital de Panatomie des fonctions définies par
l 'équation (B'). Ces fonct ions , prises ind iv idue l l emen t , ne sont pas
asymptotes à des fonctions ell iptiques déterminées (1). Si l'on sui t ,
en ellet, une fonct ion Y(X) sur un rayon arbitraire, la quanti té
D == Y7 2—4'Y3 -+- ïï2^ dev ien t en général indétermiïiée. Si, par contre,
on s'éloigne le long d'une ligne périodique, D admet une limite
qui est nécessairement ±8 ou la valeur imaginaire D, pour laquelle
l ' intégrale f\/7[T^^^2Y+ a une période nulle (voir infra,

«^
p. 334); la fonction Y(X) est alors asymptote à l'une des fonctions

3 3 F ^Yi -„ — — — — — — — ^ — , — i +
sin^V3(X-X) su^v^X-X) J ^Y^—i-âY+Di

Nous verrons p lus loin comment on peut définir les lignes pério-
diques de manière que sur ces l ignes D tende toujours vers ±8;
les Y(X) seront alors toujours (sur ces lignes) asymptotes a des fonc-
tions circulaires. Ce résultat sera retrouvé par une autre voie dans la
sixième Partie de notre travail.

Remarquons enfin que les démonstrations qui précèdent et les con-
clusions obtenues s étendent immédiatement à f équation (i5) asymptote
a Y ^ G Y — G .

Ligne d'infinis. — Nous avons supposé, dans l 'étude qui précède,
que la valeur T] prise par Y(X) aux sommets de la l igne périodique
était une valeur f inie. Lorsque Y] tend vers l ' i n f i n i , la l igne périodique
tend vers une position l imi te que nous appellerons ligne d'infinis.

Désignons par X^.o? • - ̂  Xo, ..., X^o, ... les sommes de cette ligne.

( 1 ) Cf. Introduction, p. %7.3.
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En chacun d'eux, l ' intégrale est représentée par un développement (23)
[développement (3o) dans le cas de l ' équat ion (B') pou r laquel le a== i] .
Entre deux sommets consécutifs X^, X^-i? la l igne d ' in f in i s est le
chemin décrit par X lorsque Y décr i t un lacet dont l 'origine est rejetée
à l ' inf ini .

Il résulte de ce qui précède que, si l ' i n f i n i X,o est suffisamment
éloigné de la droi te A (pa ra l l è l e menée par l 'or igine au segment
X i o — X y , voir p. 3i8), les i n f i n i s X^.o, ..., X^, ... ont tous des mo-
dules supérieurs à s"'1. La l igne d ' i n f i n i s qui passe par X o est alors
inf in iment prolongeable dans les deux sens.

D'ailleurs nous avons vu que, lorsqu'on s'éloigne i n d é f î n i m e n t sur
une ligne périodique, l 'expression 1) == Y 7 2 — ^ t Y 3 - ^ 1 2 1 ^ tend vers
l'une des l imites "h- 8, — 8, Di . Il en résulte (zw'r p. 3i5) que, sur la
ligne d ' inl inis , le paramètre C cor respondantaux in f in i s X^, X^^o, ...

_ _ ' j0
ou X._/^, X^H,,)^, ... tend vers une l imi te égale à — 2, "+-2y ou — —•

Dans le cas de l 'équation (B'), la l igne d ' infinis est une U^ne de
pôles Ce f. première Partie, p. 283).

Effet de l'addition d'une période sur le paramètre G. — Proposons-
nous d'évaluer la ( l i f lerence C^n—(^ du paramètre d 'une même inté-
grale de (B') en deux pôles consécutifs X^p X^..^o d'une ligne de
pôles.

Des formules de la page 3i5, nous déduisons

/,X,n.i Y/à 0 r^n+l Y Y7

4 ( 0,,̂  - C, ) = 2 / — dK -— —— d\,
^x« A > ^x,» Al

les intégrales étant prises le long de la l igne de pôles, ou encore
F /^l fi Y \

.(C^-C,,)^^(^-^^)</Y,

le che-min d'intégration. A i , étant ainsi composé : 1° rayonji a l l an t de
l ' infini à un1, point arbi t raire Y =:-/];. 2° lacet fermé À issu de r\ et
entourant deux points cri t iques de X(Y); 3° même rayon Rqu'à l 'aller
parcouru en sens inverse.

Appelons X^ D^ les valeurs de X et de D = Y'2 — 4"Y3 + i2Y au
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premier passage en T]. L'intégrale prise le long de À a (nous l'avons vu
plus haut) pour valeur principale la quanti té ̂  ou ̂  est une période

* - / z

de l ' intégrale e l l ip t ique ^ / l Y ^ — i ^ Y - h - D ^ ^ Y . Il en est ainsi du
moins (voir p. 323) lorsque | G^| est d 'un ordre de grandeur égal ou
supérieur à | X^'11 log| XJ. Or, appelons ̂  la période de l ' intégrale
F\/4Y3 -— 12 Y~+- 4 G,, û? Y qu i (d'après la relat ion l iant G,, à D^) tend

vers î^ lorsque X^ augmente i ndé f in imen t . Si nous avons

|<|> X/ / 1 |k)g|X/J,

le nombre CT/, satisfera à la condi t ion requise ci-dessus et aura pour
valeur p r inc ipa l e nr^.

Considérons, d 'autre part, les valeurs prises par Y' à l'aller et au
retour en un môme poin t Y = = ' / ) i du rayon .R. Appelons Yp Y^ ces
valeurs, nous aurons

l ' intégrale é tan t prise de T), en Y], puis le long de A, et enfin de Y) en ï;,;
l 'accroissement que subi t Y7 lorsque Y décr i t A é tan t de l 'ordre de
grandeur de ^// ? la dilÏerence Y^ — Y^ sera de l 'ordre de grandeur

de <X;2 . tl .
A i n s i , n o u s constatons f ina lement que si CT'J est supérieur à

i — , — . . w'
[ X^1 log | X,/, , la différence €„+, — C^ aura pour valeur principale ••^i^-

Déplacement de la lignecrinfl^ù forsr/u€\X^ varie. — Nous sommes
partis, pour d é f i n i r no t re l i g n e d ' i n f in i s , d 'un infini i n i t i a l Xo, situé
au-dessus de la droite A (voir p. 326) à une distance supérieure à £"-'.
Supposons que nous déplacions cet infini, tout en laissant fixe la
valeur Co du paramètre qui dé f in i t en X < » l ' in tégra le Y(X) considérée,
et demandons-nous comment va se déplacer la l i gne (Ytnfims qui passe
parX'o.

En premier l ieu , si Xo s'éloigne de la droite A, tous les sommets de
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la ligne d'infinis s'en é loignent de plus en plus ei tendent simultané-
ment vers l'infini.

Si, au contraire, X,, se rapproche de A, il se pourra qu'à par t i r d 'une
certaine valeur de |xJ la dé t e rmina t ion des infinis X i o , X^o ne puisse
plus être faite au moyen des calculs du. paragraphe 7. Par contre, les
inf in is X^o, X._,, o de grands indices auron t toujours u n modu le supé-
r ieur à £~"1, et nous pourrons toujours en dédui re la sui te des i n f i n i s
X^,,o,X^,o. • • • e tX_(^) ,o î ^-(^),(p .... ̂  d'autres termes (com-
parer première Partie, p. 284-285), notre ligne (Tin/mis initiale se
décompose en deux demi-lignes d^infinis qui s'éloignent indéfiniment
dans deux directions opposées. Entre ces deux demi-lignes d ^ i n f i n i s , il
y a une lacune que les calculs effectués p lus haut ne nous permet tent
pas de combler.

Les deux demi- l ignes d ' i n f i n i s suhs is len t é v i d e m m e n t lo rsque les
pôles X^o, X,_,/^ f ranchissent la droite A et s 'é loignent i n d é f i n i m e n t au-
dessous, tout en conservant un module supér ieur à r"1.

Remarque. — Si, en e f f e c t u a n t la t ransformation (27), on passe de
l 'équation (26) ou (B') à l ' é q u a t i o n (^8) ou (B), i l est clair qu'à toute
ligne périodique et à tou te ligne d'infinis d ' une in tégrale Y ( X ) corres-
pondra une ligne périodique et une ligne d^infinis de rinté^Talej^;)
correspondant à Y(X). La disposition et les propriétés de ces l ignes
nous seront connues si nous avons é tudié les lignes correspondantes
dans le plan X.

11. Intégrales réelles. Allure des lignes périodiques.

11 est des intégrales réelles qu i ont une l igne périodique pa r t i cu l i è -
rement simple. Ce sont les intégrales réelles d o n t une l igne pério-
dique, ou, plus exactement, une demi- l igne périodique coïncide avec
l'axe réel.

L'équation (26) (p. 312) admet deux sortes d'intégrales réelles. Les
unes restent f in ie s p o u r toutes valeurs réelles de X, les autres devien"

•nent infinies sur l'axe réel.

Intégrales finies.— Considérons d'abord les'premières. Pour pi ===o,
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ce sont des f o n c t i o n s elliptiques, solutions de l'équation
Y ^ ^ Y ^ — l a Y + i ) ,

où D a une valeur réelle comprise entre —8 et +8. Envisageons, en
part iculier , ces in tégra les à droi te d 'un point réel positif Xo où Y prend
la valeur zéro, et appelons Dy la valeur de Y72 en ce point i n i t i a l X^.
L'équation (26), où ;j- varie à part ir de zéro, possède une intégrale, et
une seule, qui sat isfai t à ces condi t ions ini t iales; cette intégrale est
réelle sur l'axe réel positif ; elle se déforme d 'une manière continue
quand [j. varie ; elle reste donc f in ie et oscille en présentant une suc-
cession de maxima et de minima dont les valeurs sont nécessairement
comprises entre les branches positive et négative de la courbe

"•-^•^TÏ^-

(En efFet, si la va leur de Y au zéro de Y' passait, par exemple, au-
dessus de la branche posit ive de cette courbe, on aurai t 'Y"^> o avec
Y7^ o, ce qui ne donnera i t plus un max imum. )

Lorsque p. va croissant, l ' in tégra le réelle définie par les condi t ions
ini t ia les X^, o, Do ne pourrait cesser pour une ce r t a ine valeur p., d'être
finie et osc i l lan te que si, pour cette valeur, elle présentait un pôle
réel posit if i n f i n i m e n t éloigné. Mais i l résul te , eu tout cas, des calculs
du paragraphe 7 que si Xy est suff isamment grand et si. Do •— 8 est d'un
ordre de grandeur supérieur à X^ 7 (voir § 7, p. 297 et 3o3), l ' intégrale
réelle présente à droite de X(,, quel que sou y. entre o et i, une succes-
sion de maxima et de r n i n i m a correspondant à l ' addi t ion répétée de
l 'une des périodes ( 1 ) , soit de la période co^_ (voir p. 299). Il s'agit
de voir si les oscillations de l ' intégrale sont en nombre i l l i m i t é et de
déterminer la l imi te (2) du paramètre D (c'est-à-dire de l'expression
Y'2 -- 4 Y3 4- ï 2 ' Y ) pour X croissant i n d é f i n i m e n t sur l'axe réel.

Appelons X.i, X^, ... les points successifs, situés à droite de Xy où
l ' intégrale Y(X) reprend la valeur o, et D^ IL, ... les valeurs (le D en

( 1 ) La période o)-+- ne pourrai t devenir infinie que si Do s'approchait de la valeur 8.
( 2 ) Nous avons établi au paragraphe 10 l'existence (le celte limite, et nous avons déter-

rniné les nombres auxquels elle peut être égale. Il s'agit de retrouver ce résultat et de le
compléter dans le cas ou l 'intégrale est réelle.

Ann. Éc\ Norrn., (3), XXX. -- JI'ÏLLIÎT i<)i3. 42
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ces points . On a, nous le savons Çvoir p. 124)? en vertu de (34)

^xl Y^ 8 /"xl YY /

D.-D^-^ -^X.-^ -^./X.

\

Si D(» q= 8 est supérieur à X^ 7 , la première intégrale est, pour les
grandes valeurs de X(p le ternie pr inc ipa l (lu second membre, et elle
est essent ie l lement positive. Ains i l'on aura, si X^ est, assez grand,
DI <; D^ et la d i f fé rence D(^ — D < sera d 'un ordre de grandeur supé"

<
rieur ou égal à X/. On aura de même D^ < D < , et ainsi de suite. D'une

7 \
manière générale, sil)^=p 8 est supérieur à X, / 7 , on aura D^< <^ D^.

Je conclus de là, en premier l i eu , que les oscillations de la f o n c t i o n
Y (X) sur l'axe réel sont en nombre i l l imi té . En effet, les nombres
Di , ..., D^ ... ne peuvent s'approcher de la valeur 8; donc les cal-
culs du paragraphe 7, toujours applicables, donnent pour chaque
période 0)4, une valeur bornée.

D'ailleurs, l 'intégrale Y( 'X) étant toujours oscillante, D^ ne peut
descendre au-dessous de —8. Donc la suite illimitée D, , ..., D,/ tend
nécessairement ve/^ la valeur — 8.

Ainsi, pour la/onction Y(X) considérée y l'axe réel positif est une demi'
ligne périodique ; sur cette demi-ligney le paramètre D tend vers —8 ; la
période o^ /end vers— \ la fonction Y (X) est asymptote à une fonction

\/3^ ^ _
~-ï-i- ——7=———=—~ dont un pôle X^ se rapproche arbitrairement du

_ sinVsCX-X.^) / '° H

pôle X^o de Y(X) d'indice n arbitrairement ^rand.

Intégrales réelles de (B') présentant des pôles. — Considérons main-
tenant les intégrales réelles Y(X) qui, présentent des i n f i n i s sur l'axe
réel. Nous observons que ces intégrales ne peuvent être réelles tout
le long de l'axe réel positif que si l'on a, dans (26),

^ =: o o u y. ==: i.

Pour (x==1 o, les intégrales sontdes fonct ions ell iptiques, solutions de
l 'équation Y'2 == 4 Y3 — 1.2 Y + D, où D a une valeur réelle quelconque.
Voyons ce que d e v i e n n e n t ces fonc t ions pour u. == i, c'est-à-dire pour
l 'équation (B').
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Considérons en particulier l'intégrale Y(X) adro i te d 'un de ses pôles
réels positifs, Xy, et appelons Co la valeur du paramètre C qui la définit
en ce point . Appliquant encore les inégalités du paragraphe 7, nous
constatons {voir la Remarque de la page 3i6) que, si Xo est assez

___\^
grand, et si Cy+a est supérieur à X/, l 'intégrale présente, à droite
de XQ, une suite de pôles X.,, X^ , ..., obtenus par addit ion répétée de
la période oo^. Appelons G, ,C^ ... les valeurs que prend le paramètre C
de l'intégrale en ces pôles successifs. D'après la page 327, si l'on
a |^|> X^ log X^ , la valeur principale de C^., — C,, est ^-? ^

^•n

étant une période de l'intégrale elliptique / V 4 Y 3 — i 2 Y — 4C^ û?Y.

Or, on vérifie sans peine que, si C,/ ^> 2 (C^— 2 étant d'un ordre de gran-
_ i \

deur supérieur à X,/^ on a^ < o, donc C/^ < G/,; si C^ <— 2, on a
ra^^Oy donc C ^ ^ ^ > C ^ . Je dis qu'il en est encore ainsi lorsque C^
devient égal ou supérieur à —2. En eilet, pour — 2 <; C,^ << 2, le tri-
nôme 4 'Y 3 ̂  12 Y — 4 ^ r t a trois racines réelles; soi t , par ordre de
grandeur, Y^, Y^, Yy,^ (Y(^<^O, V^^^>o); la va leur p r i nc ipa l e de
A.^ ^, — À.,̂  est

et l'on a

f/Yr\,,. ^Y^laY-^C,,

Y

^ "^Y^ - laY-^C^ /Y ;<=r ' v^
^Y'^Y.-

on voit que, lorsque C^ tend vers 2, les points Y^, Y^, tendent à se
confondre ; lorsque C^ tend vers — 2 , ^conserve une valeur finie et
un signe constant.

Ains i , dans l'hypolliese où Co <^ — 2 ou — 2 <^ C(» <; 2, on a (si Xy
est assez grand)

LO <^ Ci <^. . . <^ 0/1, . • .,

la diderence C^-n —C^ étant de l'ordre de grandeur de X / , 1 1 . D'ail leurs,
C^ ne pourrai t dépasser 2 (d^une quan t i t é dont l'ordre de grandeur
fû t supér ieur à | X^ I ) sans que Pon eût C / f+ i^C^ , .... Donc/a suùe
des C^ tend î)ers la limite 2. La valeur correspondante de l^expression
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Y'2—./i/Y3-4- 12 Y (prise en un po in t où Y a une valeur finie) tend
vers — 8, comme il a r r i va i t dans le cas des intégrales f i n i e s oscil-
lantes .

Bien en tendu , les G,/ n 'admettent effectivement la l i m i t e 2 que s ' i l s
forment une suite illimitée, S^i l n'y avai t , à droi te de X-o, q u ' u n nombre
l i m i t e , ri, de pôles, nous pourr ions seu lemen t aff i rmer que

C,,<Ci...<C/,.

Nous aur ions alors a f f a i r e à Fune des intégrales tronquées q u i seront
étudies aux paragraphes suivants . Caserai t (pour X^ très grand) vois in
de 2. A droi te du, de rn i e r pôle X,^, l 'expression .1) tendrai (: vers 8 et Y
vers ï .

Si Go ^> 2, on a
C, > i\ > .. . > (:, > .. . ;

la suite des C;/ est nécessairement illimitée et tend encore vers 2.
Ainsi, nous pouvons énoncer, f inalement, la proposition suivante :

Toutes les intégrales réelles sur l'axe réel positif Cet non tronquées
dans la. direction de cet aye) sont asymptotes^ sur cet axe^ à une fono

3
lion circulaire — ï •+ —————•—=.— (vide p. 33o); leur période fend

sinV-'-KX-X;,.,)'" lsl h f

vers la limite —.; les paramétres Di, ..., 1),^ ..* ouC,, ..., (î,/, .... carres-
V 3

pondant à lu suite des zéros ( ^ ) ou des pôles présentés par Ï} intégrale sur
l'axe réel-positif^ ïwni sans cesse se rapprochant de -- 8 ou. 4- 2 à partir
d'une certaine valeur de n.

Ayant ainsi étudié les intégrales réelles, nous allons pouvoir pré-
ciser les résultats que nous avons déjà obtenus relativement a la dis-
position des lignes de pôles et des liu'nes périodiques des intégrales
Y(X)de(B / ) / "

Soit Y (X) une intégrale de (B') qui est définie par les conditions
initiales Xo, TJ, I), Pour X^ réel positif, TJ et ,1) réels, Y ( X ) est l'une
des intégrales réelles étudiées ci-dessus. Lorsque ensuite, Xi,, T| et î)
va ï' i e n t ave c co n f i n il i té d ' u n e m a n i é re q u e 1 c o n q u e, i ' i n té^ rii 1 e p ré "

(1) Ou, |)lns généralement, dœ zéros de Y - 'q ('q quelconque)-
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senle une demi-l igne périodique (aux sommets de laquelle Y = = Y ] )
qui se déforme et se déplace d'une manière cont inue à partir de l'axe
réel positif. Sur cette demi-l igne périodique, D tend vers une l imi te
q u i , devant être fonc t ion continue de ïj et D, reste nécessairement
égale à — 8 en .vertu des résultats du paragraphe 1,0; la demi-ligne
périodique est y dés lors, asyrnptotiquernent parallèle à l'axe réel positif,
puisque la période co^ correspondante tend vers —? et Y(X) est, le long

3de cette l i f fne , asymptote à la fonction — \ -+- ——-=-———==— L'mté-
s i î i V 3 ( X — A )

geale présente une infinité de lignes périodiques et une infinité de lignes
de pôles, asymptot iquement parallèles entre elles, q u i jouissent des
mêmes propriétés.

Cela posé, étant donné que l 'équation (B') n'est pas altérée par le
changement de var iables X == i'X.^ Y == - — Y ^ , i l est clair que nous
pouvons app l iquer à l'axe réel. négatif et aux deux demi-axes imagi-
naires du p l a n X. tous les résultats obtenus re la t ivement à l'axe réel.
Nous démont re rons a in s i , par exemple, que toute intégrale ^ ( X ) pré-
sente une infinité de lignes périodiques et une infinité de lignes de pôles
asymptotiquement parallèles à l ' a x e imaginaire positif; sur ces lignes^
indéfini/nent prolongées^ D,/ (défini comme p l u s hau t ) tend vers + 8 ;

finlé^rale est asymptote a une fonction circulaire i — -——=7-;—=^V0 " 1 sm^\ /3^X— \ )

In terpré tons ces résultats en n o u s t ranspor tant dans le plan .r, c'est-
à-dire en eiïectuant le changement de var iab les (2?)) qui transforme
(ir) en
( B ) y ^ ^ G , ) - 2 — ^ ) ^ .

Appelons OA, l'axe réel positif du plan x, et OrL, OA:;, OA..^ OA;,
., . , 1, 27T 4'^" (^les demi-axes q u i fon t respect ivement avec OA les angles -11^-5 -y^ -y,

s!
5

A toute l igne périodique ou l igne de pôles d ' u n e intégrale Y ( X )
correspondra une l igne p é r i o d i q u e on une l i g n e de pôles de l ' inté-
grale j(^) (voir la Bemarque f ina le du paragraphe 10, p. 328). A i n s i y
toute intégrale j(^) aura une i n f i n i t é de l ignes pér iodiques et une
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i n f i n i t é de lignes de pôles asymptot iquement parallèles à chacune des
droites OA(, ..., OA;.,.

Plaçons-nous, en part icul ier , dans l 'angle ÂiOÀ^ Çfig\ 7) don t les
côtés correspondent à l'axe réel du p lan X indéfi n ia ient prolongé dans
les deux sens. Il résul te de l'analyse du paragraphe 10 quey(.r) a une
inf in i té de lignes de pôles dont tous les points sont a r b i t r a i r e m e n t

F^. 7.

éloignés dans l'angle A,OA;( ; les deux extrémités de l ' une q u e l c o n q u e ,
..^, de ces lignes sont alors, nécessairement, asyrnptol iqueinent para l -
lèles à OAi et à OA;i ; au-dessus de ,^se t rouvent une i n f i n i t é de l ignes
de pôles, telles que ^, quisont asymptot iqueinent parallèles aux
mêmes demi-droi tes OA^, OA;,; sur1 chacune de ces l ignes (décriles
dans un sens ou dans l'autre), y (^) est asymptote à une fonction élé-
mentai re que le changement de var iable (25) ramène à l 'une ou à
l'autre des fonct ions circulaires écri tes plus haut .

De la même manière nous décelons l 'existence d 'une i n f i n i t é de
lignes de pôles dey(a^)^ (elles que ^, J^p - . . , qu i sont asymptot ique-
ment parallèles à OAy et a OA;;, ou à deux quelconques des droites
OA(, .... OA;, d ' indices non consécutifs .

S i -main tenant nous taisons varier d 'une manière con t inue un pôle
de ,^ ou de f^y la ligne de pôles se déplace et nos calculs cessent d^être
applicables aux portions de ces lignes qui sont voisines de l 'origine
(cf. § 10, p. 328), c'est-à-dire in t é r i eu res à un cerluin cercle G, de
centre x == o; mais les deux extrémités de^ou de 4^, extérieures à G,
const i tuent toujours deux, derni'-li^nes de pôles {cf. p. 328) dont cha-
cune est asymplotiquement parallèle à une droite OAy.

L'ensemble des lignes ou demi-lignes de pôles ^, ̂ , ..., ̂ , ^p ...
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forme, à l'extérieur du cercle G, un réseau de quadrilatères curvi-
lignes. Ces quadrilatères, dont les dimensions sont d'autant plus
petites qu'ils sont plus éloignés de l'origine (1) , ont pour correspon-
dants , dans le plan X, des quadrilatères Q qui se rapprochent arbitrai-
rement de parallélogrammes lorsqu'ils sont arbitrairement éloignés.

Le réseau de quadr i la tères ainsi défini recouvre toute la portion du
plan x extérieure au cercle G (cercle à l'extérieur duquel tous les cal-
culs du paragraphe 7 sont applicablesV Nous compléterons, au pro-
chain paragraphe, la définit ion du réseau en pénétrant à l 'intérieur du
cercle G. .

Autres lignes de pôles d'une intégrale y Çx) o u ' ^ I Ç K ' ) . — II importe
de remarquer qu 'aux termes de notre définition des lignes de pôles, il
existe, pour l'intégrale j(^) considérée ci-dessus, d'autres lignes de
pôles que les lignes ^, .(^, . . . , ̂  ^\, ....

Revenons, en effet , aux intégrales Y(X). Nous avons étudié ci-
dessus les lignes de pôles de Y ( X ) qui ont pour sommets les points
. . . , Xo, X o + c o ^ f X o ) , Xo+ (^(Xo), . . . ou . . . , X.o, Xo+o^,
Xo -4- oV^, ... (voir p. 299). Considérons semblablement une ligne de
pôles ayant pour sommets les points . . ., Xo, Xy+ 0)4-(^ ( X ^ ) ,
^4-. (^^^(Xo), .... La suite des paramètres C,, qui définissent
l'intégrale aux sommets de cette ligne de pôles tendent vers une
l i m i t e d'après le paragraphe 10 (p. 326) et cette l imite est différente
de ±2. Pour la déterminer on pourra partir encore des intégrales
réelles de l'équation (B) en les considérant, cette fois, sur l'axe réel
négatif. A ces intégrales correspondent des intégrales purement ima-

ginaires de (B'). On les étudie en effectuant la transformation X^==i'X,
Y! = ;Y, qui change (B') en

Y^ÔY^Ô^+I^

et considérant les intégrales Y, réelles sur l'axe réel positif du plan X,.
Pour ces intégrales Y,(X.,), Faxe réel positif est ligne de pôles, et les
paramètres D, , ..., D,,, ... (valeurs de Y^2 - 4Y? -- i 2 Y < aux points

(1) Les dimensions d'un quadrilatère très éloigné sont do l'ordre de grandeur de sa dis-
tanco à l'ongine (,^ == 0} élevée à la puissance — .-
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réelspositifs oùY, prend u n e même valeur t in ie ) t enden t vers la valeur
réelle D pour laquel le Pintégrale [\/^\ + i ^ Y , + Dr /Y, a une
période nu l l e .

12. Intégrales symétriques des équations (^6), (Î'Q, (B) . Réseaux
de quadrilatères des périodes définis par (W) et ( B ) .

Considérons, à l 'or ig ine X == o, les intégrales do l 'équat ion

(^6) Y^ 6Y2 - 6 - K)/^ + 4/> ( ( - 6^) ̂ p

et, p ins généralement. , celles de l 'équat ion

(44) Y ^ m ^ + / ^ ^ b Y — 6 .

L'origine est, en général , pources intégrales, une s ingu la r i t é t ranscen-
dante d o n t on fera i t f a c i l e m e n t l ' é tude complète en employant les
modes de ra i sonnement qu i o n t servi à é tud ie r ' l 'équat ion du premier
ordre :

XY''-== fonction holomorphe nulle pour X- = Y == o.
Mais ]e n 'entreprendrai point cette étude, et, je me bornerai a signaler

deux intégrales particule de (44) (^lu {{onl rnéromorplieïï à l'origine.
11 y a, entre ces intégrales et les dérivées logar i thmiques de Bessel.
Y^), Y^,) méroînorphes à l ' o r ig ine (voir § 5, p. 2;)o), une analogie
remarquable.

Les intégrales méromorplies, que nous appel lerons Y^^), Y^,,^),
s'écrivent

Yl(m,n) '= ^2i///./ i t.) X'2 '+' ^(i(m,^) ^<' +" ^ I^X/ / / , / / ) X10-^- . . . ,

f) .̂ » // —— a f)ï ' ^
îa îw,^ )^ ———jrvz——— + ̂ (M,^)^ "4- ^(/^M)^ + • "5

les coefficients a et b étant dé f in i s par les égalités
^{m\n} ( ^ . ï + 2 m 4- ^ ), = — 6,

a B ( m , ^ ( ^ • 5 + 6m 4" / ? ) — 6^(^)1
^KX/w^ot1 0^) "+"" Io/^' •+ //') 'r:: ̂ -^^(w./a^oîw,/ /)?
. . . , . . * . . . , . < . . . . . » . » • » * • • " . * ' * • " • • • • • 1

fh{m^) ( ^ • I ^ ^ m •+- 4. ̂  "-"- ^ — 1 2 ) = ~ 6,

, . , ^ , (^ ,^)(6.5 + 6/n 4-4^ w ^ • — * ^ ) ̂  6^1(/ /^/^.)»
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les seconds membres étant les mêmes que dans le cas des fonctions de
Bessel.

La convergence de YK/^) est évidente pour des valeurs finies quel-
conques de m et de n n'annulant aucune des parenthèses.

Les Ya, d'autre part, sont reliées aux Y,, comme il arrivait pour les
fonctions de Bessel Y^), Y;^,), par une identité qui s'écrit

, - __ 6 -4- n — 2 m
\L\^) ^(w,/ ; )——l. l ( / /?,4w—^-12)-+-————/T^-a——— -

Faisons en particulier m = = = i , n -=—— Les deux fonctions
Y / , , Y / , , intégrales de Inéquation (B'), sont méromorphesM^-i) ^-i) < r

dans tout le plan X. Elles sont réelles sur tout l'axe réel et
p rennen t des valeurs égales et de signes contraires aux points corres-
pondants X, ïX. Elles sont purement imaginaires sur les bissectrices
des axes de coordonnées.

A ces intégrales symétriques de l 'équation (B'), que nous écrirons
(en suppr imant les seconds indices)

Y^^X^^X.6^..., Y,=^^+^X24-^X^4-...,

/ L îî" — \correspondent (lorsqu'on fait X -= -oc\ y-== V^Y ) deux intégrales
symétriques de l 'équation (B). Ce sont les intégrales

(46)

/,â /.(î ^lo
71 ==• ̂ 2^4- ^ao^8+ ^jas.^-h.. .,

•n = ̂ i -+- ̂ ^^+ |i ̂ ^+....

La forme des coefficients des intégrales Y^,^.), Y^^) de (44) ^t leur
analogie avec les coefficients des dérivées logarithmiques des
fonctions de Bessel donneraient matière à plusieurs remarques inté-
ressantes concernant les développements possibles de ces fonctions,
les relations qu'il y a entre elles pour diverses valeurs de m et de n (en
part icul ier pour les valeurs entières), la situation du pôle de Y^/^) ou
Y^,,/,») le plus rapproché de l'origine. Pour l ' instant, je me bornerai à
déterminer l 'allure des intégrales symétriques de (B') et à en tirer

Ann. Ac\ A^rw.,(3),X..KX- — AOUT 1913. 43
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quelques conclusions relatives à la structure des autres intégrales Y(X)
o u j ( ^ ) d e ( i y ) o u d e ( B ) .

Figurons les l ignes de pôles de la fonction ell iptique Y^^), qu i sont
les axes réel et imaginaire et des parallèles à ces axes. Pour les valeurs
arbi trairement petites de m et de /?, la fonction Y^,/) présente des
« lignes d ' infinis » ( ^ ) arbi t ra i rement rapprochées de ces l ignes de
pôles de Y^.o). On peut donc faire correspondre à Y,(/^) un réseau de
lignes d'infinis qui serotTt(zwrp. 333, § 11) asymptotiquement paral-
lèles aux axes, et qui décomposeront le plan X, tout entier en quadri-
latères curvilignes.

Faisons main tenant croître m et n jusqu'aux valeurs i et — ^ "
Les lignes d ' in f in i s se déforment et se déplacent avec cont inui té ,
et le plan X est toujours décomposé, dans sa totalité, en quadrilatères
curvilignes. Pour m = i, n == — — ? l 'équation (44) devient (B'); les
quadrilatères dev iennen t des « quadr i la tères des périodes » Çvoir § 9).
L'origine X === o se t rouve à l ' in tér ieur du quadrilatère qui a pour
sommets les pôles réels, posi t i f et. négatif , X,., X^, et les pôles pure-
ment imaginaires X/, X..,, les plus rapprochés de l 'origine; elle est
centre de symétrie pour ce quadrilatère (à condi t ion qu'on prenne
pour lacets A, A', déf in issant les périodes X / — X,,., X/.— X^, des lacets
sur lesquels Y prend des valeurs respectivement égales et de signes
contraires). Dans chaque quadrilatère, Y(X) est uniforme et prend
deux fois toute valeur donnée (2),

/ i'
Cela posé, si nous effectuons le changement de variable X= ̂ /(,

les quadrilatères des périodes tracés dans le plan X se transforment
tous en quadrilatères curvilignes du plan .r, exception faite pour le
quadrilatère contenant l'origine, lequel se transforme en pentagone.
Ce pentagone a pour sommets les cinq pôles x,,^ ..., x,,^ respective-
ment situés sur les droites OA,, . , . - , OA;; de la figure 7 (p, 334) qui
sont le plus rapprochés de l'origine .T==O. On peut toujours choisir

( 1 ) 'Foir page 325. Dans le cas où les infinis ne sonL pas des pôles, la ligne d ' u t finis
doit être définie commo limite (rune ligne périodique.

( 2 ) Et deux fois seulement toute valeur Y non située w Vm des contours A, A',



KÎÉGHERCIÎES SUK LES TRANSCENDANTES DE M. PAINLEVÉ. . • 339

arbitrairement l 'un des côtés du pentagone; prenons donc le côté
x,^x,,^ rect i l igne; tous les autres côtés seront alors rectilignes par
raison de symétrie, et le pentagone sera un pentagone régulier de
centre x = o.

A l'extérieur de ce pentagone, le plan x tout entier sera sillonné par
un réseau de quadrilatères des périodes; le réseau sera symétrique,
naturellement, par rapport à chacun des cinq demi-axes OA^, . . . y
OA,.

Ains i sera déf ini d 'une manière complète le réseau de lignes pério-
diques qui correspond à l 'intégrale symétrique y^ Supposons main-
tenant que nous fass ions varier d'une manière continue les condi t ions
ini t iales qui définissent cette intégrale. A toute nouvelle intégrale
correspond, un réseau de lignes de pôles qui conserve toujours la
même disposi t ion. Les l ignes de pôles sont asymptotiquement paral-
lèles aux axes OA,, - . . , OA, (voir^ i l ) : elles décomposent la totalité
du plan x en un ensemble de quadrilatères des périodes, plus un pen-
tagone do raccord.

Mais il est une autre manière de rattacher les quadrilatères des
périodes qui recouvrent le plan x. Nous serons conduits à cet autre
mode de raccordement en considérant la seconde intégrale symé-
trique j^.

En ra isonnant sur Ya(X) comme sur Yi(X) , nous constatons qu'à
cette intégrale correspond un réseau de quadrilatères des périodes
dont l'origine X = o est un sommet. Le réseau correspondant du plana?
décompose le plan tout entier en un ensemble de quadrilatères des
périodes; mais , tandis qu'un sommet quelconque du réseau, distinct
de x == o, n'appartient qu'à quatre quadrilatères, l'origine est sommet
de cinq quadrilatères des périodes.

Cela posé, fa isons varier les condi t ions ini t ia les qui déf inissent
l'intégrale y^x). Le réseau de lignes de pôles se déplace en conser-
vant sa disposition. La totalité du plan x est toujours décomposée en
quadrilatères des périodes, dont cinq ont un sommet commun.

Ainsi, quelle que soit l'intégrale y (x} de l'équation (B) que l'on consi-
dère^ on pourra toujours lui faire correspondre un réseau de pôles qui
sont rattachés de l'une ou de F autre des deux manières indiquées ci-
dessus (nous avons le choix).
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La décomposition du plan .x1 a i n s i réalisée nous fait connaî t re fort
exactement la structure de la transcendante y (x). Nous avons, en
effet, appris à étudier ,y(«x") dans un quadr i l a tè re des périodes (§ 9)
et nous avons vu que , dans les quadrilatères arbitrairement éloignés,
.r(^), ou plutôt sa transformée Y(X), se rapproche a rb i t r a i r emen t
d'une fonction e l l i p t i q u e . Nous avons dé terminé la d i r e c t i o n asyrnpto-
t ique des lignes de pôles qui f o r m e n t les côtés des quadrilatères
(§ 10-11 . ) ; nous avons trouvé la l imite du paramètre C qui déf in i t l'in-
tégrale aux pôles successifs d'une même intégrale ÇibùL). Nous avons
décrit, d'autre part, et interprété le mécanisme des pe rmuta t ions de
la fonction Y(X) qui fait passer X. dans un quadri latère cont igu , c'est--
à-dire qui ajoute à X une période oj>.,, co ,..„., oy,, ou ov .

Nous reviendrons d'ailleurs ul tér ieurement sur la défini t ion des
périodes et leur nature analyt ique {voir troisième Partie, § 17 et
sixième Partie).

TROISIEME PARTIE.
ÏNTÉGUALKS TUONQl'ÉlîS. FONCTIONS ASSOCIÉES A L'EQUATION (li).

13. Intégrales tronquées.

Considérons nne intégrale Y(X) de l 'équation

(B /) -Y^6Y^.~6-^-,^^,

qui présente une certaine ligne de pôles ,.., X^cp X.o, X^, ....Nous
avons vu que l'intégrale admet en général, départ et d'autre de cette
ligne de pôles, une infinité d'autres lignes de pôles. I l ne peut en être
autrement que sile paramètre de l 'intégrale aux pôles .,.,XL^p Xo, , . . .
est très voisin de ±2 (lorsque les modules de ces pôles sont très
grands)* Nous allons .nous placer maintenant dans cette dernière hypo-
thèse et établir l'existence d'une inf in i té d'intégrales exceptionnelles
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(intégrales tronquées) pour lesquelles toutes les lignes clé pôles situées
d'un même côté de la ligne ... X _ ^ , X o , X , o ... sont rejetées en-
semble à l ' infini.

Existence d'une infinité d'intégrales tronquées dans la direction de
l'axe réel positif. — Ces intégrales existent pour l'équation Y^ 6 Y2 — 6.
Ce sont les fonctions

0 __

Y=Yo= i - . , . .-y——--T (Xo quelconque).
sm-4\ /3^X— \o)

Nous allons établir leur existence pour l'équation
/ Y/ Y \

(49) Y / /=6Y2-6+). I + a — ,
\ A- A" /

qui coïncide avec l'équation (B') pour X = i, a =••-> —
Nos conclus ions s'appliqueront, par conséquent, non seulement à

l'équation (iy), mais à l 'équation plus générale (26) du paragraphe 8.
// serait aisé de les étendre à r équation générale ( i5) du paragraphe 7
(p.293).

I/intégrale générale de l'équation (49) peut être développée par rap-
port aux puissances de À sous la forme

(50) Y = = Y o - + - À Y i - 4 - . * . .

Faisons, en part iculier , Y() == i, et voyons s'il est possible de choisir
les condit ions initiales de manière que les coefficients Y^, Ya, ... du
développement (5o) tendent tous vers zéro dans la direction de l'axe
réel positif.

Considérons d'abord Y^ qui est défini par l'équation

( 5 1 ) , Y/;^Y,+——- 1 " - - 1 1 X^

Nous avons

Y, = - £ (e^f^X ^ e-^f^x) .

Je dis qu'on peut déterminer les limites inférieures (les mlégrales
qui figurent dans Yi de manière que, pour X tendant vers l'infini par
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valeurs réelles positives, on ait

jinie^ Ç f_^^x==o, lime-V^f _^x==o.

On pourrait établir ce fait directement. On peut aussi remarquer que
les expressions dont on cherche les l imi tes sont respectivement coeffi-
cients de À dans les développements en puissance de À des intégrales
des deux équations de Riccati

Y/= ̂ /3Y2- ^3" ̂ \^ T=- \/3Y2 ̂  ̂  -^$-

Or ces deux équations appart iennent au type que nous avons étudié
dans notre première Partie; leurs intégrales sont des fonctions de
Bessel ; elles admettent, en particulier, des intégrales tronquées dans la
direction de l'axe réel positif, intégrales développables par rapport à X
et dont les coefficients satisfont à la condition requise ( tendent vers
zéro sur l'axe réel positif) (voir § 3, p. 285).

Nous établissons ainsi l'existence d'une première fonction Y, qui
tend vers zéro. Pour nous rendre compte de la forme de celte fonct ion,
remarquons que nous avons

_ /^"••"/ïïx ,, ._
^/ux/ ^ ^ . ^x^^x^gx -h/iCX^+X/aCX3)^//^1^;

/̂nx fi^^X = e-^ logX +/i(X.2) — X/2(X2) •+- h^-^,

f\ ^t/2 étant des fonctions entières de X2, h et h^ deux constantes. Les
deux expressions é t an t supposées tendre vers xéro dans ladirection
de l'axe réel positif, on voit qifil en sera de même de l'expres-
sion

(<^T?x ̂  ^/Tix) i^gx -i- 2 /i ( X2 ) + he^,

ou encore de l'expression
- ffl'IogX.chV'iliX - l^/"t(X„2) + A.ch ̂ TÎX],

que nous pouvons prendre pour fonction Y( .
En d'autres termes, nous avons une fonction Yi , intégrale de (5i),

(Sa) Y i=—a logX.cli\/jf2X + ̂ iC^) (ê'i fonction en/lère)^
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qui tend vers zéro dans la direction voulue. Nous en aurions une infi-
nité d'autres en ajoutant à Y, l 'exponentielle h^e~^{^, où A, est arbi-
traire.

Faisant, en particulier, Y i = Y i , nous allons montrer qu'on peut
déterminer les fonctions Y^ Y;^ ... de manière qu'elles tendent
toutes vers zéro, dans la direction de l'axe réel positif, et soient de la
forme

(53) Y,=Yy=^•o(XÛ ) -^^(X 2 ) logX-^. . . -+-^(X â ) îog^X,

les g étant des fonctions entières de X2.
Supposant ces résultats établis pour les indices i, . . . , / — i, mon-

trons qu'ils subsistent pour lïndicey.
Le coefficient Yy du développement (5o) sera défini par l'équation

linéaire

(54) YJ-isY^-^+a^l.

Posant le second membre égal à ^ . (X) , nous aurons
/ ^»x /,x \

(54 bis) Yy == ï- [ e^ \ e~^ ̂  dX ~+- e -v^ j e^ ̂  dX j .

D'ailleurs

^,=_S/_LW^lW -.(.-.^^l.X^c,

où Xo et c, sont des constantes qu'on peut toujours choisir de ma-
nière que ^j tende vers zéro lorsque X s'éloigne dans la direction
indiquée.

Cela posé, je dis, comme'plus haut, qu 'onpeut , dans (54 .bis), dé-
terminer les limites inférieures des deux intégrales de manière que,
pour X tendant vers l 'infini réel positif, on ait

r^ — -- /"xl
lirn e^ \ e-V1^ ^y == o, lim (r-^'^ / e^ ̂ j == o.

Ces expressions sont, en effet, respectivement coefficients de "À dans
les développements en puissances de À des intégrales des deux équa-
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l ions de Riccati
Y^^Y2--^ -h^Y^, ?-=- ^Y^h ,/3+ÀY^-.

Or ces équations admettent des intégrales tronquées pour lesquelles
les coefficients des puissances de À tendent vers zéro dans la direction
réelle positive (vide supra, p. 285),

On voit ainsi qu'il existe une fonction (* ) Yy == Y y qui tend vers
zéro dans la direction voulue. Je dis que cette fonct ion est de la
forme (53).

Supposant Y;_i mis sous la forme (53), nous voyons que ^ /-, second
membre de (54), s'écrira

d/.m--—^^. •+-^ lo^X-+- ^ — ̂ ZrliL±j£à±^^ ^ A. ; — -a \ ft ,/ - l , o ' .*"» j'•-1,1 * '•'0 •A ^ • • • / vi———————————

a t+ ^îtë^-l,»» • - ' h

les dérivées des g élan l prises par rapport à X2 . J'en conclus que ^y est
le quotient par X d'un polynôme de d e g r é y — i en log X dont les coef-
ilcients sont des fonctions entières de X^. U, en résulte

e^f'e-^^dX = |:/io(X2) + X/,o(X.2)] -h lo^X.(/n4- X/,,) 4-...

-h 10^X.(/^ X/,y) + /^^

et
e-^^e^^dX ̂  (/^_X/,o)+...+ log^X.(./^— X/,,) -h //6-^,

les /é tant des fonctions entières de X2 . Nous pouvons alors prendre
pour Yy la fonction

Y; = Y, =r/io(X2) +/H logX 4-".. .+/v lo^X + Ach \/TiX,

ce qui revient à faire, dans la formule (53),

À'y.o^/io+^chv/TïX, ^yi^/in . • - • •

Les fo'nctions "Y^ étant ainsi déterminées, observons que la suite de
ces fonctions est bornée sur l'axe réel positif y plus précisément, à par"

( 1 ) Le rnômo raisonncrnôïit prûuvc que Y^ lend vers zéro (ians la direction rcolîe posi-
tive.
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tir d'un certain point Xy de cet axe, indépendant dey, les modules \ Yy|
admettent des limites supérieures respectives qui sont de plus en plus petites
lorsque ^indice j va en croissant.

En effet, appelons //_i une l imite supérieure de [ Y y _ , [ sur le demi-
axe réel positif à droite de X^. Étant donnée l'expression de^-(p. 343),
le module | ̂ | restera, sur le demi-axe considéré, inférieur à un mul-
tiple de lj.,, soit (si XJ est assez grand) à 3 /y_^ \X^ \. On en conclut
que l'on a, entre deux points positifs quelconques X, X (à droi te
deX,) ,

r ^d;,^x. <^—
Jv T y X 1 ^

^V/12X

"x^" ^X

a étant un nombre positif arbi trairement petit, et de même
/T^ __ 3 /

/ e-^-^^d\ <-=^J ^^ ^.^ -c/Xx0^

Mais notre raisonnement de tout à l'heure, appliqué à l'expres-
sion

^/•nxr/^12X .^X 4_^-/ i2X 6/X,
X,'̂X01

prouve que, dans le cas où les constantes d ' intégration sont celles qui
rendent l'expression nulle à l ' inf in i , l'expression tend vers zéro avec
X'"1 : on en conclu t que l\m peut trouver un point réel positif X^ et un
nombre K indépendant dej, tels que V on ait, en tout point X de /'axe réel
à droite de X^y

K_/^
X 1 - ^ 1

limite supérieure l j de \ Yy

a éteint un nombre positif donné arbitrairement petit.
Cela posé, considérons le développement

(56) Y= i4-Y iÀ+. . .+Yy;V+- . . . ;

ce développement représente une intégrale de l 'équation (49) ^ il
converge, au voisi nage de X = o, sur tout cherni n qui ne passe par aucun
point singulier (aucun infini) de l'intégrale. En particulier, lorsque
X s'éloigne indéfiniment dans la direction réelle positive, le dévelop-

Ann. Éc. Norni., (3), XXX. — AOUT igiS. 44
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pement (56) ne peut cesser de converger pour À borné (en particulier
pour À ̂ i ) ; r intégrale qu'il représente est holomorphe et tend vers Ici
limite i ; nous dirons que cette intégrale est une INTÉGRALE TKONQUÉE
DANS LA DtIŒCTION DE L'AXE RÉEL POSITIF.

Il est facile, d'ailleurs, de former une i n f i n i t é d'autres intégrales
de(/i9) qni sont tronquées dans la même d i r ec t ion . En effet, au l ieu de
prendre YI = = Y i , faisons Y^ ==Y, 4- h^e -V12^ A, é tant u n e constante
arbi traire (vide supra, p. 168) : nous pour rons , en ra i sonnan t comme
plus haut , former une fonc t ion Y^, intégrale de l 'équation

Y^^Y,- ^ + a ^
A. A a

qui tend vers zéro dans la d i rec t ion réelle pos i t i ve ; p l u s précisément,
nous aurons une i n f i n i t é de telles f o n c t i o n s obtenues en a joutant a
l 'une d'entre elles l ' e x p o n e n t i e l l e h^er^^ (Ay arbi t ra i re) . A partir
de Ya, nous dé f in i rons u n e fonction Y;{ qui tend vers zéro, et a ins i de
sui te . Comme tout à l'heure, la suite des modules | Y^ , [Y;|, . . . sera
bornée sur l'axe réel à dro i te d ' u n poin t X<, .

Nous formerons ainsi , en les déve loppant par rappor t à \, une in f i -
n i t é d ' intégrales tronquées dans la direction de l'axe réel posi t i f .

Nous obt iendrons de môme une i n f i n i t é d'intégrales tronquées dans
la direction de l'axe réel négatif ou de l'axe imag ina i re positif ou
négatif .

14. Intégrales tritronçuées.

Parmi les intégrales tronquées dans la direction de l'axe réel posi t i f
(lue nous venons d 'obtenir , en existe-t-il qui soient également t ron-
quées dans la d i rec t ion de l'axe réel négatif'? S'il existe de telles inté-
grales, nous les appellerons intégrales biîroru/uées.

Je ne me suis pas arrêté à l'étude des intégrales bi t ronquées qui (si
elles existent) n 'offrent qu 'un in té rê t secondaire. Par contre, je vais
établir l'existence d'une intégrale Y ( X ) particulière fort remarquable :
intégrale tronquée dcins Ici direction de l'cioce réel positif et (fui ne
présente aucun infini Çde grand module) au-dessous de l'axe réel. Cette
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intégrale, nous le verrons, est tronquée suivant trois directions rectan-
gulaires.

Considérons une intégrale t ronquée développée sous la forme
Y == ï + XY, 4- . . . , et voyons si nous pouvons la déterminer de manière
qu'elle soit tronquée et tende vers ï lorsque X s'éloigne indé f in imen t
dans la direct ion de l'axe réel négatif au-dessous de cet axe : il faut?
pour cela, que Y ^ , . . . , Y / , . . . tendent vers zéro dans la direction indi-
quée.

Nous avons vu que Y< == Y\ "h /^ e'^2^, J , étant de la forme (5a )e t
Ai une constante. Il résulte de l'expression (52) de Y, que, lorsque X
s'éloigne indéfiniment comme il a été spécifié ci-dessus, la somme
Y, + ai^e"^^ tend vers zéro : ainsi, pour que Y^ tende vers zéro, il
faut et il suffit que Von prenne h^ = + ai-K. Si, par contre, X s'éloi-
gnai t dans la direction réelle négative au-dessus de l'axe réel, il fau-
drait prendre Y < == Y, — ai^e"^^.

Ainsi , il y a une manière et une seule de déterminer Y^ de façon que
cette fonct ion tende vers zéro dans les deux directions réelles au-des-
sous de l'axe réel. A partir de Y,, nous pourrons ensuite déterminer
une inf ini té de Y^ tronquées dans la direction positive, et une in f in i t é
de Y^ tronquées dans la direct ion négative. Soit Y^ l'une des premières;
les secondes seront données par la formule

Ya^. = Y,^ -4- ̂ -/i7x + //.â^,

k ayant une valeur déterminée et /^ étant quelconque; on voit queY^
tendra vers zéro dans les deux directions si Von a h^ == o et dans ce cas
seulement; nous prendrons donc h^ == o. Nous pourrons alors, à partir
de Y^, déterminer d'une et d'une seule manière une Y3 qui tende
vers zéro dans les deux directions considérées, et ainsi de suite.

Je dis que les fonctions Yi , Ya, . . . , déterminées comme il vient
d'être dit, tendent vers zéro sur tout rayon issu de l'origine et situé au-
dessous de V axe réel. Plus précisément, suivons ces fonctions sur un
rayon qui , coïncidant d'abord avec l'axe imaginaire négatif OC, tourne
autour de OC dans un sens ou dans l'autre {/îg. 7); sur ce rayon,
tant que V angle dont il a tourné est inférieur à TC, — les fonctions X ^ y
Y a , . . . tendront vers zéro.
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Considérons, en effet, un cercle de centre 0 et de grand rayonB qui
coupe les demi-axes de coordonnées aux poin ts A, B, G, D {fig- 8). Sur

Fig. 8.
0" D 0'

le contour de ce cercle, posons \ / i 2 X = = I W ° . Nous aurons, d'après
l'expression de Y| donnée plus haut,

Yi=- ^ /Ks inO / ^ f t c o K O / ^-Rco-sO-nUinO ^Q ^_ ^—KcosO j ^Heos fJ•+-/ I îs i^O ̂ j ^ t îos0 ^ f iHc i

2 \/î^

. ( •OHÙ j ^

Je dis que Y, reste f i n i sur les arcs, inférieurs à TT, CAD', OBIY, et
reste d 'autant plus v o i s i n de o q u e R est p lus^ ' rand .

En effet, suivons d'abord Y., entre C et A jusqu 'à un point quel-
conque M'i d'argument ( négatif) 0^ Nous avons, sur l'arc CM<

| /,-- R COH 0 — /K sin 0 ( ̂\ ^ "̂ . H sin 0,
R si ï i^^1 1^^0)

et, par conséquent,

f .̂ H cog 0 -- i (l KÎ« 0 fl(} ^- _ ZZ^ ̂  p
(y (-<,'./ '•*•.«, « ^ . /. *'•'

1 1 Mm^

et parei l lement
/ /,Iï (ÎDS 0 ̂  /' Ït sin 0 ///9 '̂ ^_ZLL_^ /.»H eus ̂ ii t! < (' y "'•«^ » i . /•i <-' *

J ,̂ H^n^

Nous obtiendrons des inégalités semblables pour un arc quelconque
CM^ pris sur CB, pour un arc quelconque D'M^ pris sur D'A et pour
un arc quelconque D^ pris sur D^-B. On en conclut qu'on peut
écrire

ta e1 î{ 8i" ° ( ce^coft r) + c i e- -n "^ ° 4- y ( Q ) ],
2\/r2

c e t c ^ étant des constantes, et y ( 0 ) [ restant l imité et de l'ordre de
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grandeur de R"^ lorsque 9, à partir de— ^ > varie d 'un angle compris
entre — TC et TT. Or, nous savons que la fonction Y,, actuellement
considérée, tend vers zéro dans les directions OA et OB ; donc on a
c == Ci == o.

Ainsi la fonction Y, considérée tendra vers z-éro sur tout rayon issu
de l'origine et faisant avec OC un angle inférieur à TÎ. Il en est de même
de sa dérivée que l'on pourra étudier de la même manière {voir ci-
dessous).

La démonstration ainsi faite pourY, s'applique aux fonctions Y^ ...,
Y,,. . . , d'indices quelconques.

Supposons, en effet, établi que la fonction Yy-^ et sa dérivée ten-
dent vers zéro sur tous les rayons considérés ci-dessus. Posant

-Y^a^^^X),

nous pourrons écrire comme il su i t ( 1 ) l 'intégrale générale de l 'équa-
tion (54)

Y,= —L^fe^ f^^^X-e"^ f\V^^^);3 2\AA J x J x /

nous aurons dès lors, sur les arcs CAD', CED",

Y.^ ^l^UsinO^.RcosO f^~.Rcos9-ntsinO^.^_^-ÏU-osO f^Rcose -h/Il sinO ̂  ̂ Q\ ^
J a4 \ J • J /

œy étant arbitrairement petit avec R^. Dérivant par rapport à X, il
vient

T.= ^ (e^ f^-/HX^X +6>-^Tix r e^^dx)
J 2 \ J X J A /

OU

Y'. = - ^L. e'ï{ 8in ° (e^cos 0 Ce- R w ° -- ''R sin ° Wj dQ — e- R cos ° ( e^cos ° + 1 R sin 0 M / ̂ 0).
j 2 \ / i2 \ J J /

Nous en concluons, en raisonnant comme plus haut, que Y; tend
vers zéro dans les deux directions OA et OB (comme il arrive pour Jj

( i ) On passe immédiatement de cette formule à la formule (54^') donnée plus
haut.
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définie p lus haut), cette fonct ion et sa dérivée sont de l'ordre de gran-
deur de R~1 sur les arcs CAD' et CED".

L'intégrale Y= i -4- XY< + PY^ 4- . . . , où Y i , Y^ ... sont les fonc-
tions ci-dessus déterminées, est donc une intégrale qui ne présente
aucun inf in i et tend vers i lorsque X. s'éloigne indéf in iment dans l ' u n e
des trois directions OA^ OB, OC : c'est pourquoi j 'appelle cette inté-
grale intégrale tritronquée.

Intégrales tritronquées de l'éclucitionÇW). — Considérons, en particu-
lier, les intégrales de l 'équation (B') équation (49) où X = i, a == -?

L ( ^J
et voyons comment se présentent les intégrales tri tronquées de cette
équation ou de l 'équation équivalente (B).

Faisant X = ^x\ appelons Çfig. 9) OA( l'axe réel positif du plan x,

^K' D.

A,

^-
A4 Ar,

OAa, OAiî, OA^ les demi-droites qui font avec OA les angles ^

—, ... , — . A Pintégrale Y (X) tronquée, au-dessous de l'axe réel, dans
les directions réelles positive et négative, correspond une intégrale
y(^) (fonction méromorphe) qui est tronquée dans les directions OA^
et OA/,, Cette intégrale est tronquée sur tous les rayons issus de l'ori-

gine et intérieurs aux angles A^OA,, AgOA^ ; sur ces rayons, Y tend
vers i ; donc le rapport ( 4 ) •:— tend vers ï ; l'intégrale ne présente des

v 00

( 1 ) En prenant pour \/x la détermination qui est positive pour.y rôeJ positif. La seconde
détermination de /r interviendrait si l'on considérait réqimiion y'== 6.r— 6y2 qui admet
la rnôme transformée (B') que l'équation (B).
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pôles et ne devient indéterminée pour x- croissant indéfiniment que sur les

rayons situés dans F angle À^ OAg.
Nous désignerons parj^^ (^1) Vintégrale Lritronquée ainsi obtenue

(intégrale tronquée dans les directions OA^, OAy, OA,). Nous défini-
rons de la même manière quatre autres intégrales tritronquées, et
quatre seulement, les intégrales ^5,4,37 74,3,2. j3,2,o.r^, s. Ces intégrales

/ ^ \
se déduisent les unes des autres par reflet des substitutions [x.e^ x ] ,
/ ^ \ .
\y,e^ y ] qui n'altèrent pas l 'équation (B) : on a, par exemple,

G / T C / 2 / T C \

y2,i.5(^')=e •1) JÎ^.'AÉ''"^^/-

Les cinq intégrales tritronquées de l 'équation (B) jouent dans la
théorie de cette équation un rôle semblable à celui des trois intégrales
tronquées qui in terviennent dans la théorie de l'équation de Bessel
étudiée dans notre première Partie.

15. Intégrale tronquée infinie en un point donné.

Revenons à l 'équation

(49) Yff=6Y;!~64'?t("~Ï4"a^)

du paragraphe 13. Nous avons montré que cette équation admet une
infinité d'intégrales tronquées dans la direction réelle positive. Nous
allons maintenant déterminer et étudier plus en détail une intégrale
tronquée particulière que nous assujettissons à admettre comme infini
un point donné arbitraire Xo.

Développons comme plos haut (§ 13) l'intégrale de (49) sous la
forme
(58) Y==Yo4--ÀYi-h ?¥,+...;

mais faisons cette fois
— ^ yS

(5Q) Yo==Yo=i————————=— ou Yo=i -+-———>
shi^V3^-"-^) sm^
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en posant, pour abréger l'écriture,

^=X-Xo, y=^=\/3.

Le coefficient Y^ de X17 sera défini par l 'équation l inéaire

(60) . Y;- laYoY,-- Y^ + a^ -9,/(X),

équation qui s'intègre comme il suit :
L'équation sans second membre admet une intégrale particulière II,

qui présente unpôle triple en t == X—X^ == o; c'est la fonct ion

H^^Io^cot^+coi3^- cos^;ay 3 ' ' sïï^y^

elle admet aussi une. intégrale part icul ière IL, qu i est holomorphe
e n ^ = = o , son développement de Ïaylor commençant par le terme ( 1 )
en ^ : c'est la fonc t ion

. /'JK t / ï 5 ( s i n ' / / — y / cosy^) 7 cos'-'yAH,.:,: i,i,j ̂  ̂  ^————^^^———— _ ^ .̂ ___j ̂  ^ ^^^ ^

Gela posé, la fonction Yy, intégrale de (60), est donnée par la
formule

(ôi) Y^= n, Çn.^.dx - iii rii^^/x.

Proposons-nous de déterminer les fonctions'X ̂  ..., Yy, ... de manière
quelles soient toutes ho l amorphes en Xy (exception faite pour Y i ,
dont X^ sera pôle s imple) et tendent vers séro lorsque X s'éloigne
indéfiniment^ à pariir de X o , dcms la direction réelle positive.

Détermination de Y i . — Nous avons

^(X^-Y.X^+aYoX.-2;

( 1 ) En efïet, il rosulle (iu développoinent ('23) du paragraphe 7 que deux intégrales
dîirérentôs do (49), infinies toutes deux en Xo, ne dîfrôreat qu'à partir du tormô
en (x-Xo)4 .1 1 1 1 ,
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cette fonction a un pôle triple e n X ^ ; IL ayant un zéro quadruple,
..x

nous voyons que l 'intégrale ? Ha^rfXest holomorphe; en particulier,
^ , . , '

la fonction \ ILy^X, qui s'annule en Xç, y a un zéro double; d'où
, xo " x

résulte que la fonction H < f ILy^X admet Xy comme jxîfe simple.
^ X o

D'autre part, la fonction IL f ï ï ^ (pi <7X a un^o/e simple en Xo quelle que
soit la constante d'intégration. Je conclus de là qu'il existe une infi-
nité de fonctions Y, qui ont un pôle simple en X === Xo : ce sont les
fonctions (\)

..x ^
(61 bis) Yi=:ïl2^ ïî,0jd^-iî, HsCpi^Xn

J ^Xo

qui dépendent d'une constante arbitraire. Parmi ces fonctions, je dis
qu^/y en ci une et une seule, Yi, qui Lend vers zéro dans la direction
réelle positive.

La démonstration se fera comme au paragraphe 13 dès qu'on aura
isolé les parties principales de H ( , IL, y, pour les valeurs de X dont
la partie réelle augmente indéfiniment par valeurs positives.

On a, en effet,

Yo==j-- 1 2 e-^^^-^.. ,, Yo ̂ ï^ili^^^-^--^. .

et, par suite,

Ht = — 4 ̂ -v^x-^) -+-..., H 2 = ——— e^- ̂ -^ -t-...,
ï6i\/3

,,=_^4 .̂-̂ .,(̂ -̂ .., .
les termes non écrits étant de l'ordre de petitesse de ^s/17^--^"^ ou
d'ordre inférieur. On démontre alors, comme au paragraphe 13,
qu'on peut déterminer les constantes d'intégration dans les exprès"

(1) Toutes les autres fondions Yi ont, comme Hi, un pôle triple en Xo.
Ann. Ec. Norni., (3), XXX. — AOUT 1 9 1 3 . 4^
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sions

l, Ç Hi9^/X, Hi r H,9^X,
..x ^

IL / I-L^i dX, IL

de manière que ces expressions tendent vers zéro lorsque la partie
réelle de X. augmente indéf in iment par valeurs positives. La deuxième
expression se trouve dès lors tendre vers zéro quelle que soit la cons-
tante d ' intégrat ion (puisque iï tend vers zéro). La première expression
ne tend vers zéro que pour une valeur unique de la constante; pour
toute autre valeur, elle augmente indéfiniment comme IL.

Ainsi nous obtenons une fonct ion (61 bis), et une seule, qui satis-
fait aux condit ions voulues. Nous la désignerons par Y,. Sa dérivée

Y^îl^r H, 91 dX - H , f II,y, dX

tend évidemment vers zéro en même temps qu'elle.

Détermination de Y^, ..,/¥/. — La fonct ion Y\ étant a ins i déter-
minée, nous voyons que y^ (X) a un pôle double en X o ; n o u s en

/^ , -^
concluons que la fonction \ H^y^X, y11'1 s 'annule en X^ y a un

^ X o

r^ . —
zéro triple; la fonction II , ^ ILy^X est donc holomorphe e n X o , e t

^ xo
il en est de môme de IL \ 11, y^r/X, quel le que soit la l imite inférieure
de l'intégrale. Ainsi il existe une in f in i té de fonctions Ygholomorphes
en XQ : en raisonnant comme tout à l'heure, on constate que, parmi
ces fonctions, une, et une seule, soit la fonct ion Ya, tend vers zéro
dans la direction réelle positive.

Connaissant Y^ on dé terminera Y;p puis Y/,, . . .y Y^. On obtiendra,
pour tout indice /, une, et une seule fonction Y^, holomorphe en X^
(à partir de l ' indice 6, Yy aura, comme lia, un zéro quadruple en Xj,
et tendant vers zéro dans la direction réelle positive.

La forme (61) de ces fonctions montre d'ailleurs quelles sont holo-
morphes pour toute valeur de X distincte de V origine X === o : elles
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n'ont qu'un point singulier, Vorigine, qui est pour elles point critique
transcendant isolé.

Dans le cas où le point Xo a sa partie réelle positive, nous pouvons
faire en outre une remarque importante relativement à l'ordre de
grandeur de Yy| et j Y^.|. Menons, à partir de X^ une droite A quel-
conque, sur laquelle la partie réelle de X va en croissant; je dis que
les modules | Yyj , | Yy| admettent sur la droite A une l imi te supérieure
qui tend vers zéro (si | X ^ [ > i ) lorsque l ' indice j augmente indéfi-
n iment .

Appelons, en effet, /^ une limite supérieure de Yy_i | et Y^, | sur
la droite A. Sur cette droite, le module |oy | restera inférieur à

(l^\a\)l,^\X-~l\.

On en conclut qu'on a, entre deux poinis quelconques X, X de la
droite A,

^
\ Hiy^X

^x
^
\ H^XJ\.

, - ( '+M)/ / - i
I x j

^ ( i + | a ) ) / , ,
< |X |

^
/ îïtdX

•^x
/"x
/ H, c/X

^ï

Remplaçant alors II , , Ha par leurs valeurs principales (p. 353), et
raisonnant comme à la page343""344,on déduit de la formule (61) que
le module | Y^[ admet, sur la droite A, une l imite supérieure inoindre
que klj^^ \ X^1"1^), k étant un facteur indépendant dey et de | X^ |, et a
étant positif arbitrairement petit. La conclusion est la même pour le
module de la dérivée Y-, qui est donnée par l'égalité

(62) Yy = H à f HÎ 9y dX — W, f Hg yy ^X.

En particulier, lorsque la partie réelle de X^ est positive et très
grande, les modules | Yyj, j Y. sont, sur la droite A, de l'ordre de peti-
tesse de JX' /I .

Intégrale tronquées de Inéquation (49) pour les petites valeurs de\. —
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Ces résultats acquis, prenons d'abord pour Xo un point de partie
réelle positive, et considérons le développement

(63) Y:=Y=Yo+;^+PYsi+....

Il résulte de ce qui précède : i° que le développement (63) con-
verge, pour \ voisin de zéro (soit pour \\\ <^ A , ) au voisinage de Xo
et sur toute droite A issue de l 'or igine sur laquelle la partie réelle de X
est croissante; 2° que le développement (63), lorsqu'on l 'ordonne par
rapport à X — X^y prend la forme (23) (p. 307) et représente une
intégrale i n f i n i e en X,o; 3° que cette intégrale tend vers la l imi t e r sur
toutes les droites A spécifiées ci-dessus.

Ainsi se trouve mise en évidence une intégrale (unique) Je l'équa-
tion (.49)? infinie en X<,, et tronquée dans la direction réelle positive.

L'existence de cette intégrale aurait pu être dôcelée indirectement ,
et beaucoup plus rapidement, de la manière suivante ( ' ) :

Considérons l'ensemble des intégrales de (4<)) qui sont inf inies au
point X(,. Ces intégrales sont représentées par un développement (23)
et chacune d'elles, par conséquent, se trouve déterminée par une
valeur du paramètre C (il condi t ion qu'on fixe une fois pour toutes la
dé te rmina t ion de logX que l'on considérera en un po in t X pris arbi-
trairement près de X^ (c/*. § 7, p. 3o7-3o3). A. par t i r de X,,, n o u s
pouvons (2) (comme il a été dit au paragraphe 7) déf in i r les périodes
01)4., co_, c^, coL qui représentent les différences X^o ~X<p X ^ i - Xy, ....
Ces périodes sont holomorphes pour toute valeur de C qu i ne les rend
pas infinies.

Donnons en particulier à C une valeur voisine de — 2. Pour les
petites valeurs de X, les périodes o)±;(C)y o-4(C) sont très voisines des
périodes CT', c^, des fonctions el l ipt iques p définies par Y^ 6 Y2 — 6 :
il y en aura une , soit (^(C), qu i sera approximativement parallèle à
l'axe réel positif, et très grande. D'ailleurs, lorsque C décrit un petit

(r) Nous reprendrons cette démonstration dans notre sixième Partie.
( 2 ) Los calculs du paragraphe 7 exigent que [ 'Ko soit supérieur à un certain

nombre e~1; mais ce nombre est arbi trairement p^ti t si le paramètre 1 qui figure dans
l'équation (49) est lui-même arbitrairement pe t i t»
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cercle au tour du point C = — 2 , la détermination initiale de c^(C)
(vois ine de n?') se permute avec une nouvel le détermination, voisine
de ^s±vî\ J'en conclus qu'il y a, au voisinage de C = = 2 , au moins
une ( { ) valeur Ci de G qui est un point critique pour la fonction CJL»+(C) :
pour cette valeur, ù3.(_(C) devient infini.

Nous avons supposé (p. 356) la partie réelle de Xo positive.
\^ infini X^ appartient dès lors à une ligne d'infinis (voir § 10)

XQ, Xoi== Xo -4- u+-> ...,

qui est parallèle à l'axe imaginaire pour X == o, et qui sera, par suite,
pour les petites valeurs de X, tout entière à droite de l'axe imaginaire
et asymptotiquement parallèle à cet axe (c/. § 11-12). A droite de
cette l igne d ' infinis se trouvent d'autres lignes d'infinis

..., Xi,-i, Xio :=: Xo-4- c«)^.j Xn= Xio + < ,̂. ...,

... 5 Xo^—i , X.20î ^-21» " • • i

11 est facile de voir que lorsque G prend la valeur C (pour laquelle û)^.
devient inf inie) tous les sommets de ces diverses lignes d'infinis sont
rejetés ensemble à l ' inf in i . En effet, si le point X,y , par exemple, se
trouvait à distance finie, il en serait de même, d'après les calculs du
paragraphe 7, des points X^^X,^, , . . et, par conséquent, du
point X i o ; si, d'autre part, les points X^ étaient à distance finie, il
devrait en être de même des points X^-.

Ainsi, l'intégrale de (49) ( inf inie au point Xy) pour laquelle C== C,
est une intégrale tronquée dans la direction réelle positive. Cette inté-
grale est holomorphe à droite de la ligne d'infinis^ qui passe parXç,
et elle prend des valeurs voisines de i lorsque X s'éloigne indéfini-
ment dans la direction réelle positive. J'en conclus que cette intégrale
tronquée est fonction holomorphe de X à droite de la ligne d'infinis
qui passe par Xo, et qu'elle coïncide, par conséquent, avec l'inté-
grale Y [représentée par le développement (63)].

( 1 ) II résulte des pages précédentes que celte valeur est unique.



358 p. BOUTROUX.

La l igne d ' in f in i s qui passe par Xp sera appelée ligne d'infinis
extrême. Cette l igne d ' inf in is est asymptotiquement parallèle à l'axe
imaginaire.

Le développement (63) montre d 'a i l leurs que, lorsque X s'éloigne
indéf in iment à droite de la ligne d ' inf in is extrême, Vintégrale Y tend
tend vers la LIMITE i EXACTEMENT. Il ne faut pas en conclure, bien entendu,
que le point Y == Y tende vers le po in t i suivant un rayon du plan Y.
La dérivée Y'(X) aura, en effet, en général, une infinité de zéros sur
l'ensemble des chemins X considérés. Le point Y == Y tendra donc
vers i , en s'enroulant au tour d'une in f in i t é de points critiques algé-
briques de la fonct ion X(Y), et Y = r est, pour cette fonct ion, un
po in t t ranscendîint indirectement critique. Les choses se passent
comme pour les fonct ions de Bessel, étudiées au paragraphe 3
(p. 286-287).

Le paramètre G, qui dé f in i t l ' intégrale tronquée polaire en Xy, est
fonction holornorphe de X^.

Cas où le point X^ a une partie réelle négatiçe. — Nous avons établi
l 'existence de l'intégrale tronquée Y et, par conséquent, la conver-
gence du développement (63) dans l'hypothèse où la partie réelle
R(Xj est positive. Voyons m a i n t e n a n t ce que devient l 'intégrale Y
lorsque nous déplaçons X^ avec con t inu i té et l u i donnons une partie
réelle négative.

Les coefficients Y / d u développement de Y en puissances de À, sont
fonctions holomorphes deXp. ï l en résulte que le développement (63)
(supposé convergent en un point) est convergent sur tout chemin
(issu dudit point) sur lequel l'intégrale qu'il représente est holo-
morphe. Ains i , lorsque Xy varie, les inf inis ... X^, Xo, , ... de la
ligne d'infinis extrêmes se déplacent avec con t inu i té et restent isolés :
ces points ne cessent pas d'élre les sommets d'une ligne d'infinis
extrême si droite de laquelle l'intégrale Y est tronquée et son dévelop-
pement (63) convergent

Faisons alors tendre X^ vers un point quelconque distinct de l'ori-
gine. Trois cas peuvent se présenter :
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Ou bien les points X^, X,,^, ... et X^, X^^, ... d'indices
arbitrairement grands restent à distance finie (non bornée). La l igne
d ' inf inis extrême peut alors être définie par déformation cont inue
pour toute nouvelle posilion de Xç. Cette ligne, qui laisse toujours
l'origine à sa gauche ( !) joint deux à deux les points ... X^..^ Xo,
Xoi , ... dans l'ordre de leurs indices et est asymptotiquement paral-
lèle aux deux demi-axes imaginaires. A droite de cette ligne d' infinis,
et sur cette ligne elle-même, exception faite pour les sommets, le
développement (63) est convergent. Le paramètre C, de l'intégrale Y
enXo conserve une valeur finie : car, s'il en é ta i t autrement, Y vien-
drait se confondre avec l ' intégrale part iculière Y == co et ne serait plus
tronquée; d'ailleurs, il résulte du développement (63) que G est une
fonction holomorphe de Xo.

Ces conclusions subsisteront lorsque les points X^, Xo^-n, ..*
seront rejelés à l ' inf in i dans la direction réelle négative. Il est clair que,
lorsqy-e cette circonstance se présente pour le point X^ situé au-
dessous de l'axe réel, tous les points su ivants X^^.,, X^»^, sont
simultanément rejelés à l ' i n f i n i dans la même direction; il ne saurait
en être de même, par contre, des points Xo,^,Xo^^i), ... situés
au-dessus de l'axe réel; car, si ces points étaient eux aussi rejetés à
l ' infini dans la direction réelle négative, l 'intégrale Y cesserait d'avoir
des infinis, ce qui n'est manifestement pas possible. La demi-ligne
d'infinis supérieure subsiste donc, et Y se retrouve être Vune des inté-
grales tritronquées que nous avons définies au paragraphe 14.

Mais il y a l ieu, lorsqu'on fait tendre Yo vers un point quelconque,
d'envisager une troisième hypothèse : hypothèse suivant laquelle les
points X^, Xo^+(, ... d'indices élevés seraient rejetés à l ' infini dans la
direction réelle positive. Il en serait alors de même des points X^^,
XO,-(^D» - • • d'indices négatifs élevés : en effet, lorsque les points Xon,
XO,/,-M» ... s'approchent de V in f in i positif, ils peuvent être considérés

( 1 ) Pour paâser de la demi-ligne d'infinis supérieure a la demî-ligno inférieure qui lui
fait suite, il faut toujours passer à droite de l'origine.
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comme appar tenant à une ligne d^infirus extrême tout entière si tuée à
droite de l'axe imaginaire , et cette l igne, d'après ce que nous avons
vu plus haut, peut être indéfiniment prolongée dans les deux sens.
Suivant l'hypothèse actuelle, cette ligne d'infinis se trouverait rejetée
à l ' inf ini sans entraîner à sa suite le point KQ\ l'intégrale Y (infinie
en Xo), ayant des i n f i n i s arbi t ra i rement éloignés dans la direction de
l'axe réel posit if , cesserait dés lors d ' ê t r e tronquée.

Intégrales tronquées de ^équation (B'). — Les conclusions énoncées
ci-dessus dans l'hypothèse où X est voisin de zéro s'étendent immédia-
tement à l 'équation (B') où X == i (cf. fin du paragraphe 13). En efïet,
lorsque À varie d'une manière con t inue , le développement (T)3) est
convergent sur tout chemin sur lequel l ' intégrale Y qu'il représente
est holomorphe. On en conclut , en ra isonnant comme ci-dessus que,
quel que soit Xg, l ' intégrale tronquée Y est toujours u n i q u e et ne
peut cesser d'exister que si les extrémités clé la ligne d'infinis extrême
sont rejetées à I1'infini dans la direction réelle positive.

Il nous reste à voir si, et dans quelles condi t ions , cette circonstance
peut se présenter.

16. Familles d'intégrales tronquées définies par l'équation (B) ,

Nous allons désormais nous attacher aux équations (B') et (B), et
chercher à compléter le p lus possible les résultats déjà obtenus.

Nous avons établi que l 'équat ion (B') ou l 'équation (B) possède une
inf ini té d'intégrales tronquées dans la direction réelle positive. Il
s'agit d 'étudier la famil le consti tuée par l 'ensemble'de ces intégrales.

Nous al lons considérer d'abord les intégrales réelles de l'équa-
tion (B^) [intégrales Y(X) réelles sur l'axe réel positif j : à ces inté-
grales correspondent des intégralesy(^) de (B) réelles sur tout l'axe
réel.

Intégrales réélis de (B') tronquées dans la direction réelle positive.
— Considérons une intégrale Y(X) inf in ie (ayant un pôle) en un
point réel posi t i f Xy. Cette intégrale, caractérisée par le paramètre C
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du développement (3o) relatif au point Xg, est réelle si C est réel.
Plaçons-nous dans cette hypothèse, et envisageons la courbe réelle
qui représente la variation de Y(X) à droite du point Xo.

Si G est positif et très grand, la courbe a un in/iniK^ très rapproché
de Xo : entre Xo et X ^ , elle présente un seul minimum dont la valeur
est positive et très grande.

Si C est négatif et très grand, la courbe a encore un infini X< très
rapproché d e X o , et elle présente, entre Xo e t X < , un seul minim.um
dont la valeur est négative et très grande.

Ces remarques nous amènent à dis t inguer deux catégories d'inté-
grales réelles polaires en Xy : les intégrales de la première catégorie
restent positives entre le pôle Xo et le pôle suivant X^ ; les intégrales
de la seconde catégorie présentent un minimum négatif entre Xo
et X^.

Cela posé, faisons décroître C d'une manière continue à partir
de +-x;. Nous obtenons une série de courbes asymptotes à la droite
X == Xo. Je dis que ces courbes s'emboîtent les unes dans les autres sans se
couper.

Considérons en effet la courbey (*r) [relative à l'équation (B) ] qui
correspond à la courbe Y(X). Soient y, (,z-), ya(^) deux courbes,
asymptotes à la droite x = x^ la seconde étant au-dessous de la pre-
mière au voisinage de l'asymptote : on aura, pour les valeurs x très
rapprochées de x^,

ya<yn y'î<y'f

Mais on a y'\ = &y\ — 6cc, y\ = ç>y\ — &x. Ainsi, lorsque x croît à
partir de x ^ y tant qu'on a o<^ya<^yi, on a aussi y^<^y\, donc
Ja^Vp y ' i ^ y ^ Ainsi l'inégalité y^<^y^ ne cesse pas d'être vérifiée
entre x\ et le pôle suivant, du moins si y^ reste positif, ce qui a lieu,
nous l'avons dit, pour les grandes valeurs de C : cette inégalité
entraîne Y^ <; Y^ .

Ainsi, pour chaque nouvelle valeur de C (plus petite que la précé-
dente), la courbe représentative de Y(X) enveloppe sa position pré-
cédente, et le pôle X, s'éloigne vers la droite. D'ailleurs, le minimum

Ann. Éc\ Norm., (3), XXX. — AOUT X9i3. 46
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de la courbe (entre X.o et X,) reste nécessairement unique et positif.
Plus précisémenty il reste au-dessus de la branche positive de la courbe

^-^À^-0-
En effet, si le point où Y7 == o franchissait cette courbe, il ne donne-
rait plus un minimum puisqu'on y aurait Y"^ o.

Comment donc les intégrales de la première catégorie rejoignent-
elles lorsque C décroît, les intégrales de la seconde catégorie qui ont
un minimum négatif? La jonction ne peut avoir l ieu que si, pour une
valeur intermédiaire de G, le pôle X ^ est rejeté à l ' infini. Ainsi, les
intégrales de la première catégorie, représentées, comme nous venons
de le voir, par des courbes extérieures les unes aux autres, et situées
toutes au-dessus de toutes les intégrales de seconde catégorie,
tendent toutes vers une intégrale-limite qui ne présente plus aucun
infini à droite de Xo. Cette intégrale est tronquée dans la direction
réelle positive. Il résulte des paragraphes précédents qu'elle tend vers
la limite ï , fait qu'on vérifierait d'ailleurs aisément, sans sortir du
domaine réel.

Ainsi se trouve établie l'existence d'une intégrale tronquée réelle (1 )
pour toute valeur réelle positive de X.o. Il résulte du paragraphe 15
que cette intégrale est unique. Le pôle Xo est, pour elle, un sommet
de la ligne d'infinis extrême définie au paragraphe 15. Nous appel-
lerons ce fô\epôle extrême de l'intégrale.

La valeur C de G qui correspond a l'intégrale tronquée est très
voisine de — û lorsque Xy est très grand (positif) : la valeur corres-
pondante de 1) (wïr§ 9) est voisine de — 4C ou 8.

Remarque. — Nous avons trouvé pour l'intégrale tronquée une
valeur m i n i m u m inférieure à ï (la valeur du minimum est Y == ï — a,

( 1 ) I/allure de la courbe-limite qui représente l'intégrale tronquée est facile à déter-
miner. Décroissant à partir de l'infini, elle présente une valeur minimum comprise entre

/ Y
la courbe Y / ' '—6-+• ~^^ = o et Y == o; elle est ensuite croissante et asymptote à la
droite X === ï. ! ' . !
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a étant de l'ordre de grandeur de | X^"2)). Il en résulte qu'au minimum
le paramètre D (ou Y^—^Y^laY) est inférieur à 8 (on a
D === 8—3a+. . . ) . J'en conclus que, pour les grandes valeurs
deXo, G, comparable à — 4D» ^st supérieure 2. La fonction continue
C(Xo) décroît vers — 2 lorsque Xo croît.

Intégrale tronquée présentant en Xo un pôle pénultième. — Parmi les
intégrales réelles infinies en un point réel positif Xo, je dis qu'il en
existe une, et une seule, qui ne présente à droite de Xo qu'un pôle réel
unique X^ : cette intégrale est l'intégrale tronquée, infinie en X < , dont
l'existence a été établie ci-dessus.

Pour le démontrer, considérons de nouveau une intégrale réelle
variable Y(X), polaire en Xo, et appelons Xi le pôle de cette intégrale
qui suit immédiatement Xy, et C^ le paramètre correspondant. Lorsque
C est négatif et très grand, il en est de même de Ci ; l'intégrale Y(X)
est de seconde catégorie (voir ci-dessus) entre X^ et X,, et a droite
de X < . D'ailleurs, on a, d'après les résultats du paragraphe 11
(p .332)C,>C.

Faisons croître C d'une manière continue jusqu'à la valeur G qui
correspond à l'intégrale tronquée. On ne cessera pas (p. 33i-332)
d'avoir C^ > G. Or appelons C< la valeur de C, qui correspond à l'inté-
grale tronquée dont X^ est le dernier pôle réel. On a (s iXp est suffi-
samment grand) G, < C (vide supra). 11 en résulte que, pour une
valeur C de G, comprise entre — oc et C, on aura G( = Ci.

Pour cette valeur C\ l'intégrale Y(X) est une intégrale tronquée
dont Xo est l'avant-dernier pôle réel : ce pôle appartient à une ligne
de pôles pénultième asymptotiquement parallèle à la ligne de pôles
extrême.

Ce résultat, établi pour les grandes valeurs de Xo, subsiste a fortiori
lorsque Xo décroît vers zéro.

Le paramètre C' de l'intégrale tronquée en son pôle pénultième est,
de même que C, fonction continue de Xo; lorsque Xo augmente indé-
finiment, C'tend vers • — 2 .



36/g. P. B O U T R O U X .

En raisonnant: de même, nous obt iendrons (quelque grand que
soit Xo) une intégrale tronquée présentant en X.o un pôle antépénul-
tième, et ainsi de suite.

De ces résultats, nous pouvons évidemment tirer la conséquence
suivante : Lorsque le pôle extrême de V intégrale tronquée rA7feY(X)
tend vers l'infini positif, il en est de même du pôle pénultième^ du pôle
antépénultième e/y plus généralement^ du pôle de ran^ n à partir du
dernier pôle à droite.

Intégrales tronquées réelles de l'équation (B).— A l'intégrale tron-
quée réelle Y(X) qui présente un pôle extrême en un point réel
positif Xo correspond une intégrale tronquée y (x) de (B), dont x^

. j / K _ \ r
égal à ( T X,o ) est le pôle réel extrême. Voyons ce que devient cette

intégrale lorsque x^ se déplace sur l'axe réel.
• I l résulte de ce qui précède que, .pour toute valeur positive de o/'o,

l 'intégrale tronquée y ( ^ ) existe. Je dis, par contre, que pour les
grandes valeurs négatives de .ry, il ne peut pas exister d'intégrale ^xm-
quéey(^x).

Posons, en effety dans la transformée (B') de (B),

X==</n\ "Y=—nL

L'axe réel négatif du plan x a pour transformé dans le plan T le
demi-axe réel positif. L'équation (B') devient d'ailleurs
/ /— tl ^H ^ , W '4 H
(64) ^=6IP+6-^4^^

Donc toutes les intégrales H(T) qui sont infinies au point réel To
(correspondant à ^o) sont réelles sur tout l'axe réel positif.

Considérons alors l 'une quelconque de ces intégrales entre le pôle
Te et le pôle réel précédent ÏLi, La méthode de calcul asymptotique
du paragraphe 7 est applicable. Appelons en particulier D la valeur de
l'expression H1 2— 4 H8 — i^ H au minimum r(ouen un minimum T)
présenté par l'intégrale entre T^ et To, Formons la fonction elliptique,
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intégrale de l'équation H ' ̂ ^ H 3 +I2H+D/qu i présente un min imum
en T, et appelons T.,, T'y les deux pôles de cette fonction qui sont le
plus rapprochés à gauche et à droite de T. Quel que sou D, la distance
TO — T^i est inférieure à un nombre fixe; en particulier T.^ est sûre-
ment positif pour les grandes valeurs de T\ Or les calculs asympto-
tiques du paragraphe 7 montrent que les différences 1\ — T^, T_i — T_,
sont de l'ordre de grandeur de T"""1 (par conséquent de T^1). J'en
conclus que toutes les intégrales (1) réelles H(T), infinies en T() pré-
sentent, a gauche de To, un second pôle positif T_i. A ce pôle corres-
pond, pour F intégrale y (.r), un pôle x^ réel négatif situé à droite de
x^. Donc l'intégrale y(?) ne peut admettre x^comme pôle extrême (du
moins lorsque la valeur absolue de x^ est suffisamment grande).

Ce point éclairci, faisons franchir l'origine au pôle extrême x^ de
l'intégrale tronquée y (x) (ci-dessus définie pour a?o^> o), et déplaçons
ce pôle vers la gauche. Il doit exister une position a de x^ à partir de
laquelle l'intégrale tronquée cesse d'exister. Mais nous avons vu, au
paragraphe 15, que l'intégrale tronquée ne peut s'évanouir que dans
un cas : lorsque les extrémités de la ligne d'infinis extrême passant
par XQ sont toutes deux rejetées à l 'infini dans la direction réelle posi-
tive. Donc cette circonstance se présentera nécessairement lorsque x^
s'approchera de a.

(1) II est facile de voir comment sont disposées les courbes (asymptotes à la droite
T ==To) qui représentent les intégrales réelles H(T) infimes en To. Les intégrales sont
toutes données, au voisinage de To, par un développement de même forme que (3o),
savoir

H = = ——__^+. . .+ K^-To)4^...,
(T-Ïo)o/

où K est un paramètre réel arbitraire. Pour les grandes valeurs positives de K, la courbe
intégrale a, à gauche de To, un pôle Ï-i très rapproché de To; entre T-i et Ïo, elle pré-
sente un seul minimum dont la valeur est positive et très grande (comparez p. 36i).
Lorsque K décroît jusqu'à—"oo, la valeur du minimum s'abaisse d'une manière continue,
passe par un minimum, puis redevient positive et croît indéfiniment. 11 n'y a donc plus
ici qu'une seule catégorie d'intégrales.
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Pour^o à gauche et voisin de a, toute intégrale réelle y(oc) infinie
en XQ admet un pôle réel positif x^ lequel peut être d'ailleurs arbi-
trairement grand, si x^ est suffisamment rapproché de a. Que devient,
dans ces conditions, j 'entends : lorsque,^ passe à gauche de a, en
contournant au besoin ce point, l ' intégrale tronquée que nous avons
appelée j(.r)?

Cette intégrale, rappelons-le, est définie par la valeur c de son para-
mètre au pôle ^o- Cette valeur c, liée à G par la relation (3i) du para-
graphe 8 (p. 3i3) est une fonction cont inue de;r^ réelle sur l'axe
réel ; d'ailleurs elle tend vers une valeur déterminée lorsque oc^ décrit
l'axe réel de 4- envers a : la valeur du paramètre c pour laquelle Fin"
tégraley^), infinie au point fixe a, aura son pôle x^ rejeté à l'infini,
est, en effet, déterminée. La question se pose alors de savoir si la
fonction c {x^ sera encore déterminée et con t inue pour les valeurs de
XQ situées à gauche de a, et si elle continuera à définir une intégrale
tronquée.

Supposons un instant qu'i l en soit ainsi. Si l'intégrale tronquée
y (oc) existe encore pour x^ <^ a, c'est donc que x^ est pôle pénultième
de cette intégrale ou, plus généralemant, n1^ pôle à partir de la
droite (1).

Mais, si x^ est très voisin de a, le pôle x^ dey(^) qui suit:^ (à
droite) est positif et arbitrairement grand : il en sera de même a for»
tiori du pôle x^^ si n^> a. Supposons alors que x^^ soit pôle extrême
pour y (a?). D'après une proposition établie plus haut, le pôle de rang
TZ, XQ^ devrait être arbitrairement grand (positif) en môme temps que
^-i : conclusion qui contredit nos hypothèses.

Ainsi, lorsque x^ passe à gauche de a (le paramètre avariant avec

(1) D'ailleurs Fmtégrale tronquée polaire en un point réel ^o est toujours, nécessaire-
ment, une intégrale réelle. En effet, supposons que 'c prenne une valeur imaginaire ci
pour XQ réel; l'intégrale polaire en .z'o avec un paramètre imaginaire conjugué de ci sera
imaginaire conjuguée de rintégrale tronquée définie par c == <;i ; donc elle sera elle-même
tronquée. Or nous avons vu qu'il ne peut exister qu'une intégrale polaire en *ro tronquée
dans la direction réelle positive.
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continuité), non seulement le pôle x^ cesse d'être pôle extrême, mais
il est nécessairement suivi d'une infinité de pôles réels. Un y a plus d'in-
tégrale tronquée y(x).

Le même raisonnement prouve que si x^ s'approche par un chemin
quelconque d'un point réel situé à gauche de a, l'intégrale tronquée
cesse nécessairement d'exister pour ce point réel.

En d'autres termes, la portion de F axe réel négatif située à gauche
de a est une coupure effective ou ligne singulière pour la fonction ~c {x^).

La ligne de pôles extrême, rejetée à l ' infini lorsque x^ atteint a, reste
à l ' infini pour x^ réel et à gauche de a.

Pôles imaginaires de l'intégrale tronquée. — Nous venons d'envi-
sager ci-dessus le cas d'un pôle extrême x^ réel. Nous allons mainte-
nant porter notre attention sur les pôles imaginaires de l'intégrale
tronquée y(.T).

Donnons tout d'abord à XQ une valeur réelle positive très grande.
L'intégrale tronquée y (ce) présente une ligne d'infinis extrême

dont XQ est un sommet. Les autres sommets ..., x_^ x^ ..., x^ ....
respectivement situés au-dessus et au-dessous de Paxe réel, sont des
fonctions continues de ^?o. Figurons les courbes réelles ...,1^, r\,...,
r^, .., que décrivent ces points lorsque x^ décrit l'axe réel de +03
jusqu'en a (extrémité de la coupure).

D'après ce que nous savons déjà, les points «r-^, ^d'indices élevés»
décriront des courbes fermées rL^I\, allant (^) de +osà 4- œ (puisque
pour^ ==a, les extrémités de la ligne d^infinis sont rejetées à l'in-
fini). Remarquons en outre que les courbes décrites par les points
...,^_^^, . . .»^/2? •- ne sauraient se couper entre elles ni couper l'axe
réel; en effet, soient^-' un point quelconque de Fune de ces courbes
et x'^ la position correspondante de x^ ; en x' aboutissent deux arcs de

( 1 ) Je veux dire par là que les deux branches de la courbe s* éloignent indéfiniment
dans la direction réelle positive.
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courbe, et deux seulement, correspondant respectivement à x^ ^> x\
et^,<^.

A tout pôle i n t é r i e u r aux courbes fermées F», r\^, ... correspond
une ligne de pôles extrême déterminée, donc une intégrale tronquée
unique y ( x ) . Considérons alors, un instant, x^ comme fonction de x^
II y a nécessairement à l 'intérieur de Tn un po in t critique a^ de celte
fonction. Mais la fonction ^o (.̂ J est nécessairement holormorphe
partout où elle est finie. Donc oc^ est rejeté à l 'infini pour Xj, == a^. Or il

_ ' ^ -, /__ [, — 5\

résulte du paragraphe 15 que le pôle Xo correspondant à a;o (Xo = ̂ o i
ne peut être rejeté à l ' infini que dans les directions réelles :

Direction réelle positive, et alors les pôles X^ X^y ... d'indices
élevés, et, par conséquent, les pôles correspondants x,^ x^^ ...,
seront rejetés à l ' infini dans la même direction ;

Direction réelle négative en passant au-dessous de l 'origine, et alors
la demi-ligne d^inf în is X < , ..., X^, ... sera tout entière rejetée à l ' infini
dans la môme direction ;

Direction réelle négative en passant au-dessus de l'origine, et alors
la demi-ligne d ' in f in i s X,, ..., X^, ... est tout entière rejetée à l ' inf ini
dans la même direction.

Pour Xn fini et égal à a^ (au-dessous de l'axe réel) c^est nécessaire-
ment la dernière circonstance qui se présente. Le point XQ est donc
rejeté à l'infini, dans le plan .r, au-dessus de l'axe imaginaire, suivant
la direction qui fait avec l'axe réel positif l'angle ̂ - L'intégrale y (<z1)

û

coïncide donc pour x^ === a^ avec Vintégrcde tritronquée dans les direc-
tions OAi, OAg, OA,^ (voir la figure 6 du paragraphe 14). Cette inté-
grale est, nous l'avons vu, unique (§ 14). Il n'y a donc à l 'intérieur de
r^ qu'un seul point critique (transcendant), x^ == a^, de la fonction
^o(^)"

Cela dit, considérons la fonction .z*<(,z"/J. Lorsque x^ se meut d'une
manière quelconque à l'intérieur I\, le point x^ ne peut franchir l'axe
réel (car une intégrale tronquée qui a un pôle réel a nécessairement
un pôle sur le contour F^, mais aucun dans 1^). Donc il n'est pas pos-
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sible que, pour x^ = a^, le pointa soit, comme ;a7o, rejeté à l'infini
au-dessus de l'axe réel. En conséquence, cc^ reste à distance finie et
tend vers oc, lorsque x^ tend vers a^. La fonction x^ (^) est uniforme à
l ' intérieur de F^, et la courbe F, est nécessairement une courbe fermée
allant de 4- =o à -+- ûo (zw'rp. 367, note i) et enveloppant le po in t o^.

La même conclusion s'applique aux courbes Fa, T^, ..., toutes ces
courbes étant d'ailleurs, nous l'avons dit, extérieures les unes aux
autres.

Ces remarques vont nous permettre d'établir le fait suivant : Soit x'^
un pôle quelconque de l'intégrale tronquée yÇx) situé au-dessous de
Vaxe réel; lorsque x^ varie d'une manière quelconque sans franchir
l'axe réel, l'intégrale tronquée ne cesse pas d'exister.

En premier lieu, nous sommes déjà assurés que, pour toute valeur
de x^ située à l'intérieur de l 'une des courbes I\, ...,F^, ..., l'intégrale
tronquée existe : en effet, l'intégrale tronquée qui a un pôle x\ dans r\
a une série de pôles x\^ ..., x^y ... respectivement situés dans F^, .,.,
I\, ..., et, lorsque ces pôles sont rejetés vers l ' infini positif, ils
deviennent tons infinis en même temps.

Soit maintenant x\ extérieur aux courbes F. Imaginons une
courbe F, qui , coïncidant d'abord avec F^ , se déforme et s'agrandit
sans jamais avoir aucun point commun avec Fa, .•.,F^,... et l'axe réel.
Lorsque x^ décrit F^, les points.^, • - • » x^ -- décrivent des courbes
F^, ..., r,^ ... qui enveloppent respectivement les courbes Fa, *..,
F,̂  .... Ces courbes se correspondent point par point (les extrémités
correspondant aux extrémités); elles n'ont aucun point commun avec
Fa, ..., F^, ... et l'axe réel. Faisons en particulier passer le contour T\
par le point donné x^. Lorsque le pôle x^ va de -h oc en x\ sur le con-
tour F'p les pôles x^, ..., x^, ... tendent, sur leurs chemins respectifs
F^ .... F^ ..., vers des points situés à distance finie. Donc la ponion
inférieure^ x^, ... de la ligne d'infinis extrême n'est pas rejetée
vers r infîni positif; donc l'intégrale tronquée ne peut cesser d'exister
pour la position considérée de oc^.

Nous aboutirons bien entendu au même résultat en nous plaçant
Ann. Éc. fform., (3), XXX. — AOUT igi3. 4?
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au-dessus de l'axe réel, et nous serons ainsi conduits aux conclusions
suivantes :

Considérons l ' intégrale tronquée r(^), inf in ie en un pointa que
nous supposerons réel et posit if ; appelons c le paramètre de cette inté-
grale en .̂ ,. Lorsqu'à partir de sa position initiale, le point x^ se meut,
soit sur Caxe réel jusqu'en a, soit d'une manière quelconque au-dessus
ou au-dessous de faxe réel, l'intégrale tronquée ne cesse d'exister pour
aucune des positions traversées par xo : elle se déforme d'une manière
continue; le paramétrée est une fonction continue de,x^ \ fonction holo"
morphe donnée par le développement (63) pour toutes ces z^aleurs |. PAU
CONTRE L^ÏNTÉGRALE TRONQUEE N'EXISTE PLUS "LOKSQTÎE X^ PREND UNE VALEUR

RÉELLE NÉGATIVE I N F É R I E U R E A 0; LA POSITION DE I/AXE ÏŒEL SITUÉ A GAUCHE

DE a EST UNE LIGNE SINGULIÈRE POUR LA FONCTION c{Xo)-

Les cinq familles d'intégrales tronquées et les fonctions c&. — La
f a m i l l e des intégrales y (a?), tronquées dans la direction réelle posit ive,
est ainsi entièrement définie. Nous désignerons dorénavant par y,(^o)
le paramètre c correspondant à cette famille, il résulte de ce qui pré-
cède que la fonction ç^ donne la valeur du paramètre d'une intégrale
quelconque y(-^)y de la fami l le considérée en l^un quelconque des som-
mets ( pôles) de sa ligne de pôles extrême ( {) .

Considérons, d'autre part, les directions OA-a, GAg, OA,;, du plan x
(vide supra, fig. 6, p. 2()3) q u i font avec l'axe réel positif OA les angles
^ UE, . . . , -^T. Il existe, pour chacune de ces cinq directions, une

famille d^ntégrales tronquées qu^on déduira immédia tement de la
famille ci-dessus obtenue en remarquant que féquation (B) n'est pas

2 / V, f» / TC

altérée par le cliangement de variables x, xe & ; y, ye 8 . Les para-
mètres des intégrales de ces diverses familles en leurs pôles extrêmes
sont donnés respectivement par quatre fonctions ç^ (^o)? 9.3 (^o)? • - • ?
ÇsC^o)? dont chacune présente une coupure rectiligne et est uniforme
partout ailleurs.

(1 ) Cf. sixième Partie.



RECHERCHES SUR LES TRANSCENDANTES DE M. PAINLEVÉ. 371

A tout point XQ non situé sur les coupures correspondent cinq inté-
grales tronquées indéfinies en ce point.

Les pôles extrêmes des cinq intégrales ti{tronquées (^définies au para-
graphe 14) sont les points x^ où deux des cinq fonctions o,, ..., ©5 pren-
nent la même valeur.

Il serait intéressant de poursuivre l'étude de la fonction uniforme é p i ,
qui paraît présenter des particularités remarquables. Dans toute
direction dont l'argument est différent de — -n; (c'est-à-dire dans toute
direction autre que celle de la coupure) la fonction G correspondant à
c == ç,(^o) t^"d vers — 2; donc [voirp. 3i3 l'égalité (3i) l iant C à c],
le rapport a T ^ ^ ^ Ç x ) tend ( < ) vers — 2 ; sur les rayons situés de part
et d'autre de la coupure, le produit ç^ x ï admet donc des l imites
égales et de signes contraires.

L'inverse de la fonction y < semble jouir, elle aussi, de propriétés
intéressantes.

Malheureusement l 'étude de la fonction o < , dont nous n'avons
aucune définition analytique explicite, présente de grandes ditÏîcultés
dont l'analyse qui précède a pu donner une idée.

Le paramétre aux sommets de la ligne de pôles pénultième. — Nous
avons dôûni plus haut ce qu'il faut entendre par ligne de pôles pénul-
tième d'une intégrale tronquée Y(X) ouj(-T), et nous avons démontré
qu'à tout point réel positif X^ (ou .rj correspond une valeur du para-
mètre et une seule pour laquel le x^ est pôle pénul t ième d'une inté-
grale réelle. Désignons alors par^=ç^(^o) le paramètre de l'inté-
grale pour laquelle ^o est un sommet de la l igne de pôles pénultième.
Nous pourrons étudier la fonction y 11(^0) comme nous avons étudié
la fonction ç,.

La fonction ç^ a nécessairement la même coupure ou ligne singu-
lière quela fonction y,. 11 paraît très vraisemblable qu'elle est uniforme
partout ailleurs.

— i.
( 1 ) En prenani comme valeur de ^ / x ou .r12 la délemmalion positive pour x réel

positif. Voir la noie de la page 35o.
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17. Détermination analytique des périodes d'une intégrale quelconque.
Fonctions connexes.

Considérons une intégrale quelconque y ( x ) de (B) polaire en un
point XQ : l'intégrale est définie par la valeur Co du paramètre c q u i
figure dans son développement autour de x^.

Appelons x^ un autre pôle de y{x), p^ir exemple celui qui est le
plus rapproché de ^o» e^ désignons par <?, le paramètre de l'intégrale
en ce pôle.

L'étude analytique des périodes revient à l'étude des pôles et para-
mètres XQ, x^ CQ, c, considérés comme fonctions les unes des autres.
Nous devons nous contenter d'amorcer cette étude qui nous paraît
appelée à jouer un rôle important dans l'étude analytique des trans-
cendantes de M. Painlevé. Certaines considérations a priori^ que nous
développerons dans notre sixième Partie, nous ramèneront d'ailleurs
aces mêmes fonctions dont nous allons signaler ici quelques carac-
tères.

Remarquons d'abord que les fonctions x^x^y ^ u ) ? c\{x^ ^o)?
x^x^ c\\ Co(^ c,) sont nécessairementholomorphes partout où elles
sont finies (cf. infrciy sixième Partie). Ainsi, ces fonctions ne pré-
sentent des singularités que lorsque l'intégrale y (oc) coïncide wec l'une
des intégrales tronquées dont il a été question plus haut. Leur méca-
nisme et leurs propriétés seront donc faciles à déterminer dès que
l'étude des intégralestronquées aura été faite d 'une manière complète.

La fonction x ^ ( c ^ ) . — Cela dit, voyons d'abord comment nous pou-
vons définir analytiquement les périodes o>^, co^ û)^, oû^ (twr§ 7 et
suiv.) qui correspondent aux substitutions faisant passer «r(ou X)
d'un quadrilatère des périodes dans un quadrilatère contigu. Il faut
pour cela savoir déterminer <y, lorsque x^ et c^ sont connus.

Considérons, par exemple, les pôles Xo et X^ === Xo 4" o>+(Xo) du
plan X auxquels correspondent les pôles x^y x^ + o^(^) du plan x
[comme il n'y a pas de confusion possible, j 'emploie la même lettre a)
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pour désigner la période de Y(X) et celle de j('^)]. Laissant Xo et XQ
fixes, regardons X,, ou x^ comme fonction du paramètre Co, ou Cy.
Pour CQ == Co = co, les périodes sont nulles, et X^ = Xo, ̂  === a^. Faisons
maintenant décroître Co sur un chemin rectiligne quelconque. Il
résulte de l'analyse du paragraphe 7 et des propriétés des fonctions
elliptiques asymptotes aux Y(X) qucX, reste toujours fini à moins
que Co ne prenne une certaine valeur isolée qui est voisine de l'une des
valeurs ± 2, mettons, pour fixer les idées, de la valeur — 2; la valeur
correspondante de Cç est la valeur co = 9 (^) égale au paramètre de
l 'une des cinq intégrales tronquées; les fonctions a^(co), c,(co) pré-
sentent une singularité pour cette valeur isolée de c^.

Menons alors dans le plan c^une coupure rectiligne joignant à l'infini
le point CQ = ç^o)- Dans le plan ainsi armé d^une coupure^ les fonc-
tions x^ (co), c, (r^) et par conséquent la fonction œ +(co) •=- x^ — œ^ sont
partout uniformes et holomorphçs (sauf en e^).

De même, chacune des fonctions œ^(co), œ^(co), co^o) s01^ ^i-
forme et holomorphe dans le plan CQ armé d'une coupure rectiligne
unique (il s'agit ici, bien entendu, de coupures artificielles et non
plus de coupures effectives comme dans le cas des fonctions cp).

Si c^ franchit la coupure relative à co^ dans un sens ou dans l'autre,
œ^ se change en OD+.OL»^ ou CJD^OL^. Et ainsi de suite. Le mécanisme des
permutations subies par les périodes est bien connu.

Les fonct ions œ_^(co, x ^ ) rendues artificiellement uniformes comme
il vient d'être d i t / ne sont que des branches de fonctions. Mais il suffit
de connaître ces quatre branches de fonctions pour construire entièrement
le réseau des quadrilatères des périodes relatif aune intégrale y ' ( x ) quel-
conque et pour définir les substitutions correspondantes.

La fonction c^ (co). — Laissant toujours x^ fixe, considérons mainte-
nant ^ en fonction de c^. Cette fonction est évidemment uniforme et
holomorphe sur tout chemin décrit par c^ aussi longtemps que la
fonction ^(co) est elle-même holomorphe : donc elle est holomorphe
dans le plan c^ armé d'une coupure rectiligne unique passant par
c^='p,(^). La branche de fonction c,(^), à laquelle nous avons
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affaire dans le plan ainsi coupé, présente la particularité suivante:
considérons [en revenant à l'intégrale Y(X) transformée en y(^)j la
fonction (*) Ci(Co) : lorsque |Xj devient arbitrairement grand, la
« branche » Ci (Cy) est arbitrairement voisine de Co dans tout le plan Cy.

Pour CQ = C(P on a
Ci=—2, Ci=:CO,

la fonction c, (c^) présente une singularité t ranscendante.

La fonction c ̂ {x ^). — Laissant toujours^ fixe, considérons c^ en
fonction de x^ Pourco === c^ === y^o), ,2^ et c^ deviennent inf inis en
même temps. Si, d'autre part, Cy tourne i n d é f i n i m e n t au tour de Cy sur
une petite circonférence y, le pôle x^, par tant d'une valeur ini t iale x^ y ,
se permute avec une inf in i té de valeurs nouvelles x ^ , ;r^, ... et .r,, . .»,
^i.-^? • • " q111 sol}^ l08 sommets d'une l igne de pôles; c,, partant d 'une

'valeur initiale c^y se permute avec les valeurs c , i , c ^ ? • " " ^t < ? , , - < ,
€1^2, .., qui sont les paramètres d'une même intégrale aux sommets
..., *z",oî^io • - • de la ligne de pôles. D'ailleurs, sur le chemin décrit
para^ pourco tournant sur y, chemin qui est tout entier très éloigné
si le rayon de y est très petit, la fonc t ion Ci(^) est holomorphe.
Appelons ^(.^i) cette fonct ion. On voit qu'en tous les sommets ... o^o,
x^, ..: de la ligne de pôles considérée^ le paramètre de l'intégrale y(^)
sera donné par une même fonction ^Ç^,')où F on fera successivement
oc^ ==..., «^i o ? ^\ i » " • • •

D'ailleurs la définition même de la fonct ion ^ montre que, pour une
même ligne de pôles, il existe une infinité de fonctions ^ donnant les
valeurs des paramètres aux sommets ...,^(,5^1, .... Ces diverses
fonctions reprendront toutes les mêmes valeurs aux points ..., oc^y
^n, •—

La fonction <^ = ^(^\) présentera d'ailleurs un ensemble de points

( 1 ) Je rappelle [voir la relation (3i), p. 3 ï 3 ] que Co el Ci sont dos fonctions linéaires
en co ou <?i, aigé lyriques en 0*0 ou .̂ i. Pour |<ro| (ou [.ri |) très grand, Co (ou Ci) a pour

^A / _â \
valear principale Co^o"2 \ou Ci^twî}'
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critiques algébriques qui sera facile à étudier. En effet, considérons la
fonction Ci (X,), transformée de c/^). On saurait déterminer les points
critiques de cette fonct ion si l'équation (B') se réduisait à Y'^ôY2— 6
(la fonction considérée se ramène alors à l'expression du module
d'une fonction elliptique en fonction d'une période). On aura des
points cr i t iques algébriques voisins (arbitrairement voisins si |Xy | est
arbitrairement grand) pour les branches C i ( X , ) relatives à l'équation
(B') complète.

Dans le cas où l'on donnerait une valeur fixe, non plus au pôle ^o
(ou Xo), mais au paramètre correspondant c^, on aurait encore, en
faisant varier ~ûc^, un(^ fonction ̂  == g'(^) d o n n a n t le paramètre de l'in-
tégrale en tous les sommets d'une même l igne de pôles ..., ̂ o, a^,,....
Mais dans ce cas les singularités de la fonction c^ = ^-(^,) n'appa-
raissent pas immédiatement. Il serait intéressant d'étudier cette fonc-
tion g dont l'allure paraît curieuse.

( A suivre. )


