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SUR

L'INSTABILITÉ DE FÉQUILIBRE,
PAR M. EMILE COÏTON,

Professeur à l'Université de Grenoble.

La réciproque du théorème bien connu de Lagrange et Lejeune-
Diricblet concernant la stabilité de l 'équilibre fait l'objet pr incipal de
ce travail; elle s'énonce de la façon suivante :

Etant donné un système matériel assujetti à des liaisons holonomes
indépendantes du temps, pour lequel les forces données dérivent d'une
fonction de forces ; si^ pour une position d^ équilibre^ cette fonction n^est
pas maximum, l'équilibre ne peut être stable.

De nombreux et importants articles de MM. Liapounoff, Kneser,
Hamel, Hadarnard, Painlevé et Bohi ont été consacrés à ce sujet (1),
sans que la proposition précédente ait été é tabl ie dans toute sa géné-
ralité. C'est ainsi 'que, tout en complétant les résultats de ses devan-
ciers, M. Painlevé (2) suppose encore que les tangentes réelles à la
l i^ne de niveau passant par la position d'équilibre sont distinctes^ ou
bien que celte posit ion est point double, les tangentes pouvant alors
être confondues. Le cas du point multiple d'ordre supérieur à deux
avec tangentes réelles confondues est donc écarté.

( 1 ) Pour la bibliographie, nous ne pouvons mieux faire que de renvoyer au 11° 37
de l 'article de M. Painlevé sur les équations différentielles, inséré dans VEncfclo-
pédie fies Sciences mathématiques^ t. I I , Vol. III (voir p. 55). Nous devons cependant
ajouter que le Mémoire de M. IIadatnard {Journal de Mathématiques^ 5e série, t. III,
1897) nous a été particalièrement ut i le et que nous avons tiré une bonne indication d'un
travail de M. Caillet {Annales de l'Université cîe Grenoble, t. XXV, igiS).

( 2 ) Comptes rendue t. CXXV, 1897.
Ann. Ec. Norm., (3) , XXX. •— NOVEMBRE iQï3. 66
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Laminent géomètre a d'ailleurs montre (1) qu'il était nécessaire
d'apporter des restrictions à l 'énoncé donné pins haut, en i n d i q u a n t un
exemple où l'équilibre est stable sans que la fonction soit max imum.

On peut ramener les méthodes dont les auteurs précédents ont fait
usage à deux types dist incts : les unes consistent à met t re en évidence
des mouvements asymptotiques à la pos i t ion d 'équilibre, et à uti l iser
la réversibilité du mouvement , les autres sont basées sur les signes
que prennent , au voisinage de la position d'équilibre, des fonctions
convenablement choisies des pos i t ions et des vitesses des p o i n t s du
du système.

Dans ce travail (2), nous- démonirons la proposition énoncée plus
haut, en supposant cjiiilsagù (F un système matériel à deux paramètres^
la fonction des forces elles coefficients de la force vive étant des fonc-
tions holomorphes (3) clés paramètres dans le domaine de la position
d'équilibre, et en admettant que celle position d'équilibre est isolée.

Notre méthode se range dans le second groupe.
Les difficultés à vaincre t i e n n e n t à ce que l ' é tude au voisinage d/un

point 0 du signe d'une fonc t ion holomorphe de deux variables x , y
s 'annulant en 0 est rendue délicate par le f a i t que les termes les plus
importants du développement n'apparaissent pas immédiatement , et
varient même suivant la façon dont le po in t (^,y) tend vers 0.

Aussi bien, avant d'aborder l 'objet p r inc ipa l de ce Mémoire, nous
donnons (n0 ' l à 5) quelques i n d i c a t i o n s générales sur l 'é tude, au
voisinage de l'origine, de certaines fonc t ions (réelles) des deux va-
riables (réelles) x , y . Pour donner une idée de ces considérations,
d'ailleurs très simples, signalons qu'on peut parfois d é f i n i r pour u n e
fonction F(^,y)etpour un onglet (sorte d'angle à côtés curvilignes
ayant son sommet à l'origine) un ordre in f in i t é s ima l par rapport à
l 'une seule de ces variables, x par exemple,

Étant données deux fonctions de cette espèce s 'annulant à l'origine,
si celle dont l'ordre i n f i n i t é s i m a l est le plus petit a un signe déterminé

( t ) Comptes rendus, t. CXXXVUI, 1901.
( 2 ) Des indications sommaires sur notre méthode onL fait l 'objet d 'une Note aux

Comptes rendus^ t. CLIlï, i 9 i î .
( 3) On peut faire des hypothèses moins restrictives (Comptes rendu?^ t. CLVI, K)ï3,

p. ro54).
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dans l'onglet, elle donne ce signe à la somme des deux fonct ions. Ces
général i tés me paraissent d'ailleurs devoir être utiles dans d'autres
questions.

Pour démontrer l ' instabilité de l 'équilibre, nous supposons d'abord
qu'il s'agit du mouvement dans un plan.

Nous ut i l i sons , avons-nous dit , certaines fonct ions de signe constant
dans des régions avoisinant la position d 'équi l ibre; mais on donne à
celte é tude un caractère plus i n t u i t i f en faisant correspondre a ce
signe le sens constant du mouvement d'une ligne L entraînée par le
mobile. Dans la construct ion de cette l igne (n0" 6 à 10), la courbe de
niveau passant par la posi t ion d'équilibre j o u e un rôle essentiel ; les
branches imaginai res i n t e r v i e n n e n t en même temps que les branches
réelles pour la division en onglets de la partie du plan avoisinant l'ori-
gine. A chaque onglet correspond un segment de la ligne L; le plus
souvent ce segment est rectiligne, parfois il est curviligne; deux seg-
ments correspondant à deux onglets vo i s ins ont une extrémité com-
mune sur la f ron t i è re qui les sépare.

A chaque onglet, on fait correspondre une fonction V(^,j); le
signe de cette fonc t ion reste invariable dans l'onglet au voisinage de
l 'origine : on le vérifie (n0' i l à 13 et 18) en u t i l i sant une décomposi-
t ion de la fonct ion de forces U(^y) en facteurs réels, conséquence
d'un théorème de Weierstrass. Celte décomposition nous permet
d 'étudier i so lément l ' influence de chaque demi-branche réelle ou de
chaque couple de demi-branches imaginaires conjuguées de la ligne
de niveau passant parla position d'équilibre.

Du signe des fonctions V on déduit aisément (n0' 14 à 16 et 19)
le sens du déplacement de la ligne L et l ' instabilité de l'équilibre. •

Un dernier paragraphe (n°20) montre comment le cas général
d'un mouvement à deux paramètres se ramène au cas d'un mouvement
plan.

1. Nous rencontrerons souvent dans la suite des fonctions définies
par des séries de la forme
( i ) y = Ai x^ + As x^ -4-. • .,

ou les coefficients A sont des constantes réelles, les exposants a, des
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fractions positives croissant avec l ' indice i, et qui sont réductibles à
un même dénominateur n. La variable réelle oc est comprise entre zéro
et un nombre positif /^ et pour le calcul des puissances de x, on
donne au radical z == ̂ /x sa déterminat ion arithmétique.

L ' in t roduc t ion de la var iable auxi l ia ire ^ transforme la série (i) en
une série entière dont le rayon de convergence est censé différent
de zéro; on peut déduire de là que lques propriétés des fonctions
considérées. C'est a ins i , par exemple, que z == o est un zéro isolé, et
qu 'une telle fonction a un signe bien déterminé (celui du coefficientA,
de son premier terme) pour x positif et suffisamment petit.

La somme, la différence, le produit de deux fonctions de cette
na ture

us s»

( a ) y = <p (.*•)== ̂  A ̂ «,, y -- <1» ( ,v ) =- ̂  B, aA
/==! < = 1

sont encore des fonctions de la même na tu re ; il en est de même du quo-
t ient v f si, A, B( étant différent de zéro.f^ n'est pas in fé r ieur à a, ; le
développementdu quotient commence par un te rme en ,r^ "i. Si p i <^
le quot ient est égal à une fraction ayant pour d é n o m i n a t e u r ^i""^ et
pour numérateur une fonct ion do l'espèce considérée.

Deux fonct ions distinctes telles que cp(./;) et <I>(^) sont, pour x voisin
de zéro (et positif), rangées dans un ordre de grandeur bien déterminé.
Pour le trouver, il suffit de comparer les premiers termes non com-
muns aux deux développements, soientA.^ B^ ces termes; si a = = = p ,
y —- ([> et A — B sont de même signe; si a ̂  ̂ , la différence ^ — <!) a le
signe de A ou celui de — B, selon que a est infér ieur ou supér ieur à [iL
Par exemple, pour x positif et assez peti t , on a les inégalités (voir
n° 9)

X —— \/2 COS "-7^-A•;f•+ . . . > X -f- ^"2 -4- . . . > ..̂  — (/2 ,'r3 -+- ....

Toutes ces propriétés, bien évidentes, ont été signalées parce qu'elles
interviennent constamment dans la suite.

2. Nous appelons onglet la partie du plan comprise entre deux
courbes y == cp(^),y == <ï>(.r) définies par des développements (2) de
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l'espèce considérée et par une droite x = h, où h est un nombre
positif assez petit ( ' ) pour que la différence <D(^) — 9(^) garde un
signe constant dans l ' intervalle o <^$À; soit, pour fixer les idées, le
signe

Considérons alors une fonction '\>Çx) assujettie à la condition que la
partie de la courbe y = ̂ (^Q correspondant à V intervalle o <^ x^Ii sott
intérieure à l'onglet^ c est-à-dire qu'on ait

(3) ^(.z-)^(^<D(^)

dans cet intervalle. Quelles conclusions peut-on tirer de ce fait en ce qui
concerne la façon dont f•p(•'^) tend vers zéro avec x'î

Différents cas sont à dist inguer, suivant que les courbes frontières
de l 'onglet y = ̂ Çx),y == <D(.r) sont plus ou moins voisines et suivant
la position de Qx par rapport à l'onglet.

1° Si CU* est intér ieur a l 'onglet, c'est-à-dire si

( p ( ^ ) < o < < D ( . r ) ,

on ne peut rien dire a priori sur le signe de ^(.z'). Soit 7 un nombre
égal au p l u s petit des exposants a, et (^ (Ajîi é t an t différent de zéro)
ou à leur valeur commune s'ils sont égaux, le quot ien t ' ^ reste borné
quand x tend vers zéro. Nous conviendrons de dire que Vordre infini-
tésimal de ^(^) nest p a s inférieur à^ ; corn me ^ n'est assujettie qu'à la
condition que la courbey== ̂ {x) soit intér ieure à l 'onglet, nous dirons
que Vordre infinitésimal del'onglet nest pas inférieur à y. Il est bien
entendu toutefois que les mots ordre infinitésimal et non inférieur ne
doivent pas, en général, être séparés les uns des autres. En particu-
lier, pour employer cette expression, il n'est pas nécessaire que ^ ait
un ordre i n f i n i t é s i m a l déterminé au sens classique du mot {voir 3°).

Par exemple, l 'onglet de f ront ières

3 i
( a ) J = — ̂  -4- A-2 -+-. . . , y = ̂  — 3 x2 4- . . .

( 1) On polirra naLm'ellenient substituer ù A un nombre plus petit .
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3est traversé par Qx et son ordre in f in i t é s ima l n'est pas infér ieur à —
Quand Ose ne traverse plus l ' o n g l e t , c'est-à-dire que pour x, positif et

peUt^ cp et 3) ont même signe^ ce signe est aussi celui de ^p. Plusieurs cas
peuvent encore se présenter.

2° Si o et ^ commencent par des termes d'exposants différents (mais
de même signe) A^ j^i, B, .-x^*, soient y et y' le p lus petit et le plus grand
de ces deux exposants. Alors T^ tend ^ers zéro avec x si o < y et
devient inf in i si S^>Y; nous conviendrons alors de dire que Y ordre
infinitésimal de ^ (ou F ordre infinitésimal de l'onglet) nest pas inférieur
à y et nest pas supérieur à y' ; ici encore, les mots en i ta l ique ne doivent
pas être séparés les uns des autres.

Ainsi , l'ordre inf in i tés imal de l'onglet de frontières
i

( b) y == .z112 + x^ + .. ., y === x — x 1 •+-...

3n'est pas infér ieur à un et n'est pas supérieur a ;"•

3° Si y et <I> commencent par des termes de même exposant o^ et de
même signe, mais de coefficients différents; alors ' ^ — reste f i n i et
di f férent de zéro quand x tend vers zéro.

On d î t alors que V ordre infinitésimal ( ( ) de ^{x) est bien défini et
égala a^ ; cependant , il peut arriver " q u e iî^^ no tende pas vers une
l imi t e déterminée quand x tend vers zéro. On d i ra aussi que l'onglet
a un ordre in f in i t é s ima l égal à a,. Tel est l^ong le t

± ! ?..
( c) y •=. 2 x -l- .ẑ  -h..., y -•=-- 3 x ~i- x'^ 4-. ..,

dont l 'ordre i n f i n i t é s i m a l est égal à l ' u n i t é .
4° Si ç et<ï) commencent par le même terme Ai^*, l'ordre in f in i t é -

simal de ^(^) est encore égal à ai, mais maintenant l ' in f în iment

( 1 ) Gellô définition de l'ordre mfmitésimal est maintenant classique. (Voir TANINEBY,
Leçons d'Algèbre et (V Analyse^ t. II, p. 'ÂW.)
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peti t ̂ Çv) admet une partie principale A, ̂ ^ la différence '^(a?) ~ A| ̂
est alors un in f in iment peti td 'ordre non infér ieur à un n o m b r e y ^ a ^ .
Nous dirons encore pour abréger que V onglet admet comme ordre infi-
nitésimal a, et comme partie principale A^"!.

Il peut arriver, comme cas plus particulier, que o et O) aient en
commun plusieurs termes du début de leurs développements; soient

j\x) == Ai.T^--}- A^^. . .4- An^'1

ces termes communs , alors la différence '-p(-t') — /(^) est d'ordre
inf in i tés imal non infér ieur à un nombre y ^>a^. Nous dirons que les
termes communs à cp e t<I> const i tuent les termes principaux de l ' o n g l e t .
Par exemple, si les frontières de l 'onglet sont

( d) r "•"=: .r -4- x 1 — x'1 4-.. ., J == ̂  4- .-^2 4- .'-t'2 4- . . .,

les termes pr incipaux sont

f{x) == .T 4- ^>2.

3. Soient <T, y les coordonnées d'un point in té r i eu r à l 'onglet, nous
pouvons poser

(/;) y - ^ 0 c p ( . : r ) 4 ~ ( r — 0 ) < i > ( . ' . r ) »

0 désignant une nouvelle variable pouvant remplacera et qu i reste
comprise entre zéro et un. Lorsque^, y décrit l 'onglet, x, Q se meut
dans un rectangle.

Ordonnons les développements de 9 et <I> suivant les puissances
i

de oc'1, n é t an t le d é n o m i n a t e u r commun aux exposants a et p. Soient

; co i_

(5) 9;= .̂l,,.z^ (t)==^^,^
(=1 /=!

ces deux développements que nous supposons absolument et unifor-
mément convergents pour O$^$À. Les premiers coefficients <A,< , 1^>^
ne sont plus nécessairement différents de zéro.
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On peut alors écrire (4) de la façon suivante :
00 L

( 6 ) J ̂ ^[^,+ (i - 0) ̂ /].:^

et la série est absolument et un i fo rmémen t convergente dans le
rectangle

O^À, 0^1.

On remarque que, si les développements de y et <D commencent par
des termes communs, ces termes se retrouvent au début du dévelop-
pement (6).

Les séries (5) et ((^permettent de déf ini r , dans cer ta ins cas, Vordre
infinitésimal de certaines fondions des deux variables x, y dans l'onglet.

i <
Soit F(.r,y) une fonct ion holomorplie dey et de x" [ce radical ( 1 )

ayant toujours sa déterminat ion ar i thmétique]; en y subst i tuant à y
le développement (6), le résul tat peut être ordonné su ivant les puis-
sances croissantes de oc"

4- so
l

(7) F(,y,y)=^C,>r7 ',
/':-()

les coefficients C^ dépendent de 0.
Supposons que F s''annule pour x ==y == o, alors C<o === o.
Parmi les coefficients suivants, il peut en être d ' ident iquement nuls,

SoitD^T7' le premier terme pour lequel i l en est aut rement ; il faut
dis t inguer plusieurs cas, comme au n° 2.

i° Le cas le plus défavorable est celui où î)^ s'annule quand 0 varie
clans l'Intervalle o $ 6 $ x ; tout ce qu\m peut dire alors c^est que --̂ --—--/

oc ' i
reste borné quand le point { x ^ y } tend vers l'origine 0 en restant dans
l'onglet. Nous pourrons exprimer ceci en disant que, dans l'onglet,
V ordre infinitésimal de F(.r',y) (par rapport à x ' ) nest pas inférieur
a Yi (en ne séparant pas ces mots les uns des autres). Tel serait, par

( l ) n esL un entier quelconque, mais on peut toujours lô remplacer par un de ses
multiples et supposer que c'est le même entier qui figure dans les développements (5)*
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exemple, le cas de la fonct ion F(.r,y) == 4y2 — 25.r2 pour l'onglet cité
comme exemple au n0 2, 3°. On a ici

l ) i : = 4 ( 0 — ^ y 2 - - ̂  'et, y i = = 2 .

I l pourra arriver que D, s'annule sans changer de signe, et qu'en
outre F(.%',y) garde un signe constant pour o<^a)^h^h; lorsqu'il en
sera ainsi , nous dirons que la fonc t ion F est définie positive ou définie
né^'atU'e dans l'onglet, au vois inage de 0, selon que le signe est -+-
ou •—. Dans les mêmes condi t ions, si le premier terme ne s'annulant
pas en même temps que D| est le te rme en.^, nous dirons que l'ordre
i n f i n i t é s i m a l de F(.r,y) est non inférieur à y^ et non supérieur à y^.
Ains i , dans le même onglet (c) ('11° 2, 3° ), la fonction

F(.r,j) -^^—^-^[(B — ^ ) 2 ~ - 4 ] • ^ 4 - % 0 ( 3 — 0 ) ^ + . . .

est déf inie posi t ive dans l 'onglet , puisqu'on a y>2.r>-— 'lac ( 1 ) ;
l 'ordre i n f i n i t é s i m a l de la f o n c t i o n dans l 'onglet est non inférieur à 2
et non supérieur à ^

;A° Supposons que \)^ ne s'annule pas pour o ^ 6 5 i . Dans cet inter-
valle, | DI | admet une borne infér ieure A, . La différence P(.r,j) — D^^
est une série de la forme (7) où les puissances de oc ont des exposants
tous supérieurs à y/. Les coefficients de ces puissances restant bornés,
la valeur absolue de •• ' v ^ > r / ^— i ^— peu t être rendue aussi petite qu'on
le voudra en prenant x assez voisin de zéro, en particulier on peut la
supposer inférieure à —• Dès lors, F(^,j) reste compris entre

m^ ̂  "1 \ ̂ ^ (j)^ -^ — ) ,rT^ et ces nombres ont le signe de D^^'. On
\ 2 / \ ï2 / " .
voit donc que Y (ce, y) est définie au voisinage de l'origine dans l'onglet

considéré. De plus, le quotient '^'y^ reste borné quand le point (oc, y)

( 1 ) 11 eîst clair qu'on peut reconnaître si une fonction F(.r,y) est définie en étudiant N
disposition des branches réelles de la courbe F(^, y } == o par rapport aux froiitières de
l'onglet (voir p lus loin n01^).

An.ii. Èc. Norm^ (3 ) , XXX. •— DÊCEMtiaie igiS. 1 ^7 '':
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tend vers l'origine en restant dans l 'onglet ; nous ( l i rons que la fonc-
tion V(x,y)est, dans l'onglet, infiniment petite d'ordre y^ par rapport à x.

Il peut arriver que Di soit indépendant deQ; dans ce cas particulier,
nous dirons que D, ̂  est, dans l 'onglet, la partie pr inc ipa le de F(.r,y).

Par exemple, la f o n c t i o n

y -\- .ï. + x^ = ( 4 — 0) uC -+- . . .

est définie positive et infiniment petite du premier ordre dans l 'onglet (c)
(rT 2, 3°); mais on ne peut alors parler de part ie principale. La même
f o n c t i o n est encore d é f i n i e positive et i n f i n i m e n t pet i te du premier
ordre dans l 'onglet (rf) (n° 2, 4°); ̂  admet dans ce dernier onglet
une partie pr incipale ' ix .

Il pourrait arriver que, non seulement 1),, mais plusieurs termes du
début du développement (7) de F ( ^ , y ) soient i ndépendan t s de 0 ;
désignons-les par

1 ) p:r n + .1) 2 .rï. 4- . . . •+• 1 ) /. ̂ i1 ;
la dif ïerence

F ( ,z1, y ) — ( 1 ) i ̂  + .. . 4-1) p ^r )

serait i n f i n i m e n t pet i te d'an ordre inf in i tés imal non inférieur à un
nombre Y^y/.; nous dirions que D^ï^+ ... 4- O^r const i tuent les
termes principaux de F(^,y).

4. Considérons m a i n t e n a n t le quotient

K(,r,y)=^^

i
de deux fonctions holornorpbes de y et x'\ On peut l 'éfcudier dans
l'onglet au voisinage de l 'origine, en ce qui concerne son signe et
la façon dont elle peut tendre vers zéro ou devenir i n f i n i e , en é tudiant
séparément le numérateur et le dénominateur .
. Parmi les nombreux cas possibles, nous s igna le rons seulement le

suivant, important pour la suite : les fonctions F et G sont définies, et
de même signe, dans l'onglet, au voisinage de l 'origine; de plus,
on peut déterminer (les nombres posit ifs A, a, h' tels qu'on a i t
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pour o <x<Jit^lz, dans l 'onglet considéré,

S<.(^)=I^l2l)>A., v ^ G^j)^^

Soit alors H(^j) un quot ient analogue àK , si le produit ^HÇ^sj)
tend vers zéro quand le point (.z\y) tend vers l'origine d'une façon
quelconque en restant toutefois dans l'onglet, alors la fonct ion

K ( . r , y ) + H ( . r , j )

sera, comme K(<r,y), définie positive (fans l'onglet au voisinage de
F origine. Celte proposition se démontre i m m é d i a t e m e n t (com-
parer \\° 3, 2°); elle sera f réquemment utilisée dans la sui te {voir
lesn011 13 et 18).

5. Abordons ma in tenan i la question de l ' i n s t ab i l i t é de l 'équil ibre.
Nous supposons qu 'un po in t matér ie l M ( d o n t nous prendrons la

masse comme un i t é ) se meut dans un plan parfai tement poli sous
l 'ac t ion d'une force dé r ivan t d 'une fonction de forces U sur laquel le
nous faisons les hypothèses suivantes :

C'est une fonction holomorphe des coordonnées x^ y du mobile dans
le domaine de I/origine 0 ; elle s'annule en ce point ainsi que ses dérivées
premières; mais n'admet pas de maximum en cepoint. L'origine est ainsi
poin t mu l t i p l e de la l igne de niveau U(^',y) =o passant en ce po in t ;
nous admettrons, de plus, que cette ligne de niveau n'admet pas de
branche réelle multiple passant par l'origine.

Nous devons établ ir que le mobile sort d'une région R donnée (suffi-
samment petite) entourant le point 0 si les conditions initiales sont conve-
nablement choùies sous les seules resirictions cfue la position initiale Mo
puisse être aussi voisine c/uon le voudra de la position d'équilibre^ et que
la vitesse initiale puisse être aussi petite qu'on le voudra.

Notre démonstration consiste a é tabl i r (.[M'une ligne variable L passant
par le mobile M et entraînée dans son mowement s'éloigne constamment
de 0 (pour des données in i t i a les convenablement choisies) et f ini t par
sort i r de la région R où le mobile ne peut dès lors resterindéfîniment.

G. Avant d 'expliquer la construction de la ligne L, nous allons
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ind iquer une décomposition de \] en facteurs réelSy très utile pour la
suite.

Nous admettons que les axes clé coordonnées ont été choisis d i s t inc t s
des tangentes au po in t m u l t i p l e . Un théorème de Weierstrass (1)
permet alors d'écrire

(8) U(^, y) = (y"4- a , y 1 1 - 1 4-. . .4- ^)l.Ji (.r, j),

les (i étant des fonc t ions holomorphes de x pour ./; voisin de zéro,
s 'annulant pour x === o, et Ui( . r ,y) une f o n c t i o n de ;r, y holomorphe
dans le d o m a i n e de l 'o r ig ine ne s ' a n n u l a n t p lus en ce po in t .

Les n racines de l 'équat ion en y

( 9 ) u{.r, r) == y " 4- r^ y ' 1 ' 4- . . . -I (fn ̂  ̂

s 'annulent p o u r . z ' = = o et se groupent , comme on sa i t (2), en un
certain nombre de systèmes circulaires, les^ racines appartenant à un
même système c i rcu la i re pouvant être représentées par un seul déve-
loppement

14.1. i + LZLL
( i o) y =— Opr 4-" c^^a.' l 9 4- ... 4- <y.{,r l' ~-\- . . .,

où l'on at t r ibue successivement à x ' ' sesp dé te rmina t ions .
Toutefois, comme nous l i m i t o n s notre é t /ude au domaine réel, nous

modifierons un peu celte forme classique.
Nous dis t inguerons deux cas selon que x est posi t i f ou négatif ; le

second cas se ramenant au premier par le changement de x en — x ',
nous supposerons dans ce (fui suit x ^> o.

//
Alors les diverses d é t e r m i n a t i o l i s de ' x1' sont comprises dans la

formule
/ a/zT: . . t}.nr.\ pi—

ces —— 4- i s ni ——— v'2'^-
\ P P }

le radical ayant 'sa déterminat ion a r i t hmé l ique ; en supposant main-
t e n a n t que le facteur ces -—^ 4- i s in —^7r soit compris dans le coefïïcien t1 /; /; A

( 1 ) / '0/7'Go u USAT, Cours d'Analyse^ L. II, p. y-73.
( î ) Voir GOURSAT, Cours d'AncLifse^ L. II, p, '275.
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de ^x11 nous aurons (pour^- ;>o) , et pour chaque système circulaire
de p racines, p développements de la forme

-)-- so

( i o bis ) y -= ̂  ( (3,, +- /'-/„ ) 'v'.z-"^'-1 ;
n -.-. l

où les coefficients ^i et Y//, sont réels.
Si tous les coefficients y^ sont nu l s , au développement

0.) ^^/(.r)^^?/^^^^=/(.r)=
n = i

correspond une par t i e do la l i gne de n i v e a u U == o, avo i s i nan t l'ori-
gine, et que nous appe l l e rons demi-branche réelle issue de l'origine di-
rigée du côté des x pos i t i f s . Nous désignerons parC, les demi-branches
réelles.

Si les coefficients y/, ne sont pas tous nuls, nous écrirons la for-
m u l e (10 bis) de la façon suivante :

y =:^(..r) + ih{x},
00

^(.:r)=:^(3,/^-^-1,

ÂC.zQ^^y/V/ï^^.

I l est évident qu'à une racine imaginaire y == g+ih correspond une
racine imaginaire conjuguée y === g—ih.

On pourrai t d i re encore q u e le développement (12) caractérise une
demi-branche imag ina i re issue de l 'or igine à laquelle est associée une
demi-branche i inaginai re conjuguée. Toutefois il faut observer que
cette déf in i t ion des demi-branches imaginaires : ensemble de points
ou couples de nombres x, y donnés par les formules (12), où l'on sup-
pose x réel positif et assez petit , dépend essentiellement des choix des
axes de coordonnées, con t ra i rement à ce q u i a r r ive pour les demi-
branches réelles.
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Aux demi-branches imaginaires conjuguées

( ï3) j-r=^(,z;-)-+-^/z(.r), j '=:^(^)— ih{x\ .r>o,

^ et À étant donnés par (12), nous associerons une demi-branche réelle
d'une courbe donnée par

(i4) y=sW.

nous désignerons par C^ les demi-branches ainsi définies.
Ces courbes C^ dépendent des axes choisis, d'après ce qu 'on vient

de dire. Pour donner un exemple simple mettant bien ce tait en évi-
dence, observons que, si

U (.r, j ) == a^ + ̂  bxy + c f\

a, h, c e l a n t cons tan ts et h'1 — ac<^o, les lignes de n iveau sont des
ellipses homothétiques et concentriques, et la ligne y 2= ^'(.r) n'est
autre que la part ie si tuée du coté des o-;> o du diamètre conjugué
de ()/, commun par rapport a toutes ces ellipses; ce diamètre varie
bien avec la droite choisie comme axe Oy.

Il est ut i le de remarquer, pour la su i t e^ que, si les deux bran-
ches (i3) ont même tangente a l 'origine, celte tangente est réelle et
se trouve également tangente à la courbe Cy définie par (14). Comme
nous supposons les axes dist incts des tangentes a l 'origine à la courbe
U === o, il faut nécessairement alors que g commence par un ternie du
premier degré en x et h par un terme de degré supérieur à un.

Si les tangentes à l 'origine aux deux branches (x3) sont d is t inc tes ,
elles déterminent une (dlipse évanouissante , et la tangente à la
courbe Cy associée aux branches (i3) est le d iamètre conjugué de Oy
par rapport à cette ell ipse.

7. Aux diverses racines de l 'équation en y (9) correspond une dé-
composi t ion de ^(.z",j) cfcy par suite, de U(o?,j) en fac teurs ; nous
réuni rons les facteurs correspondant aux racines imaginaires conju-
guées, de façon a ne f a i r e figurer dans la décomposit ion que des élé-
ments réels.
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Nous aurons ainsi pour x > o et assez petit

( i5) U(^, y ) = Ui (^ y) Iï[y - /(^);| II j [y - ̂ ) p + A2 (^) j

en groupant ensemble d'une part les fac teurs correspondant aux racines
réelles et, d'autre part , les facteurs correspondant aux couples de
racines imaginaires conjuguées.

En changeant x en — x' dans U et opérant sur la fonction obtenue
comme on v ien t de le faire, on ob t i endra i t un produit analogue corres-
p o n d a n t à x <^ o.

On remarquera que les deux décomposit ions n ' admet ten t pas néces-
sa i rement le même nombre de facteurs réels du premier degré, les
nombres des demi-branches réelles correspondant respectivement
à ^^> o et à .T <^ o pouvan t dillerer. Ainsi pour

IJ(^ y) = [(y - a:}2- .r3] (y + .r),

s i^^>o, on a trois demi-branches réelles :
y 3

y =: x -\~ xï, y "==•- x — xï, y •=- — .y,

et pour T <^ o une seule : y === — .T.
La méthode bien connue de Puiseux permet de dé te rminer effecti-

vement les coefficients successifs des développements (10), ceux des
séries (n), (12) et de la série entière Ui(^, j) , lorsque'la fonc t ion
U(.r,y) est donnée. Si les hypothèses du n° 5 sont réalisées, les fac-
teurs du typey —/(^) sont d i s t inc t s ; il peut en être autrement des
facteurs du type (y — g " r + A2-

Observons qu'on peut obtenir, en que lque sorte par synthèse, une
fonct ion U('îfc", r) en choisissant arbi t ra i rement , sous les réserves qui
vont être indiquées , la fonct ion holomorphe U,(^, j ) et les coeffi-
cients ?„, y^ des déve loppements des formes ( i r ) y (12) d o n n a n t des
facteurs

y-/(,z-) on [y-^'W+^W'

11 faut, b ien en t endu , que les développements en question soient con-
vergents pour |^| assez petit, et qu'en outre, à côté d'un facteur

y — J - \ x ) ou [y-gW-^^W.
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on fasse f igurer tous ceux qui correspondent an même système cir-
culaire de racines.

8. La const ruct ion de la ligne L (voir n° 5) fait i n t e rven i r une divi-
sion de la par t ie du p lan avoisinant l 'origine 0 en onglets (n° 2). Les
courbes frontières de ces onglets seront : les demi-branches réelles
(C,)y ==/(\r) de la ligne de niveau passant en 0, celles des demi-
branches C ( ^ ) y = ,°'(.ï) des courbes associées aux demi-branches imagi-
naires conjuguées pour lesquelles les tangentes à l'origine sont réelles^
enf in des demi-droites (G,-}) issues de 0, et sur lesquel les nous revenons
plus l o i n ( ( ) .

Bien entendu, on suppose ces f ront ières tracées des deux côtés
de Oj. Il est à peine besoin de dire qu'on n'aura pas nécessairement
des l ignes des trois espèces.

Les lignes G , , C^, G;) étant tracées, une parallèle A a Oy, située du
côté des x positifs, les rencontre dans un ordre bien dé te rminé (2) ,
pourvu que sa distance \\ Oy ne soit pas trop grande. Les régions du
plan comprises entre deux lignes conséculwes f o r m e n t des onglets cor-
respondant à x ^> o; on a de même ceux correspondaut à x <^ o. .Enfin
il reste deux onglets, l 'un con tenan t Oy, l 'autre la d(uni-droite op-
posée Oy\

Nous supposerons que les angles formés par les deux tangentes a
l 'origine arfx frontières de chacun des onglets ne surpassent pas u n e
limite À déterminée de la façon s u i v a n t e .

L'angle À est inférieur à TT ; de plus s'il y a des tangentes imaginaires
à la courbe de niveau passant à l 'origine, en associant deux tangentes
imaginaires conjuguées, on a une ellipse évanouissante ; A doit être
inférieur au double de V angle aigu minimum des diamètres conjugués
des ellipses ayant mêmes asymptotes. Nous admet t rons encore que
les onglets contenant Oy et Oy' ne sont pas limités par des courbes
y = g ( ' ) '

( l ) Dans certains cas exceptionnels (n° i(î) on utilise aussi des branches C' symé-
triques de C par rapport a un axe.

( 2 ) II pourrait arriver exceptionnellement qu'une ligne Ci et une li^ne G^ soient confon-
dues; cela n'aurait d'ailleurs aucun inconvénient pour la suite.

( ; t) Cette seconde hypothèse eât destinée à rendre applicable aux onglets en question
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Ces hypothèses peuvent toujours être réalisées en adjoignant, s'il est
nécessaire, aux lignes C^ et Ça des demi-droites €3; c'est la seule utilité
de ces demi-droites.

9. Donnons quelques exemples :

i° Soit d'abord

U == y2 — x^ 4- x^ -4- 2 x^ y — i xy^ — j/'3 -4-....

La décomposition en facteurs (1)

ïî== (y — x -h ̂ -h. . .) (y4- ̂  -h 2 .a?2-h. . .) (ï — 2.z? -4- y +.. .)

convient quel que soit le signe de x. Les deux branches de courbe

y^f^X—X^..., y-=.f^—X— 2^2-+-...

sont divisées par l'origine en quatre demi-branches limitant quatre
onglets qui contiennent respectivement Qx, Qy et les demi-droites
opposées Ose. Qy'.

Il en est de même, plus généralement, si U == o admet 0 comme
point double à tangentes distinctes (les axes étant convenablement
choisis).

2° Pour
U == (y — a?)2— a^d- 2;r2 y— a^ry2-}- J3-!-. - • »

on a deux décompositions distinctes, savoir

les résultats établis pour les onglets situés d'un côté déterminé de Oy. De cette façon les
courbes Hmiles de ces onglets particuliers ne dépendent pas des axes (alors queles lignes
y ==^ en dépendent; voir n° 6); et, en faisant tourner les axes d'un angle droit, ces deux
onglets particuliers ne seront plus traversés parle nouvel axe des ordonnées. On verrait
de°même qu'on peut parfois utiliser (voir n° 9, 4°) un onglet limité par Oy et par une
courbe y == f'

(1) Dans ceux des facteurs de U ne contenant pas de termes indépendants, les points
désignent des termes contenant x seul dont l'ordre surpasse celui des termes écrits; pour
le facteur contenant un terme indépendant, et pour le développement de U(^ ,y) les
points désignent des termes pouvant contenir à la fois x et y.

Ann. te. Norm., (3), XXX. — DECEMBRE 1913. 68
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pour.x*>o et
r / T^2 \ 2 / ^

U= (y+^+^+. . . ) +(^2

F .̂ i.

•)•]..J (x+j+...)

^«5aû'
\
\

avec x' = —x pour rr<^o. Nous aurons comme frontières d'onglets les
deux demi-branches (Ci)

y=f,=.x-~-xï -h -^+—, y==/,=^+^2+-^-"+-...

pour x > o, et pour x < o la demi-branche (€2)
. ^ , ,

y^=:g=— x'— ——"+-..., .T'==—;r>o,
A

à laquelle il convient, pour l'isoler de Oy, d'adjoindre deux demi-
droites (63); nous prendrons, par exemple,

j==^^, y-=.—2^, .^t/==—^>o.

Si U admet en 0 un point de rebroussement de première ou de
seconde espèce, on peut toujours avoir un tracé analogue à celui-ci.

3° Si
U=[(y+^+. . . ) 2

+2(^4 - . . o s ] [ (y—^+^+- •Q 2 +(^^• • -5 ] ( ï+ 2 ^•+• 3 y-+ ' • > •^
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l 'origine est point multiple isolé d'ordre 4 de la courbe U = = o ; dans
le premier facteur l'ensemble des termes du second degré représente
une ellipse évanouissante, les diamètres conjugués égaux de la famille
d'ellipses admettant mêmes asymptotes que celle-là sont, comme on le
voit aisément,

a' : y ' ' 0 ;

leur angle aigu est de 45°. Par suite, ce premier facteur ne donne pas
lieu au tracé immédiat d'une courbe frontière, mais à cause de sa pré-
sence on est conduit à ne considérer que des onglets dont les courbes
frontières admettent à l'origine des tangentes dont l'angle soit inférieur
à 90°. Quant au second facteur, il correspond à deux branches imagi-
naires conjuguées tangentes en 0 à une droite réelle y = x\ il amène
à tracer deux demi-branches Ça, ayant pour équation commune

y=:g=x—x1-^. ..

et correspondant l'une à oc ^> o, l'autre à x <; o. On pourra, dès lors,

Pig. 2.

pour la division en onglets de la partie du plan voisine de l'origine,
adjoindre à ces deux lignes 63 des demi-droites 63, correspondant, par
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exemple, aux deux directions x ^> o, x <; o sur les droites

j=-^, y^^iang-^, j=^cot^;

on obtient ainsi huit onglets autour de 0, satisfaisant à toutes les con-
ditions indiquées plus haut (fin du n° 8).

4° Prenons enfin
U=[(y--^---^2-^-...)2-^-^34-...][(J--^+...)3+ 2^4+...](I+^—J /-T-...).

L'origine est point multiple d'ordre 5, de la courbe U = o les tangentes
en ce point sont confondues avec la droite y =x.

Pour x^> o on a une seule demi-branche réelle

y == f := x — ;y \/'ï x -h. . .

et deux couples de demi-branches imaginaires conjuguées auxquels
correspondent deux lignes Cy qui sont

y == ̂ i ^= x -1- x^ "4-.. .,
— a-^ '

y=g^-==:x — A* \/2 x COS "~r- -+-. . ..
o

On a, du reste (n° 1),
f<e'i<êyî'

Pour x = — a/<^ o, il y a trois demi-branches réelles :
' y == y*i := — .z^ — .r' ' \ j ^x ' 4-.. .,

J=^=-^-^"ll+...,

y = Ja == - x1 +• ̂ '2 + . ..,

et deux demi-branches imaginaires conjuguées auxquelles correspond
la ligne C^ donnée par

— , , 'AI——T 9.7T
J == g = — ^" — X' \I^X' COS -.- 4- ....

ô

On a _ _ _ _
À'>/î>>/2>/r

Pour la formation des onglets, on adjoindra aux sept demi-branches
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de courbe.ainsi tracées trois demi-droites. Il faut, en effet, que les
angles formés par les tangentes à l 'origine aux frontières des onglets

¥ig. 3.

soient inférieurs arc, et que l'axe Oy soit séparé des courbes Ça. En
faisant la figure, on voit qu'on satisfait en ces conditions en prenant
la demi-droite Oy opposée à Oy et deux demi-droites telles que
y === ïox, y = — 10^ très voisines de Oy situées du côté des y>o.
On aura ainsi dix onglets autour de 0 (1).

10. Ayant ainsi expliqué la formation des onglets, nous pouvons
indiquer la construction de la ligne L. Cette ligne sera composée de
segments, reclilignes ou curvilignes, ayant leurs extrémités sur les
frontières des onglets; deux segments consécutifs, correspondant à
deux onglets adjacents auront une extrémité commune sur la frontière
séparant les deux onglets.

Les segments de L seront reciilignes pour ceux des onglets dont les
frontières ne sont pas tangentes entre elles à l'origine; ces segments
seront alors perpendiculaires à une demi-droite A intérieure à l'angle
formé par les tangentes à l'origine aux frontières de l'onglet ; nous
prendrons la bissectrice de cet angle.

( 1 ) Le lecteur est prié de modifier sur la figure les positions des lignes g^ et g el d'y
tracer la demi-droite y = —• xoj;.
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Si les frontières se touchent à l 'origine et sont disposées au voisinage
de l'origine de part et d'autre de la tangente commune, les segments
seront encore rectilignes; ils seront perpendiculaires à cette tangente,
sur laquelle nous distinguerons la demi-droite A dirigée vers l'inté-
rieur de l'onglet.

Quand l'onglet sera borné par des frontières tangentes entre elles à
l'origine et sera situé, au voisinage de ce point, d'un même côté de la
tangente commune, les segments de L seront curvilignes. Nous pren-
drons les arcs, intérieurs à l'onglet, des courbes I\ trajectoires ortho-
gonales des courbes F obtenues en déplaçant, par translation parallèle
à Oy, le lieu des milieux des cordes de l'onglet parallèles à cet axe.

Si donc les frontières de l'onglet ont pour équations

(16) j==cp(^) , j=:d>(^)

les courbes F seront

( 1 7 ) y^L^^^^^^C
M

et les courbes r<
/ o\ C^ dx ^(I8) •^U ^H-^)^"
C et C, désignant des constantes.

La valeur commune de ^(o) et ^(o) n'est pas nulle puisque les
axes sont distincts des tangentes au point multiple. L'intégrale est
donc, comme <p et <I>, développable en une série ordonnée suivant les
puissances fractionnaires de x telle que celles considérées aun° 1. On
en conclut aisément que si la constante G, est de signe convenable et
assez voisine de zéro, la courbe r< rencontre chaque frontière de
l'onglet en un point voisin de l'origine. De plus, chacun de ces points
s'éloigne de 0 lorsque la valeur absolue de (^ croît; nous exprimerons
ceci en disant que I\ s'éloigne de l'origine.

11. Nous supposons le mobile lancé de façon que la constante des
forces vives soit nulle; c'est-à-dire qu'on aura constamment

(19) p^aU,
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v désignant la vitesse du mobile (dont la masse a été prise pour unité
de masse).

Il résulte de (19) que le mobile se mouvra constamment dans la
région U^> o. Comme on a supposé que U n'était pas maximum en 0
et s'annulait en ce point, sans y admettre de branche multiple, il existe
des onglets où U est positif : ce choix particulier de la constante des
forces vives est donc bien compatible avec la restriction qu'il soit
possible de prendre la position initiale aussi voisine de 0 qu'on le
voudra, et la vitesse initiale aussi petite qu'on le voudra; la direction
de cette vitesse reste, pour le moment, indéterminée.

Supposons d'abord le mobile placé à l'instant initial dans un onglet où
les segments de L sont rectilignes. Nous avons détini au n° 10 ces seg-
ments comme perpendiculaires à une même droite, sur laquelle nous
avons choisi une direction A, intérieure à l'onglet. Nous admettrons
désormais que la projection de la vitesse initiale sur A a le sens de A : c'est
la seule restriction que nous apporterons au choix de la direction de
cette vitesse.

Nous montrerons que la ligne L passant par le mobile s'éloigne de 0
en utilisant la proposition suivante :

Si dans une région B située tout entière à distance finie, la force agis-
sant sur un mobile a une projection de sens constant sur un axe fixe A, le
mobile^ lancé de façon que sa vitesse initiale se projette sur A dans le
même sens que la force 5 sort de la région au bout d'un temps finiy sa
projection sur A se mouvant toujours dans le même sens.

Cette proposition, due à M. Caillet ( f ) , se démontre immédiatement
en prenant A comme axe 0<r. La valeur initiale de la projection — de
la vitesse du mobile étant désignée par.^ et celle de l'abscisse x du
mobile étant XQ, on a pour t ̂ > o

dx , f— > x'^ et x > x^ -+• x^ t.

Le domaine E, étant borné (il suffit même qu'il le soit dans la partie où

( 1 ) Annales de l'Université de Grenoble, L XXV, 1913, p. 108,
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œ^>x^)^ on doit avoird'autre part x<^X et par suite au bout d'un
temps 9 tel que

XQ -^ x^Q^ X,
c'est-à-dire

û _ X — ^o

le mobile a certainement quitté la région R.
Pour appliquer cette proposition, nous revenons aux axes antérieu-

rement choisis, et désignons par a l'angle que fait avec Ox la droite A
correspondant à l'onglet considéré. On peut toujours ( ^ ) supposer
que cet onglet correspond à x^> o, l'angle a est alors compris entre 7T

et -? cosa ^>o.

La projection de la force sur A est

àU àU .—-cosa 4-—sma;àx ày

puisque, dans l'onglet, on a U>o, cette expression a le signe de

/ \ . i / T T K à\os.V àloîïV .(20) A ( U ) = —-"—cosa-i- —^—sina.

Nous allons montrer que ce signe est +.

12. A chaque facteur de

U=Ui(.r,y)n[y~/(^)]Il |[y-^(.ï .)]^+/^(.r)J

correspond un terme de la somme logU et par suite un terme de

( 2 1 ) A(U)==2A[y-/(.r)]^2Aj[y-^(^)]â+^2(^) +A(UJ;

nous étudierons séparément les signes de ces divers termes, sauf le
dernier pour lequel nous montrerons qu'il ne peut donner son signe à
la somme.

(1) Voir les remarques des n0* 6 et 8 sur le choix des axes.
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Un facteury — fÇv) donne le terme

* r /•/ ^ s ina—^(.a?) cosa lan^a—/ / (.r)Arr-/(..)] ̂  ^^ ^cos« ;_^ \

Nous avons cosa ;> o; tout revient à étudier le signe de la fraction. Si
lacourbey=y(^?) est au-dessous de l'onglet (c'est-à-dire, par rapport
à l ' intérieur de l'onglet, du côté des y négatifs), la tangente à l'origine
à cette courbe y=.'^y(o) est, soit au-dessous de la droite A corres-
pondant à l'onglet, soit confondue avec cette droite; dans la première
hypothèse, tanga — ./'(o) ̂ > o et par suite aussi tanga -~//(^) pour oc
positif et peti t ; dans la seconde hypothèse, t anga—/ ' (o ) == o, mais
comme a?tangoc —f^.x) ̂ > o pour x^> o et petit et que tanga — f Çx)
a un signe déterminé (n° 1) dans les mêmes condit ions, ce signe est
nécessairement 4-. D'autre part, J>/(^1) dans l 'onglet; donc la
fraction précédente est positive dans l'onglet (les frontières pouvant
être exclues). Une démonstration analogue s'applique au cas où
y =f(^x) est au-dessus de l'onglet ; le résultat subsiste.

Ainsi ( voir n ° 9, T ° ) p o u r

y —•./lO^)"""^ —^-+-.^+...
et pour a === o, on a

— I -1- 9. X -4- . . .
A(^/.)^_^^_»

Lorsque le point Çx, y ) est dans l 'onglet /i>J>/s; ^>o,
assez voisin de l'origine, le numérateur et le dénominateur de cette
expression sont négatifs tous deux; l'expression est positive.

De même pour
y — f = y — x 4- X Ï/1.JC -h. . .

et pour a == ï correspondant à l'onglet /<y<^, x > o, du
n° 9 ('4°), on a

/-te^+...

A(y-/)-^3——^——-

le numérateur est positif et le dénominateur aussi pour un poini voisin
de l 'origine dans l'onglet considéré.

Ann. Èc. Nûrm., (3)/;XXX. — DÉCEMBRE igiS. Ô?
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En ce qui concerne les facteurs de la forme [y —- ff(^)Y -4- /r(.r),
ils donnent dans A(U) des termes de la forme

^y-^^^^-^^^.^^"'^-

Nous dist inguons deux cas :
i° Si k contient un terme du premier degré, soit :

^•(.r) =a.r -h-. . .,
/i(^)~= bx 4-.. . (^o),

le numérateur de la fraction précédente commence par un terme dn
premier degré en se, y ;

(y — r/.r) (s in a — a cosa) 4- /Ar cas a,

qui donne son signe (on le démontre f a c i l e m e n t ) si la droite ob tenue
en l 'égalant à zéro ne traverse pas l 'onglet et n'est pas tangente aux
frontières. Or cette droite est le diamètre conjugué A' de la droite A,
y == /r tanga, par rapport à l'ellipse évanouissante

(y— axY-^r 1.^^=: o,

elle est bien extérieure à l 'onglet (voir n0 8). L'expression précédente
M (.y ~ A"')2"4""^21 g<^<l^ ̂  signe constant dans l 'onglet au vois inage
de l 'or igine; en Fétudiant sur A, on trouve que ce signe est -+" ; c'est
aussi le signe de la fraction.

2° Si g seul cont ient un te rme du premier degré, A commençan t
par des termes de degré plus élevé, on voit, en ra isonnant comme
pour /y—y, que tang oc— g ' et s ina — ^cosa ont le signe dey — g
dans l 'onglet , du reste hh' est posit if pour x positif et petit, l'expres-
sion A ( (y — g)2 +À 2 ] est encore positive dans l 'onglet.

On appl iquera i t aisément ceci aux exemples du 11° 9.

13. I l ne reste en définit ive que le terme
. , „ . ^ l o g U i ^ l o g U i .A( U^ ) —i —°—1 ces a •+- ——-^—- siu a,
' ùx ôy

Ce terme reste fini quand le point xy se déplace au voisinage de
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l 'or igine; il peut du reste avoir un signe quelconque et même changer
de signe dans l 'onglet. Mais, comme les termes précédemment étudiés
d e v i e n n e n t i n d u i s , ils donnen t leur signe -4- à la somme A(U); nous
le montrerons, en établissant qifon peut trouver un nombre positif u.
tel ( { ( 1 un au moins de ces termes soit supérieur à ^? pour .r posiiif asse:-
petit, et appliquant la proposition du n° 4.

Si d'abord il existe une demi-branche réelle y == f non tangente à
f v 0

l'axe \ correspondant à l 'onglet , la d i f f é r ence sincc —/'cosa t end vers
une l i m i t e d i f f é ren te de zéro quand x tend vers xéro; } ~' reste, ent'y
valeur absolue , i n f é r i eu r à un nombre fixe; Inexistence du membre {x
en résulte immédiatement.

Par exemple, si l 'on reprend l'expression considérée au numéro
précédent ^-^f^^~,
pour un po in t de l 'onglet f/i > y >\/^, oc ^> o) considéré, vois in de 0,
le numérateur est voisin de — i, le dénominateur compris entre %éro
et/a —/, == —^oc—x1 ~h... ; c'est-à-dire qu'on peut prendre ici pour a
un nombre quelconque inférieur à ~ "

y il- y a deuio branches imaginaires conjuguées à tangentes imagi-
naires ou à tangentes réelles distinctes de A, le résultat est le même.

On voit , en eiïet, dans la première hypothèse, en conservant les
nota t ions du n° 12, que

_ ( r — < '̂ ) ( s'u» a — a cas a) 4- b^-x cos a -+-...
./ ^

reste compris, lorsque le point Ç ^ , y ) reste dans l'onglet au voisinage
de l'origine, entre deux nombres positifs fixes et comme (y — g ) 2 4- h'^
est, dans l 'onglet, d'ordre inlinitésimal égal à deux (n0 3), la propo-
si t ion énoncée en résulte immédiatement.

Dans la seconde hypothèse, nous écrirons

(22) A|:(J-^)2-^-^;1-Ç

(^^^L^^^^^^^I+A^2^008^^'!_ v " ô y L y—g___^\ l ^ ^J
(y-^^+/^
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En raisonnant comme on l'a fait plus haut, pourA( j —/')? on démontre
que (Ji peut être pris assez petit pour que le coefficient de {y — g)2

soit positif; quant au second terme, si l'ordre infinitésimal de hÇx)
est i+pyX^—-—a tend évidemment vers 2 ( i+ jD)cosa , et l'on
prendra encore ^ inférieur à cette l imi t e . On aura bien

A[(y -^ ) 2 +^]>^•

Ainsi (n° 9, 3°) lorsque

(y__^)2+/^(^^^_/)2^(.^__y^

on a
_ ( y 4- x ) (si n a + cos a ) -l- 2 x cos a

.17

Soient l'onglet a;tang^ <<j<^'==,r—^2-}-- . . . (^> o), l'angle

a == ^ y les termes dey ne tendant pas vers zéro avec x restent compris
entre

3 \/3 -+• i '1/3" -+- r TC /rr7i == ———— + •^—— lang — et ^2 •= i + 2 \/3,
2i 21 1 .'!

du reste y^ < ̂ ; d'autre part les termes de

^-^+^/^^^_
'̂" \ ̂  / •'t'

ne tendant pas vers zéro avec x restent compris entre

TT TTt a n ^ 2 — 4 - 2 tan g — 4 - 2 et 5;

on pourra donc prendre pour p- un nombre quelconque inférieur
à2 î .

.'*

Un exemple du second cas est fourni par

A[(y - ̂  4- /^] = A[(y - x + ̂ +. . .)2-t- (^-5-. . .)2J
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et par l 'onglet précédemment considéré ; on prendrait it infér ieur à la

fois aux deux nombres — " ~ ï ! — et 2 \ 3.
i-lan^

I I ne reste a examiner que le cas où toules les branches réelles ou
imaginaires de U == o sont tangentes à la droite A correspondant à
l'onglet. Alors les frontières y == ç, y == <î> appart iennent aux caté-
gories C, ou Ça et sont de part et d'autre de la tangente commune.
Soient

o ==^tang'a --h KX^P -4-. .. (/? > o),
<i> =r .z; tang- a -h 1} x^y' +. .. ( // > o ).

Les différences y — ç,y — $ sont définies, leurs valeurs absolues
ne surpassent pas [ o —<î | et restent par suite inférieures à ïïx'^ où II
est un nombre positif convenable et où y désigne le plus petit des
nombres/? ety/. Les différences

s in a — ^/ cosa et s in a — <1^ cas a

sont i n f i n i m e n t petites d'ordres respectivement égaux à / j e t / / ; l 'un
au moins des quotients positifs (celui qui correspond au plus petit des
nombres j^jP' ^il8 ^"t différents),

s ina—cp 'cosa s ina—^cosa
y — Q3 y —— <^

reste supérieur à ̂  ;j- étant positif et convenablement choisi.
^}C

Par exemple (n0 9, 4°)? pour
3/———ç» ==: ̂  — x y 2 ̂ * "+-. . . ,

<1» =: .r -h x2 4-.. .,
7T^r

on prendra ,a inférieur a ——•r 3 y 2
La proposition est donc établie si le quotient en question correspond.

à une courbe Ci . S'il correspondait à une courbe C^ on compléterait
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le raisonnement en é t u d i a n t , comme plus hau t , la différence
A|Yy —g-y2 4- /r ] — ^ mise préa lab lement sous la forme (22).

En défini t ive, nous avons b ien montré que A ( U ) >o, dans l 'ongle t ,
au voisinage de l 'origine.

14. On peut toujours supposer que la région R d'où le mobile doi t
sortir (n0 5) est donnée assez pet i te pour que la par t ie de cette région
intér ieure à l 'onglet considéré A ( U ) ^ > o et de même pour tous les
ongle ts . Dès lors, ou bien le mobile ( lancé comme il a été d i t au n° '11)
quitte la région R et la proposit ion énoncée est vé r i f i ée ; ou b i en il
passe dans l 'onglet vois in (1).

Supposons que cet onglet voisin, où pénétre le mobi le , so i t encore
un onglet à segments recti l ignes ; soit A' l'axe auque l ces segments do L
sont perpendiculaires. Montrons que lors de rentrée du mobile dans ce
second onglet la projection de sa vitesse sur A' est positive.

Soient A le point de passage, AT la l angen t e en ce po in t à la courbe
frontière dirigée du côté opposé à l 'origine, A.x une demi-droi te per-
pendiculaire menée par A à la droite A du premier onglet , dirigée dans
un sens tel que cette demi-droi te ne rencontre pas A, Kx la perpendi -
culaire analogue à A". On peut toujours supposer la région H assez petite,
et, par suite, A assez voisin de 0, pour que les angles A'Aa?, A'AT
soieni aigus (comme ils le sont lorsque A v ien t en 0.). La projection
d e l à vitesse du mobile sur A étant posi t ive , au moment du passage,
cette vitesse AV est, par rapport à la droite qui porte Kx du côté de la
demi-droite AT; comme, d'autre part, le mobi le pénètre dans le second
onglet il faut que AV soit par rapport à la droite qui porte AT du même
côté que Kx. En résumé il faut que AV soit dans l'angle x K Ï . Or, les
demi-droites, issues de A, situées dans cet angle font avec A' des
angles aigus; la vitesse AV se projette donc sur A' dans le sens positif,
comme nous l 'avions annoncé.

15. Ce qui précède suffit à é tab l i r l ' instabil i té de l 'équilibre lorsque
tous les segments de L sont rectilignes.

( 1 ) Cette dernière hypothèse ne peut (faillearâ être réalisée si la frontière commune
aux deux onglets est de l'espèce Ci.
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Supposons d'abord que U ne soit pas minimumenO. Nous n 'u t i l i sons
alors que la partie U de L située dans la région U > o où se trouve
constamment le mobi le . Il est manifeste que tous les segments de L'
s'écartent s imul t anément de l 'origine si R est assez petite (1); si le
mobi le sort de la région R il y a bien i n s t a b i l i t é ; s'il y reste constam-
ment la l igne M tend vers une position l i m i t e A. Si le mobile lu i -même
tendai t vers une posi t ion l imite, ce serait, d'après une proposition
connue de M. Painlevé, une posit ion d 'équi l ibre , nécessairement dis-
t incte de 0; or on peut toujours supposer la région R assez petite pour
qu'elle n'en contienne pas d'autre que 0. Cette hypothèse devant être
ains i écartée, le mobile ne pouvant d 'a i l leurs rester i n t i n i m e n t dans un
môme onglet, et les onglets étant en nombre f i n i , il faut que la trajec-
toire cont ienne une in l in i t é de segments in tér ieurs a un même onglet;
ces segments se rapprochant de p l u s en plus, quand / croît indéf in i -
men t du segment correspondant de S de A, tout en é tant tous d 'un
même côté de Ï. On peut alors mon t r e r ( 2 ) que I;, ou u n e partie de S,

( 1 ) Cela lient a ce que chaque droiLo A fa i t un <<n^le n i^u avec les frontières de
ronfle t .

( ï ) La démonstration donnée par M. Hadamard (Mémoire c i t é , n" I.")) est inapplicable ici
parce que la fonction V donL nous faisons usage ici n'est plus une fonction continue (elle
change brusquement de valeur lors du passage du mobile d 'un onglet à l 'autre). Indi-
quons rapidement une démonstration ne présentant pas cet inconvénient.

On établi t d'abord que, si ap est an segment convenable de 2, aa^ fjp' les normales à S
dirigées en sens inverse de A, il y a une infmî té d'arcs de la trajectoire compris entre aa',
pP', ayant leurs extrémités sur ces droites. Soit ab un de ces arcs d'extrémités <2, ^; il
existe au moins un point c sur l'arc tel que la tangente ci soit parallèle à ab. Sur
chaque arc cib^ choisissons un tel point , s'il en existe plusieurs, l'ensemble ainsi formé
admet au moins un poinL limite. Soit y un point l imite, il est évidemment situé sur S.
On peut détacher de l'ensemble des points c un au t re ensemble dépeints ci, c^,..., c^ ...,
numérotés dans l'ordre où le mobile les rencontre, et tels que Cn, tend pour n infini
vers y. La tangente Cnt^ à la courbe Unbn correspondante, tend, comme la corde Ctnbnr
à so confondre, pour n inf in i avec S.

D'autre par t , les trajectoires des mouvements correspondant à la valeur zéro de la cons"
tante des forces vives satisfont à une équation difïerentielîe du second ordre facile à
former. En s'appuyant sur le fait bien connu que les intégrales d'un système différentiel
sont fonctions continues des données initiales (voir GÔUHSIT, Cours d'Analyse^ 1.111, n0 459),
on voit que les trajectoires T^ déterminées par les éléments in i t iaux Cn et c^tn tendent,
pour ft inf in i , vers une trajectoire l imi te Ô déterminée par l'élément y et S; mais les tra-
jecLoires ï/, tendent vers S, donc 0 et S .sont confondues, et S est bien une trajectoire.

Au surplus oh peut démontrer au t rement l'impossibilité d'une position limite A. pour I/,



5o2 É. COTTON.

devrait être une trajectoire, correspondant à la fonction de forces con-
sidérée (et à la valeur zéro de la constante des forces vives) ; mais cela
est contradictoire avec le fait que la force doit avoir une projection sur
la perpendiculaire à A de sens bien déterminé. L'instabilité de l'équi-
libre est établie.

16. Examinons le cas où U est minimum en 0. Nous avons dû le
réserver, parce qu'on peut alors imaginer que le mobile revienne dans
un onglet déterminé en faisant un tour complet autour de 0; le seg-
ment de la ligne L correspondant à ce second passage n'étant point le
même que lors du premier passage. Les segments correspondant à un
même onglet étant parallèles entre eux, la ligne L formerait alors une
sorte de spirale autour de 0 (1).

Pour éviter toute difficulté, nous modifierons alors la construction de
la ligne L de façon à obtenir une ligne admet tan t un axe de symétrie
et, par suite, fermée.

A cet effet, nous adjoindrons aux l ignes G, , Cs? 0;$ des lignes C\, C^,
C^ symétriques des précédentes par rapport à l'axe Qx. On peu t évi-
demment supposer cet axe choisi de façon que les lignes (Y,, (^ a i en t
des tangentes à l'origine distinctes des tangentes à C, , C^ et ob ten i r
que les lignes Ça et Cy soient distinctes de ces tangentes.

On construira avec ces lignes G, (7 une ligne L en procédant comme
plus haut. Cette ligne se formera après un tour autour de 0 ; les seg-
ments qui la composeront seront tous rect i l ignes; deux d'onire eux
é tan t perpendiculaires à 0/r.

en s'appuyant sur la proposition suivante : Soit un segmenta? perpendiculaire à la droite A
d'an onglet, situé tout entier dans la région où la force a une projection positive sur A.
Si le mobile vient à passer assez près du milieu de a[3 et du côlé de a(3 oppose au sens
positif de A, il traverse nécessairement le segment ap.

La démonstration, que le lecteur établira aisément, repose sur les faits suivants : La
vitesse numérique du mobile reste bornée s ajDé rieur émeut ( à cause de l'intégrale des
forcer vives) au voisinage de a[â ; il en est de même de l'intensité de la composante de la force
parallèle à a? et la valeur de la composante parallèle à A reste supérieure à un nombre
positif fixe.

(1 ) Cependant si les frontières des onglets sont toutes rectilignes, la ligne L est un poly-
gone inscriptible, aucune diff icul té ne se présente. C'est ce qui arriverait, par exemple,
pour U = ( y^ -+- JG^ ) (y2 -h î x^ ).
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Les propriétés des nouveaux onglets hont identiques à celles des
anciens. 11 esta noter, en effet, que les propriétés établies aux n08 11 à 15.
reposent exclusivement sur le fait que ces onglets ne contiennent à leur
intérieur aucune demi-branche C, ou Ça; comme il en était ainsi des
anciens onglets, il en est de même a fortiori des nouveaux, obtenus
par subdivision des anciens.

En définitive, l'instabilité de l'équilibre est bien établie dans tous les
cas où la ligne L ne comprend pas de segments curvilignes.

17. Abordons maintenant le cas d 'un onglet à segments curvilignes.
Soient, comme au n° 10,

(23) r===9(^), y=^(.r),

les équations des frontières de l 'onglet; nous pouvons supposer ^r> o
et <t>> y. Par hypothèse, 9'(o) et ^'(o) sont égaux et différents de
zéro, soit tanga leur valeur commune.

Si cette valeur est positive on prendra

W V(^ y ) ̂ y + ̂  ^^)^^^y

si elle est négative on prendra
r " dx

{^bis) V(^y)=-j-^ ^(^-(-.dv^/

de toute façon V = const. est l 'équation générale des courbes r\ du
n° 10.

En remplaçante y par les coordonnées du mobile, V devient une
fonction du temps t et le sens du déplacement du segment de L dépend
(n° 10) du signe de —• Nous raisonnerons en supposant

(^(C^^O) >0;

alors
cIV __ dy dx^ ___2____.

^ Tt ' " ' ~ d t + ~dt 9 / (^ ) - •^•<Ï> / (^ ) Î

Calculons encore
c^y^ci2^ d^ __a ^((p^-^^Y^Y
"^""^ ̂  "̂  ^-t-^ (9 /•+-a> /)2 \àt) 9

Ann. Êc. JNorm., (3), XXX. — Ï>IÎCEMBRE 19x3. 7°
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ou, en tenant compte des équations du mouvement et de l'intégrale
première des forces vives,

1 ^2V - ̂ g0 a (Ho^U _ 4(q/4-<I>//) __^__.
^ / ÏJ ^dF ~ ~ày~ ~l~ y' 4- ^' àjc (Y-h^)3 dx^cly^

Or £ = , f^, „ est compris entre o et i ; si donc nous établissonsdx^ -h ̂ y2 A

que les deux expressions

( ^ . . ^ l o g U , ^ ^ logU^ i^u)-—^— ^ycr^/-"^-3

(27) ) B f U ^ W^) ̂  ,y
[ B(u)-~" (y^^'"01^

sont positives, nous pourrons affirmer que l'expression (26)
-i //rv r m//•4- (1)^ '1

^-^^^-'•(Î^J4-^-6^^
^2 Yl'est également, et par suite ainsi que -j^ ^> o, puisque V reste positif

dans les onglets où le mobile pénètre (1).
Commençons par établir que B ( U ) > o ; nous verrons ensuite que le

terme 4 ? "'^(ly^ est négligeable vis-à-vis des autres.
L'expression B ( U ) est une somme de termes correspondant aux

divers facteurs de U :

(9.8) B(U)=:2B[ , r - / (^ ) ]+2KS[ j -^ (^ )P^^(^ )S+B([JO.

On peut écrire

B ,̂]̂ },̂ -1.

Par hypothèse 9' -h <!>' est positif pour ^ = = 0 ; il l'est encore pour
œ^>o et petit; d'autre part ^ ' — f ' et cD'—y gardent pour ,r>o et
petit un signe constant, qui est évidemment -{- si, dans ces conditions,
9 >/et <& >/, c'est-à-dire si y ==/ est au-dessous de l'onglet et qui

( 1 ) Tout le début de ce numéro a été inspiré par le Mémoire de M. Hadamard {Journal
de Mathématiques^ 1897). F'oir^ en particulier, les n08 1 à 6 et le n° 25 de ce Mémoire.
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est — si cette courbe est au-dessus de l'onglet. Dans les deux cas la
fraction est positive-

Pour les termes
<3,) BK.-̂ ,̂ -̂̂ :;;̂ .

on distingue encore deux cas selon que ^(o) est différent de zéro ou
nu l . Si Â'(o)^o, on voit, en conservant les notations antérieures
(n° 12) que le numérateur commence par des ternies du premier degré
qui sont, à un facteur positif près,

(y — ax) (sina — a cosa) -l- ^2^ cosa,

où a == arc tang [ ̂ (o)] ; et le raisonnement s'achève comme au n° 12.
Si h' (o) = = & = = = o, on voit, en raisonnant comme pourj==/", que

Çy -^ g)(^ -4- ̂  — 2^) est positif dans l 'onglet et, comme il en est de
même de /ih\ la fraction (3o) est encore positive.

18. Le terme B ( U , ) correspondant à celui des facteurs de U qui ne
s'annule pas en 0 est négligeable vis-à-vis des précédents. Il reste, en
effet, f in i , alors que les autres termes dev iennen t in f in i s en 0, l'un au
moins d'entre eux restant, dans l'onglet, supérieur à ^ où ^ est un
nombre positif convenablement choisi.

Il convient d'apporter quelques petites modificat ions au raisonne-
ment du n° 13 quand il existe soit une demi-branche réelle non tan-
gente en 0 aux frontières de l'onglet, soit des demi-branches imagi-
naires à tangentes en (Y imaginaires ou à tangentes réelles distinctes
de la tangente aux frontières de l'onglet; mais ces modifications sont
faciles à trouver et nous nous contenterons de donner un exemple de
détermination du nombre (^-.

Soit
U = [ ( y — ^ — ^ 2 - + - . . . ) 2 — ^ > 4 - . . . ][(y-+-^4- o.)2-^^2-!-. . . ] ( î + . . - )

la courbe de niveau passant à l'origine y admet un point de rebrousse-
rnent de seconde espèce; dans l'onglet y<j<$, ̂ >o:

A
y== 9(^7) •==.V -h^2—^-t-...,

y == <&(^) = x 4- -a?2 + x^ -4- ...,
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dont les frontières sont les demi-branches formant le rebroussement,
considérons le teriïie
B[(r+^+..^4-2^4-...]^ (y-^+...)(44-...)+^4-... ^

J (24- . . . ) [ (y4-^4- . . . )24-2^2 -^ . . . ]

Dans l'onglet considéré le numérateur a pour partie principale
11 x le dénominateur \ix1 et le terme en question est comparable à^;oc
on prendra pour [JL un nombre positif inférieur a 2.

Supposons enfin que toutes les branches de la ligne de niveau soient
tangentes aux frontières de F onglet.

Tout d'abord, .y; l'une de ces frontières^ y -=. (D par exemple^ est une
demi-branche réelle y = /, l'expression (29) devient

B( y - /) = B ( y - œ) ==: î L^ __r__.7 ' (,r~?) (ç'+a»7)

La seconde fraction tend vers la l imite positive ̂ ^"^ quand .r (end
vers zéro; quant à la première, comme dans Fon^let

o <y—a?<(I>—îp,
on a

^—^ ^—o/
y — y (1> — cp

et i l est bien évident que le produit oc .^? tend vers une l imi t e posi-
tjve quand oc tend vers zéro; l'existence du nombre pi est alors évi-
dente.

Par exemple, pour l'onglet

(p==/r=:7i<y<7,=,e> (.r>o),
f == — x — ûc Ï/ïx 4-. . .,

~ Jl
f\ == ~ .z- — ̂  4,, _ 5

considéré au n° 9 (4°), on a, en tenant compte de 9'(o) < o,

^v^^-..
iKy~/)= —-——37===—— ———

y—x -(- x^ioc 4-. . . 24 - - . .
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le dénominateur de la première fraction est inférieur à
3/——

x y 2^' -+- ...

et l'on prendra pour (J. un nombre inférieur à --
Si les deux frontières sont du type Ça, on a, en prenant par exemple

o- (x ) == ^ (^),
/ ^ 2 ^-^ ^ ^F ^ ^1
(J-^^^^yz-^"^)-^^ (a)^^)^"^!

B[(y^)2^]-^—————-—————(^-.r-^—————————

et l'on peut manifes tement choisir le nombre posi t i f p. de façon que
cette expression soit positive dans l 'onglet au voisinage de l 'origine.

En déf in i t ive l 'ensemble des termes B (y --/), B [(.y -- g)2-^ ̂ \ est
supérieurà-^ ([^ > o). Il en résulte d'abord que B ( U , ) qui reste fini est

»,•<''
négligeable dans la détermination du signe de B ( U ) et ensuite que
/. ...Y4"<I)1/ est nédineable dans la recherche du signe de B^U).

" (94- u» )2 D 0

Montrons, en efïet, que si 4 ?^), devient i n f i n i e , son ordre d^in-
finitude est inférieur à un.

On peut écrire
^ + d^ == a 4- a^ x^i -+-. ..,

a est différent de zéro, les f ront ières de l'onglet n 'étant pas tangentes
à Ooc-, et a, > o; comme

©// -4- ^" == ai ai ̂ i""1 4- . . .,

la f rac t ion ^ /+^ devient infinie si ce, < i, mais son ordre d'infini-
tnj^ i - a, est bien inférieur à un.

19. 11 est donc bien établi que ̂  > o dans l'onglet considéré. Dès

lors ^v croît, et si, au début cette dérivée est positive, elle le restera,
dt

V ira en croissant, et, par su i t e (n° 10), le segment T, de la ligne L,
situé dans l'onglet, s'éloigne de l'origine.
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Soit AM la tangente menée à la courbe r (n° 10) par le point M' de
cette courbe ayant même abscisse que le mobile M; choisissons sur
cette tangente le sens correspondant à M's'éloignant de l 'origine; soit oc
l'angle que fait avec Ox la'tangente A^ ainsi dirigée, on a

o/-^-^tanga = -^———?

^y
et ces a ^>o; par suite l'expression (2.5) de —r- nous montre que, si
cette expression est positive, la vitesse du mobile M fait un angle aigu
avec AM. Cette remarque entraîne l 'extension au cas des onglets à seg-
ments curvilignes des propriétés établies au n° 14 au sujet du passage
du mobile d'un onglet à un autre.

La ligne L ^éloigne donc constamment de 0. On. écarte encore les
hypothèses du mobile t e n d a n t asymptot iquement vers u n e posi t ion
d'équilibre ou d'une trajectoire asymptote à u n e posi t ion l imi te de L, et
l'on démontre a ins i que le mobile doi t sortir de la région R, dans le
cas où lï n'est pas m i n i m u m en 0. Dans le cas où U e s t m i n i m i r m en 0,
on modifiera la construction des onglets de manière à obteni r u n e
ligne L admet tant un axe de symétrie, et, par suite, fermée.

Dès lors, l'instabilité de l'équilibre est démontrée.

20. Nous avons supposé le système matériel réduit à un point mo-
bile dans un plan de la fonction des forces U (^*,y) holomorphe dans
le domaine de la position d'équilibre. Nous examinerons très rapide-
ment comment on pourrait élargir ces hypothèses.

Admettons d'abord qu'il s'agisse toujours d'un mouvement plan, et
cherchons à substituer une hypothèse moins restrictive à l'hypo-
thèse que U (.r,^y) est une fonction holomorphe. Celle-ci nous avait
permis de décomposer U(<'r,^y) en facteurs des types y —f{x\
[j'"" S^)}^^^}^ U^(.y,j) avec Ui(o , 0)^:0, et de développer
les fonctionsy(^), g(^)^ hÇx) en séries(n)et(i2). Or les premiers
termes de ces développements nous ont seuls été utiles.

D'autre pari, le calcul de ces premiers termes, par la méthode de
Puiseux, ne fait intervenir que l'ensemble IL,^,/) des termes du
développement de U(.'r,j) dont l'ordre, par rapport aux variables .T, y,
ne surpasse pas un nombre N. Si une seconde fonction des forces
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V(^?,y) holomorphe a en commun avec U ces termes U^, il est
certain qu'elle donnerai t lieu, comme U, à un équilibre instable.

Imaginons maintenant une fonction W(;r, y) non plus nécessaire-
ment holomorphe, mais admettant des dérivées jusqu'à l'ordre N +• i,
ces dérivées étant continues au voisinage de l'origine. Supposons que
le développement fini de Taylor correspondant à ce point donne, lors-
qu'on y fait abstraction du terme complémentaire, le même ensemble
UN^Y) de termes que la fonction U précédemment considérée.

La question se pose de rechercher si, comme ii paraît bien probable^
l'équilibre est instable pour la loi de force définie par la fonction de
forces W (^,.y); nous ne l 'aborderons pas ici (1).

En ce qui concerne les autres hypothèses rappelées au début de ce
numéro, observons d'abord qu'on sait faire correspondre, au mou-
vement d'un système à l iaisons holonomes à deux degrés de l iberté, le
mouvement d'un point sur u n e surface, le système et le po in t d o n n a n t
l ieu aux mêmes équations de Lagrange. Il paraî t d 'ai l leurs possible
d'étendre la démonstration précédente au cas d'un point mobile sur
une surface analytique, la fonction des forces étant holomorphe.

Mais cela n'est même pas nécessaire; on peut montrer, en effet,
a insi que nous allons l 'indiquer rapidement, que l'instabilité dans ce
cas Çpoinl mobile sur une surface analytique^ fonction des forces holo-
morphe non maximum pour une position d'équilibre isolée) est une con-
séquence de l^ instabilité démontrée dans le cas du mouvement plan.

Soient, en effet, c/s2 l 'élément l inéaire de la surface, LUa fonction des
forces; les trajectoires correspondant à la valeur zéro de la constante
des forces vives sont données par les équations différentielles (2)

^ - " ^ ^ / ÎT^——^V/ I J ^ ( £ = = J , 2 ) ;
à ^ c j [ i àqi' v ' '

q^q^ désignent les paramètres caractérisant la position du point sur la
surface. Le temps t est donné par l'intégrale des forces vives

dt: / d s ^
V.-r

( 1 ) Voir Comptes rendus^ t. CLVÎ, p. io54.
( 2 ) Voir DARBOUX, Leçons sur la théorie des surfaces^ t. II, p. 499.
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Considérons une seconde surface rapportée aux mêmes paramètres,
la correspondance a ins i établie entre les points des deux surfaces con-
servant les angles, soit

dS^-^^d^

son élément l inéaire ; si nous prenons comme fonction de forcesv^
de telle façon qu'on ait

VdS^Vds^

les trajectoires pour les mouvements correspondant sur la première
surface à la fonction des forces U et sur la seconde à la fonction V, la
constante des forces vives étant nulle dans les deux cas, a insi que nous le
supposons dans tout ce qui suit, se transforment les unes dans les
autres par la correspondance précédente. On a, d'ailleurs, pour déter-
miner l 'instant t ' où le second mobile atteint un point déterminé de sa
trajectoire,

/5s3
d t ' ^ i / — ,y 2 v

et, par suite,
(a) €lt'=ydL

Les deux mobiles étant placés, pour t = t1 = o, dans des conditions ini-
tiales correspondantes atteindront à des instants t et t ' différents les
points correspondants de leurs trajectoires, mais il est essentiel d'ob-
server que X^ reste compris, dans le voisinage d'un point, entre deux
bornes positives m e tM-

II est clair qu'à une position d'équilibre du premier point pour
laquelle U s'annule correspond pour le second une position d'équilibre
pour laquelle V s'annule; les signes de U et Y étant les mêmes aux
points correspondants, si U n'est pas maximum, pour une telle posi-
tion, V ne le sera pas pour la position correspondante. A une petite
région r entourant la position d'équilibre sur la première surface cor-
respond une petite région R entourant la position correspondante sur
la seconde surface, et inversement.

D'ailleurs, si le second mobile placé au débuta l'intérieur de R quitte
cette région an bout d'un temps fini 0', le premier mobile, placé dans
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des conditions initiales correspondantes, partira de Pintérieur de la
région r et quittera cette région au bout d'un temps 6 compris entre
Qf Ql

, j : e t — 3 donc fini. C'est dire que si l'équilibre est instable pour le
second mobile, il le sera aussi pour le premier.

Comme on sait effectuer la représentation conforme d'une surface
sur un plan, on voit bien que l ' instabi l i té de l 'équilibre démontrée plus
haut pour le plan est par cela même établie pour u n système holonome
quelconque à deux paramètres. Il faut toutefois, pour que la conclu-
sion soit rigoureuse, que les transformations précédentes conduisent
dans le plan à une fonction des forces qui soit fonction analytique des
coordonnées du mobile. C'est ce qui arrivera certainement si les coef-
ficients de la force vive et la fonct ion des forces pour le système donné
sont fonctions holomorphes des paramètres au voisinage de la position
d'équilibre, et si le discriminant de la force vive est positif.
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