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RECHERCHES

SUR LES RÉSIDUS QUADRATIQUES
ET

SUR LES QUOTIENTS DE FERMÂT,

PAK M. NIELS N1ELSEN,
à Copenhague.

PREMIERE PARTIE.
FORMULES AUXILIAIRES.

I. — Séries arithmétiques d'ordre supérieur.

Dans les recherches qui nous occupent ici des sommes de la forme
^+(^•+-^)?•+-(&+2^)"-^--<4-(6+<7^) /^

où a, by q et n désignent des positifs entiers, jouent un rôle fonda-
mental; c'est pourquoi nous avons à donner, avant tout, quelques
propriétés des sommes susdites.

A cet effet, nous prenons pour point de départ les fonctions de
Bernoulli, savoir :

B o ( ^ ) = = î , B i ( ^ ) = = ^ + ^

0) <2^i"

n {^\ - ̂ ^ T x^ ^ (-O^B^^^W-^T+^ (Tr^^Tyî'^ ( 2 ^ 1 ( ^ — 2 ^ ) ! '
,y=s.l

où les B^ sont les nombres de Bernôulli; ces fonctions sont parfaite-
Ann. Êc. Norm^ (3), XXXÏ» — AVRIL 1914. 2ï
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ment définies à l'aide des deux équa t ions fonctionnelles
( 2 ) B,(^)=rB,^(.r),

(3) B,(^)-B,(^->)=:~^—,

où il faut supposer/^i.
Désignons en premier lieu par q un positif entier, l 'équation aux

différences finies (3) donnera
S=.ff

(4) , B^(^4- r / )=B^(^—i)+—^(^+,ç ) /^

S = 0

Soit particulièrement x=o, nous aurons par conséquent pour a
somme de puissances

(5) S^âOrr^+a^+â^-l-.. .+<^,

où a désigne un positif entier, l'expression su ivan te :

(6 ) S^)^^[B/^i(a)-B,^i(o)] ( /^ i ) ,

ce qui donnera, en vertu de (i), la formule classique
< n

(7) s,(.) -= ̂ - ^ -1 +v Jr^r_ f / À ^ B,̂ - H .
n-4-i 2 ^ù ^—2.y4 - i ^^,/ " ?

A- == 1

indiquée par Jacques Bernoulli ( < ) .
Quant à l'équation fonctionnelle (2), nous aurons le développement

de Taylor,

< 8 ' ' "".(»'=î1^^ "•<-").
.¥=0 , ^ /1 1 ' 1 ' ' ' '

où x et a sont des nombres complexes quelconques.
Cela posé, introduisons dans (8)

' , x-=.a, a=:^, ^
puis posons q

^ aq^r r.^=p^

. . < 1 ) Ars conjectandi, p. 95-97; Baie, 1713,
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noos aurons, en vertu de (6),
^==/l4-l

(,o) S.(^^-,IB..,(.)^ 2 ̂ ^.-^.(-^-
,y ss 0

Posons ensuite, dans (8), x -\- q au lieu de x, introduisons

" "! • ' . - . — È — c

a? a '
puis posons
(ï 0 . • / , ; ' ' cuf +• b -{- c = p ,

nous aurons de môme, en vertu de C4),

<'2) ^2/(6-h^'t==-B»-(-^)
^•sï0 /

.y — n + ï
^ y ^^1 / ^
r ^ (^—.y+ï)!^/1-^"^ a/

A' î= 0

Quant aux deux formules (10) et (12) qui sont essentielles dans
nos recherches suivantes, nous avons à appliquer le théorème de
v.8 Staudt(1) et de ïh, Clausen (2) relatif aux nombres de Bernoalli.

A cet effet, nous dirons pour abréger que le nombre premier impair p
est du rang n, pourvu que 2n soit divisible par p — i . Désignons
ensuite par
(13 ) ?4, Àâ, Âg, ..., 7.v

I^ensemble des nombres premiers du rang n, nous aurons pour len^"^
nombre de Bernoulli l'expression suivante :

( 1 4 ) l(-i^B^=A,^^-^- ̂ ^^-..+-.
2 A^ A g A^

où A^ est un nombre entier.
Soit maintenant dans (xo) p un nombre premier impair, tandis

que q et r désignent des entiers non négatifs, nous aurons la

{^Journal de C'reUc, t. 21, i84o, p, 372-374.
"• (2) Àstronomiscîte Nachric/iten^ t. XYH, x84o, coL 35i-352.
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congruence

(15) s„(^)^/^!^B^( /~-^—B,^(o)1 (mod/^),

où il faut supposer i^n^p — 3.
Soit également dans (12)^ un nombre premier impair, a un positif

entier, tandis que b et c désignent des entiers non négatifs, nous
aurons de même

A'===//

(16) ^(&+^)»=«la"^B^,('-^-B^,(-a^&)1 (mod/>),
S S.Q

où il faut supposer, comme dans (i5), ï^n^p "—3.
Quant à la formule classique (7), désignons parp un nombre premier

plus grand que 3, parw un entier plus grand que ^, tandis que s est
un positif entier quelconque, je dis que nous aurons toujours

fï /y m
(x7) -^^o (mod^2).

Il est évident que le cas le plus désavantageux est celui où p est
du rang s et où m est en même temps divisible par p. Soit p^ la
puissance la plus élevée qui divise m, nous avons par conséquent
à démontrer que

m "— 3 ï a.

Or, nous aurons évidemment

^^[ï+Cp-i)]01,
ce qui donnera

mïi •4-.a(/?—-i), w — S S ^ o c — 2?2a>a. . •

Cela posé, la formule
^

r^~("l ^n ^. (_•»V-1 / n \s,,(7? -i) == -£— - •£^ +y -Lî — ( n }îi,p^^,
" / n-h i 2 ^ n—2s~v-t\^s} ï y

^=1 . 1 . , ,

tirée directement de (7), donnera, en vertu de (17), ces deux
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congruences, où il faut supposer n ^ i :
(18 ) S^Oo—x)^--!)"-"^^ (mod^2),

(19) S^i^-O^—i^^+^B^ (modp2).
\ J /

Supposons maintenant que le nombre premier p ne soit pas du
rang n, nous aurons par conséquent pour n ̂  i
(20) S^(J )—Ï)SE=O (modj9),

(21 ) 6în.+i(p—ï)=^o (mod^2),

soit, au contraire, p du rang /i, nous aurons toujours
(22) S^(^-- i)s=—i (ïnod/^)

et pour in + i >JD
(28) S a ^ i ( ^ — i ) ^ o (mod/?),

tandis que rhypothèse p = ̂ n -h i donnera, à cause du facteur n + -
qui figure au second membre de (19)?
(24) S^p—1)^0 (mod^2).

II. •— Formules relatives aux nombres de Bernoulli.

Soit p = 2m 4- i un nombre premier qui n^est pas du rang /z,
Kummer ( () a démontré la congruence remarquable

<1) ï^-^-e')2^-0 (^^
S-ssO • ' • ! .. ;

où il faut supposer
(2) nS^(r+i).

Désignons maintenant pour abréger par a,, l'expression qui figure

(i) tournai de Crelle, t. 41, x85i, p. 368-37%,
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au premier membre de (i), l'identité évidente

/r\ n-^rm (r - i\ mr ^/ \ -
\ s ) n -t- sm \ s ) n 4- sm \s )

donnera immédiatement

(n + rm)^- mr^ =V (— i)^^^) B^n;
.̂ 0 v'v

c'est-à-dire que nous aurons aussi
s == /•

<3) ^(-I)•w"•(/^B„^.„„=o (mod/?7-1), , .
•s'==0

Cette dernière congruence, nouvelle peut-être, est analogue aux
deux autres connues pour les nombres d'Euler et pour les coefficients
des tangentes, savoir :

W ^(-I)^w(^E^„^o (mod^), ^^.i : i;

.y==o , , ^ ! , ' , : , . ^ ' , ' , . - - ,, , "

(5) ^("^^"(^T^^^o (mod^), ^Ï;^t^, i
—— V/ 2
A'==0

où le nombre premier impair p peut être du rang n aussi.
La première de ces deux congruences est due à Kumrner (1),

la seconde àStern (2)-
Or, il est très facile de généraliser beaucoup les troié5 dernières

congruences. En effet, posons pour abréger

A,,.='f (-,)".(;) (-+"»)̂ ..,
S^=0 \ / \ .X / , „

l'identité évidente

n+rm—q(r\ / n + sm\ _ rm fr-i\/n-^sm\ ( r \ /n ̂  sm\
, , ' î4-1 W\ q ) q ^ \ s ) \ q J ̂  ̂ A y + ïj

(1) Loc. cit., p. 37'2*
(2) Journal de Creîle, t. 88, 1889, p. 91.
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donnera immédiatement
, n -+- rm — q . rm . _

: - . —————^^—————A/;,y—— ^-^A,^,y- A,.,y-M."

Cela posé, les trois formules (3), (4) et (5) donnent ces trois autres
congruences, où il faut supposer/? > q :

(6) ^(-z)——^) (^^B.̂ .o . (mod^'-.-«), n= ̂ ,,
'""" \ " / \ Y / -"
;y==0

s^=r , • . „ . ,

(7) ^(-•^""(^("V^)^-"^0 (œod/3^). "=^
^=0

(8) ^(- ,).——(/;) (" ̂ ^yi^^o (mody.'-.), . 1 w
'^^ \s / \ 7 / 2

.v=:0

qui semblent être nouvelles.
It est évident du reste que l'on puisse, dans les trois dernières

congruences, remplacer les coefficients Jbinomiaux

( n + s m \

-7 /

par le polynôme quelconque du degré q
Oo(/î -+- .çm^-t- a^n +^w)^•~"l-l-.. .4- <2y-i (^ 4~ sm) -4" ^y,

dont les coefficients
Oo, ai, 02, ..., a^

sont des nombres entiers, ou, "plus généralement, des nombres
rationnels, dont les dénominateurs ne sont pas divisibles par/?.

Dans les congruences (ï), (3) et (6), nous avons supposé que le
nombre premier impair ne soit pas du .rang n, condition qui ne
semble pas être nécessaire. Nous nous bornerons à démontrer ici
seulement des formules particulières qui sont indispensables dans nos
recherches suivantes.

A cet effet, nous prenons pour point de départ les sommes de puis-
sances S,^(a) définies dans la formule (3) du paragraphe I,

Désignons par m et r^des positifs entiers, par a un entier non négatif,
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nous aurons
<7=/- ff=zn

2 (- ̂  ̂ )s^^(a) =^ ̂ (i - y^T;
<7=o <7==2

soit maintenant / ? = = 2 m + i un nombre premier, et soit a^p — i ,
nous aurons, en vertu du théorème de Fermât,

<7==/-

(9) ^(-~I^(r)s2a-^-2^(^)-o (mod/^).
<7==o

Soit particulièrement a==p — i ^ la formule (18) du paragraphe 1
donnera pour a rîi etr^2

<7==r

(10) ^(-i^^f^Ba^.^o (modjo),
(7=0

même dans le cas où le nombre premier p est du rang a.
Supposons maintenant a == o, nous avonSy dans (9)., à poser

. , S o ( / ? — ! ) = = / ? — I ,
ce qui donnera

//==/•
(i0 i-,^ s^ (^)W^B^ (mod^).

<7==i

11 est évident que les termes qui contiennent le diviseur p disparaî-
tront dans la formule (11), et c'est la même chose pour la formule (10)
dans le cas oùp est du rang a.

Dans les recherches qui nous occupent ici, nous avons à appliquer
les cas particuliers de (10) e f c ( i x ) qui correspondent à r== 2, savoir :
(1 2) Ba^^=(—i)^2Ba4-w—Ba (mod/?),
(13) B ^ s ^ x ^ a B ^ + i — ^ (mad/?),

et le cas particulier r == i de la congruence de Kummer^ savoir ;

(14 ) (-^B^s^^B^i^ (modp).

Posons dans (i4) 2m ' + 1 au lieu de m, savoir p == l\m 4- 3, puis
remplaçons n par m +1, nous aurons
<( Ï5) B3^2sB^i (modp).
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En me réservant de revenir, dans une autre occasion, aux congruences
que nous venons d'étudier, je remarque expressément que les objec-
tions que l'on a faites contre la démonstration de Kummer pour sa
congruence (i) ne sont pas correctes, parce que la fonction

(ea-c— eP-c)",

où n désigne un positif entier, a dans a? = o un zéro du n16"" ordre;
c'est-à-dire que les séries qui fîgurentdansladémonstration de l'illustre
géomètre allemand sont toutes finies.

III, — Table des formules auxiliaires.

Pour ne pas interrompre le développement suivant, il nous semble
utile d'énumérer ici une suite de formules particulières qui sont indis-
pensables pour nos recherches sur les résidus quadratiques.

Soit n^ï, nous aurons ( ( )

, , n / , n ( l\- (-.^-'(^"-i)!^(i) B^(o)-B^-^)==——^rt)!^»--1——'

(.) B.^O-B.^-^)^^;^;,^^",

^ B (o)-B ( - -1} -(-')"-l(32"-')(a^'t-i+•)B^(d) lWo)--»s^ ^-- (sn)\2.y-'1-1

/ / , R (^ R ( ^ - (- ' )»-* (e8»-' + s5»-' + 2'»-' -, )B.(4) B,/,(o)-B,^-^-———————(2n)l2.62»--1

/^ il ( ^ TI /" 3 \ „ (-1)»(6»»-1- 2.3^'t-l+ a^-^B^(5) y 2 , ^ — ^ J — A ( ï » ^ — 3 j — — — — — — — ( a r t î l a . ô - " - 1 '

t^ Ti ( ^ Tî ^ i\ __(-I)re(2^-I)(2'^-.)B„(6) B,»^—^—Bî^-^J-————(2^)1 2.42'1-1

,_. „ / i\ « / i\(-.y'(^"-'^i)(3^-i)B.
(7) B,^-^-B2^-^-————(s^Ia.ô1»-1

,., ,, / i\ „ / i\ _.. (—I)'t(Iaî»-l-6i»-l-42n-14-3"t-l)B„
(8) B^^-^-B,,^-^-————————(2^)1 2.ra2»-1

/ \ -R /" ^ \î ( 'V^-1)^3'""1--1)^2"-1)1^(9) B,^-^-B,^-^-————(^)l2.62»-1————'
/ ^ / ,N (__,)«(3»»-»_I)(6'»-•+3î»- l—2^tt- l)B„

(10) B,^-^-B,^-^=—————————————(2/Z)l2.l2"-'————————————'

(1 ) Quant aux démonsirations, voir par exemple mon Mémoire : Reclierches sur les
Ann. Éc. Norm., (3), XXXI. — Avait, 1914. ïï
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Soit encore n^i, nous aurons de même

(n) B2^+i^—^=B^+i(o)=o,

( 1 2 ) Bs^i^—^^--~B2^i^--^= (an)!^2'

où E^ désigne le ^ième nombre d'Euler.
Soit .x- un nombre complexe quelconque, nous aurons généra-

lement
( 1 3 ) B^-^—I):^-!)^^).

Il n'est pas possible de déterminer sous forme simple les valeurs
numériques

(i4 ) B,,̂  f— - ). B^+i (- -).\ ;>/ \ °/

où n désigne un positif entier quelconque.

DEUXIEME PARTIE.
LES QUOTIENTS DE FERMAT.

IV. — Les quotients de Fermât, d'Euler et de Sylvester.

Soit p = ̂ m 4-1 un nombre premier impair quelconque, et soit a
un positif entier non divisible par p , le théorème de Fermât s'écrira
sous la forme suivante :
(i) €^'^=1 -+-pqÇa)^

où q (a), le quotient de Fermât^ ^t pour a^>i un positif entier,

nombres de JSernoulU (Mémoires de l'Académie royale de Danemark^ 7e série, t. X,
1 9 1 3 , p. 3ô2).
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tandis que nous aurons
( 2 ) /7 ( l )=0 .

Il est bien connu que les quotients de Fermât possèdent des pro-
priétés analogues à celles des indices ou même des logarithmes ( f ) .

En effet, remplaçons dans (i) a par le positif entier b non divisible
parjo, puis multiplions les deux équations ainsi obtenues, nous aurons
immédiatement
(3) q{ab)^q{a)^q(b) (mod7/).

Soient ensuite dans la congruence

ax s b .(mocl/?),

a et & premiers k p ; nous écrivons aussi

x ES — (mod/?),

ce qui donnera, en vertu de (3),

(4) q ( ^ ) ^q(b)-q(a) (modp).

Disons pour abréger que la fraction

est première à p , pourvu que ni a ni b ne soient divisibles par p ;
nous aurons le théorème suivant :

I. Soient a ^ y a^y ..., dy. des nombres rationnels premiers à p^ tels que

(5) c i ^ a ^ a ^ . . . a,.2s±: i (mocij>),

puis posons

(6) ^<^3... a,.=±(i—^A),

( 1 ) yoir par exemple le beau Livre de M. BÀCIUÏANN, Niadere Zahlcntlieorie^ t. I,
Leipzig, 1902, p. x6o.
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ncw aurons toujours

(7) A==^^(a,) (mod )
s==i

En effet, la formule (6) donnera
(ai02<23.. .a^-^ï—^p —I)/.>A-+/>2K,

ce qui nous conduira immédiatement à la congruence (7).
Choisissons par exemple de l'ensemble

i, 2, 3, ..., / > — i ,
2r nombres différents

(8)
ai ^2 ^3 . . . ,̂

^1 ^ ^ . . . ^,.,

de sorte que nous aurons pour i^î=r

(9) <^-j-^=/?,
l'identité évidente

( îo) « i a 2 a 3 . . . a , < = - = ( ^ — Ô i ) ( ^ — ^)- • - ( / ? — ^/•)

donnera
(n) ^-^^(-,). (,o^).

Posons ensuite
(I2) St-ï-^1^1-^).
nous aurons en vertu de (10)

03) A^+^+...-^ (mod,>).

tandis que le théorème 1 donnera de même ,
s == r ,y == r

( I 4> As^y(a,)-^y(^) (mod/î).
^=1 .ïssi

Ces remarques faites, nous avons à mentionner quelques relations
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intéressantes entre les quotients de Fermât et d'autres nombres
essentiels.

Soit en premier lieu, comme ordinairement,

f-)^
W

le symbole de Legendre, nous aurons une égalité de la forme

( 1 5 ) 0^== f^)[x+/?^(a)], p=2m^-î,

où ^i^)» le quotient d'Euler, est un nombre entier, ce qui donnera
^-1^1^ 2/?yl(ûS)+/?2^Ka)l

de sorte que nous aurons, en vertu de (i), la congruence bien
connue (1)
(16) • q(a) =2<7i (a ) (mod^).

Soit en second lieu a un positif entier quelconque, Sylvester (2)
a démontré que le produit

/y2//l / /yS/« __ v \ V)

(.7) ^^'^(a)

est toujours un positif entier; nous désignons q^ (a) comme le quotient
de Sylvester. Il est bien connu que Lipschitz (3) a retrouvé le résultat
susdit de Sylvester. J'ai démontré du reste que ^(a) est toujours
divisible par a^""^, c^est-à-dire que le produit

flfn+i(av't—î)B,n
im

est un positif entier, pourvu que a le soit (4).
Désignons maintenant par

AI Ag À g . < . Âv

( 1 ) Voir le beau Mémoire de M. LERCH, MathemcLtinche Ânnalen^ t. LX, 1905, p. 479.
(2) P/iilosop/licnl Magazine^ février i86x.
(3) Journal de Crelle^ t- 96, î884, p. 3 ; jBull. des Se. math^ 2° série, t. X, 1886,

p. 1 4 1 .
(4) Mémoires de l'académie royale de Danemark, 7e série, t. X, igïS, p. 35o.
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l'ensemble des nombres premiers du rang m, l'expression
a^Çq^—î)

2 ?4 ^2 * • - ^v

est en vertu du théorème de Fermât un nombre entier.
Soit ensuite im-\- i =p un nombre premier, tandis que a ne soit

pas divisible parjo; nous aurons, en vertu du théorème de v. Staudt
et de Th. Clausen, savoir la formule (i4) du paragraphe 1 :

/y2W//y2/n___ »\

(—i)m^(^_,)^=Es—^———-/ (modjo),

ce qui donnera immédiatement
(18) ^(a)E==(—i)^--^(a) (modp),

c/est-à-dire que nous avons démontré le théorème suivant :

II. Désignions par p = im -j- i un nombre premier impair quelconque,
par a un positif entier qui n^ est pas divisible par py les quotients de
Fermât q{a\ d'Euler q^a) et de Sylvester Ça (a) sont liés par les
congruences

(19) q(a) s 2^(0) s (— lY^c/^a) (mod^).

Soit particulièrement a == 2, nous aurons
r > 2 W / - " > 2 W _ _ ï ^ T

^= ( \m ) m=T-

où T^ est le m1^6 coefficient des tangentes, ce qui donnera en vertu
de (19)

(20) ^(a)s 271(2) =s (-i)^T^ (modp).

Revenons maintenant à la formule (i5), nous aurons la congruence

(21) ( ^ ï ^ a ^ (modp)

et l'identité ultérieure

^^ (^)[ï + 3/^(a) + 3^^(a)+/^yî(^)L



SUR LES RÉSIDUS QUADRATIQUES ET SUR LES QUOTIENTS DE FERMAT. 173

ce qui donnera en vertu de (i5)

(22) ^Ç^sîa^—a^ (mod^2).

Nous aurons de même

(a3) S^^s iSa^—ioa^^-hâa 5 ^ (modj93),

et ainsi de suite.

V. — Expressions explicites diverses.

Soit p un entier plus grand que l'unité, et soit n un entier non
négatif; nous posons pour abréger

.¥==/?-2

(1) A,^= ̂ (-I)^-^^-,-!)",

.V s= 0
.y=/?—2

(2) A;;== ̂  (^^(^^i)^

<^0

ce qui donnera immédiatement
(3) J^=:(-x)^ A^==^-i;

de plus, les principes du calcul aux différences finies donnent
( X ^ = o (r^^-2),

V 4 / (X^^^-x)!

Soit maintenant p un nombre premier impair, tandis que le positif
entier a n'est pas divisible parjj ; nous aurons, en vertu de la formule (i)
du paragraphe IV,
(5) panq{a)•=-an^I)•mi—aî\

ce qui donnera, en vertu des définitions (i) et (2),
S == fî -"- 2

(6) P2 (-I)^^1)^——.»-!)"^-^-!)^^-1--.^,
A* s=s 0

.¥=;/•>"" 2

(7) •p 2 ( /^7 I)(^-^--I)"y^-^-I)=A?+p '-AÏ,
—"" \ " /

^==0
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d'où, particulièrement pour n == o,
S =p—2

(8) /» S (—ly'f7 '"1)^-^-^^— i)i+''^— \ o y
^=o

JT==^~2

(9) J0 2 ( />7')^(^-^-1)=A?,-1-W(2)•
^=0

Cela posé, nous aurons les deux congruences
(10) ( jo^ î ) î4 - i ^o (mod/)), AÇ^o (mod/?),

dont la première n'est autre chose que le théorème de Wilson.
Posons pour abréger

( 1 1 ) (p - i) 1 + i = pW^ A.Ç1 =^W;,,

les formules (8) et (9) donnent pour les deux quotients W,; et W^ ainsi
définis les expressions explicites suivantes :

.y s; p — 2

(12 ) W/,= ̂  (-IV^^'^^-^-I),

.ys=0
.î==/7—2

(13 ) W^=ç(a)+ ̂  ( /?7 i)^(^-^-')•
.?s=0

Appliquons ensuite la congruence évidente

(JP7X) s(-i)^ (rnod/?),
\ " /

nous aurons de plus
;?==/?~2

(x4 ) Wp^ ^ y ( p - s ^ i ) (mod/>).
^=0

S-sip—ï

(i5) W/,-y(2)+ ̂  (—i)^(/5-^-i) (mod/?);
.T^ïO

la première de ces deux congruences est due à M. Lerch (1).

(l) Mathematische Ânnalen^ t. LX, X9o5, p. 472-
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Supposons connu le théorème de Wilson, savoir la première des
formules (i ï), la congruence de M. Lerch est une conséquence immé-
diate de notre théorème 1 du paragraphe IV, démonstra t ion qu i coïncide
avec celle de M. Lerch.

Quant à la congruence (i5), posons en vertu de la formule (12) du
paragraphe IV

(16) ^l:!:::^^^0^1-'^^) ^———^

nous aurons par conséquent les deux congruences

(17) ^^ i+^+^ ^....+. _^. (moâp),
.y :-=• p — î

( ï S ) Wpss ^ (^.ïyq(p^-s--ï) (mod/?),
.¥=()

ce qui donnera, en vertu de (i5),
(19) W^ss (^-4-^(2) (rnod^).

Pour trouver maintenant une expression explicite du quotient de
Fermât (7(0), nous posons dans l ' i d e n t i t é

(^4,lV.—^=r: f•/M(^-l-+- (P\^p^^._,^. ( p U'4-I
\ î j \^} \P-U

successivement x === i , 2, 3, ..., a — ï y puis nous ajoutons toutes les
équations ainsi obtenues. De cette manière nous aurons la formule

/ ' ^ p - i
(20) aP-a^ ^ ^S^,(a—]),

/'= i

connue déjà par Euler ( ^ ).
Il est évident que la formule (20) donnera une nouvelle démonstra-

tion du théorème de Fermât; de plus, nous aurons, en divisant par/^,
/•=//-!

( 2 1 ) a<7(a)= ̂  ^Z^V^-1^
t'xs, Ï

( 1 ) Ifistitutiones calculi differentialis, Saint-PéLersbourg, 1755, p. 4o6.
Ànn, Ac. Nomt.^ (3), XXXI. - AVRIL 1914. 2^
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d'où, particulièrement pour a = 2,

(") -^-l1^;)-
r==l

Introduisons maintenant dansais), au lieu des q(p — s — i), les
expressions correspondantes tirées de (21), nous aurons une expres-
sion explicite, mais très compliquée, pour le nombre W^;.

Remarquons que les formules (21) et (22) donnent les congruences
suivantes : /• == p — i
(a3) a<j{a)s ^ -^-^S/,-,.^-!) (mod/?),

r=p—l

(s4) 29(2)= ^ ^ ̂ r~l (modjo).
r=l

Appliquons ensuite l^identité évidente

i+_==__
a p — a a\p — a)

nous aurons

(aS) i4-^+^+...-+. ̂ ^ so (mod^),

ce qui donnera, en vertu de (24),

(sô) y(2)s^+^+g+...-+-—^ (modp),

de sorte que nous aurons, en appliquant les congruences (ï5), (17)
et (19), les résultats suivants :
(07) (^=<7(3) (mod/?), W,,5=52<7(2) (mod^),

S •= /7—1

(28) ^ (_i)^(,)so (modj5).
,¥ss;8

Posons ensuite/? === im 4- î , nous aurons de plus
(29) W^ s= (-1)^ 2T^ (mod^).

Dans le paragraphe suivant, nous avons à étudier des généralisa-
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tiens très étendues des deux sommes qui figurent aux seconds membres
des deux congruences (i4) et (i5).

VI. — Détermination des sommes diverses.

Posons dans la formule
/yyi"+"2w __, /-f Tt

( r ) a^ (a )==———,——- (/? = am + r),

où n désigne un entier non négatif, successivement
< ^ = = I , 2, 3, . . . , p — î ,

puis ajoutons toutes les équations ainsi obtenues, nous aurons

(.) ^^^(a)^:8——^^1^-^^^1^
rtssî

Soit tout d'abord n==o , la formule (x8) du paragraphe 1 donnera
immédiatement

<f=.p•— i

(3) ^ ^(a)=(-T)M- lB^+--ï (mod^),
assi

tandis que l'hypothèse n == i donnera de même
eissp'—1

( 4 ) ^ aq{a)s ̂  (mod/?),
a = 1

congruences qui sont dues à M. Lerch (^ ) . Combinons ensuite (3) et
la formule (i4) du paragraphe V, nous aurons par conséquent

(5) W, s (- i)^B^ + ̂  —i (mod^),

formule qui est indiquée par M. Lerch (2). Dans le paragraphe X nous
avons à donner une autre démonstration de la congruence (5).

'(r) Mathematbcha Ànnalen^ L LX, 1905, p. 477-
(2) Loc. cit^ p, 488.
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Soit maintenant dans (2.) n un positif entier pair, nous remplaçons n
par 2/î, ce qui donnera, en vertu de la formule (i4) du paragraphe II,

a = p ~ i
(6) ^ a^"q(a)=s (~')''B" (mod/î), /î^i.

^==1

Remplaçons ensuite dans (2) /i par in + ï y nous aurons
rt==^— i

(7) V c^^qÇa) s o (mod/;>), ^ ^ ï ;
,0=1

appl iquons ensuite la congruence (i4) du paragraphe II, un simple
calcul donnera

a == p -' 1

(8) î- ^ ^2/ l-*" l/7(a)s(—I)?B„ (rnod/^), /^i.
rt=l

II est digne de remarque, ce me semble, que les seconds membres
des formules (6) et (8) sont indépenda-nts du nombre premier/^

Posons pour abréger
c r „ ( a ) = â " • — ( a • — I ) n 4 - ( a—a)^ . ..-H— ï)^1!",

la formule (i) donnera de même

(9) "'J,1^^^)^"^-^-^-^.
a—l ' 1

0^» (J2n+•^(p — I) n'étant pas généralement divisible pârp, nous nous
bornerons à l'étude du cas où n est un nombre pair, et nous rem-
plaçons n par 2/?., de sorte que nous avons à appliquer la formule
dïlulerC)

/' =: n
rftn «"-» /__ r V' / '•>n \

(-) ^P - «) = ̂  ̂  ̂  (Jl,) ï^——-1

/* != 1

Soit tout d'abord n == o, nous aurons
<7o( /?——ï)=0,

( 1 ) Institutiones calculi dlfferentùdi$^ Saint-Pétersbourg, 1755, p.. 499'
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ce qui donnera
a == p— î

-̂̂ i / _ \\m<•> m T
(ii) ^(-^y(a)={-—l^n-^ (modp'),

a=l

ou, ce qui est la même chose,
a == p -~ 1

( ï 2 ^ (—O^^s^O) (modp),
<3==1

de sorte que nous aurons une nouvelle démonstration de la formule (28)
du paragraphe V, savoir

a =; p — l

( ï3) ^ (—i)^(a)-o (mod/?).
ft=;3

Appliquons maintenant la congruence
fjf yvf

—— +, s/^(2)s(—r)'"-*/,T,,, (mod/?),
-'î

nous aurons, en vertu de (î r), la formule curieuse
a s= ̂  — 1

(14 ) -^ ̂  (-i)"y(a)s-ï2,, (mod/?).
rt = ;(

Posons, dans la congruence (5) du paragraphe II, r = = i , nous
aurons, en appliquant les formules (9) et (10), ce résultat plus
général

a -•: p — l

(15 ) ^ (—»)«^"y(a)s (~ '̂ 1 r" (mod/?), ^ ^ r ;
rt := 1

remarquons en passant que le second membre de (i5) est indépendant
du nombre premier/^.

La formule (i) donnera encore, en vertu de la congruence (21) du
paragraphe IV,

( 1 6 ) ^ ̂ (^^a)^8^^^ (mod^).
ÛS=1 •
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Soit en premier lieu n -}- m un nombre pair, savoir
(17) n -+- m -==: sr,

nous aurons, en vertu de la congruence (ï4) du paragraphe II,
a = p—i

(18 ) ^^(^y(a)==(-^B^ (modp).
( 1 = 1

Posons particulièrement n == o, ce qui donnera m = 2r, /?== 4r-4-1,
puis remplaçons r par 772, nous aurons par conséquent

a = jo - 1

(19) Z (^^(^^(-^"-^B,,, (mod/^) , ^ = 4 m + i ;
/ÏS=1

cette congruence particulière est due à M. Lerch ( < ) .
Soit en second lieu n + m un nombre impair, savoir

(20) n^m=ïr+ï^

la formule (ï6) donnera
II ss p "̂  1

(2I) 2 f f"(^)y(^)so (mod/?).
rt( = 1

Appliquons maintenant la congruence (22) du paragraphe IV, nous
aurons dans ce cas

a == p — i
V 0" ̂  ̂  ( a ) =2 ^ S^.^^-.-M (̂ "LL l̂JË t̂l̂ ^ ï ) — S2r+4w4•.l ( P - ï )^ ^^y, ^—————————«,___^^^

(niôdyy2),

ce qui donnera, en vertu des congruences (12) et (14) du para-
graphe II,

<"> Çi'-^W-^1^^ (m.,1/,).
ftîsi

Posons n = o, ce qui donnera m = ïr •+• ï,p == 4/. 4- 3 ; nous aurons,

(«) Mathematische Ànnalen, t. LX, igoî, p. 480.
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en remplaçant r par m,
a == p — \

(23) ^ ̂  (^)'7(«)=(-I)"^jB/K (niod/>), /?==4^+3.
rt =s 1

Nous aurons de même

tl ̂  ̂  i)^(^) <y(a) ̂  C^——(7^I)^^W(^"-I) (mod/.),
CI. 5= 1

ce qui donnera, en vertu de la congruence (5) du paragraphe II, pourvu
que n -+- m == 2r,

a's'p — l

(a4) 2 (-•^^•(^^(a)^^^-^^' (mod^).
à == 1

Soit particulièrement n = o, ce qui donnera m = ar, p == 4r + i ;
nous aurons, en remplaçant r par w,

as:p —l

(25) 2 ̂ '^(^y^^-^" (raod/>), / j=4/n+<.
aszî.

TROISIEME PARTIE.
LES RÉSIDUS QUADRATIQUES.

VII. —• Nombres des résidus dans un intervalle donné.

Soitp= 2/7% +1 un nombre premier impair quelconque, et soit a
un entier qui satisfait à la condition

i ^ a ^ p — i ,

nous désignons par R(^) le nombre des résidus quadratiques de p
qui se trouvent parmi les nombres
( ï ) i, a, 3, , . . , a,
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tandis que I(a) est le nombre des non-résidus trouvés parmi les
nombres (ï).

Cela posé, nous aurons évidemment

( 2 ) R (a )H- ï (a )= -=a î

soit ensuite a un résidu quadratique de p , nous aurons

tandis que nous trouvons

pourvu que a soit un non-résidu de p.
Appliquons ensuite la congruence (21) du paragraphe IV, nous

aurons par conséquent

(3) R(^) ~ l{a) s S,,,(a) (rnod^),

ce qui donnera, en vertu de la congruence (x5) du paragraphe I, le
théorème suivant :

I. Sou p ==2 m-4-1 un nombre premier impair quelconques puis
posons

(4) aq+r^p,

les définitions susdites de l\(a) et I(a) donnent

(5) R(^)-- I (a)sm!^B^( / ~£^^B/^(o)[ (rnod^).

Désignons ensuite par a^ un autre entier tel que a < a^p — r , puis
posons

(6) a^y^r^p;

il est évident qu'on pourrait, en vertu du théorème susdit, déterminer
les nombres des résidus ou des non-résidus parmi les nombres

a+i, a+2, ..., ^i,
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c'est-à-dire que les fonctions de Bernoulli jouent un rôle fondamental
dans la théorie des résidus quadratiques.

Dans ce qui suit nous ne donnons que les applications qui per-
mettent de déterminer sous forme simple le second membre de (5).

Première application : r = = y = = i , a - = p — i . — Nous aurons le
résultat évident

(7) R ( ^ — i ) = I ( ^ - i ) = m .

Deuxième application : q = 2, r = = i , a = m. — Les formules (i)
et ( i i) du paragraphe IIÏ montrent qu'il sera nécessaire de considérer
séparément les deux cas suivants :

x° m est un nombre pair, savoir m = in.p = !\n 4- i ; nous aurons
le résultat évident
(8) B(^):=I(2n)=^;

2° Soit, au contraire, m un nombre impair, savoir m = 2 n ~ t - i ,
p =• 4 n "+- 3 ; nous aurons, en vertu de la formule (i) du paragraphe III,.

/ _ ï \n.-\-\ ( o2n-f 2 _ T \ R
(9) R(,^^)^I(^+,)^LJ1^^^ (,̂ )

ou, ce qui est la même chose,

(10) R ( 2 + x ) — ï ( 2 / À - + - r ) ^ ( — I ) n + 1 2 T ^ l (mod/j).

Appliquons ensuite l'égalité

( a \^( î
^^+3;-^ ^ -

nous aurons pour n pair, savoir/? = Sm •+- 3,

( î i ) R(4/n 4- ï ) — 1(4^ "+-1) ^—ôBa^.+i (mod/^),

tandis que l'hypothèse/? = 8w + 7 donnera de même

( ï 2 ) R ( 4 m •+- 3 ) —" 1 ( 4 m + 3 ) s % Bg,,̂  ( m od p ).
^ron. ̂  jNorm,, (3) , XXXI. — AvftiL x()ï4. ^4
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Ces deux résultats sont dus à Cauchy (^ ) .
Remarquons en passant que Lagrange(2) , dans sa démonstration

du théorème de Wilson, a indiqué la congruence
(am + i ) ! == (—ï)2 (mod/?), p = 4 m + 3 ,

et que Dirichlet ( î î ) a indiqué l'égalité
S= 1(2 m -+-1).

Troisième application : q == 4. — Nous avons à étudier séparément
les deux cas suivants :

i° p == [\m + i , a==m, r = = = ï ; ce qui donnera , en vertu de la for-
mule (12) du paragraphe III,

( 1 3 ) R(m)-l(w)3=î înlp^ (rnod^);

2° ^ == 4m -+- 3, a = m, r = 3 ; la formule (3) du paragraphe III
donnera
( 1 4 ) R(w) — l(m) s (— ï)/"»-^^2^4-2-- ï ) (^--f1 -h i)B/,^i (mod/^).

Soit ensuite
m === 2 /z, ^==8^-4-3, ( — j == — ï ;

nous aurons
R(an) == l(^n} "=: n,

tandis que rhypothèse
/ a \

m :r= a /î -+- ï, p rz 8 /2. 4" 7 » ( — j == ï

donnera de même
(15) R ( 2 n •+-1) — I ( % ^ 4- ï ) 5= 2.Bâ^Hi (môd^).

Quatrième application : q === 3. — Nous avons à étudier séparément
les deux cas suivants :

( ï ) Mémoires de l'Institut, t. XVIÏ, 1840 (ï83o), p. '265-a66, 44%-443.
(2} Nouveaux Mémoires de V Académie de Berlin, L II, 1778 ( 1771 ), p. ï^5-ï37.
(3) Journal de Crelle^ t. 3, ï8â8, p. 407-408. ( Werke^ t. ï , Berlin, 1889, p. i07"ïô8.
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- /3"\ . ,i° p == ï^m + 7, a == 4^ -4- 2, r= i , ^ —i == - i; ce qui donnera ,
en vertu de la formule (a) du paragraphe III,

(16) R (4^+ 2) — l(4/n 4- 2) =(- J^B^-t-a ( inodjo) ;

'-> / ^ \ • •a° D •== i2/n + î i y a = ^m ==- J, r= 2, [ - ) == i ; nous aurons ici

(17) R(4 /n + 3) - 1(4^ -+- 3) ̂  (-- i)^?.]^,.,^^ (rno(:^).

Cinquième application : q •== 6. — Nous avons à étudier les mêmes
cas comme dans l'application précédente :

i° p== i2m + 7, <^ == 2/n -h i, /• == ï ; ce qui donnera, en vertu de
la formule (4) du paragraphe III,

(18) R(2/n -h i) — I ( % / n 4" i ) ss (— i)^ 0^+2 (rnod/?);

2° » === i2w 4- il , a == 2m -+-1, r=== 5; nous aurons dans ce cas

(19) R(-2 /n 4- i) — 1 (a/n 4- i) == (— i)^^!^^-^ (mod^).

Vin. — Nombre des résidus dans une série arithmétique.

S o i t / ? = 2 w + i un nombre premier impair, et soit a un positif
entier plus petit que p ; nous avons à étudier les nombres B^ et 1,̂
des résidus respectivement des non-résidus qui se trouvent parmi les
termes de la série arithmétique

(i) b, 64-0, ^4- a a^ . . . , b 4- <yo,

où il faut supposer
b-^-qa.<p ( i ^ b ^ a ) .

Ces définit ions adoptées, nous aurons tout d'abord

( à ) B^+L,/.=<7+i;

posons ensuite
p=ani-^r'd ( l ' ^ d ^ c f , — i ) ; "



l88 • • NÏELS NÎELSEN.

nous avons à déterminer le nombre entier c, tel que

(3) b-}-c -^-aq=p ( o ^ c S a — i ) ,

ce qui donnera

( b-^c=d, m=q ( b ï d ) ,
[ b -4- c-==. a -t- d, m-=:q-hi (b ><:/).

Bemarquojas maintenant que la congruence (21) du paragraphe IV
donnera cette autre

.ç==<7

(5) R^~ 1̂  s=^(6 -h a.^^ (modp);
A-=0

nous aurons, en vertu de la formule (16) du paragraphe I, le théorème
suivant :

I. Soient B^ et ï^ les nombres des résidus respectivement des non-
résidus parmi les termes de la série arithmétique (i), nous aurons wec la
définition (3) du nombre c

(6) B,,, ~ I,,, - m ! aA B,̂  (" ̂  - B î (- a-^\ (mod;>).

L'étude des nombres B^ et 1̂  est par conséquent aussi réduite à
l'étude des fonctions de Bernoulli des arguments rationnels.

Considérons tout d'abord l 'équation (4), puis supposons donnés les
nombres a et b, nous avons à choisir un autre positif entier b^ tel que

(7) b-^bi=:d ou ^4"^i=a-+-^,

selon que b < d ou h^d.
Cela posé, la formule (6) donnera, en vertu de l 'équation fonction-

nelle (i3) du paragraphe I I I ,

(8) ^^-^^^(-^"(B.A-I^)^

résultat qui est évident du reste.
Soit maintenant d un nombre pair, savoir d= 2 à, ce qui exige a

impair; soit ensuite a + d= ̂  ce qui exige aussi a impair; nous
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aurons en posant, dans (7) , b == b^ == o,

' K^5==!^oy /?=4^+3,
(9) R^5--U==(a//Q! ̂ a^B^^—^} (moclp), p= :4^+i ;

le premier de ces deux résultats est évident aussi.
Dans nos recherches suivantes, nous nous bornons à l'étude de tels

cas particuliers, dont les résultats se présentent sous forme simple.

Première application : a == 2, — Nous avons à étudier séparément
les deux cas suivants :

i° p === 4m 4- i; nous aurons les résultats évidents

(10) Rg^==l2^= m 4- i, 't\^= Iâ,2= m—I î

2° p == L\m + 3 ; dans ce cas, nous trouvons

\\^^ — ,S^i:= 1^— l-*2 ,2 î

tandis que la formule ( ï ) du paragraphe 111 donnera
/__ . \ m ! 9 2 W-f-2 _ , \ ïî

(«) ^'-^^ LH+. ^^^^
ce qui donnera finalement

Ra,!— I^,!^—6B2w4-i (mod^>), /?=8w4- 3,
R^i — la,! ̂  •"•- aB^^ (rood/?), ^ == 8/n + 7.

( 1 2 )

Deuxième application : a === 4- — ï° Soit /) == 4^ +• ï ; nous aurons

Kj»,t —— î^,! =::: B4 ,2—— l4,2l ^4,3 — I/i., 3 :== 1^-4,4 — 14,4.5

tandis que la formule (12) du paragraphe 111 donnera

(i3) B4, i—l4, i = 14,3- ^4,3^ "Em (mod^)î

2° Soit/? == 4m 4" 3 ; nous aurons de même

K^i --- Ï4,i ̂  1.4,2— K4i25 R4,S—— 1.4,3 = l4.4 '-" R4,4î
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et les formules (3) et (6) du paragraphe III donneront respectivement

RM — l4,a = (— î ̂  a2^2 — i ) ( a^4-2 4- a ) B^+i ( modj>),
B,,l—l4,3=(-i)m(22/ /^+2—ï)(2siw-h2—2)B^l (mod^p);

ce qui donnera, pourjo = 8m + 3,

(14) j B4-3=:::I4-31ll^3:r= .1^3,
B4,i — 14,1 ss — 12 B2//.-M ( modp ),i R4,l- 14,1^-^ï

tandis que nous aurons, pour p == S m -+- 7,

R-s» — 14,3 = — 4 BS,,̂  ( rnodj? ),
lki=^r

( 1 5 )

Troisiëme application : a =^= 3. — L^hypothèse p = isw + 7 donnera

R3^==Ï3,2= 2 W "+-1^

•RS,! — la,! ̂  Ig,» — Ra,3 5

nous aurons ensuite, en vertu de la formule (4) du paragraphe III,

( ïô) R^-»i^ss—4B3w.+.2 (moâp);

2° Soit ensuite p = ï^m + 11 ; nous aurons

RS,!^ •1s,lî

R3,2—— I;^^^ l3,3 — R3,3î

et la formule (4) du paragraphe III donnera ici

^7) R^-Ia^ss^i^Ba^ (mod/?).

Quatrième application : a ==6. — I°JD = 2m -+- 2 ; dans ce cas nous
avons

Rg,!— Ig^^ Ï6,6— B6,65 1^6,2——Ig,^^ le,8— RS^Î ^6,8— I®,3 ':= Ï6,4— 1^6,4?

de plus, nous trouvons

/ Kg^—l,^^(-i)^2B3^2 (mod/>),
(^) \^—h^{-i^i^n^ (modp),

R6,3—I,,â=5 (~ i)/^i4Bâ^,+2 (moâp);
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2° L^hypothèse p == iim + 11 donnera

( KO, i "̂  le, ii Rfi^^Ie,;^

( 1 9 ) } R^,—Ie,,=r=1^3-R^3s(—î)/"4B3^3 (niOdp),

( R(î,5--1- ÏG^— Ie , ( ;—KG,e^ (—ï)w2B3^-^3 (modp).

Cinquième application : ^==12 . —" i0 Soit p== 12^-4 -7 ; nous
trouvons

(20) Ki2 ,3— lia,;» = ïi2,4— Ri2,4s= (— i^^^^B;^/^ (mod/?);

2° L'hypothèse/? == ï2/?2+ x i donnera

Ris^—Iia.t^Ïi^â—Riâ^^^îî^^^Bs^s (mod;?),

Ri2,2—Ii2,ss==liîï ,9"""-"" ^12,9^ (— 1)^4 BS//,^ (mod/?).
( 2 1 )

IX. — Sommes de puissances.

Désignons par a un positif entier, tel que ï ' ï a ' ^ p — i , o ù p = 2m -}-i
est un nombre premier impair, puis désignons par R^(a) et I^(^) les
sommes des n1*1"1^ puissances des résidus respectivement des non-
résidus de p qui se trouvent parmi les nombres
(i) i, 2, 3, .. ., a;

nous aurons •évidemment
W H,,(^)+I,,(a)=S/,(a),

tandis que la con^ruence (21) du paragraphe IV donnera
H,/,( a ) — in{a} S Sn^m ( ̂ ) ( IBOd^ ) ;

c'est-à-dire que nous aurons
J 2»U(%)ssS,,(.7) 4"S^^(^) (modp),
^ îs l,,(a) =sS,,(a)—S^^(a) (modp).

Etudions tout d'abord le cas a == p — i; les formules (3) donnent,
en vertu des congruences (20) et (21) du paragraphe I, le théorème
suivant qui est très connu :
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I. Soit p un nombre premier impair quelconque^ nous aurons

(4) Rn(p - i) ̂  Up ~ i) === o (mod/>), 1 5 n , p—3 .
.0

Appliquons maintenant la congruence(22) du paragraphe IV, nous
aurons

2 R/,(a) — 2 L(ûQ s= 3S,,+,/,(a) — S,,+3^(^) (rnod//2);

ce qui donnera, en vertu de (2),

( 4 ̂ n(a) == st S^(a) + 3 S^,(r/) - S,,,,/,, (a) (rnod/^),
( 4 L, ( ̂  ) - 2 S,, ( a ) - 3 S ,̂,, ( a ) + S/,.4.,,,,, ( a ) ( mod p'2 ),

de sorte que nous aurons cet autre théorème :

II. Soil p un nombre pré/nier de la forme 4 m + i, nous aurons

(6) R^(j9—i)===t^i(/?—i)==o (mod/>2), i ^ n ^m- r .

Dans ce cas nous appliquons la formule (23) du paragraphe 1 et nous
aurons

8 R^(a) - 81^(0) s r5 S^(a) - ïoS/^(a) + 3 S^,iî^(^) (inod/^3);

ce qui donnera, en vertu de (2),

( i6 i\n,{d) ̂  8 Sn(a) -+" i5 S^^(a) — 1 0 S^n ,̂ (a) + 3 S^4.r,//i(^) (mod/^),
(. 7} \( 16 I^(a) ̂  8 S^(a) — i5 S^^(a) + 10 S^s,/,(a) —• 3 ^n-HïmW (mad/)3).

Cela posé, il est évident qu'il faut étudier séparément le cas parti-
culier n == i.

I/hypothèsep == ^m 4- i ne présente aucun intérêt, parce que nous
aurons
(8) R^p^z)^l,(p^,)^PlP^.

Soit maintenant / / === [\m +- 3, les congruences (5) donneront

4 Ri(^ — i) sE—p -h (—ï)^(3B,^i-+- B^,,,.^)/?, (m,od/^),

de sorte que nous aurons finalement, envertudelacong"ruence(x5) du
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paragraphe II,

1 4H^~i)_^^_^^^ (modp),

(9) i / T ,,,__ , ^

( fLJl^——îl^^, - (-i)-4B,,^ (mod/.);
^

ces résultats sont dus à M. Voronoï ( j ).
Étudions maintenant le cas général. Supposons tout d'abord

p == f^m -h 3, nous aurons, en vertu de (5),

^ H^-.)^!^--.)^--)--^ ^^
P P 2

il est très curieux, ce me semble, que les seconds membres de ces
congruences ne dépendent pas du nombre premier/?.

Appliquons ensuite la congruence (i4) du paragraphe II, nous
aurons de plus

^ R^.^-O ̂ _ I^(^-r) ̂  (-.)"J^+x)^_ ^^

Soit en suite p ==^m + i, le même procédé donnera

^-0^(_.),4J^(^^B,,.J
p L 2 4 " — i J

(-, )»-i -^ -4- ̂ =^_B,̂ J ( inod^ ),

(I2) I^.C-.^^-^B^] (.od.,

Quant aux sommes Rs^iO—i) et Isn+^p— i), nous avons à appli-
quer les congruences (7), ce qui donnera, en vertu des congruences
(12) et (x4) du paragraphe II,

(i3)
B-^P.I2^(_Q^(^^[^^(^^B__] (^),

r^

ï^-^•l(Jp—Jl)b^P^l ̂  (^^ (n ̂  1) f^ -.- (-̂ ^B..J (mod^),
/?2 \ 2/ L 2 4 ^ — i J

( 1 ) Jahrbuch uher die J?ortschritte dsr Mathematik^ t. XXX, 1899, p. i84.

Ann. Êc. Norm^ (3), XXXI. - MAI 1914. 25
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c'est-à-dire que nous aurons

( '4)
i^-1^^)1^^ (mocl/,),

^^-^(^^W^ (,od/.).

Appliquons les congruences (3), nous verrons que la formule 05)
du paragraphe 1 admet des applications im médiate s sur les sommes
R^ (a) et I/, (a). Or, les résultats généraux étant assez compliqués,
nous nous bornerons à indiquer les formules les plus simples, tirées
directement des congruences (3).

Soit;? de la forme 4m + 3, nous aurons
( -.„- i\M-t-M-)-l T

R^(2m+i) s-I^(2m+i)s ——^—^JJÎ^^ (mod^),

R^i(2/n+i)sl2^i(a/n4-i) ̂  ̂ L1^ (inodjr?);

(i5)

il est bien curieux, ce me semble, que le second membre de la der-
nière formule susdite est indépendant des membres premiers/^.

Soit maintenant p de la forme 4 m + i, nous aurons au contraire

( J 6) Ba/i ( a m) ̂  la,, ( a m )=s o ( mod^) ;

l'étude ultérieure de ces congruences, établie à l'aide des congruences
(5 ), donnera des résultats assez compliqués.

Dans le cas p =4/n4-i , nous aurons ces deux autres congruences :

07)
R^(^) ̂  i^î [fi^ (^ i)^E ,̂,/l (mod^),

^ l^(^)=-(^^[E/.~(-~I)WE,^] (mod/>),

Les formules que nous venons de développer montrent clairement
qu'il existe une analogie très étendue entre les sommes de puissances
S^(a) et les sommes B^(o} et I^(a).

Or, il est possible de pousser beaucoup plus loin l'analogie sus-
dite.
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QUATRIÈME PARTIE.
LES RÉSIDUS QUADRATIQUES ET LES NOMBRES NATURELS.

X. — Analogies des coefficients de factorielle.

Désignons par
(1) .^1^2 x^ ... .y,,,

les racines de l 'équation algébrique du degré m
(2) ^4- a^x^1-1-^-. . .4- <7,/^i^4- a^^=: o;

puis posons
(3) S/, =^..4-^+...4-.-^,

nous aurons les formules de Newton

' ( 4 ) S,.4-^iS,._i4-. .. 4- a^iSi4- /-a,.=:o ( ï î / ' ^ w ) .

Soient particulièrement tous les coefficients a^ de l 'équation (2) des
nombres entiers, il est évident que les sommes de puissances des
racines S/, ont la même propriété ; ce qui donnera, en vertu de (4)? le
théorème s u i v a n t , essentiel dans les recherches qui nous occupent
ici :

I. Supposons que tous les coefficients a^ soient des nombres entiers^
supposons ensuite qu 'ilexiste un nombre premier p plus grand que m^
tel que

(5) S^=5=o (rnod/?), ï ^ n ^ q , ql^w",

nous aurons ces deux autres congrue nées

(6) â^.ssô (rnod/?), i5n5q,
(7) S^4"<^a^2so (rnodj^), t^n^q.

Première application. — Soitp == 2m 4- i un nombre premier impair



IQÔ NIELS NIELSEN.

et soient les racines (i) les nombres naturels
i, a, 3, . . . , p — i,

nous aurons évidemment
^.•=(—iy'C;;, a^=:(p-i)\

S r = S ^ ( ^ — l ) ,

où les C^ désignent les coefficients de la factorielle du rang p ; ce qui
donnera, en vertu de (4)?
W SnÇp-^-C1? 6n^(P -!)+...

+(-I)^lc;rls,(^-I)+(-I)"^c;;==o,
où il faut admettre i $ /?$?— i.

Cela posé, nous aurons immédiatement les congruences de La-
grange ( ^ )
(9) (^==0 (mod/^), i^n5p—2;

de plus, la formule (8) donnera
( ïo) (y-^sso (mod/?2), iïn5^~^,

Î2

de sorte qu'il faut supposer, dans (10), pï 5.
Appliquons ensuite la formule (7), nous aurons immédiatement

(„) f-^ (n-.^), .â-S^3,

tandis que les identités
s^-,)=^=£l^

donnent, en vertu de (8),

S,,,^(/;- Q - ̂ pîl^^p ̂  r)—<y]s(%r+ï)C;/ '^ (mod//2);

c'est-à-dire que nous aurons

(„) 'Çl-'-'̂ '-'-'B, („„,„), ',^S^

(1) Nouveaux Mémoires de l'Académie de Berlin^ t. Il, 1773 (1771), p. i25-ï37.
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ou, ce qui est la même chose,
r'â/'-n / \ par

(13) ^r--[r^-.)-j^ (modJ?)-

Les congruences (i i) et (12) sont dues à M. Glaisher(1).
Soit maintenant n=p — i, la formule (8) donnera

(14) S^-i (p — i ) + {p — i) {p — i ) ' ss o (mod^2) ;

d'où, en vertu de l'identité
s-r-i

S p _ i ( / ? — ï ) = = / ? — ! + / ? ^ Ç(^) ,

.$•:== 1

le théorème de Wilson et la congruence de M. Lerch, savoir l a fo rmule
(i4) du paragraphe V, tandis que le résultat

Sp+i(^ - î ) = (~ ir^^mP (rnod/?2)

donnera la formule (5) du paragraphe VI, savoir la seconde congruence
indiquée par M. Lerch pour le nombre W^.

Deuxième application. — Soit p=2m+ i un nombre premier
impair quelconque et soient les racines (î) l'ensemble des résidus
quadratiques de p ;
( ï 5 ) ï\î\r^^r,n (mod/?) ,

nous aurons
( a^==(-x)wrl7•2...r„„

06) \ S.==IU/>-Q,

tandis que (~ 1)"^ deviendra la somme de tous les produits possibles
contenant n facteurs différents choisis parmi les nombres (i^).

Cela posé, nous avons le résullat connu

(17) a^sso (rnod/?), i ^ n ^ m ' — ï .

( 1 ) Queirterly Journal of Mathematics, i XXXÏ, 1900, p 3% 1-353.
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Soit maintenant p de la forme L\m -f- 3, nous aurons, en vertu de (7),
( ^_ (—î^B,

[ 1 8 ) ^ 4 ̂
a^ _ (-ï)^(Sn^ r )

(rnod/?), i ^^ ^2/7i,

B,̂ ,» (iBod/?), o 5 / ? ^ 2 m .
/^ " ( 3 / î + ï ) ( 8 / î - t - 2

Soit ensuite/^ de la forme {[m 4- i, nous aurons de même

( 1 9 ) ^^(^i)^^^^^^] (mod^), i$^$.m~i,

tandis que les 03^.^ satisfont à la condition
(20) Oa^i ssso (mod/j2), ï ^ n ^ ï m — ï ;

nous aurons dans ce cas

(2I) ^-(-^(^^fë^^'^^l ^^^;^\f"B^ ^ (-x^B^ml
4 / L 4 ^ 4 ^ — ï J

ou, ce qui est la même chose,

(^) ^^_^+^^ (mod/,).

Quant au cas particulier n == m, nous aurons pour/?= 2m + ï
(28) R^(/? — j ) + (— i)^/^/'!/^ ... r^s 0 (modp2) ;

appliquons maintenant la formule
A' s""" m

2 R^(^—ï)=r^-.j^p^ç(r,),

.<'=1

nous aurons le résultat bien connu

(-24) ^^. . . /^^(—x)^1 (rnod/?).

Posons ensuite
(^5 ) r, r^.. r^= (~ 1)^-1(1 - pûy^

nous aurons pour le nombre entier Qp
S^tït.

(^6) • Û,,s^y(r,) (rnod^).
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Appliquons ensuite les congruences (5) du paragraphe IX, et (i3)
du paragraphe II, nous aurons de plus, en vertu de (23),

^ ^ L^plî ,, ̂  - ̂  4- ̂ L l̂l (^o^).

Soit p de la forme L\m -+-1, nous aurons par conséquent

(^8) ^==- ^B^+ — -- ^ + (- i)—1!^ (mod^) ,

tandis que l'hypothèse p == 4w/ -t- 3 donnera

(29) ^ ^ ^ B a ^ - M - t - — — ^ (modp).
-2 Ji y-/ Sî

Troisième application. — Soit p == 2/n + ï un nombre premier
impair, et soient les nombres (ï) l'ensemble des non-résidus dejo

l ' i i ^ l s . . . Ifn^
nous aurons

S.,==U^—i),

et il est évident que nous trouvons des résultats parfaitement ana-
logues aux précédents; c'est pourquoi nous nous bornerons à l'étude
du cas particulier

(30) lm(p— ï ) 4- (—1)^ /^ /1^ . . . ^=== o (mod/.?).

Appliquons l'identité
,ï == m

^lm(p •— ï )==—^+ ï~p^à ( ï ( - i s > ) ' >

A'=l

nous aurons le résultat bien connu
(^) hh... ^ ^ ( — ï ) ^ (mod/^) .

Posons maintenant
(32) ^4 . . . ̂ = (- l)^(ï —^^;,),

nous aurons par conséquent
A' s= W

(33) Q^,s^<7(4) (mod/?)
^==1
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et nous trouvons de même

(34)
^ =s - ̂  K^ + ̂  - ^ + (- i y" B//, ( mod7? ),

^= iB2,,^i+——^ (rnodp),
jî „& p 2-

selon que/? == 4m + i ou/?== 4^+ 3.
L'analogie des deux congruences (24) et (3i) et du théorème de

Wilson est parfaite. On voi t de plus que chacun des deux nombres
entiers û.^ et Q! est très semblable au nombre W^, qui figure dans le
théorème de Wilson.

Multiplions les deux formules (25) et (32), nous aurons évidem-
ment

(35) W^^+a; (rnod//),

ce qui nous conduira immédia tement aux congruences de M. Lerch,
relatives au nombre Wp.

XI. — Applications des polynômes réguliers.

Pour mettre en pleine lumière l'analogie qui existe entre l 'ensemble
des positifs entiers plus petits que le nombre premier impaire et les
ensembles des résidus ou des non-résidus de p^ nous désignons par
( ï) aia2û(a...a^

des nombres complexes quelconques qui satisfont aux conditions

(a) as+ oc^^^t-=:p (i^^/n).

Cela posé, il est évident que le polynôme entier du m^1^ degré/(,,=(̂ )(̂ ),..(̂ )
satisfait à l'équation fonctionnelle

(-')'"/(- ̂ -i)==/(^);
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c'est-à-dire que f(x) est un polynôme régulier du degré m.
Posons ensuite

/•==w

(3 ) {œ -+- ^i ) ( ̂  + ̂  ) • . . (.r -h a/// ) = Y a,.̂ -̂
/•=-=o

où il faut supposer <^=i , nous aurons pour les coefficients ^ les
quatre formules suivantes qu i sont équivalentes ( ( ) :

(4 ) E.-(~O^= i; l(~^^;r,ç)^-^
,y==:0

(5) ^\-,)^;^^--^^,

(6) (-,)/; k,,.-̂ -̂ ,J
1 2 .1

-"f'(-)-("'jr,;')̂ "«....,».-.,
.s* =0

.y =s À-
/ \ /• \ A ^ / \ / /// — ^-.Ç \ / n\ 2/C—2A-+1
(7) (- x)^.-^ (-.)*•(„,_ ̂ ^ ,) (4) .,,ï,_,,,:

«y z: 0

Posons de même

( 8 ) S/, == af 4- af 4". . . + < ( So== //< ),

nous aurons aussi (2)
/•=/.•—i

(9) [i-(-i)^]S,,== ̂  (_,)^;,^.-,.s^
/ •ssO

/-SS2/-—1

( •<=>) ' 2 (-^"('^^^^-'^s^o,
/'.=o 1 "

(-) (- O- [̂ , - (/- + ̂  p S.;] = '2'(- .)-(^' ̂  ;)/̂ --S,,.,. B,_,
" / ' = . < )

(..) (-.^...^(-o-C '̂)^)"--"»,,,,,,,,.

(1) Voir mon Mémoire, Recherches sur les suites régidièref; et /ev nonîbres de Bernoulli
et d'Euler (Àfinall dl matemadca, y âério. t. XXH, ï q i 3 , p. 78-79).

( î ) Loc. ç^., p. 86.
Ànn. Éc. Norm., (3), XXXÏ. — MAI 1914 . aô
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Supposons maintenant que tous les coefficients a/ç soient des
nombres entiers, les sommes de puissances S/^ auront la même pro-
priété; soit ensuite/? un nombre impair quelconque, nous aurons, en
vertu de (4) et (9),
( î 3 ) <^^ ES S .̂+.i == o (modp).

Considérons en particulier le cas où p est un nombre premier, puis
supposons remplies les deux congruences équivalentes
04) a/.EsS/.sso (mod/Q,

nous aurons de même
( ï 5 ) a^ i ss Sa/.+i ̂  o ( ni od 7^ ), Â^ i ;

la formule (9) donnera dans ce cas

06) ^^(k^^^ (modp^ ^^

tandis que nous aurons, en vertu de (4)y

( 1 7 ) î^^^-^^ (,nodp), ^^

Soit ensuite, dans (17), rn = p — r , nous trouvons par conséquent

(.8) ^-(,-4)^ (.od,),

tandis que l'hypothèse^ == 2m 4" i donnera de même

09) ^-(,-4)^ ^).

Premier cas particulier. — p ^ ^ m + ï est un nombre premier,
tandis que l'ensemble (i) est

i , à, 3, . . . , p — i ,
nous aurons
(ao) ^=0^ S^S^-î);

la formule correspondante (9) est due à Euler (*) .

( i ) fn^ùationes calcull clifferentiall^ Saint-Pétersbourg, 1755, p. 348"-35ï.
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Deuxième cas particulier. — p est un nombre premier de la forme
^^-^.i^ et l'ensemble (i) contient tous les résidus quadratiques
de p , savoir l'ensemble susdit est

r! r î r ' ^ ' ' ' rïm î
dans ce cas nous aurons
(2l) S/,=IU/5~I).

Troisième cas particulier. — p = [\m •+• i est un nombre premier et
(i) est l'ensemble des non-résidus de/?

l\ l^ ^3 . . * ^âw î

nous aurons
(22) s ^ = = L ( p — i ) .

Supposons main tenant que le nombre entier m qui figure dans (i)
soit pair, savoir m -== 2^, il est possible d'ordonner les nombres (i),
que nous supposons entiers, en doux groupes
(a3) a\, a,, ..., a^ a';, a^ ...., oc^

de sorte que nous aurons
(?4) . a;+-a; :=:/?, - T^.^,^

et ce problème admet ̂  solutions au plus.
Cela posé, choisissons un quelconque des groupes susdits, puis

désignons par S/^ la somme des/c'^1168 puissances de tous ses ̂ éléments,
nous aurons ( f )

(,5) (̂̂ - .)^ ̂ \__,y^^^___

/•===!

=:(— ï)7^ Sa,,— np Ss^i),

où il faut supposer n^ 2, tandis que l'hypothèse n === i donnera

(.6) ^-^ESÉ^l.

Supposons maintenant que les sommes de puissances S/^ soient des
nombres entiers, tandis que p est un nombre premier, nous aurons,

(1) Voir mon Mémoire dans les Ânnali aimatematica^ 3e série, t. XXII, 1913, p. 100.
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par conséquent,
(^) S^-o (mod^), i^$^13;
de plus ,nous trouvons

(28) ^^nS^EE^0^11^ (modj.).
7 ^

Supposons ensuite que les sommes de puissances S/^ satisfassent
aux condit ions
(29) S^.=so (mod/?);
nous aurons, en vertu de (28),
/ s v Sa,, (—ty^B/, , , , , , / )—3(30) —^——-—— (mod/?) , i^^—;—•

/ " <A

Soit, par exemple, p un nombre premier de la forme (\m + 3, nous
pouvons admettre
(3Q S,^R,(/^i), S,=L(/^r),

ce qui nous conduira a des résultats trouvés dans le paragraphe IX,
savoir les formules (10).

Les formules (26) et (8) du paragraphe IX, combinées avec l'égalité
ïU^-Q+U/^ï)=s^-ï),

conduisent à poser pour n^ï
}\^p — i) == a^p^-1 4- r//^ /^ +.,.-+- a^np,
\^p - i) = b^p11^ + 6^i/^ 4-... + b^np,

ce qui donnera

^^^TTT5

y )

a^i-4~ ^,1==—-?

et, pourvu que /i ^ 2, r ï i,
a^. ^bn^r ^^^—'f /l \B,,^r \2r— ï/

• ! ^/^sr+i 4- é/^2/..^"l"==0•

Mais comment déterminer les coefficients a^r et ^,. ?


