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LES

GROUPES RÉELS SIMPLES, I^INIS ET CONTINUS,

PAR M. E. CARTAN.

Introduction.

Je me propose dans ce Mémoire de déterminer les structures réelles
des groupes simples finis et continus. La détermination des structures
complexes est faite depuis longtemps, grâce aux recherches de
M. Killing, complétées par les miennes (1). A chaque type complexe
de groupes simples d'ordre r, correspond évidemment un type réel de
groupes simples d'ordre 2r, en regardant chacun des r paramètres
complexes comme l'ensemble de deux paramètres réels. Mais il lui
correspond aussi des structures réelles simples, d'une autre nature,
d'ordre r. En particulier, les constantes de structure des différents
types complexes de groupes simples, telles qu'elles se présentent
dans les travaux de M- Killing, sont réelles : donc elles définissent
déjà une structure réelle d'ordre r; on peut l'appeler la structure réelle
normale correspondant au type complexe considéré.

La forme quadratique ^{e), qui donne la somme des carrés de l'équa-
tion caractéristique d'un groupe réel, joue dans ce qui suit un rôle
fondamental. J'introduis un entier à, qui est la différence entre le
nombre des carrés positifs et le nombre des carrés négatifs de cette
forme quadratique. On peut appeler ce nombre § le caractère du
groupe réel. Les groupes réels d'ordre r quicorrespondentàun même
type complexe d'ordre r se classent en général complètement d'après
leur caractère.

( 1 ) Voir en particulier E. CAKTAN, S u r ' J a structure des groupes de transformations
finis et continus (Thèse), Paris, Nony, 1894. Je désignerai dans ce qui suit cet Ouvrage
par G.
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Voici les résultats auxquels j 'ai été condui t :

II correspond au type complexe (A) de groupes simples de r a n g /
et d'ordre /(/4-2), deux catégories de groupes réels de même
ordre :

Dans la première catégorie il y a un type réel de caractère / si / est
pair; il y adeux types réels de caractère/et -~ / — 2, si /est impai r ;

Dans la seconde catégorie il y a -—2 types réels dis t incts carac-
térisés par les valeurs

§ == i — m'1 (m := / 4- ï , / -- J , / —- 3, . . . , / - t ~ i — a - ) .

Au type complexe (B) de groupes simples de rang / et d'ordre
Z(2/-+- i), correspondent /+ i types réels de même ordre; leurs carac-
tères sont de la forme

S :== l — 2 m ( m -4- i ) ( /n == o, i, 2 , , . . , / ) .

Au type complexe (C) de groupes simples de rang / et d'ordre
/(2/-h i) correspondent deux catégories de groupes réels de même
ordre :

Dans la première catégorie i l y a un type réel de caractère /;
Dans la seconde catégorie il y a "—}- types réels distincts dontles

caractères sont
^=^/-»2^2 (rn-^l, / — a, . . . , / — a [^ JV

An type complexe (D) de groupes simples de rang / et d'ordre
/ ( 2 / ~ - ï) correspondent deux catégories de groupes réels de même
ordre :

Dans la première catégorie, il y a un type réel de caractère •— /;
Dans la seconde catégorie, il y a / •+• i types réels dont les caractères

sont
Q^il—a/n2 (w== o, x , a, ...,/).

Au type complexe (E) de groupes simples de rang 6 et d'ordre 78,
correspondent deux catégories de groupes réels de même ordre :



LES GROUPES RÉELS SIMPLES, FINIS ET CONTINUS. 205

Dans la première catégorie, il y a deux types réels de carac-
tères 6 et — 26;

Dans la seconde catégorie, il y a trois types réels de caractère 2y
— i4 et — 78.

Au type complexe (E) de groupes simples, de rang 7 et d'ordre i33
correspondent quatre types réels de même ordre et de caractères 7,
— 5, — 20 et — i33.

Au type complexe (E) de groupes simples, de rang 8 et d'ordre 248
correspondent trois types réels de même ordre et de caractères 8, --24
et — 248.

Au type complexe (F) de groupes simples, de rang 4 et d'ordre 5a,
correspondent trois types réels de même ordre et de caractères 4» —20
et — £2.

Au type complexe (G) de groupes simples, de rang 2 et d'ordre i4,
correspondent deux types réels de môme ordre et de caractères 2 et
—i4 .

Dans tous les cas il y a un type réel de caractère égal au rang : c'est
le type normal; il y a aussiun type réeldont le caractère esl égalà l'ordre
changé de signe du groupe. Pour ce dernier type la forme quadratique
^(e) est une forme déf in ie négative et les racines de l'équation carac-
téristiques sont toutes purement imaginaires .

J'indique un représentant l inéaire homogène de chacun des types
réels obtenus. Ma Thèse contenai t déjà, en fait, le groupe linéaire et
homogène au nombre m i n i m u m de variables de chacun des types réels
normaux. Chacun de ces groupes est le plus grand sous-groupe du
groupe linéaire homogène spécial qui laisse invariante une certaine

. variété algébrique réelle (c'est-à-dire représentée par des équations à
coefficients réels). Pour certains des autres types réels correspondant
au même type complexe, on a encore des groupes linéaires et homo-
gènes laissant invar ianle une autre variété réelle, mais se déduisant
de la première par une t ransformation linéaire imaginaire. Un des
résultats de ce Mémoire est donc, en particulier, la détermination de
toutes les variétés réelles qui se déduisent de la première par une

An,n. Éc. Norm^ (3), XXXL "- Juw x()ï4* v^
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transformation linéaire imaginaire sans s'en déduire par une trans-
formation l inéaire réelle.

Pour certains types, au contraire, on a des groupes linéaires et homo-
gènes laissant invariante la variété complexe formée des poin ts réels
et imaginaires qui satisfont aux équations de la variété invar ian te
par le groupe normal; mais ces groupes la issent en môme temps inva-
riante u n e forme d'Hermite.

Un cas particulier enf in donne un groupe l inéaire à variables et
paramètres quaternionîens.

I. — Généralités,

Considérons un groupe réel simple ç f ini et continu d'ordre p ;
sa structure est définie par les relations

i,...,p
( ï ) (.\;a^p)== ̂  C^s^s (^ (3=î , y, .- . , p)

.y

entre les p transformations inf ini tés imales .Vn .*. , ^p<"pi engendrent
le groupe, les c^s étant des constantes réelles.

Les formules (ï) définissent également la structure d 'un groupe
complexe'G, dont la transformation inf in i tés imale la plus générale est

X == ^i ̂ i -h e.i ̂ 2 + . .. 4- <?p ̂ p,

où les coefficients e^ sont des nombres complexes arbitraires. La
transformation X sera réelle si les <?a s^nt tous réels, imaginaire dans
le cas contraire. Ce groupe G est simple ou composé.

Débarrassons-nous d'abord du cas où G est composé. Il est alors
certainement semi-simple, sinon son plus grand sous-groupe invariant
intégrable serait défini par des équations linéaires à coefficients réels
entre les <?a et ces mômes équations définiraient un sous-groupe inva-
riant intégrable du groupe réel y, ce qui est contraire à l'hypothèse.
Les sous-groupes simples dont est formé le groupe G sont ou réels ou
imaginaires conjugués deux à deux. Il en résulte que G est formé de
deux sous-groupes simples imaginaires conjugués. Par suite, si l'un
d'eux est engendré par les transformations imaginaires X^ X^, ..., X,.,
l'autre est engendré par les transformations conjuguées»
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THÉORÈME. — On a une première classe de groupes réels simples ç en
partant d'un groupe simple complexe g et mettant chacune des r trans-
formations infinitésimales indépendantes Xa de ce groupe sous la forme

Xa^^'^a'^" ^Ta"

Les 2 r transformations réelles Xa, -Ta engendrent le groupe réel G.

Il ne reste plus qu'à examiner le cas où le groupe complexe G défini
par les formules (i) est lui-même simple.

Lorsqu'on a un groupe complexe simple d'ordre r, on peut mettre
sa structure sous une forme normale en partant d'une transformation
arbitraire y du groupe et considérant les racines de l'équation carac-
téristique relative à ^. Si / désigne le rang du groupe, l'équation carac-
téristique admet / racines nulles, les autres racines étant toutes
distinctes et deux à deux égales et de signes contraires. Aux/racines
nulles appartient un sous-groupe y d'ordre /contenant y et formé de
transformations échangeables entre elles. A chaque racine non nulleœa
appartient une transformation X.a telle qu'on ait

(9-Xa)==r,)aXa.

Ces transformations Xa ne sont d'ailleurs pas définies complètement;
on peut, sans changer les formules de structure, les multiplier par
des coefficients pa convenablement choisis.

Si l'on prend pour y une transformation arbitraire réelle de G, le
groupe y contient / transformations indépendantes réelles; les ra-
cines o>a sont de plus ou réelles, ou imaginaires conjuguées deux à
deux. Si o>a tït œ^ sont supposées complexes conjuguées, on a évidem-
ment une relation de la forme

_ "3, Y"—-a — ^a^a»

où Xa désigne la transformation conjuguée de X^.
Les r — / coefficients \y, satisfont à certaines relations :
i° On a les relations évidentes

?^Àa= ï ,

où \^ désigne le conjugué de X-s;
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2° On a d'autres relations en exprimant que les Xa aussi bien que
.les Xa satisfont aux formules de structure normales du groupe G.

Enfin on peut choisir les coefficients pa de manière à diminuer l'in-
détermination qui subsiste dans le choix des 'Âa-

C'est donc le calcul des coefficients \y.? rendus aussi simples que
possible, qui constitue la partie importante de la solution du problème
qui nous occupe.

La classification des groupes réels (f qui correspondent à un même
groupe simple complexe G sera énormément facilitée par la considé-
ration de la forme quadrat ique ^ (f) qui donne la somme des carrés
des racines de l'équation caractéristique relative à la t ransformat ion
réelle la plus générale de (;. Nous désignerons para la différence entre
le nombre des carrés positifs et le nombre des carrés négatifs de cette
forme. Nous désignerons par ^o(e) la forme quadratique à / variables
qui donne la somme des carrés des racines de l 'équation caractéris-
tique relative à la transformation réelle la plus générale du sous-
groupe y, et par S^ le nombre correspondant. L'entier à est indépen-
dant du choix de la transformation y, l 'entier ç^ en dépend au
contraire. L'entier § est ce que nous appellerons le caractère du groupe
réel.

Après ces généralités nous al lons passer en revue les différents
types complexes de structures simples.

II. — Groupes G du type (A).

Si l'on appelle n — i le rang du groupe (^^2), l 'équation caracté-
ristique admet n(n — i) racines

^a— ^p (a, (3==i, 2, ..., n),

où les n quantités o>a peuvent être supposées liées par la relation
&ji 4- 0)2 -+-... 4- co^ == o.

Les transformations normales sont de la forme
Xap . (a, (3=j, 2, .... n),
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elles formules de stracture sont (1)

(I) . (XapX.pY)==Xap (XapXpa)=X,aa--Xpp.

269

La transformation Xap appartient à la racine c^oc — ^p- Les /? trans-
formations Xn, Xaa» • • • . X,^, liées par la relation

(2) XH -+- Xas-h-. . . 4- X^== 0,

constituent le sous-groupe y.
Les quantités o^, OD^ ..., 00^ relatives à la transformation S^pX^

sont les racines de l'équation

(3)

^H——&) ^12 é'13 • • • eïîi

^îl ^îï—— ^ ^23 * • • eî,^ï'

^nî enï ' ' ' enît— (f)

où l'on suppose S<?aa== o-

Deux cas sont à distinguer. Ou bien l'équation (3) relative à la
transformation réelle y a ses coefficients réels; ou bien certains décès
coefficients sont imaginaires.

I. Dans le premier cas les quantités (^ relatives à y sont réelles ou
imaginaires conjuguées deux à deux. Soit o^ la quantité complexe
conjuguée de oûa*

Posons, d'après cela,

(4) X.ap=^apX^ (a^P).

En exprimant que les formules (i) sont vérifiées par lesXap et les Xap,
on obtient

^p==^ar^Y(3î

ce qui permet d'écrire
(5) lap=^

(i) C. ,p .8 i .
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où les ^a i^ sont d'ailleurs définis qu'à un facteur près. On a ensuite

À a p X a { T = = ï ,
ce qui donne
(6) ÀIÀ^== AS?^:-^. . .=: À,,,?^==/C.

Le nombre /c est réel et, grâce à l ' indétermination des Â^, on peut le
supposer de module i, ce qui donne k = ± i.

On a enfin^ d'après les formules (4) et (5),

( Xap X pa ) == ( Xap Xpa) ;

d'où, en tenant compte de (2),

(7) Xaa^^^^aa-

Soit p le nombre des quantités coa réelles, 2 y le nombre des quan-
tités OL^ imaginaires. Si^ n'est pas nul , on voit, d'après (6), que k est
égal à -+-1.

Calculons les deux entiers ây et o, A un facteur numérique près
positif, la forme quadratique ^(e) est identique à la somme des carrés
des racines de l'équation (2), c'est-à-dire

(8) ^W=^.^l+^^..^eî,^^ïe^e^] (A>o).

Ici, d'après (7), il y a p quantités <?aa réelles, et ay imaginaires; on a
donc

< 5 o = p — i .

P^our évaluer S, remarquons que si e^ n'est pas égal à un mult iple
de e^,m rectangle e^e^ correspond un rectangle conjugué, ce qui
donnée autant de carrés positifs que de carrés négatifs. Si, au contraire,
? === a, l'hypothèse que la transformation

^apXap-h-epa'Xpa
est réelle donne

(9) , ^pa^ —e^^^-e^^ /cXala e^
Àp ÀO-

On a donc finalement
§^=.p—1-4-2/cy (Â'==±:l).
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i ° /c == -+- i. On a
ô'o ===/^ — i, ô =? /^ — i.

2° /c== - i. On a

Avant clé faire la classification des groupes ainsi obtenus remarquons
que, quelle que soit la transformation infinitésimale réelle ' y de G,
l'équation (3) est à coefficients réels. Cela résulte des formules

^p-
<?ocp= y-^af-S» '

"a

conséquences des formules (4) et qui montrent facilement que le pre-
mier membre de l'équation (3) est ident ique à son conjugué. Il résulte
de là qu'aucun des groupes réels qu'on vient d'étudier ne peut être

'isomorphe à l'un des groupes du cas II qu^on étudiera tout à l'heure.
Cela étant, les groupes qui correspondent à / ;==-hi ne peuvent

être isomorphes à ceux pour lesquels k est égal à — i, parce que le
caractère ï n'est pas le même dans les deux cas. Nous allons voir que
tous les groupes de caractère S == n — i sont isomorphes (mire eux, ainsi
que tous les groupes de caractère S == — n -— i.

i° Supposons k = "-h x et d'abord/? <TI. Il y a q couples de racines
ci)a, û)p imaginaires conjugués. A l'un de ces couples correspond,
d'après (9), la transformation réelle

X.ap4- ^a^a-Xpa-

Les q transformations réelles ainsi obtenues, jointes aux p+q
transformations réelles (à somme nulle)

Xu, ..., X,^, Xaa+Xpp ((3=^)

définiront un sons-groupe r^ /yden — i transformations échangeables
entre elles. Si l'on prend pour y une transformation arbitraire de ce
sous-groupe, on obtient, d'après (8),

ôo == n — i.
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On peut donc toujours supposer p = n. Dans ce cas-là on a

xr _ ^a y"
^ — À S a^

avec
Àr^.i ̂ = Â^A^ ̂  • • -::::::::: i^n i^n ':==: ̂  •

Les formules de structure (i) subsistent quand on multiplie Xap par
pa, où les pa sont arbitraires. Si les Xa deviennent Aa, on a
PP " •

A! =: ^L glP^.
Aa ^a pipa

on voit qu'on peut disposer des pa de manière à rendre tous les \
égaux. On a donc finalement

Xap^Xapi Xaa^^aa-

Finalement tous les groupes réels de la catégorie 1 de caractère n — i
sont isomorphes entre eux et leur structure est définie par les formules (i ),
où les Xa3 désignent les transformations réelles qui engendrent le
groupe.

Il existe un groupe linéaire et homogène réel à n variables admet-
tant celte structure, c'est le groupe linéaire et homogène spécial à
n variables; c'est d 'ai l leurs le seul.

9° Supposons maintenant à == —n — i. On a alors k == — i, /) = o^
Le nombre n est pair, n = ay, et les quantités o>a sont deux a deux
imaginaires conjuguées. Soit

û)2=: G)i, 6)4== C>.)3, * . . i ! 0)gy== 0)^»-i.

On a, d'après (6),

(j0) ' AI /.2 == î.2^1 == ̂ 3 ̂ 4 ̂  ^4^3 ==...==-*• Ï .

En multipliant les X^ par les coefficients indéterminés La? on
trouve

Ai _ pipi ^ Ai _ pip4 ^i Al — £lP6 l̂
Ag p^pg ^2 Ag pgp^ Àa Ag p^pg ^s
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ce qui permet de supposer

— =:!, AI = Àg •=- Àg -==. . .== 7.2//-1.
À2

Les formules (10) donnent alors

— — À I = = \= À4== ^6==. . .=-- 7^.
On a finalement

( I ! ) ^2a-i,2fl--i:::='^2a,2pî X-aa—i^jS^—Xsa^p-i '

ro^/.y les groupes de la catégorie î de caractère — n — i (/i pair) sont
donc isomorphes entre eux.

Il n'y a a u c u n groupe l inéaire et homogène réel à n variables qui
corresponde à celte structure, sinon, en effety en regardant ces n va-
riables comme complexes, on aurait, par u n changement complexe de
variables,

Xap^^a/^-

On aurait alors évidemment des formules

( ï2 i ) ^=^a^-a,

et le groupe réel considéré laisserait invariantes les formules (12). Or,
si l'on applique à ces formules les transformations réelles

on trouve

^aa ..i P^-\ "4- ^'âa/^p 4- ̂ a-i/îâp-i 4- ^sa/^P?

^'âa-i/^p —^ÎW.PÏ^-I + ̂ a-i/^p — ^W^P-iî

^2p_l=: (^a-î? a2a_ia2p_.i-=— I ,

ce qui est impossible.
Il existe un groupe réel l inéaire et homogène à (\(f variables; il

suffit en effet de poser
Xa"-^ ^a—i 4- ^'2 a,/' •

(y a ̂  _ ^ i j ̂  _j/ ̂  /^ ^ ̂  _ /̂ - ^^^ j/^ ̂  _ ̂  ̂  ̂  /^ ̂  _ i )^

où/désigne une uni té qua te rn ion icmne . On a alors y variables quater-
•nioniennes soumises au groupe
(i3) Xa^ A a i X î + Aas'Xs-+-.. ."+• AayX^ ( a . s = j , a , . . . , < 7 ) ,

Ann. Éa. Norm.y (3), XXXI. — Juw 1914. 35
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où les Aap désignent des quaternions arbitraires (dont les 4y 2 para-
mètres réels sont liés par une certaine relation).

II. Supposons maintenant que les coefficients de l 'équation (3) ne
soient pas tous réels pour la t ransformation .y. Alors chaque quan-
tité oûa 6st imaginaire et a pour conjuguée une quant i té — o)^.

Posons, d'après cela,
( i4) ' Xccp==À^Xpa (a^(3).

On obtient, comme plus haut,
ÀajB"=—^ay^Yp?

ce qui permet d'écrire
<i5) ^-^T

On a ensuite
/ /? \ Â^ _ /^ _ _ /^ _ /„,

7 -̂ îi^ Â-^

Comme les X^ ne sont déterminés qu'à un facteur près, k n'est dé-
terminé que par son module : on peut donc supposer k réel et positif;
comme d'ailleurs A^-est le rapport de deux nombres conjugués, k est
égal à i.

Par un procédé analogue à celui de tout à rheure, on trouve
_ 'v«-

aa — — ^aa*

Supposons que pour? indices a, on ait œ^ = —• co^- Calculons les
entiers ^ et 5, II y a d'abord p des quantités Cy^ qui sont purement
imaginaires, les u — p — ' i q autres étant deux à deux imaginaires
conjuguées de signes contraires. On a donc

(17) , ao=—(/?~î )= ï -p .
Pour calculer ê, remarquons que les seuls termes de ' ^ ( e ) qui inter-

viennent dans le calcul de ô sont les termes e^e^ pour lesquels on a

a=a, p=(3î
comme d'ailleurs on a

^p==~ ^Qa,
Ap
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le terme ^ap^pa donne deux carrés de même signe, ce signe étant celui
de — -a- Les formules (16) montrent que, si a = a, ̂  est réel. Sup-
posons donc que À^ soit du signe de £a == ± i. On obtient

^ _ ' S^î—p — aSsaSp,

la somme étant étendue aux? indices a, pour lesquels a = a.
Si, parmi les p nombres ^a? ^ ̂ ^t positifs et/c négatifs, on trouve

sans difficulté
(18) . 3 " = i - — ( À — / c ) 2 .

En définitive on a, dans le cas II,

l'entier m étant de môme parité que n et au plus égal à n.
Nous allons montrer que tous les groupes pour lesquels m a la même

valeur sont isomorphes. En effet, supposons d'abord p<^n et considé-
rons le sous-groupe réel y formé des n transformations réelles indé-
pendantes échangeables entre elles (dont les/? H- q premières ont une
somme nulle) :

<X.aa (a==a),

^Xaoc+ Xpp), ^(Xap + Xpa) (a ̂  P; a = (3).

La réalité des q dernières résulte de ce que, diaprés (i4)? (x5) et(i6),
on a

X.ap==—Xap.

Pour ce sous-groupe Y on a manifestement

<5o=-(^-l)-;

autrement dit, on peut toujours supposer p == n,
Dans le casjo == n, les formules (i4) deviennent

Xap===—^Xpa,

où les Âa sont réels. On peut d'ailleurs disposer des indéterminées pa,
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pour rendre les "Âoc égaux à ± i. On peut enfin, en changeant au besoin
tous les signes des 'Xa? ce qui est permis, faire en sorte que le nombre
des Xa positifs soit supérieur ou égal au nombre des Xa négatifs.

On aura donc finalement les formules

Xap==— £a£pXpa (^ i ? ̂  . . . , £ / & = = • + • 1 ; ÊA+H . . ., S^==-— ï )
avec

r S = i — ( / î — a Â ) 2 .

Z)an^ /a catégorie II, il existe donc ——: structures réelles essentiel-
lement distinctes, chacune d'elles étant définie parle caractère ë= ï —m 2 .

Parmi ces groupes il n'en existe aucun qui soit l inéaire et homo-
gène à n variables réelles. Mais on a un représentant simple du type de
caractère ï — (2 h — n)2 en considérant le plus grand groupe linéaire et
homogène à n variables complexes qui laisse invariante la forme
daller mite

£l ;X-1 A'i 4- Êsi X^ 0(.\ 4- . . . -+- £/A y.n. X^.

RÉSUMÉ. — Les groupes simples réels y ui proviennent d'un groupe
simple complexe du type (A) se partagent en deux catégories :

I. Dans la catégorie I, il y a, si n est impair^ un seul type réel de
caractère n — ï.

Si n est pair il y a, outre le type précédent, un second type de carac-
tère — n — ï.

II. Il y a, dans la catégorie II y n—^ typ^s distincts pour lesquels
on a

r /^Mo == ï — m- \ m r=: ri, n —" a* . , . , / % — a — •
L ' \a /J

Nous avons implicitement supposé, dans ce qui précède, n supé-
rieur à 2. Si n était égal à û, l'ensemble des quantitéâ Q)^ co^ ^t iden-
tique à l'ensemble des quantités — o^ -— a^ H suffirait donc de
considérer la première catégorie.

On a ainsi, <^a/2^ /e ca^ 72 === û, deux types : le premier de caractère
§ == ï y le second de caractère S === — 3.

Appartiennent au premier type, le groupe linéaire et homogène spécial
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à deux variables réelles^ et le groupe linéaire et homogène à deux va-
riables complexes x^ x^ laissant invariante la forme d'Hermùe

OC j[ OC ^ '—~" OC ̂  ÛC' ̂  •

Appartiennent au second type le groupe

X^AX,

où X est une variable c/uaternionienne, et A. un paramètre quaternionien
de module égal à i Çgroupe des rotations autour d'un point fixe), et le
groupe linéaire et homogène à deux variables complexes oc^ et x.) lais-
sant invariante la j or me d'lier mite

x^x^ -+- x^x^

III. — Groupes G du type ( B ) .

Si / est le rang du groupe, les transformations peuvent se mettre
sous la forme (1)

Xap=—Xpa (a ̂ (3; 5(, (3 ==: o, ±ï, :± 2, . . ., ±: l)

avec les formules de structure
(XapXyp') "= XO(Y? (Xap Xa'p') == Xaoc'+ Xp(3'

(a 4-y^o; a / = — a , (3'=—?; a, (3, y = o, ±: r , ..., ±/) .0)

Les racines de l'équation caractéristique sont de la forme
^a r.)a -h c*)p ( ooa' == — &)a ) ;

la transformation X^ appartient à la racine œa, la transformation
Xap([3 =^ — a) à la racine c0a"+- ù.)p; enfin le sous-groupe y est formé
des transformations X^y X^;» • - •? X^.

Les racines o, ± o-ïi , ..., ± o-̂  sont données par l'équation

(2 )

—— ^> ^l'û ^10 • • • el<Q ^/O
<^ ^^ ,—Q) o ... e / ' i e / i
€01' o e^>—f<) ... ^/'^ e / r

e^r e^r e^ ... o €•///--" (i>

=0.

( 1 ) C., p. 8a-83.
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La forme ^(ê) est, à un facteur numérique positif près, la somme
des carrés des racines de l'équation (2); par suite,

(3) ^{e) = A[e?r-4- e^-+-... -+- ef^ï e^ e^'].

Les coefficients pap? par lesquels on peut multiplier les Xap sans
changer les formules (i), satisfont aux relations

papPyp'=Payî
ce qui permet d écrire

(4) pap=papp,

avec

(5) Po==I» papa'^ï.

Si l'on est parti d'une transformation arbitraire réelle y de G,
l'équation (2) est à coefficients réels. Soit donc

0)a-=r. (^ (a == 0, ±: 1, . . . , ±: /; 0 = û).
Posons

(6) Xap-=^apX.ap.

On voit sans difficulté qu'on peut écrire

(7) ^ocp==^p,

avec les conditions

(8) ÀO==Ï , ÀaÀoi'==X, 'k^'koi'^.ï,

Enfin on obtient
__ X? ̂ «.

. ^o(' — -^•aa'*

Calculons §0 et 8. Supposons pour cela qu'il yait jD valeurs positives
de a pour lesquelles a==a , j[/ valeurs positives pour .lesquelles
a === — a, et soit

/==j? 4-^/4- % y,

Pour les valeurs de a de la première espèce, Xaa est réel; pour
celles de la seconde espèce, X^ est purement imaginaire; les autres
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transformations X^r sont deux à deux imaginaires conjuguées. Par
suite on a, d'après (3),

§Q=P—P^

Quant à 5, il suff î t pour le calculer de considérer dans ^(<?) les
rectangles e^eç^. pour lesquels on a soit

a'^ ^=P, .

soit _ _
^=j3, ^=0.

Dans le premier cas, il faut d'abord prendre les rectangles <?oa^o>
pour lesquels on a ^f = a; on a d'ailleurs, d'après (6) et (7),

CQ^^- A^ <;?()%,

ce qui donne le rectangle — ^a^oa^oa- L^s formules (8) montrent
que Àa ̂  ï*0^ ; sl (lonc ̂ ^ ± l est du signe de la» le rectangle con-
sidéré donne, dans l'expression de S, le terme

— 2 Sa-

li faut ensuite prendre tous les couples (ap) tels que a'== a, p == (î;
comme 6^== la^p^ap? o0 ^» clans l'expression de §, le terme

—2£a£p .

Dans le second cas on a, en supposant [î = a,

Xap'^^ T^Xpa'^^^a^aXpa'î
/.p

le rectangle e^,e^. contient alors deux carrés positifs.
Par suite, on a

r3 :^—j/4-27—22ea~42£a£p (a==—a, j3=:—(3),'

3== ^ — 2 ( A — A - ) — ' 2 ( A — / c ) 2 ,

en désignant par A le nombre des quantités £a positives, et p a r o l e
nombre des quantités e.a négatives-

On peut toujours se ramener au cas où/Y == /. Considérons, en effet,
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dans le cas contraire, le sous-groupe réel y formé des / transformations
réelles indépendantes entre elles :

<Xaa- • (a==—a),

-T^Xoa+V^^' (a==a),
\Aa

^-apx.,i ^p^^.
^(Xaa'—Xpp-) )

pour ce sous-groupe y on a manifestement §o =—^ 1̂  valeur p — p '
de §0 ï^st compatible avec la valeur qui vient d'être obtenue que si
p=(/==o, //==/.

On peut donc toujours supposer qu'on a, pour tous les indices a,

a := — a.

La valeur
S =^ l — a m ( m "f- ï )

correspondra alors, si m est de môme parité que /, à —^— valeurs

positives et —^— valeurs négatives des Aoc; si m est de parité diffé-

rente de /, à ————valeurs positives et——;——valeurs négatives
des^a. L'entier m est au plus égal à / en valeur absolue. On peut
toujours le supposer de même parité que / et compris entre / et "- /.

On a d'ailleurs
Xap== ^a^pXa'f^

et l'on peut disposer des pa de manière a rendre chaque \ égal à ± i.
Tous les groupes de même caractère sont donc isomorphes entre eux ;

il y a l H- i types distincts.
On obtient un représentant de chaque type de la manière suivante :

Le groupe G est le groupe qui laisse invariante la forme quadratique
à 2 / 4- i variables complexes (^ )

^SH- î^t^i'-h...+ 2..'r/.z?/r$

(i) C., p. 83.



LES GROUPES RÉELS SIMPLES, UNIS ET CONTINUS.

le groupe Q laisse alors invariante la variété

;X?0= a?o,

Xy^~= ÊQt^a'*

181

Autrement dit, le groupe Ç est le plus grand groupe qui laisse invariante
la forme quadratique à ̂ l^r i variables réelles

.^•4- 2£i^i*Ti 4- 2£2^2^2+- • --+- ^ ^ l ^ i ^ l -

IV. — Groupes G du type (D).

Si l est le rang du groupe, les transformations peuvent se mettre
sous la forme ( ^ )

Xa?=-Xpa (a^i3^,p==±:I,±3, . . . ,±Z)

avec les formules de structure

l (XapXyp') = Xay, . (XapXa'p') = Xaa-4- Xpf^
(I) ( (a 2 ^y 2 ;a^ (3 ;P / ^y ;a , (3 ,y=±r , ±3, ...\±l).

Les racines de l'équation caractéristique sont de la forme

o)a+œp (a^P^ a, p=±:i, ..., ± l); ' • .

la transformation Xap appartient à la racine û)a+ <^^; le sous-groupe y
est formé des / transformations X^., ..., X^.

Les a/quanti tés (Oa sont les racines del'équation

ei^ — &) ô ^'i €21 ... É^I ^/i
o <?n'—o<) <?2'i' ^i' . • • <?/'i' C t ï '

d^ e^ eâ '2—&) o ... ei'î e^

e ^ ' r Ci/' ^r ^s/' • • • 0 ^^— (0

La forme ^(^) est, à un facteur positif prcs, égale à la somme des

(1) C., p. 87-
Ann. Éc. Norm., (3), XXXI. — JUIN 19x4. 36
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carrés des racines de l'équation (2). On a donc

(3) ^(<?) ==A[<?iV4-. . ̂ eîi.^-ïe^ey^}.

Les coefficients pap, par lesquels on peut multiplier les X^ sans
changer les formules de structure (ï), sont de la forme

avec
Pap=pap(B

' Papa'==I-

Si l'on est parti d'une transformation arbitraire réelle .J de G,
l'équation (2) est à coefficients réels. Soit donc

C0a=^a ( a = = ± I , .. ., ± 0. ^ -
Posons

(4) • . Xap=^apXap.

On montre sans difficulté qu'on peut écrire

^ap^^a^p
avec les conditions

(5) ^^=-1, Xaîia=£ (£=± l ) .

Enfin on obtient _
Xaa''^^ X.aa'»

Calculons §0 et S, Supposons qu'il y ait p valeurs positives de a
pour lesquelles a = a, j^/ valeurs positives pour lesquelles a == — a,
et soit

^==^ -+-//+ 2 y.

On montre, comme dans le cas du type (B), qu'on a

. S , = p - p ' .

Le calcul d-e à se fait aussi d'une manière analogue dans le cas
où & = i. On trouve
(6) <îo==^—j/, 5=7—2 ( /^—/c)2^--a m2 (o$mS//, (— i)^-^=== i),
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en désignant par h le nombre des 'Àa positifs et k le nombre des \ né-
gatifs (a == — oc).

Si, au contraire, £ = - — i, ce qui ne peut d'ailleurs avoir lieu, à
cause de (5), que si p est nul, le résultat est différent. Si a = — a, les
formules (5) montrent que Àa est purement imaginaire. Les formules

Xap == ^a^P'Xa'p'

Xap'^ ^a^p'Xa'p
(a=-a,(3=-(3),

où les nombres réels Xa^p, 'Xa^p 'sont de signes contraires, montrent
que les deux rectangles <?ap<s?^a/-+" e^'e^' donnent dans '^(e) le même
nombre de carrés positifs et négatifs. Quant aux rectangles

^ap'<?pa' (j3 ==a),

ils donnent chacun deux carrés négatifs. On a donc
(7) 3o=—//, s ^ - p ' — ^ g ^ — L

Dans chacun des cas, on peut d'ailleurs choisir le sous-groupe
réel y de manière à obtenir §o == — / ou §o = '2 """ ^

Si d'abord £ ===-• i etp pair, on prendra pour définir y les transforma-
tions réelles échangeables entre elles suivantes : on partagera les/? in-
dices positifs a pour lesquels a = a en p couples de deux (a, (3)
à chacun desquels on fera correspondre les deux transformations
réelles

-—=Xap-+- ^/CTpXoe'f^, , VT^^'^V^^'^
yÀaÀf t V Aa v P

on fera ensuite correspondre à chacun des p ' indices positifs a, pour
lesquels a == — a, la transformation réelle

^ <A,aaî

enfin, à chaque couple d'indices a, [3, pour lesquels ?== a^^a2),
on fera correspondre les deux transformations réelles

^(Xaa'—Xpp'), ^p'Xap—îÀpXa^.
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On obtiendra ainsi
ê^—l ( ^ p a i r ) . -

Si ensuite £ = i et p impair, on procédera de la même manière,
sauf qu'à Fun des p indices a pour lesquels a = a, on fera corres-
pondre la transformation réelle X^a- On obtiendra dans ce cas

ôo== 2 — l (p impair).

Enfin, si £ == — i, on prendra les transformations réelles

iXaa' (a==—a),
^(Xaa—Xpp'), ^Xap-^Xa'p' (a2^ (32, (3 = a)

et l'on obtiendra
ÔQ=-I.

On peut donc finalement se ramener toujours aux cas suivants :

^=~/, â=—z,
5o =:--/, ô = = Z — 2 w 2 [o^mïl, (—i)^^^!],
â^a—Z, 8=:l—^m2 [oSm^—ï,(—I)w^=—^] .

Le troisième est essentiellement distinct des deux premiers, la troi-
sième valeur de à ne pouvant jamais être égale à l 'une des deux pre-
mières. Commençons par ce troisième cas. Pour le nouveau sous-
groupe y on a de nouvelles valeurs de p,p\ q et l'on a, pour ces
nouvelles valeursy d'après (6),

p — p 1 ^ ^ — ^
p-+-^+2(7===^

(-ï)^=-T;

doncp est impair. Les équations précédentes entraînant

p + < y = - i ,
il en résulte

^==ï, </=o, p ' = l — s .

Supposons donc
X = " — l , 2 = - — 2 , ..., . / — . i = = — . ( ^ - ^ i ) ^ 7=^1;
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on a
^1 ̂  ^2 ̂  ^ ^/-l __ T " ^ __
AI À2 A/«i

On peut disposer des pa de manière à réduire \ et Fun des
autres A à l'unité, tous les autres étant égaux à ± i; soit

À I = = Ê I , À2==Sâ, ..., À/-^^8/—^ Â^_i=À/=I .

On a, par suite,

f Xap=£a£pXa^ [a, (3 ==± Ï, ± 2, ...,±(^~l)],

* / J Xa/ :::::::: SaXa'/ r i i i / i \ i
/ _ a [^ ==±I , ±2, . . . ,±(^-1)].
v Xa^—£a-<»a7

Quant aux deux premiers cas îy = = = — / , ils correspondent nécessai-
rement à p == q = o, c'est-à-dire à

a î = = — a (a=i , 2, . . . , /).

Si alors, pour le nouveau sous-groupe y, on a £== + i, on obtient
sans difficulté les formules

(9) Xap==£a£pXa'p' (a,(3==±:I, ..., ±:^; 6^1, Êa'==Êa).

Si au contraire on a £ -== — ï, on peut disposer des pa de manière à
obtenir les formules

(ï0) Xafd=—£a£pX^ (£i=Ê2=...==e/=I; £^==8^==. ..=£«/=— l).

En résumé, on a pour S les valeurs suivantes :

§•==. l—a m2 (m=o, i, 2, ..,, 0,

a==—/.

Dans les cas (8) et (9), où § est de la forme /—û/n^e^ i ) , il
existe des groupes linéaires et homogènes à il variables réelles. On
les obtient nécessairement en partant du groupe G, qui laisse inva-
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riante l a fo rme quadrat ique à 2/variables complexes (1)

' x^x^-\- x^x^ + . .. 4- Xix^

et en liant ces variables complexes par des relations de la forme

(l l) ^a== (^a^a-

On trouye ainsi, dans le cas (8), le groupe linéaire et homogène de la
forme quadratique réelle

Sp-Zîl^l -h Z^X^X^-^r-. . . -t- £/-1.27/^1^7.^1 -4- X { X [ ' - ,

dans le cas (9) fe groupe linéaire et homogène de la forme quadratique
réelle

£l .371 X^ + ES .̂ 2 ̂  4- . . . + € i X { X i ,

Au contraire, dans le cas (10) (£== — i), il n\y a aucun groupe
linéaire et homogène à ̂ l variables réelles; on trouverait, en effet, pour
définir les coefficients a^ des formules ( ï i ) , les relations impossibles

,,. . <^a<2a"=—I.

Mais il existe un groupe linéaire et homogène à /^variables réelles':
c'est celui qui laisse invariantes la forme quadratique

x^x^-\- x^x^ 4-.. . 4- X i X ^

aux ï l variables complexes x^ ..., x^, et la forme d'Hermiie

X^X^ — X^ÛCt'-^r X^X^ — X^X^-^-. . . +" XiXi—— X { ' X i ^

Nou's avons supposé implicitement, dans ce qui précède, /^>4" S1

1= 4, l'équation (2) n'est pas nécessairement à coefficients réels, car
il y-a trois systèmes de quantités qui .peuvent jouer le rôle des ov; mais
l'un de ces systèmes est nécessairement son propre conjugué et l'on
peut supposer que c'est celui des œ^. Les résultats précédents sub-
sistent donc.

- < i ) C , p . 87. , . ' ! , . .. . , . . ^ ! . ! , , ^ .': . , . . . , „ , „



LES GROUPES RÉELS SIMPLES, FINIS ET CONTINUS. 2&7

V. — Groupes G du type (C) .

S i / e s t le rang du groupe, les transformations peuvent se mettre
sous la forme

Xap=Xpa (^ (3==±:l, ±2, ..., ±1)

avec les formules de structure (1)

(XapXyp') = ÊpXay?

( Xav Xcc'y') :::= £aXYY'-4-" 5yXaa'5 1 • • -

(XapXapQ == 2£pXaa,

( Xaa Xaw) ^^^aX^a'-i
(I)

(a 2 ^/ 2 ;^ , (3 ,y=± i , ±2, ..., rbZ.-a^-a; , • .

e^-==.-+-1 si a > o, € % = = — i si a < o).

Les racines de l ' équa t ion caractéristique sont de la forme

2Cx)a, rx)a"+-û0p ( a2^ P2; a, (3 =: ±: 1 , . . ., ±: l; C0a'=—.^a).

La transformation Xasi appartient à la racine 20)a, la transformation
Xa^ à la racine o)a+ ^p- L^ sous-groupe y est formé des l transforma-
tions X^', XaaS • • " » X^',

Les 2/ quantités û)a sont les racines de l 'équation

W

^11'-^"^ e\.i ^12' ^12 • • - e\lf e^l
ç^.^ Q^^—^j ^^^/ ^^^ ... ci'/' e^/

en (SL'^ Cf^ .. . efi' eri — ^

: o.

La forme ^(e) est, à un facteur positif près, la somme des carrés des
racines de l'équation (2) ; on a donc

(3) ^(e) =/^[ef^4-4i/-+"• . .+6^--$ ^aa ^aw—^-S^Sp^ap^p']- l i • 1

Les coefficients pap par lesquels on peut multiplier les Xap sans

(i) a, p. ^5.
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changer les formules de structure (i) sont de la forme

P«xp=Papp (papa'=l).

Si l'on part d'une transformation y réelle, l'équation (2) correspon-
dante est à coefficients réels ; soit

ûJa== û0a-
On aura
(4) Xap==^apXap

avec
Àap^yp'==£p£^ay

Cela permet d'écrire
(5) Àap=Àa^p,

où les \a satisfont aux relations
(6) • Âa^a^Êafîa.

On a de plus

(7) IiÀY==À^ÀT,==À2À^=r...==:£==±:i.

Le nombre £ ne peut être égal à — x que si aucun indice a n'est tel
que a= a.

Remarquons que, d'après les formules (7), on a

)^==—eÀ^ si a ==—a,
(8) ^

^ ^réel si ? = a ((3^^).

Calculons ^ et S. Supposons qu'il y ait/? valeurs positives de a pour
lesquelles oc == a, p' valeurs positives de a pour lesquelles a == — a,
et soit

^-h^-h ay= /.

On a alors, comme on le voit facilement,

^ ^ p — p ' .
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Pour calculer S, i l faut considérer d'abord les couples d'indices (a, j3)
tels q u e X^p- coïncide avec X^p/. Cela peut arriver

1.0 Si a-=== - a, p^- P;
2° Si. a = - ̂  p == ~ a ' (P ̂  a).

I. Supposons en premier lieu £ = i . Si d'abord on a a" ==—a, la
formule (8) montre que X^ est purement imaginaire ; on a

^aa::::::: ^a ̂ a'a' ( "a <^ 0 ) ^

le rectangle — ^a^x'a' donne donc dans ^ ( e ) deux carrés positifs.
Si ensuite on a a = — a, p -= — p, on a - '

Xap ̂  ^a^P Xa'p'î

Xap'== ^a^p'Xa'p;

les deux coefficients ^a^p? ^-a^p'» (^u l son^ rcels, ont un produit égal à

. ^â ̂ p ̂  p' =- Êp ep' ̂ â = — ^â > 0 ;

ils sont donc de même signe; par suite, les deux rectangles

— SaSp^ap^y/^—^Êp'^ap'^a'p^— SaSp (^ap^a'p'— ^ap^a'p)

donnen t deux carrés positifs et deux négatifs.
Si enfin on a p == o<-(p2 7^ a2)? on a

Xa^== ^a^p'Xa-p"= Sa^a^a Xa^S;

le rectangle — £a^'^af^a^ donne donc deux carrés positifs.
Il résulte de ce q u i précède la formule

(9) i( 8 r,-/? ̂  p'^ ^p'-^r â<y== /.

I I . Supposons maintenant £== — i, p == o. Si d'abord on a a = — a,
la f o r m u l e (8) m o n t r e que À^ est réel et par sui te le rectangle
""" ew^w^ donne deux carrés négatifs. •

Si ensui te on a a == •••- a, p == — p, l es^deux coefficients réels X^Ap,
^/<//-. / '̂. Norm., (3) , X X X L — JUIÏJ-ET 1 9 x 4 - ^7
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X^Xp, sont de signes contraires; les rectangles

— eaSp^ap^a'p'— Sa^^ap^a'f-l

donnent quatre carrés du signe de — Sa^^a^p- 'Si l/on suppose a et b
positifs, et si l'on désigne par [ A a j là quant i té ± i du même signe
que \y., on a dans § la partie — 4f"^a | [,^p]-

Si enfin on a ? === a(j32 ̂  a2), le rectangle

~- Êa£p'^ap^a'j3

donne deux carrés négatifs.
On a finalement

^=—^--.3//-^^-...4^[>.J["Ap] (a=~oc<o,p==—(3<o).

Si parmi les^/quantités ^(^ï^^û, oc •== — a), il y en a À positives et
k négatives, on aura

\ S^—p^ â = = - ^ ~ 2 ç — 4 ( ^ — / c ) â = — / — a w 2

( 10 ) <
f ( o^w^^ , (—Q^^^î) .

Remarquons que, si £ = •+- x , S est positif; si £ == — i, S est négatif-
La valeur de s est donc caractéristique du groupe.

Effectuons maintenant la réduction des différents cas :

I. Nous pouvons, dans cette première Irypothèse, nous ramener au
cas^? = /; il suffit pour cela de démontrer qu'on peut choisir le sous-
groupe y de manière à avoir §o == /. Or on y arrive en prenant les ^trans-
formations réelles

Xaa' (^ "= a}^

•^otoe '~^~' '^y, «-^oi'oe' '. ̂  "̂̂  ""—' ̂  / i

£aX,aa'4- 6^X.pp', Xocf-t'+ ^À^X.a^ ((3 == a)»

Si donc on ajo === /, les formules (4) deviennent

X.ap"=: ^a^pXap
avec

ÀaÂ^==j , ?,Q(?I(X== JT .
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On peut alors disposer des pa de manière à rendre les 7.y tous égaux à
l 'uni té , de sorte que les transformations sont toutes réelles.

Ce premier cas, où S == /, correspond au groupe linéaire et homogène
à 2/ variables réelles qui laisse invariante la forme bilinéaire alternée (1 S)

Oi.ri'] + [x^î'} +.. .-4- O/^v] (|> ]̂ =^"/y."—7^^).

II. Dans la seconde hypothèse £ =— i, on peut toujours se ramener
au cas / /==/ ; il suff i t pour cela de démontrer qu'on peut choisir le
sous-groupe de y de manière à avoir §o == — /. On y arrive en prenant
les / t ransformations réelles

//Xi^a' ( oc ^—a),

^aXaa-- ^pX.pp' ((3 -= a),

=='Xap4- ---=^Xa'^ (P=a),
\Aa^p

les deux radicaux étant choisis dans le dernier cas de manière que
leur produit, qu i est ± x , soit égal à £0^.

Si donc on a // == /, les formules deviennent

avec
Xap—'^a^pXa'p'

^a^a'^^ ^a^a''^ --- j •

On peut enfin disposer des pa de manière à rendre les Xa tous égaux
à ± i avec

À a hy,' ^^ — 1 .

S'il existe un groupe de ce type, l inéaire et homogène à il variables,
on l'obtiendra en prenant

X,ap=—£a^a /.^p—£p^p'^a

et regardant les variables complexes Xy, liées par les relations

,y;a== Oa^a'*

( 1 ) C.,p. 85.
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Or on trouve
ây, =: a Àa, ,̂  <% ̂ a ^ a' ̂  + T ;

ce qui est impossible.
Au contraire, il existe un groupe à (^l variables réelles : c'est le groupe

qui laisse invariantes la/orme bilinéaire

|>i^i'j +-. . .+ [ x / x r }

aux ' i l variables complexes x^ et la forme (nier mile

Àj(.z'i.-yi+ .^1^1') +• À^C^^â-H ^â'-2^') 4-. . .+ À/(^/;r/-+- .r/'.r/').

Il y a —?. types différents de celte catégorie dont les caractères
sont

ô = — / — 2 m5 ( m = À, 4" ^o 4- . .. + ^/ = /, ^ — ^, . . . i / — 2 - ) •\ l,,2..!/

VI. — Groupes G dn type ( G ) .

Ces groupes sont de rang 2 et d'ordre i4. Les t ransformations
sont

'Xaoî X,oa, Xaf-î (<3C, (3 == ï, 2, 3)

et les formules de structure sont ( f ) :

/ . . 2 . • 1
( Xaa Xao ) ::::: "̂  .Aao, ' ( X,aa Xpo ) :=1 — T. X-po,

(XaaAloa) : : : : =—T'Xoa? (XaaX.op)=: •^ Xop*

(XaoXpo)^ -~2 (a (3y )Xoy , (XoaX,op ) = -2(apy) Xyo, .
; 1 (X.aû X o p ) -=:Xap,

(X^a Xap) ==Xo?, ( XapXpo ) ̂  X^oî

(XapXpy) ==: Xay, (XapXpa) == Xaa— Xpp

[a ̂  p 7^ y; ^, (3, •/ ."=: i , 2, 3 ; ( apy) == 4- i ou — j suivant que la
permutat ion (^(3y) est paire ou impaire").

( 1 ) C . ,p .93 -
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Les racines de l 'équat ion caractéristique sont de la forme

±=^a, &)a—-^p (a, (3 =i , a, 3),

où les trois quanti tés co^ sont liées par la relation

fj»>i 4- ̂ 4- G)^ ==0.

Les transformations Xao, X^a» Xap appart iennent aux racines û)a, — a)^,
oja— œ@. Le sous-groupe y est formé des transformations X , , , X^X.^
dont la somme est nulle.

Les quan t i t é s ± o^, ± o^, ±: o^;(, o, sont les racines de l 'équation

—— &) 2 ^1 () ^ ^20 ^ ^30 —— ^ ^01 —— 2 e01 •— 2 (?(,3

^01 —— ^11 """ G) — ^21 • " ^'tl 0 —— ^30 ^20

e^ —e^i — e^—^ — f^i e3Q . ° — ^ 1 0
(2) é?o3 - — ^ 1 3 -— e^ —^3--r.) — 6^0 e'io û ^ o,

—êio Ô eog — — ^ 0 2 É î i i—(«) ^n ^13

——^20 ——^03 ° ^Ol ^21 ^22——^ ^23

—— 6^o 6^2 "-" ^01 0 ^Sl ^32 ^33 —— ^ .

où l'on suppose e^, e^, e^.^ l iés par la relation

^n 4"" ^22 + ̂ a^^ 0-

Cette équation est à coefficients réels pour toute transformation réelle
de G et ^(e) est, à un facteur positif près, la somme des carrés des
racines de cette équation. On a donc

(3) ^{e) =:/?|y^ 4- 6^^+Êî ja 4" 6^io^oi-l-6^oe'o2
+ 6^o^o3 4- 2 e^e^ 4- 2 e'^ e^ 4- %<s?i2<?2i ]•

Les quantités pap par lesquelleà on peut multiplier les Xap sans
changer les formules de structure sont

^;.
avec

p y — ï , p ip2p8==r.

Deux cas sont à considérer, suivant que les trois quantités o^, o^
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OD^ sont à elles-mêmes leurs conjuguées ou sont les conjuguées des
trois quandtés — œ,, — coa, — 003.

I. Soit, dans le premier cas,
(t^zzz fx)a.

On peut poser
Xap=^apXap (a, (3=0, I , 2, 3).

Les coefficients \xp peuvent se mettre sous la forme

avec les conditions
^==-Y (^0=1)

À^X3:= ( l23 ) ,

AI Xy == À 2 ?IJ == ^3 À-^ •=: [ ,

Calculons ûo et à. Supposons d'abord qu'on ait

l r= l , a =2, 3=:r 3.

Alors on a manifestement

(4) âo=<5=2.

Supposons ensuite qu'on ait

7==2, 2 = 1 , 3==3.

Alors on aura
<?!! == ^sî ^33 réel,

et par suite

donc
e^^=e-+- ir\, e^-==.e—ir\, ^33=—2e;

<îo== 0.

Quant à à, il faudra, pour le calculer, considérer le rectangle
2^2^, ; or on a

Xi2= -.- X^i == Ai Ai X^i ;

le rectangle 2^2^ fournit donc deux carrés positifs, et par suite

(5) 3o==o, 5== %.
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II. Soit maintenant
C«)a==---^a.

On peut poser
'Xap= ^apXpa.

Los coefficients X^p peuvent se mettre sous la forme

^ap^—y" ( À o = = — l )

avec les conditions

(6) Ài^/,,=-(T23),

(7) ll̂ il̂ ^.
}*-j- 7.7 . Àg-

On a aussi
Xa'a "::::—^aa*

Calculons ^ et S. Supposons d^abord

X == 1 , 2 == 2, 3 =-: 3.

On a, manifestement, les e^ étant purement imaginaires,

ÔQ =:-.%.

Pour calculer S, il faut considérer les différents rectangles ^ao^oa?
^ap^a-

Les formules (7) mont ren t que les Xy. sont réels et les formules

Xao^^a^oal Xap"^"— ^- X,pa

donnent pour S la valeur

§ ==—2-h 2 2£a—^SgaSpî

où l'on a désigné par £a le nombre ±: i du même signe que \x- Comme
on a, d'après (6),

e iÊa£â=—ï ,

on a deux cas à distinguer :
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1° Si == i, £.^ == i, £3 == — i. On a, dans ce cas,

(8) ^=:-2, 0=2.

2° £,, == E^ == £^ == — i. On a

(9) r5o=—2, (î===—i4.

Supposons main tenan t 7=== 2, 2 == i, 3 == 3. On a, dans ce cas,

e^-=: e-\-if}^ e^-=^—e -4- ir}, e^-=—^in

et, par suite,
. , ào"== o.

Quan ta à, il faut, pour le calculer, considérer le rectangle e;^;t;
or on a

,, , . . . , Aso~^ ^3X03,
avec, d après (6) et (7),

VU^r;

par suite, le rectangle e^,e^ donne deux carrés posit ifs et l'on a

Oo) âo=:o, rî=:2.

Nous avons obtenu deux valeurs dis t inctes de § :

a-=a, r î r=—ï4.

La valeur à == — 14 a été obtenue dans un seul cas lorsque

û}a==—c0a, ^a<0.

On peut disposer, dans ce cas, des p^ de manière à réduire les À^ à la
valeur commune — T . On a alors

(II) j 'Xao=^oa ^
Y , _ "y" '- t ' . .\ Âd(p.—— X.pa

La valeur S == 2 a été obtenue pour les différentes valeurs 2, o, - 2
de Oo. Nous allons montrer qu'on peut toujours supposer S^; === 2 par
un choix convenable du sous-groupe réel y.*
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En effet, dans le cas (5), où Von a .
C,)i === rjOg, C02==C»)i , C».).'} == (JL>3,

il suffît de prendre les deux transformations
X.33, Xi2-h Ai À^Xai .

Dans le cas (8), où l'on a

(ji)i:=—6)1, Oi)2===—0)3, C*)3==——0)3 , ÀI>O, ÀS;>O, ^3<^ 0,

il suffit de prendre
Xio -l- AJ| Xoi , 'Xa3 — sf- X^a.

A3

Dans le cas (ïo), où l'on a
6)1 == —— G)2, û)2 == —— &)i, 0)3 = —— C«)3,

il suffit de prendre
X 1 1 — X.221 X;{o 4- As X o;( »

On peut donc toujours supposer 5o== 2, c'est-à-dire
6)]~r(y.)i, ûjgrr:^)^, û);{=:c»)3.

Dans ce cas on peut disposer des pa de manière à réduire tous les Xa à
l'unité et l'on a
( 1 2 ) Xap^Xap (â=â).

I l existe donc deux groupes réels correspondant au type (2) et de ca-
ractères § = = = 2 , §==- - - Ï 4-

II existe, dans le cas § = 2, un groupe linéaire et homogène à sept
variables réelles. C'est celui (1) qoi laisse invariante la forme quadra-
tique

32 4- ̂ i Jl 4- ^2 J Si •+• ^3^3

et, en même temps, le système des sept équations bilinéaires alternées
[>.ïi] + [ r^y^] -"= [^2] + [y^yi] = 1>^] •+" [ji.^]^ Q) .
[>yi] + [-^^3] = E^ya] -4" [>3^i ] = [^3] + [^i^] = o,

[^yi] •+" [^72] ̂  [^373] = °"
rn n. n. T i r » .

.•/,///. ,A\-. ^/ / / / , , (; i), X V \ S , —" L i L . ' r i;)i/i. ^0
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Dans le cas §== — î 4 » i l existe aussi un groupe l inéaire et homogène
à sept variables réelles. Il suf f î t de regarder les sept variables précé-
dentes comme des variables complexes liées par les relations

^==^, • Ja^.^a.
Si l'on pose alors

z ==. X?, Xy ~==- X4 -h- ^Xf,, x^ =: Xi -(- ^'Xy, .373 =: Xs -t- ^X.3,

^ obtient le groupe linéaire et homogène qui laisse invariants la forme
quadratique réelle

X'î -+- Xj + Xj -+- Xt + XJ 4- X,^ +• X^,

^ le système des sept équations bilinéaires alternées

[X^iX/4-s] •+- [X^X/^] -+•• [X/+2X/+3]=o (/== ï , 2, 3, 4, 5, 6, 7),

où l'on suppose l ' indice, lorsqu'il est plus grand que 7, remplacé par
le reste de sa division par 7.

Les transformations du groupe peuvent se mettre sous la forme

U^== X/+4 P/4.tj — X/4-8 P/-+4 — X,/+2 P/43 "+- X/4.,;{ P/+2?

V^= X^asP^a— X/4,.3 P^+,2— X/-n I>/.+^ "h X/+^ P/+.I,

W/== X/4.1 P^5 —— X^s P^.i —— X^)-4 P/+(Î 4- X/+(} P/^/,

(^^ r , ^ , 3 , . . . , 7 )
avec les relations

U,+V/+W,^o.

Ce groupe se rattache au système des octaves de Graves et Cayley.
C'est le plus grand groupelinéaire et homogène qu'on puisse efrectuer
dans les sept unités relatives de ce système sans changer leur loi de
multiplication.

VII. — Groupes G au type (E) ( ^ = = 6 ) .

Ces groupes sont de rang 6 et d'ordre 78. Les transformations
peuvent être mises sous la forme

Xapî XapY==—Xpay^—'Xayf-i, Xapy, Xooo» X o o o

(<x, (3,y=i,3, 3, 4, 5, 6)
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avec les formules de structure ( ^ )
(Xaa Xap) ===• ( XayXyp) == XaR, (XapXpa) ^Xaa—Xpp,

r^
(Xaa X.apy) ==3 Xapy, (XaaXpyo) :=::— TrXpyg,

(XaaXpyg) = ,XpYS,
'3,

(Xaa Xapy) :::::::— "3 XaRy?

^

(•)

(Xaa Xooo) — — 3 X 0 0 0 1

(Xap Xpy;î) ==Xayo,

( Xapy Xapy ) -^ X,aa + X^^ + X-yy,

( XaaX^o^) — ^ X y Q o î

(XapXayS) '===- — Xpy5,

(X ooo X o o o ) v Y-'-1' ^aa-

(XapyX.5py) -=: XaS,

( Xapy X).p.v ) == — ( apyÀ^ ) Xo o o,

( Xapy X-Xp/ ) = ( a(3yÀ^v ) Xooo,

( Xooo Xapy ) = — (a(3yÀpi) X.ip,v,

(Xoo,Xapy)= (a(3yÀ^)X^.

Les racines de 1/équation caractérist ique sont de la forme
&)c<— r,)p, ('x)a+ &)p4- û)y, — (^a"+- ^p4- 0)y), 3^)o=:— ^^y.-, — 3G)o== ^c»)a?

et à ces racines appar t iennent respectivement les transformations
Xapî Xapy? Xap-p Xooo, Xooo.

Le sous-groupe Y e^ forme des six transformations Xi i , X ^ a ? • • • ? X^o.
Il existe deux systèmes de 27 quantités covariants au système des

racines de l ' équa t ion caractéristique; le premier est formé des quan-
tités
W Wy,—&)o? GJa+^^o? • OJo — û)a— ^B;

le second des quantités
(3) 6>o — &)a? — ^a— 2G)o? 6)0 4- c*)a"+~ ^p*

On a, pour la transformation S^aXay,, les valeurs
i - i v

f,)a— r^o •= eaa? ^a"+- ̂  ^o ̂  ̂ aa— ̂  ̂ ):ÀÎ •— ^o^" ̂ a— ̂ p=— <?aa~- <???+ g A<?n.

0) (1, p. ()û-
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Les 27 quantités précédentes sont racines d ' une équat ion qu'il est
inutile d'écrire. La forme ^(^) est, a u n facteur positif près, égale à la
somme des carrés des racines de celte équation. On trouve ainsi

(4) ^(e)==h ^^+...+(?^+(^l—^i/e>aa) •+-...-+- (<°ii-+<?22—~^<'aa )+...
L \ ° / \ ° / .

+ I22Ê-a^pa+ I^ ̂ ooo <?o (»()-+• ^^apY^apv •

Si l l on part d'une transformation réelle ;y, ou bien l 'équation qui
admet pour racines les 27 quantités (2) a ses coefficients réels, ou bien
chaque quantité (2) est imaginaire conjuguée d'une quant i t é (3). Ces
deux cas sont d'ail leurs essent ie l lemeni dist incts, le résul ta t ne dé-
pendant pas du choix de la t ransformation ff, car le premier membre
de l 'équation qui admet pour racines les 27 q u a n t i t é s (2) lorsqu'on
part d'une transformation arbitraire du groupe G est un invar ian t pour
le groupe adjoint.

I. L'équation qui admet pour racines les 27 quantités (2) est à coeffi-
cients réels.

Le premier problème à résoudre est de rechercher comment peuvent
s'associer les quantités (2) complexes conjuguées. Ce problème revient
au suivant :

Rechercher toutes les substitutions d'ordre 2 du groupe de Gâtais de
F équation admettant les quantités (2) pour racines.

Ce groupe de Galois est isomorphe au groupe des 27 droites d 'une
surface du troisième degré ( f ) . Faisons correspondre respectivement
aux 27 quantités

&)a— COo, &,)a-h 2&)o, — 0)y — &.)^— (x)A
les lettres

^ ^ cy.^

Nous dirons que deux lettres se rencontrent lorsque la différence des

( l) Voir CABTAN, Sur la réduction à .va forme canonique d'u/t groupe de transforma-'
tioni fini et continu (Amer, J. of Malh^ t. XVIII, p. 35-43).



LES GROUPES RÉELS SIMPLES, FINIS ET CONTINUS. 3oi

quantités (2) correspondantes est une racine de l'équation caracté-
ristique du groupe G. Les couples formés de deux lettres qui se ren-
contrent sont de la forme

(Oa,^), (^a^ap)i (^ap^yS) (a ̂  {3 ̂  y ̂  r3).

11 existe toujours dans le groupe de Galoisau moins une substitution
remplaçant deux lettres quelconques qui se rencontrent par deux
autres lettres quelconques qui se rencontrent , et aussi au moins une
subs t i tu t ion remplaçant deux lettres quelconques ne se rencontrant
pas par deux autres lettres quelconques ne se rencontrant pas.

Cela posé, supposons qu 'une subs t i tu t ion S d'ordre 2 cont ienne au
moins un cycle formé de d e u x le t t res qui ne se rencontrent pas; on
peut supposer que ce cycle est (a^/). L'ensemble des lettres qui ren-
contrent a< et pas Z», sera alors remplacé par l 'ensemble des lettres qui
rencontrent b^ et pas a^. Au t remen t dit les lettres

^2f ^;tî ^4, ^,7 ^î

seront changées, à l'ordre près, dans les lettres

^2î ^3i a^ a;h aG•

Si, de plus, on a les cycles

(^aM(^P^),

il faudra que si a^ ne rencontre pas èp,, a^ ne rencontre pas b^; autre-
ment di t , il faudra que, si (3'-= a, on a i t a" == ̂  Par suite, la substitu-
tion S sera de Pune des formes

S= (^ï^i) (a^Aa) (^3)(^4^)(<^A) (^cA,)- • ̂
S=:(ai^i) (0^2) (03/^3) (a/A) (^A>) ((^a). - • ,

S == ( ^ 1 ^ 1 ) ((^2^2) (^3^4) (^4^3) (^e) (^( î^y) - • • -

Supposons maintenant que la subst i tut ion S ne contienne que des
cycles formés de deux lettres qu i se rencontrent. On peut supposer
que l'un de ces cycles est (a^b^. La lettre ci^y qui ne rencontre ni ^
ni b^, sera alors remplacée par une lettre ne. rencont ran t ni a^ ni b^y
mais rencontrant a^ : il n'y a que la lettre é, qui satisfasse à cette con-
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dition. On aura donc
S == (û!i^) (û^i). . ..

De même que tout à l'heure, les lettres qui rencontrent b^ &a, mais
pas a^ et a.^ seront changées dans les lettres qui rencontrent^ , a^,
mais pas è, et &a- Autrement dit chaque lettre a^ sera changée dans
une lettre &a et l'on aura

S = {ai b^ (a^i) (^4) (^^3) (^o) OrA). ...

Les subs t i tu t ions ainsi obtenues se complètent sans difficulté et l'on
obtient, en tenant compte de la substitution i d e n t i q u e , les solutions
suivantes du problème :

Si==i,
S2==(a i^ ) (^62)(a3^) (a4^) (a@&8)(ag&r , ) ,

S3==:(ûfi^i) (02^2) (^3^3) (^4) (^»^o)(<^6^) (Cl6^î(0 (^20^21 ; ) (^;,^fi) ( ̂  a ̂  6 ) 5

S4==(^l^) (<^2^2) (C/;}^) (^.^3) (^^(î) (^î^)

X (^»<*l0 (^23^4) (^ISÎ^Kî) (<Ï28^fi) (<W'^) (^6^4%).

83 = ( ̂  ̂  ) ( 02 b^ ) ( 03 ̂  ) (a/., ̂  ) ( CH b^ ) ( ^<î <^ )
X (^13^24) (^l^^â) (^IB^Sio) (^IG^tî) (^».'i<^4(î) (^36^4îî) .

C^ cinq substitutions sont essentiellement dùlinctes. Il ne pourrai t y
avoir de doute que pour 84 et S;, qui cont iennent le même nombre de
cycles; mais tous les cycles de Sg soni formés de lettres qui se ren-
contrent, ce qu i n'est pas le cas pour S/..

Nous allons passer en revue les cinq cas qui peuvent se présenter
en nous attachant d'abord, dans chaque cas, à déterminer les valeurs
de §0 et de S.

I i . On a dans le premier cas

Xap==^apX%p; X%py=: XapyXap-p • • . ?

Aaa == Xaa.

On voit immédiatement qu'on a

(7) ôo^6, , rî=:6. .
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Î2,3, 4ï 5- O11 P^t d'abord faire des calculs se rapportant à la fois
aux quatre derniers cas. Soit en effet (<2a&a) celui des cycles de S qui
contient a^ On aura

a)a"4- 2&3o==: co^—ûjo ( a = i , 2 , . . . , 6 ) ,

d'où ron tire, par addit ion,
3&)o==— 3c*)o,

puis
COûC——— r,)p=: CO^ ——— &)p , &)a + ̂ p •+- (A)y=: - ^— ç,^— û0^

On peut donc écrire les relations

Xap ^^apXap,

Xapy^ (a(3yÀ^)ÀapyX^,

(8) < Xapr=(apyÂ^)À^X^7,'

X: - " _ •), "Y'/000 — ''•ooo ' ' "ooo ''

X r _ •\ i ~\r
o o » — ''"ooo ^-rtoo "

En exprimant que les formules (ï) sont véridées par les X et les X,
on obtient entre les À des relations qui permettent d'écrire

À ^ p — y , î iapy—^a^p^y? ^apy—---—--—-9

(9) _ (123^56)
À O O O — — sr—.————y"?

Ai A^ ... A»
^,,=-(T23456)À,^...Àe.

Les Àa sont d'ailleurs déf in i s à une racine cubique près de l 'unité et
l'on de plus

(10) ÀiÀy==X2^=. ..=/(', À i À 2 . . . À 6 = = - - (î2345(3)/f3,

d'où Ton déduit
( ï l ) A()(^=; -r."» Àooo=:/C 3 .)./ _ //.3A ^ o o — A .^000— ^5(

Nous allons, dans chaque cas, calculer ^ et à. Remarquons d'abord
que des formules (8) et (9) on déduit

Xaa=:: X5a— •^•^(X^*
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Si Von pose
. e ^ea+i-n^ .

on obtient

(12) e^=e^ 2o,=o, yh+^T^^+^^-.^^î+Y^.,

On trouve facilement alors les valeurs suivantes de Sp :

la
13
14
15

âo=5 — i =4,
(Î0==4 — 2 — 2,

5,=3-3==o,
5^==% —4.=:—. a.

Pour calculer S, i l faut considérer les rectangles

<?a(3^a " (a ==(3},
• _ ^apy^apr (a, (3, y; a, (3, y, tous distincts),

^ ^' •• 'ooo^ooo'

12. Dans ce cas, il n'y a que le dernier rectangle qui entre en jeu et
il donne deux carrés du même signe que X,,,, c'est-à-dire que k. Or,
d'après (10), k est ici positif. On a donc

(I3) âo=4, cî==rîo+â=6.

13. Dans ce cas, il y a à considérer les rectangles e^,e^ et 6^0 <?^.
Comme, d'après (10), k est positif, on a

^o^^=A'Uiî>o. •
^6

II en est de même de T^oo- Par suite

C^) S,=^, f î=5o+4==6.

14. Dans ce cas, il faut considérer les rectangles ^^,, e^e^,
^ooo^ooo- (-)n trouve aussi facilement

( r 5 ) • ' 3o^o, rî~^^6=6.
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15. Dans ce cas, il faut cpnsidérerjes rectangles

eîfteeiiî ^34^43? ^56^63;

ei^ïe'\Ïï•> ^ 1 4 6 ^ 1 4 6 » ^230 ̂ 2 S G ^ ^ 2 4 5 ^ 2 4 5 1

^246^246 ' ^ 2 3 5 ^ 2 3 5 » ^US^SI ^ 1 3 6 ^ 1 3 6 »

^000^000"

Le signe des deux carrés réels fournis par chaque rectangle est
celui de

-I==Â"ÂI^I, A')l3^ ^5^
Ag
—— ^X.3^, -- ^ÂIÀSÀ,, - Â-^lUî.. - ̂ \^^

/C^iÀ^Àg, /.\^\, A-ÀiÂ3"À3, Â-ÀiÂa^,

7c3.

Appelons £ et £' les nombres égaux à ±: 1 et de même signe respec-
tivement que k et 7^ "X;^. On aura

r îo=:—2, c î=— a + S s — S e ' + S E Ê ' .

On aura donc les subdivisions suivantes :

( £ • = 1 , 3^=—a, ^==6,
(i6) • Êr re^^—i, • rîo==~"2, . ^=6,

( £ = — 1 , 6'=:!, Ôo==—^ < 5 = = — 2 6 .

En résumé, dans les groupes de la catégorie 7, le caractère S peut
prendre deux valeurs seulement, à savoir 6 et — 26-

Montrons que tous les groupes de caractère 6 sont isomorphes.
Montrons d'abord qu'on peut, pour chacun d'eux, choisir le sous-
groupe réel y de manière à obtenir ^==6 . ce q^ nous ramènera à
l'examen du seul cas 11-

II suffît pour cela de définir le sous-groupe y :
Dans le cas 1 2, par les transformations réelles

Xn - XgB, X^— X^, Xâ3— Xee, Xu— Xee, X^— XSG, Xooo + AoooXooo ;

(Q C., p, i4^-i43.
Ann. Éc. Norm^ (3), XXXL — JUILLET 19x4. 39
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Dans le cas 13, par les transformations réelles
2 X i i — — X g 5 — — X g o , 2 X 2 2 — — X g s — — X ( î g , 2 X 3 3 — — X g g — — • X($6,

2 X 4 4 — X g g — X G Û Î XgR-4-— Xg5, Xyoo 4- ^ o o o X o o o îAQ

Dans le cas 14, par les transformations réelles
2X11—Xgs—Xesi 2 X 2 2 — X g g — X g g , X83-+-X44—Xgg—Xgg ,

X344-yX43, Xgi î -4-——Xgg, X^o + ̂ 000'^ÛOO 5
Afr Ag

Dans le cas T 5 (e === i), par les transformations réelles
Xn 4-XSSST-^ Xgi,—XB($, , Xgg "-1-X44—Xgg—Xfig, Xia+T-'-Xai,

Aa^ ^ "
X.34 -h y" X 43, XSS^^XGS, Xoo0~+" ^000 XooO;

^4 Ag

Dans le cas 1 5 (e = € = — i), par les transformâtiong réelles
Xil-h Xn—— Xgi$——Xge? Xas-f- X,44—— Xg^—— X^î Xâ464- ^4^X5146,

XsagH- ^2^3^sX,23g, X.i4g"4" Â i À 4 À § X/i4g, Xi3g4- ^i^a^oXige»

Quant aa cas I i , on voit sans difficulté qu'on peut multiplier les
transformations X par des coefficients p de manière à réduire tous les À
à l'unité. Les X forment alors un système de transtormations réelles
définissant le groupe réel (p

Dans le cas S == 6, il y a un seul type de groupes réels : cest le plus
grand groupe linéaire et homogène laissant invariante la forme
cubique ( * )

( ̂  ) 2^a yp ̂ (3 — 2 ( apyâX^ ) s^ z^ z^

aux 27 variables réelles

œ^ Va, ^{3==---spa (a,(3"=l, 2, .,.,6).

Quant au cas à = — 2.6, qui correspond à
/C<0, ?4?A>0,

il donne aussi un seul type de groupes réels. On montre facilement en

(i) C., p. 142-143.
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effet que les coefficients pap, papp papy» p o o o ? p o o o ? P^' lesquels on peut
multiplier les X sans changer les formules de structure du groupe,
sont donnés par les formules

Pap=^> papy===paPpPY» papr=: PoPSp^' POOO^H^? PUOO==-- IIpa.

On aura alors
AOOO '== pooopooo-ooo?

ce qui permet de supposer ^ooo^ —-1 , /<" == •— i ? avec j p o o o l = T -
On a ensuite

Aj^ _ p^pj, ^ Ai_ _ pipe ^ ,

^^2 p3pâ À8 Aîî PsPî ^3

on peut donc disposer des p de manière à avoir X, = Xg = "Xg. On aura
par suite

AI
et, diaprés (10),

A / } \ 3œ="
ce qu i permet de supposer A, = À, , puisque les À ne sont définis qu'à
une racine cubique près de l 'unité. Les A^ sont donc tous réels. Enfin
la formule

A! ̂  £l£l ̂  ou AiAi= ̂ "Àili
Aa p^p^ ^2 • papî '

montre qu'on peut encore supposer A ^ de module égal à i. On aura
donc finalement

?ii =r À;} == Àg== l, ^^==^^==7.g==—l, Àooo^112 ^ o o o ^ — I *

Les formules (8) deviennent, dans ce cas,

X%a -i, sp-l ̂  Xm, 2?? X^a-i, 2[î ̂  — Xsoc, îp-lî

(18)

X2a-l,2p-l,2y.-l ""^—— X2a-l,2f"i-l,2ï-~l? X2a,2p,2Y——— X2a,2p,2-p

X,aa-i,2p,2T"=— Xaa-i,âp,2Y» X,2a, 2?-1,2^-1 == — X2a,2p-i,2Y-iî

Xîa-i^a^P-i^ X^..-.i,2Y-i,2Y, X^a-.-l, ̂ sp^ .X2^ây~i,2y»

'Xooo^— X o o o ^ X^a-i^a-i ̂  Xa^sa— g ^X?,)..
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// existe un groupe réel linéaire et homogène 027 variables correspon-
dant à S == — 26, c^est celui qui laisse invariante la forme cubique (17)
aux 27 variables complexes x^ y^ z^y supposées liées par les relations

y^y.—i'^^z'^') ' YÎQC.'^—^'za—lî

-^a-i^p—i:=: ^o^âp» zïo.—\^'^^:= zï^—\,ïv.v

II. Inéquation qui admet pour racines les 27 quantités ( 2) n'est pas à
coefficients réels.

Dans ce cas, chacune des quantités (2) est imaginaire conjuguée
d'une quant i té (3). Il est évident qu'il y a au tan t de cas à dist inguer
que dans la catégorie I, chacun étant caractérisé par une des substitu-
tions S^, Sa, 83, 84, S;, obtenues plus haut.

II i. Dans ce premier cas, on a évidemment

Xap^Âa^Xpa, X.a^y== ^apy^apYî X,ooo=" Àooo -^ooô» Xaa^^—Xaoc'

On trouve facilement que les coefficients À peuvent se mettre sous la
forme

ÀaB ==—T—Î Àolpy^ ^a^S^Yî Àooo:::::::—r~^~^ ^ ^ ^ • *
Aft Aj^ AS Ag A4 A g A g

On a de plus
^ == À^ ==:...== Â^ =/C ( /C3^!).
AI À2 Àg

Comme d'autre part les \ ne sont définis qu'à une racine cubique près
de l'unité, on peut supposer k ==== i , c'est-à-dire les X^ tous réels.

On a manifestement

(19) ao=-6.

Calculons à. Pour cela désignons par s^ le nombre ± i, qui est du
signe de ^oe' O0 trouve facîlementy grâce à la forme de ^ (ê),

à == 5o— 2lÏ£a4- 22$aSp 4- 22gûtÊp6y

Supposons qu^il y ait h quantités ^a positives et k négatives. On
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trouve facilement

(20)

h

eurs suiv

h.
\ h

h

h

h

h

^ ^

A-)2-}-

=6,

=5,

==4,
=3,

-== 2,

= Ï1
r=ro,

, ( À --4 ^

antes :

Â-==

/r=

k =.

k-=

/c==

/c=

Â'=

-Â- )

0;
1 ;

2;

3;

4;
5;
6 f>
; Ô ==—

(3—/^)

â=2;
<3==—

N

Ô==2;

^=•2;

'?<

rv / » y '̂A \ 1 } •

i4;
1 4 ;

i4;
78.

Il 2, 3, 4? 5- Dans ces derniers cas, on peut poser

( 2 1 )

Xap —^a^^-pa^

XapY=(^Py^)^apY'X^,

Xapr === ( a^À^v ) Àapy X^,

ÂOOO "̂  ÂÔOO • '^OOÛî

X / __ •\r "v"/
000 •—— ^OOO • ' -OÛO"

Les coefficients X sont de la forme

^a
— ^^ ^WY== ̂ a^p^ ^Pï— ^^^?

(â2)

^af:

>-.
(T23p6) 7/çoo==: (T 2 3 4 5 6 ) Ai ?^ 7.3 Î^Xg)^.

000 •"" ~ •. i •i ~ï "•i ~i
À 1 ^ 2 Â 3 À / * - À & A ( î

On a de plus les relations

/ ^ Î Ï N ^î __ ^2\ 2 0 / T~- — 7"À1! A-g
X« A, '̂c0 0 0 - A'3'

où /i; est défini à une racine cubique près de l'unité-
On a enfin

Xaa=—X^+^2Xn,
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ce qui donne, pour les <°aa== ey.~^ ^a? IGS relations

(2^) ei+^=<?24-^=. . .=^c+^G' '^a=^ai ^YÎa^O.

On trouve facilement les valeurs de §o :

iï2 ^=:j-^5==^4;

113 ^2.^4=^2;

114 ^ = 3 — 3 = o ;
115 r} ,==4~2=:2.

Quant au calcul de §, il exige la considération des rectangles

<?apéîj3a (a=:a,p==p);

chacun d'eux donne deux carrés réels dont le signe est celui du
nombre réel — —• Supposons qu' i l y ait y couples d'indices deux à
deux conjugués, et posons }ia=== ^4» 4 dés ignantun nombre réel, pour
tous les indices a égaux à leurs conjugués. Les formules (^3)
montrent qu'on a

k^L'•"-TP

do plus, si a et (S sont deux indices conjugués, on a

^a^p-^ "=-^a^a.
A

On a, par suite,

aiUî»Ur»Ar.) •=Â f^y^^^yîl/a, •
\h}

le coefficient A étant réel et posi t î fy d'où les formules (22) donnent

-œ^-"^)'"-"".-
ou finalement

sgnII/a :=(—î)<7+l .

En d'autres termesy si l'on désigne par ty. la quantité ± » du signe
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de 4 (a = a), on a la relation
ïïe^^l)^;

d'ailleurs on peut toujours supposer que ce sont les quantités e^ posi-
tives qui sont en plus grand nombre.

On a par suite la formule
CÎ == < îy—22Sa£p.

En distinguant tous les cas possibles, on obtient :
/ II 2 ( 7 = 0 , n £ a " = — ï ) :

Ôo=-

3o=~

âo=-
,N

ÔQ =0,

(Î0=^,

^,
4,

2,

2,

0=1—

â=2.

5=-
0=2.

5=2.

5=3.

i4;

i4;

£l, £2^3» £4. ES > 0. £6<0;

£ l ï £ 2 5 Ê 3 > 0 , £fr, f5 ,£( î<0;

113 ( < 7 - = l J Ï £ a = l ) :

(25) - ei,Ê2,e.-h £/, >o;
Ê I , ES > 0, ^, £4 < 0;

11:4 (y=<I ïea=~i) :
ÊI > 0, £2 < 0 ;

\ 115 ( y = o ) :

En résumé y pour les groupes de la seconde catégorie^ le caractère ê
peut prendre trou valeurs (tùlincles : 2, -~ i4? "— 78.

Nous allons montrer qu'à chaque valeur de à correspond un seul
type de groupes réels. Montrons d'abord que, pour § = 2 et — i4> on
peut toujours choisir le sous-groupe y de manière à avoir âo === — ^.

D'abord dans le cas II i, si les À^ ne sont pas tous négatifs, on peut
toujours supposer ^c> ° ^t choisir À , , ^a? \-î» ^4 do manière que les
deux produits X i À ^ etX^ soient positifs. Il suffira alors de prendre
le sous-groupe y défini par les transformations réelles

^(X^——X.22 ) î '̂( X,33——Xu)î ^(X,n+ X.22-4" Xgîî-t-- X/^,——Xr,fi),

^(aXsg- î -Xgg) , Xise + ̂ i^a^BX^gî X346-4- ^A^X^u*

Dans le cas lia, on prendra les transformations réelles
Xii4~ Xa24~. ..•4-XRg, /(Xn-+- Xee— 2^âXg,g), /(X^~- X..

^ ,</rx;r—x..^. / ry. .--^, . \ x
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Dans le cas II 4? on prendra les transformations réelles
Xn 4- Xa2-+-. . .-+- Xo6, ( ' (Xi i -hXas—Xgg—Xgg), , ï (X33 4- X4/,— Xgg—Xge) ,

Y 1 Y A / ^4 Y J y A / ^n ^r x v•^•12— T" •'^lî \ / — Y~ -^a^* — ——/ „ • /x43î ^ / — T" •^se — ——i A.CS-
Â2 V ^ / À. V ^ / X n

Enfin, dans le cas II 5, on prendra les transformations réelles
Xii-t- Xs2+. . .+ Xge, ï (Xn -4 -X22——Xss—Xf ig ) , ï ( X 3 3 4 - X 4 4 — — X s s — — X ^ ),

On vérifie facilement que, dans les cas 113 ( S = = a ou — i/i)? on
peut réduire les \ à des valeurs bien déterminées. Mais pour avoir un
représentant de chacun de ces deux types (ainsi d'ailleurs que du
type S ==—78), on peut se supposer ramené au cas II i. Nous pren-
drons dans ce cas :

Pour S ===== 2, les Xa tous positifs ;
Pour S =; — i/i., les^.a positifs, sauf^ négatif;
Pour à === — 78, les ^a tous négatifs.

On montre facilement que chaque X^ peut être réduit à l'une des
valeurs ± i. On a alors les formules suivantes pour définir les trois
types réels de la seconde catégorie :

i° §=2 :

Xap=— X^a? XapY==XapY, Xooo=— Xooo (a? ̂ 7 "̂  ̂  ̂  3i 4, 5, 6).

2° â== - ï4 :

Xap =:—Xpaî Xafî^^.Xea? XapY^ X.ap"p Xape^"—Xap6ï

Xooo== X.oooï X(î6==— Xge (oc, (3, y== ï, 2, 3, (.\, 5),

3° § == - 78 :

Xap==—Xpa? XapY==—X/ap-p Xooo ' ^—Xo^o (a., P, y == l, 2, 3, 4? S, 6),
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Aucun de ces trois types n admet un représentant linéaire et homogène
à 27 variables réelles. Mais il en existe à 54 variables réelles. C'est le
plus grand groupe linéaire et homogène qui laisse invariantes la forme
cubique 027 variables complexes

2.'ra7p^ap—-S(^(3/^^)^ap^yS^iA,

et en même temps, si à = 2, la forme cTHermite

2.ra^a 4- -Sya^a — ^ap ^a{1 5

si S = — ï4? la forme d'lier mite .

ï .Ta ̂ a -— AT, ̂ 'G — 2ya Va 4- J-r, y g 4- ̂  ̂ ap ̂ ap — 2 Jac ^ar, î

^ § == — 78, la forme d9 lier mite déjinie positive

£^a^a+2ya./a-4- ̂ ^^ap-

En résumé, il y a cinq types de groupes réels correspondant au
type (E) (7—= 6) des groupes complexes : ils sont respectivement de
caractères

ô==6, —26; a, — 1 / 4 , —78.

Dans le dernier type, la forme quadratique ^(^) est définie négat ive;
Inéquation caractéristique a ses racines toutes purement imaginaires.

// résulte de plus de la, discussion que la forme cubique (17) n admet
que deux formes réelles irréductibles U une à l'autre par une substitution
réelle.

VIII. — Groupes G du type (E) ( ^ = 7 ) .

Ces groupes sont de rang 7 et d'ordre i33. Les transformations
peuvent être mises sous la forme (1 )

Xap, XapyS (a, (3, y, S =: î , %, ..., 8), ,

( i ) Los notations ernpioyéôs ici diffèrent do celles qui sont indiquées dans ma Thèse
(p. 91 ). Les différences consistent en ce que j'écris ici Xas à la place de Xooa? Xsoç à la
place de X^oooo XaSy» à la place de XaBy et XapYS à la place de X^y

(a, (3, y, 8, X, ^, v == T, %,. . .,7).
Ânn. Éc. Norm., (3), XJŒÏ. —• JUILLET 1 9 1 4 . 4o
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où, dans la transformation Xapyg, on peut faire subir une permutation
quelconque aux indices a, ?, ̂ , §, à condition de changer le signe si
cette permutation est impaire.

Les formules de structure sont :

(XococXap) "= (XayXyp) = Xa(3î (XapXpa) == Xaa— Xpp,

(XaaXapyo) == ^XapyS? (XaaXpyge) ==— ^Xpyge,

, v (XapXpygs) :=1 Xayoeî

(XapysXasAp.) = (ae?i^(3y^) Xav,

( Xapy8Xe5,p ) = ^ ( a(3yM^ )

X ( Xgs 4- X);/, + Xp^ + Xw — X.aa — Xpp — Xyy — X.S6 ).

Les racines de l'équation caractéristique sont de la forme

(x)a — ^pî û)a-4- ^p + c^y -4- rx)5i

où les huit quantités 00^ sont liées par la relation

ût)i + û)2 "1" . • . •+• M g =-= 0.

A ces racines appartiennent respectivement les transformations

X-ap» XapyS.

Le sous-groupe y est formé des hui t transformations X^a liées par les
relations

Xn 4- Xaa -4- . . . 4- Xgg =•"- O»

II existe un système de 56 quantités covariani au système de l'équa-
tion caractéristique; il est formé des quanti tés

( 2 ) û)a 4- 6)p, — Wa — w^

On a, pour la transformation SeaaXaa? ol1 la somme des r^a ^st sup-
posée nulle, les valeurs o^ == ̂ .

La forme quadratique ^(e) esty à un facteur positif près, la somme
des carrés des quantités (2); on trouve

(3) 4/((i?) == A[2(^a+ e^Y^r ÔZCapffpa— 6 2(apy0£^) <?af-iy8^>.p.v],
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Si l'on part d'une transformation réelle r7, les 56 quantités (2) sont
réelles on complexes conjuguées. Si on leur fait correspondre les
lettres

<^apî ^apî

le problème se pose de déterminer toutes les substitutions d'ordre 2 du
groupe de Galois de ces lettres (1).

Nous conviendrons de dire que deux lettres sont alliées si la diffé-
rence des quanti tés (2) correspondantes est une racine de l'équation
caractéristique de G. Deux lettres a ou deux lettres b sont alliées quand
elles ont un indice commun; une lettre a et une lettre b sont alliées
quand elles n'ont aucun indice commun.

Il existe toujours une substi tut ion remplaçant deux lettres alliées
par deux lettres alliées et une autre remplaçant deux lettres non alliées
par deux lettres non alliées.

Enfin nous appellerons opposées deux lettres a et h aux mêmes
indices.

Montrons d'abord que toute substitution S d'ordre 2 laisse au moins
une lettre invariante ou du moins contient un cycle formé de deux
lettres opposées.

Supposons en effet qu' i l n'en soit pas ainsi. On peut toujours sup-
poser que l 'un des cycles de S est (^y^u) ou (^2^3)' Le deuxième
cas se ramène au premier en changeant les a en b et les b en a pour
une des lettres de chaque cycle.

La substitution S contenant le cycle (û^^n) échange entre elles les
lettres alliées à la fois à a^ et a^, c'est-à-dire les lettres

^\h a^ b i j ( ^ . /=4? 5 î 6 , 7, 8).

La lettre a^ en particulier est changée soit en a^^^oit en ^.5.
i° Si l'on a

S ==(^^13) (^3^14). • • >

chaque lettre ^aC^^)? ^p11 ^t alliée à a^y a^ b^y b^,, sera rem-
placée par une lettre alliée à a^, ^4, ̂ , ̂ 3, c'est-à-dire par une lettre

( l ) Ce groupe est étudié (Amer. ./. ofMath., t. XYÏtÏ, p. 43 -5o).
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^(^S). Si nous ne voulons dans la subs t i t u t ion S aucun cycle con-
tenant deux lettres opposées, nous aurons donc

S=z(a^a^){a^a^){a^b^)Ça^b^) ....

La lettre ^57, qui est alors alliée à

°12l ^ 1 3 ? ^Sîh °i^ï ^28 î ^dl ^â?; ^28»

sera remplacée par une lettre alliée à

^13» ^12? ^l4î ^33? ^ ^2Sî ^28» ^27;

or il n'y a que a.^ qui jouisse de cette propriété. Nous arrivons donc à
une contradiction.

2° Si l'on a
S ==(^12^13) ( ^23^48) . . .,

la lettre a^ alliée à a^, a^^ b^, a^ sera remplacée par une lettre
alliée à a^, a^? ^^? ^23? c^ ne peut ctre que a^,. On a donc

S == (^12^13) ( ^ 2 3 ^ 4 8 ) ( ^ 1 4 ^ i s ) . • ..

Mais alors la lettre ^34, alliée aux lettres

a!^ ^ï3» ^ââi ^4r>? ^l/o ^l5î

sera remplacée par une lettre alliée aux lettres

^13"» ^ l2î ^4;)î ^23? ^ l î î» ^ 1 4 5

or il n'y a que b^^ qui satisfasse à cette condit ion. La subs t i tu t ion S
contiendrait donc le cycle (a^^/,), contrairement à l'hypothèse.

Supposons donc maintenant que la substitution S laisse une lettre
invariante, par exemple a,^ Elle échangera entre elles les lettres
alliées de a^, c'est-à-dire

ûîa7, ci^, b^ (a, (3 =:i, 2, 3, 4, 5, 6),

Le groupe de ces 27 lettres est celui dont nous nous sommes occupé
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dans le Chapitre précédent; les lettres

^a7î ^as? ^a{3

jouent main tenant le rôle que jouaient

^a» b^ Ça?.

Par suite, on a les solutions suivantes :

Si=i, • • ,

Sâ=(^a7^H)(^a7^a8)(^ap^i)(^P^a?)>

ouï désigne l ' indice transformé de a dans une substitution quelconque
d'ordre 2 portant sur les indices i, 2, 3, 4, 5, 6.

Si maintenant la substi tution S contient un cycle formé de deux
lettres opposées, on aura

S\^(a^h^i),
82= ( a^ b^){b^cï^ )( a^b^ (a^b^).

Tous ces cas peuvent se réunir en deux seulement. On considère
une subst i tut ion d'ordre 2 portant sur les huit indices i, 2, ..., 8; si
l'on désigne par a l ' indice transformé de a, on aura les deux catégo-
ries de substitutions

w \^°^y^ (.,?=,,.....s,/ 2,==II(<2ap^)(^ap^)

| 2,=lï(<2ap^)

Comme une subs t i tu t ion d'ordre 2 portant sur huit lettres peut être
formée de o, ï , 2, 3, 4 cycles de deux lettres, on a dix substitutions
possibles. Ces dix substitutions sont essentiellement distinctes. En
effet, les cinq substi tut ions S< contiennent respectivement

o, i2, 20, a4î ^4

cycles; mais la dernière ne cont ient que des cycles formés de deux
lettres non alliées, ce qui n'est pas le cas pour l'avant-dernière. Quant
aux dix substi tutions S,, elles contiennent toutes 28 cycles; mais
comme on les obt ient ^n mul t ip l i an t les cinq substitutions distinctes
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2^ par une substitution (^ap^ap)? invariante dans te groupe, les pro-
duits sont essentiellement distincts.

I. Les formules qui donnent un groupe réel dans le cas de la sub-
stitution S< sont :

_ I Xap=Àa|BX^,

Xa,3y5== ^apyo ̂ ^ •

Les coefficients X sont donnés par les formules

(6) ^a^T-^ . ^apyS^^a^p^y^S, ?ii Àg . . . Àg == ( T'33 . . . 8 ).
P

De plus on a
U^=...=Î,À,==/C ' (/C4^!);

comme A est réel, il est égal à ±:r. Il ne peut d'ailleurs être égal à
— i que si lasubstitution des huit indices i, 2, ..., 8 contient quatre
cycles.

On a enfin
Aaa '^ ^aa*

Calculons d'abord §0. En désignant par q le nombre de cycles de la
substitution effectuée sur les Imit indices i, 2, ..., 8, on a

rîy= 7 — ûç.

Pour avoir à, supposons d'abord q < 4. Alors il faut considérer
dans ^(e) les rectangles e^e^, où l'on suppose a == {3. Il y a q de ces
rectangles; or l'on a .

^-^"i -"<x "a "i T'
Aa{3 == y- == -r^ == ÀaÀa.> 0.

" 8 ••a^ w Xa

Par suite on trouve immédiatement

;(7) rî:=rV+^=7 (<7=o, î , a , 3 ) .

Supposons main tenante ==4' On peut supposer
T==2, 3 ==/;, 5=6, 7^8.
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11 faut alors considérer les rectangles

^2«~i,2a^2a,2a-i—(^(3 yôa|3y3) ̂ pyô^— ,

en supposant dans les derniers rectangles que les indices a, (3, y, §
sont pris respecti'vemcnt dans chacun des couples (i, 2), (3, 4), (5,6),
(7. 8).

La formule
•Y __ ^20—1 y- __ y ^ -T TT
^Vaa—i,2a — '"~i—— ^sa^a—i -— A ^za-i '^a—i ^2a,2a—i

^za

montre que chacun des rectangles ̂ a^^, ^a/ja i » donne naissance à
deux carrés du signe de k.

On a de plus
XapyS ̂  .̂a ̂ f^.y^S xa?Î

si parmi les indices a, p, y, §, il y en a h pairs, on a

Â^ÀI^À.;}^ , ,
À^ÂpÀy^==——1^—1 (m^o),

puis
(a(3yc3a(3y§) === ( aa (3pyyâô) == (— i)71;

par suite le rectangle correspondant fourni t deux carrés réels dont le
signe est celui de

(~A')^V,X,.

Désignons enfin par s le signe du produit À/A^Ay. On aura

r î = = - ^ i + 8 Â - 4 - 8 Ê — 8 £ / c .
Par suite

/ À- = r, 0=7 ;
(8) , s -=1, r3=7 ;

( !î i-rr. 6 •== — ï , 0 = — 9.5.

AVi résumé on trouve pour ê les deux valeurs ^ et — 2,5.

II . Plaçons-nous main tenant dans le cas de la substitution S^ Nous
avons

( Xaf-i-^î.a^X^,

( Xa,6yo = ( a(3yr}£pcrT ) "ÀapYo Xipa?-
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Les coefficients À sont donnés par les formules

Àa
(î0) /ap^— j-9 ^apy5= ̂ oc^y^ ^1^2 ..• . V=(Ï23 . . .«S).

De plus on a
( r r \ ^1 —— ̂  —— — — ^ S - - / . / / ^ — — ^
^ H ^ ^ —— .̂ — —— . . . ^—— •—— A (. À —— î ; •

^ï î î-

Comme les X^ ne sont définis qu^à une racine quatrième près de l'unité,
le nombre k est déf ini au signe près.

On a enfin
Xaa '^— Â^a»

Calculons d^abord §0. En désignant par y le nombre des cycles de la
substitution effectuée sur les indices i, 2, ..., 8, on a

( X 2 ) ^-=2^—7.

Pour calculer S, il f a u t considérer dans ^(e) les rectangles

^af^pa (^^ a, P=-(3),

— (apyôspar) e^e^ (a, p, y, ? = a, (3, y, o).

Si y =4 les premiers rectangles ne sont pas à considérer; les se-
conds rectangles (en supposant îa == aa — ï ) sont de la forme

• ^i iS^a—i^a^sp—iiâp^y—ilaY-Or on a

Xi^^a-i^a^^ ^l^2^2a~-l^2aX2p...l^p,2y."l,2Y" : : : :" ^^i^l ^aa-i^sa-i Xap^i^p^y^i^y.

Le rectangle correspondant donne deux carrés du si^ne d e — P . On
a donc

â^r~6^ (^=4),
d où

3=7, (/^=-i),

5^—5, (^=4-1).

Si maintenant y est in fé r i eu r à 4, on trouve, comme dans le cas de
/=6, que les À^ pour lesquels a=:-:% sont proportionnels à des
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nombres réels; si l'on pose Xa==A4? les Za étant réels, le produit
des/a est do signe de (—i)^ . Les rectangles e^e^ fournissent alors
dans § le terme

—2Z£a£p,

où l'on suppose £a = ± i du signe de 4 et où tous les s^ peuvent être
changés s imul tanément de signe.

Si q = 3 et si la substitution effectuée sur les huit indices i, 2, ...,
8 est (34) (56) (78), on aura à considérer les rectangles

——el.2,2a-l,2a^'^p-l,2p,2y-l,2Y ( Oî, (3, y == 2, 3, 4 ) -

Or on a
•^i^^a'-i^a^^ ^1^2^20—1 ^âa ^ap—1,2?,27—1,27

y,,2 _ _
r^ M ̂ ^sa—i^aa—i Xap—1,2?, 27—1, sy-(/./7)3

On obtient donc
7 (^=-i),

—5 (/c^-i-i).
5 := 5o -+- 2 -- 6 /c2 :

Si ^ == 2 et si l'on a la substitution (56) (78), on aura à considérer
les rectangles

— (apy) ^a86<?pr^-- {^) e^^e^—e^e^ (^ P. 7= 2, 3, 4). •

Or on a
__ ^-2 _ __

Xiasfi "=— (apy)Ài}va^î^<ï Xpy78-=— (Otpy) -r———^ /i ^a^i^Xfly78,{/i/iy
__ /(-'2 _ __

Xia78==— (aPy)^l^a^7^8^PYS6=—(«Py)7y^ / l^a^7^Xpys6

__ ^ /^2 _

X-1234 ':==' ^•1 ^a^a^ ^-5678 =:::: 7—==""'2 ^1 ^2 ^3 ^4^ S 878-
(M)

On a, par suite,

Ô == rîo— 226a£p4- 4^2Êl(£2-t- £3-t- £4) — ll^E^^e^ SQ •+• 2(/-2—l)2£a£p— ^ ̂ 2 î

par suite :
/ ^.^ (Pr=-ï),

^ ^S,>0; ^ j _ g (P=+I);

7 (/c^-ï),
£l, S2>0; £3» £4<0î

-5 (À"2^:^!).

^/ÏTÎ;. JE'c. Norm., (3 ) , XXXï. — JUÏLLBÏ 1914. 4 1
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Si ^ == i et si l'on a la subst i tut ion (78), on aura à considérer les
rectangles

—(a(3y3£)^lapY%78—( a(3yô Ê)< ? la78^pYSs (^ ^ 7' à, £ = 2, 3, 4, 5, 6).

Or on R
__ y^2 __

Xiapy-=— (apy<Î£)ÀiÂa^yX5E78 =—(a(3yrÎ£) T.j^^^h V^STS,

__1 1 ^2 _ ——

Xia?8 == (a(3y^)ÀiÀa^8Xpy5g^= (apyrîe)—„—/i/a^7^7 Xpy5e.

On a donc
<î=5o— a-£ea£p-+" a /c^ i ïeaepey— ^A^ÊiSea-

Par suite,
^ i - 5 (/^==-ï),

ÊI, £2- ̂  £*, Ê5>0, £6<0; 0= //.z^. ,\.
( ""^— 2<^ ^/i —— A ; j

i _ 5 (Â<-=r-l),
Êlî Ê2^3>û^ S4l £S1 £6<0; Ô== / / .2^ .\

Si, enfin, y = o, on aura à considérer les rectangles

— (apy<îeaT)^iapY^effT?
or Pon a

_ .̂2 __

XiocpY= (apycteaT)ÀiÀa^YXr;Eff'r=== (ajîyâeo-T) T-yri ^^^^Xôecr-r.

On aura donc

â."=: (îo— 22£a£p— 2/C2Êl2eaÊp£y== ^o— sSSa8?— A^SsaSpey SS*

Par suite :
, i 7 (/^=-^

£ î î £ 5 h 63? £4, ^l £C, Ê7,Ê8>0; 0 — — ^ ~-l33 (Â<;l= ï ) *

, j - 25 (Â^-i),
£1', £â, £3, £4, £r>, ÊO>Ô, £7, £8<0; Ô == <

( —— 0 ^ A —— l ) f

. j 7 (/^=-ï),
EU £*2> Ê3, £ 4 > 0 , £ ® , £0, £ 7 , £ e < 0 ; - Ô=:< _

( —— J ( A •—— 1 ) .

En résumé, on obtient pour S quatre valeurs distinctes :

ô===7, —5, —s5, —x33 .
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Nous allons montrer que les groupes réels de même caractère à sont
isomorphes entre eux.

Rappelons d'abord les cas dans lesquels ces différents caractères se
sont présentés. On a le Tableau suivant :

I- < 7 < 4 î <^^2ç;
I. q-=-(\, Â - O U £ = I ; ô o = = — i ;

^ ,/1.I. < 7 = 3 , 4 , /C2^:—!; . Ô o = — I , I;

• 1 L < 7 = 2 , Â-2^——!, £1, £â>0 , £3, £ 4 < 0 ; 3o=——3;

H . < 7 - = I , /C^ I , £1, £3, £3>0, £4, Êg, £o< 0; SQ=Z —— 5 ;

II. <7=0, /f2^——!, £ i , £ a , £ 3 , £4.>0, £ o , S 6 , £ 7 , £ 8 ^ 0 ; ^ = — — 7 .

I I .^=4 ,3 , /c2^ i; o'o-=i,-i;
\ 11.^^2, ^= I ; Ôo=-3;

'-——^ll.^, ^==^1; ^^5;

II. <7=.Ô, //â.^ ï ; Ê I , £3, £3,£, i .>0,£3, Ê(^O, £7, £8<0; Ôo=r-7.

I. y =4, À- -==:£::=—I; ^ = : — — i ;

II. r/=2, A-2^»-i,, £1, £2^3, £ 4 > o ; cïo=--3;
0==—a 5

I I , < y — ï , /c2 :̂: r , £1, £2, £3, £4, £îi>o, £6< o; ôo==—5;
II. ^==0, Â' 2=—^, £i , £3, £3, £4 ,£s ,£ ( î>0 , £7, £g<0; âo=:—7.

<5=—j33:l l . ^=0, A2^ I, £ i , £ 2 , £3, £,„, £;;.£(;, £., £8>0; ^==——7.

Elude du cas S == 7. — Nous a l lons montrer que dans ce cas on peut
toujours choisir le sous-groupe y de manière à d o n n e r à ̂  la valeur 7,
on sera ainsi ramené au cas 1 (y == o).

Le Tableau suivant indique dans chaque cas les sept transforma-
tions réelles qu'il suffit de choisir pour définir le nouveau sous-
groupe y :

I. (f = ï. On prendra

2 X a a — X 7 7 — X 8 8 , X78+———Xs7 ( OC = 1 , ̂ , 3 , 4, 5, 6 ).
A»

I. ^ = 2. On prendra

2 X..aa — X77 — Xgg, X^.-, -•h- Xgf,— X77 — Xgg,

X,»;(î4"- y- Xçg, X78-f- ^ - X g 7 (a == ï , 2, 3, 4 ) - •
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I. q = 3. On prendra
2 \n —— X77 —— Xgs; ^ Xa2 '— X77 —— Xgg, X,33 ~"t~" ^44 —— Â77 —— Xgg-)

X s s + X g g — X 7 7 — — X g g ? X^-t- Y-X.43, XÎ,G--(- =T^ X(,y, X7g--h y"X87.
A4 AC Ag

L y = 4, À = i. On prendra
Xn + Xsa—— X77 —— Xg8, X;}3 -+- X44 — X.77 — X^Si X.yy -4- Xec—— X77—— Xgg,

\ -i- ^1 Y V ^- ^;î Y V i '̂!:> Y Y -L» ^7 "YA 12 4- Y- Aaii Agji, •-+- ^— ^43, AgG ~t- ^" AO,',, A 73 -r y- Ag7.
A^ A4 AG Ag

I. y == 4 y ^ == — ij £ == i - On prendra
X n + X a a — — ^ 7 ^ — — X ^ g , X33-+-X,44—— X 7 7 — — XUB, Xg;i-+- X( î ( ;—— X.77—— Xgs, .

Xi357+ ^1^3^8^7X2408^ X-i^OC—l,2p,2Y'+~ ^1^2a-1^2p^2YX.2^a,2p-l,2Y—l

(a, (3, y - 2, 3, 4).

II. çr== 4, p== — i. On prendra

Xn — Xas? X^a—1,20-1 — X2a,2aî X..i ,â ,2a—l,2a"^~ ^l ^Asa"-! Aga Xâp—i^p^y-l iSY
(a, P ,y=2 ,3 ,4 ) .

II. y = 3, P = — i. On prendra
X Y Y I Y2a—i,2a—i—^w^o.i A- ig— ^ Agi,

A 2
Xi,2,2a—i,2a~+~ ^l .^â^sa—iAaa X2p.-.i^p,^y«-i,sy (a, p, y :r": %, 3, 4 ) *

II. y == 2, P == — i; £^ £2 ^> Oy £3, £4 <^o. On prendra

Xgg —— Xg(îy X77 —— Xg87 Xi3 —' ^" Xg i , Xg^ —— s.™ X,42î
AS A^

Xiâfig •+• AI Â g À g A g Xa478î X].37gH- AI À3Â7 Àg Xa'i.sfi) Xia34""l~' '4 •^ï ^3 "4 X^f^g.

II. ^ == i, ^2== i ; £, , e^, £^ ^>0y £.,, £;,, £(, <^o. On prendra

_ -Y "Y _ '"l -Y y _ 2 y V ^ V
77 — Ags, Ai4 — v- A4i, AS;, — y- Ag^» A^fi — y- A.r»3,

A 4 Ag AB

Xi24S— ÀiAaÀ^ÀgX^^g , X.I346— AI A3À4ÀgX2; ,78, Xi47g"4- AI A4 À7 Ag X^gfi.

II. y= o. À:2 === — i ; £ < , £3, £3, e,.> o, £g, £«, £7, £g^o . On prendra
Xl23^ 4- ÂiÀgÀgÀ^Xs^g, Xi2$6+ ^1/47.aA0X.3478, X,i27g + ̂ 4 ?4 ̂ 7 ̂ 8 X.-î4s,e,

Xi358 "—• AI À g À ^ À g X24f»7, Xi3Ç7 — AI Ag Ag À7 X^g, X,i4a7 —— AI A^/.j» À? Xaaf igî

Xi46g—^'• l Ai, Â0ÀgXa3&7-
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On se ramène donc toujours au cas §o == 7- On vérifie facilementque
dans ce cas on peut supposer toutes les transformations X réelles. On
a un groupe de ce type linéaire et homogène à 56 variables réelles en
prenant le groupe qui laisse invariantes la forme biquadratique (1 )

( ï 2 ) 2,ra(3.ryôyao,/pY+ 2(oc(3yçÎ£pOT) (.ra^yo^sp^ŒT+yapyyoyspycrT)^

et la forme bi l inéaire alternée

(I3) ^[^ocpjap],

les variables x^, ./apC^ |3 == i, 2, . . . , 8) étant telles que .rpa= — ^ap?
Jpu^-Jap. • ^ . .

Étude du cas S == — 5. — Nous allons d'abord montrer que tous
les cas pour lesquels §== — 5 se ramènent au cas y== 4» c'est-à-dire
qu'on peut choisir le sous-groupe y de manière à obtenir SQ==- i.

Le Tableau suivant indique, dans chaque cas, les sept transforma-
tions réelles qu^i l suffit de choisir pour définir le nouveau sous-
groupe y :

II. y == 3, K1 ==•= i. On prendra

X y y — — X^,, X y g — — X f i ( î y X 7 7 — — X.88î X l 2 — — s — A g i ,
A 2

Xisî34 + AI A^À;^/^ Xy(;7^ X I Z B B 14-- AI /2^;>^6 X.'i,^», Ai278 4- ^4 i^ï ^7 ^S Xa^ae.

II. q == 2, /i:2 =~ i. On prendra
X,',;,— X(}(i, X77 — Xggi X i 2 — y X a i , X 3 4 — y-X,43,

A 2 A4

X,î23',4- 7 , iÀ2À3À4 X;,û78, Xi2; i<î 4- ^1 ̂ 2 ^;> ^(i X,iâ78, Xn73 + ^1 ̂ 2 ̂ 7 ^8 ^-34;;6 •

II. y == i, P == — i. On prendra

X . 7 7 — X K S I ^(Xga—X;}, '}) , î ( X 4 4 — X g ; , ) , X i g — . - X e i ,
A(,

X 12;}6 "+- ^1^2 ̂ 3 Àg X,^7g, X )[4;>f> + ^1 ̂ 4 AyÀg X^i^g » X j[(;7a 4- AI Àg À7 Âg X.^.-HS.

F' (r) C., p. i43- i44. J'écris ici .rasetjas les variables que j'écrivais dans ma Thèse
^ etj-g.
F ( 1 ) C., p. i
^ et^s.



320 E. CARTAN.

II. y = = o , P = i ; £ . ,£^ £3, £.i>o; £^£^0; ST^^O- On prendra

y AI y •Y ^ y y A;{ y- y ;î Y
-^n — 5""" - " • 7 1 1 ^îs — T" -'^sa? -"^ti — y •^-s.'tî •^î.iC) — T" ^Mio?AT Ag A/,. AC,

Xi3/,.-7—— ^1 AS/.,^ À7 X.2u(î8î '*-1;>G7 — A^ A y A ^ À7 X^3',,8, •?»-t278 "̂ "' AI A ^ À ^ Àg X34,y6.

On démontre facilement que, dans le cas q == 4? ^o = I » ^2 ̂  i » on
peut réduire les 7^ a des valeurs bien déterminées. // ny a donc qu'un
groupe réel de caractère S ===— 5. Pour avoir un représentant, rien
n'empêche de chercher la forme réduite pour y = o, P=i ; £,,
^y ^ £ 4 » ^y £c^> o? £ 7» £8<CO- Comme k n^est défini qu^au signe
près, on peut le supposer égal à i. Alors les Àa sont réels, les six pre-
miers étant positifs, les deux derniers négatifs. On peut d'abord
disposer des modules des pa pour rendre les Àa tous égaux en valeur
absolue. Alors, d'après (10), cette valeur absolue c o m m u n e est i. Par
suite,

(r4) Xa^ "••••-Êa£f:î'X.?ai XapyS=. (apyrîepcrr) ea^r^o ^spo-r
(ÊI = £3=: Ê3-=: £4=: £g=: Êg = I, £7-=: £3=: —— l).

// n^ existe aucun groupe linéaire et fiomo^ène à 56 variables réelles
appartenant à ce type. Mais i l en existe un à x 12 variables réelles. C'est
le groupe linéaire et homogène laissant invariantes les formes (12) et
(i3) à 56 variables complexes et la forme d'Hermite

( ' 5 ) -S £a £p (^'ap ̂ 'ap •+" Va? J'ap ) •

Etude du cas §== — ^5. — Nous allons montrer que dans ce cas on
peut toujours choisir le sous-groupe y de manière à avoir â^^ — 7-
Voici les transformations qu'il convient de choisir dans chaque cas :

I. q == 4? ^ = £ == — i - On prendra

î (Xn—X.22 ) , /(X^a,—X.44,), ^ (Xgg—Xg( î ) , ^ ( X ? ? — X g g ) ?

===—=== Xi234 '̂ " y A l Âa Àg A4 X.gg787 =̂===:==r X i^gg -f- \/À| Àg Àg }»g X.a^g,,—^—-——, ^*^ag,,. i y " î. "ï "••d • * i^ -"^-aevs? ,a—s—.,—.•'—
V À i Â s À a À ^ \/A^^^^

Xïîi78 '+• V^l ̂  ''•î ^8 X34gg.
V/AiÀit^Àg
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I I . y == '2, A2 == -- i ; £ ^ , £^ , £.^ £^^> o. On prendra
l( Xn 4- Xsa + X.33 + \44 —— Xyg—— Xgû—— \77 — Xgg )?

^7

II. q = i, P === i ; £ , , £^, £.^ £^ £5^> o; £6<^ o. On prendra
^ ( •'^.'îtt—— ^GG ); ^ ( ^•1 l "^ ^îî "+* X.33 -+- X,44—— Xss—— Xeg—— X77 —— Xgg ),

y ^î Y y '^ y i / ^8 y I y
^l^""' "r'-^Sllî ^•31.—— T" ^.i.3î \/ —— ̂  ^78—— —————==:A.87î

^2 ^4 y À7 / }^

Xi5iD6 "+• ^l ^2^5 ^0X3478^ X.1278 + ̂ i^^^S^-S^SQ9

Nous sommes donc ramenés à étudier le cas où
q ==0, /C2:^: — 1 , 51-= £2== Ê3T=:£4=:£5==Ê6==-— £7=:—— S8== I.

On peut supposer k = i et l'on a
Àa "=: ̂ aî Ai Âa . . . ^g == ï ;

l'argument de 5^ est de la forme — î + /^'n: où ^a est nul, sauf/iï et/Zg
qui sont égaux à i. On peut disposer des modules des coefficients pa
pour rendre les À^ de même module; ce module sera alors égal à i.
On aura donc finalement

(l6) X,ap="— ÊaÊpXpa, XapYS=— (ocpy3£p<rT)£a£p£r£8X5p^

(£l •== Êg-== 63= £4== Êsr-£g== I, £7 == £8==:—I).

ro^ /^ groupes réels de caractère S == — ^S ^o/i^ r/o/ic isomorphes,
II en existe un linéaire et homogène à 56 variables : c'est celui qui laisse
invariantes les formes (12) et ( ï3) où les variables complexes x^ y^
sont liées par les relations

Jap^^a^f^ap-

Élude du cas § == — ï33. — On a dans ce cas
q =: o, /c2 == ï ; Si == £2 ===£3 ~== £4 == £5 ~= £g = £7 =- £g = i.
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On peut supposer k == ï de sorte que, d'après (n), tous les ̂  sont
réels. On peut alors disposer des modales des pa de manière à rendre
les \ tous égaux, et, comme leur produit est égal à i , chacun d'eux est
égal à ï . On a donc les formules

( 1 7 ) Xa?=—Xpai XapyS^ (a(3yâ£pCTT)X£p<n:.

Tous les groupes réels de caractère S= -~ i33 sont isomorphes entre
eux. Il rien existe aucun qui soit linéaire et homogène à 56 variables
réelles. Mais il en existe un à 1 1 2 variables réelles; cest celui qui laisse
invariantes les formes (ï 2) et ( t3) à 56 variables complexes, et en même
temps la forme cVîlermite

2(^ap^ap+Japyap)-

IX. — Groupes G du type (E) (^=8).

Ces groupes sont de rang 8 et d'ordre 248. Les transformations
peuvent être mises sous la forme (1)

Xap, Xapy, Xafdy (a, (3, y == ï , a, . . ., 9)7

où, dans les transformations Xapy, Xap-p on peut faire subir unepcrmu-
tation quelconque aux indices a, ?, y? à condi t ion de changer le signe
si cette permutation est impaire.

Les formules de structure sont :
(XaaXay) = ( XapXpy) == Xocy, (XapXf-ia) = Xaa—Xpp,

(XaaXa(3y) ^ ^ Xapy, (XaaXpy3)"=—qXpyg,

(XaaXapy) ==-— ^Xapy. (XaaXpyg) = g-Xpyg,

( r ) - (X^Xpyô) =Xay3, (XapXay8)=-~Xpy^ ,

(Xaf-iyXapy) === Xaa •+- Xpp -+" Xyy,

(XapyXspy) =: XaS?

(XapyXgep.) == — (a{3y<Î£p<7T^ ) X;n ,̂

(XapyXggp) = (apyrîepaTOX^.

0)C.,p.99..
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Les racines de l'équation caractéristique sont de la forme

c*)a—û)p, C<ûa"+- û>)p-{~ C0y, —ûOa—cop—û>y,

où les neuf quantités o>a sont liées par la relation

c«)i 4—G) 2 4-... "+- c»)9 = o.

A ces racines appartiennent respectivement les transformations

•^•a^y -^apy? -A-apY-

Le sous-groupe y est formé des neuf transformations Xaa liées par
la relation

Xn •+- Xg^ 4- . . .4- X99== o.

Pour là transformation 2^Xaa» où la somme des <?oca ©st supposée
nulle, on a

C»)Q(Z=: <?aa*

La forme quadratique ^(^)' égale à la somme des carrés des racines
de l'équation caractéristique, est

(-2) lp(tô) =22(^aa—^p)2-+-2Z(ôaa+ e^^r ^y)2

"+-I I226 > ap^a4- ' I I22eapy<?apY•

Si l'on p a r t d ^ u n e transformation réelle y, les 240 racines de l'équa-
tion caractéristique sont réelles ou complexes conjuguées. Si on leur
fait correspondre des lettres

^ap? ^apy? ^apy>

le problème se pose de déterminer toutes les substitutions d'ordre 2
du groupe de Galoîs de ces lettres (1).

Nous conviendrons de dire que deux lettres sont opposées si elles
correspondent à deux racines égales et de signes contraires, qu'elles
sont alliées si elles correspondent à deux racines dont la diffé-
rence est encore une racine. Les couples de lettres alliées sont de la

( 1 ) Sur co groupe, voir Amer. J. of Mat/i^ t. XVJJI, p. 5o-57.

Ann. Éc. Norm., (3), XXXT. — JUILUÎT 1914* ^
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(^13,0^), (^(3,^(3), (a^,a^s), (a^, a'̂ ), (aapp «oep),

(«ap-paape), («a|3-p agsp)-

Montrons d'abord que toute substi tution S d'ordre 2 laisse au moins
une lettre invariante ou du moins cont ient un cycle formé de deux
lettres opposées.

Supposons d'abord que S contienne un cycle formé de deux lettres
alliées; soit a, 2 l'une des lettres du cycle; les lettres alliées de a.,, sont
au nombre de 56 et admettent un groupe isomorphe de celui étudié
dans le Chapitre précédent. On peut donc toujours supposer que la
seconde lettre du cycle est a,, :

S ==(ai2«i;)). ...

La lettre a,, qui est alliée de a^ et a,., sera alors remplacée par une
lettre alliée de a,, et a,.,. Or, a,., est la seule lettre qui jouisse de cette
propriété. Par conséquent S contient le cycle (a.^a,,)'formé de deux
lettres opposées.

^ Si S contient un cycle formé de deux lettres dont l 'une est alliée de
l'opposée de l'autre, l'analyse précédente montre qu'elle laissera au
moins une lettre invariante.

Supposons donc que S ne cont ienne que des cycles ne jouissant pas
des propriétés précédentes. On peut toujours supposer que l'un de ces
cycles est (a,,a^'). La lettre a.» qui est alliée de a^ et a^ sera donc
remplacée par une lettre alliée de ^/, et ̂  mais qui ne sera, par
hypothèse, alliée ni de a,, ni de a,. Or a,, est la seule lettre qui
satisfasse à ces conditions. On a donc

S== («igffg,,) (ûfiaff^). . ..

La lettre ^/,, qui est alliée de a,,, n,,, 0,3, a^, sera alors remplacée
par une lettre alliée de a,,,, a,,, a,,, a,,; or a,, est la seule lettre qui
satisfasse à ces conditions. Donc la substitution S laisse au moins la
lettre a^ invariante.

Cela étant, supposons d'abord que la substitution S laisse une lettre
invariante, soit a,,. Alors elle échangera entre elles les 56 lettres alliées
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de O g u ? à savoir

ûîsaî ^ao» ^sapî ^9a? (a, (3 == I, 2, . . ., 7).

Ces lettres sont soumises à un groupe isomorphe au groupe de Galois
qui nous a occupés dans le Chapitre précédent. On retrouve d'ailleurs
les notations de ce Chapitre en posant

^aa^Aa»? ^sa^Bas? ^SaR^Aap, ^sap^Bap.

Grâce à ces notations, deux lettres a alliées sont notées par deux lettres
A ou B alliées au sens du Chapitre précédent.

Or les subst i tut ions d'ordre 2 portant sur les lettres A et B appar-
t iennent à deux catégories : dans la première les lettres A sont échan-
gées entre elles a ins i que les lettres B; l'échange est réglé par une
substitution d'ordre 2 effectuée sur les indices i, 2, ..., 8 des lettres
A et B. Deux cas peuvent se présenter : ou bien les indices ne sont
pas tous échangés, et l'on peut supposer que l'indice 8 ne l'est pas;
ou bien les indices sont tous échangés et l'on peut supposer que
l'indice 3 est échangé avec l 'indice 7. On obtient alors les quatre
espèces de substi tutions suivantes sur les lettres a^y Oya? ^sap» ^ap :

(^aoû%») (^sa^a) (^ap^ap) (^f^oaj?) (^ |3 == 1 , ̂  . • ., 7)i

(^afl^ga) (^sa^^aj) (a» (3===I, 2, . . .,7);

(<^as)^78a) (<^a<^9a) (^ap<^8a(î) (^ap^afi) (a, (3 =: 1 , 2, . . ,,6; a^<%);

(^a9^7î»a) (^8a^78a) (^ap^ap) (^70^87) (a, (3 = 1 , 2, , , ., 6 ; a ̂  a).

On peut maintenant considérer une substitution contenant les deux
lettres opposées a^ et ^yy . Elle sera de l 'une des quatre formes
suivantes, où l'on n'a marqué que les cycles contenant les lettres Oag?
aW7 aw) ^ya? ^gap? ^oap? ^sap? ^aap :

(^89^)8) Oa9^9a) (^sa^ag) (^ap^aj) (^aP^ap) (a, (3==:!, 2, . . . , 7);

(^89^)8)(^a9^a8) (^<x^8a)(^8ap^ap)( a8ap^9aiï) (^ (3 = r , 2, . . ., 7) ;

(^Sâ'^ôs) (^79«:797) (^78 ̂ 87) (^8a^7&a) (^9a^78a) (^as^oa)

X (aag ̂ sa) (^ap^ajO (^aaf^ûap)?

(^89^98) (^78^7$) (^87^97) (^a^78a) (<^9a^79a) (<^a8^78a)

X («^a9^79a) (^ap^ap) (^ap^ôap)"



332 E. CARTAN.

Il est facile de compléter ces subst i tut ions et l'on obtient ainsi, sans
difficulté, les substitutions suivantes :

Sl=(âap^)(aapY^ap7)(aa|3y^f) (^ |3^ 7-~= 1 ̂  • • • » 9) ;

82= (^ap^pa) (^py^pf) (a, (3, y = I, 2, . . ., 9) ;

83== (<^ap^ap) (^ap^aîî) (^pa^of) (^po-^paO (^apr^)

X (^app^app) (^app^afp) (^779^89) ;

84= (^ap^pa) (^p^af) (^pa^f) (^pcr^crp) (^af^^/T) (^apï^^) (^app^pp)-

On suppose, dans 83 et S^, que les lettres a, p, y, S, e, T] repré-
sentent les indices i, 2, ..., 6; les lettres p, cr, T les indices 7, 8, 9;
de plus a, p, ̂  ... désignent les indices échangés de a, (3, y, ... par
une substitution d'ordre 2 portant sur les imiices i, 2, ..., 6 et ne
laissant aucun indice invariant; enfin p, a, T sont les indices
échangés de p, o-, T par une substitution d'ordre 2 portant sur les
indices 7, 8, G).

I. Dans le cas de la substitution S < , on a les formules

Xap == ^ap X,ap,

( 3 ) • Xapy ̂  ̂ apy Xapy,

Xapy ̂ ^ ^apy Xap'f'
On trouve facilement

puis
À^p == ^a ? îvapy =:; ^a ̂ R^Y? ^i ̂ 2 • • • ^e =: C1 '2 ̂  - • • 9 ) i

A?

^'\^-==. k ( Â " = = = i ) .

Supposons que, dans la substitution effectuée sur les indices
i, 2, ..., 9, il y ait q cycles de deux indices et soit p + 2 y = = = = 9 -
On trouve facilement
(4) ao=8-^.

Pour calculer à il faut considérer dans ̂ (e) les rectangles e^e^ pour
lesquels ^ == a; il y a y de ces rectangles, et comme l'on a

X,3(p== y-Xpa^^a'^aXpa?
^P
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chacun d'eux donne naissance à deux carrés positifs. On a donc

(•^) <^=:^+2^=8.

II. Dans le cas de la substitution S^ on a les formules

Xap = îiap Xgoo

(^) ' Xa(SY==^aprX-a^,

Xapy= ^apy Xapy.

On trouve facilement

^a
•Ip5(7) ^p^-:——, )-apr==^a^XY, À i À 2 . . . ? i 9 = = = — ( T - J . . . 9 ) ,

puis

(3) ^ . ^ ^ . . . ^ ^ ^ ^=^ ,
AT À^ Ày-

Comme k n'est défîni qu'à une racine cubique près de l'unité, on
peut le supposer égal à r , de sorte que les formules (8) deviennent

Âa = Aa.

On trouve ici facilement

(9) <5o==2<7-8 .

Pour calculer ô, i l faut considérer dans ^(<?) les rectangles

e^ <?pa (ïc==a, p==(3),

^pr^py (a==a, (3=(3, y==y ou a=a, (3= y, y= (3).

S'il y a q cycles de deux indices dans la substitution effectuée sur les
indices 1^1, ..., 9 et donnant naissance à S^, et si l'on pose/? +2^=9,
il y aura ̂ ^^ rectangles e^e^ et p^p~^^p~^)- +pq rectangles

^apy^apY- çïl a = a? ^a ûst réel ; soit E^ le nombre égal à ±r i qui est du
même signe que Àoc.
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Les rectangles <?ap^pa donnent alors deux carrés du signe de — e^ep.
On a ensuite p^ ~ ~ ' " """ 2) rectangles ^apy^apy? dont chacun donne

deux carrés du signe de £a£p£y
On a enfin pq rectangles ^apy^apy? dont chacun donne deux carrés

du signe de — £a? à cause de la formule

Xapy == — ^a ̂ p ̂ p Xapy.

Par suite, on a pour S l'expression suivante :

(ro)
§ •-= 2<7 — 8 — 2^£a£p4- a2£a£p£y"— 2^1, Sa

[a, p, y=i , s, . . . , 7 ^ ; £ i £ 2 . . . £^= : (—ïy /+ i ] .

S'il y a À quantités £a positives et k négatives (A de parité contraire
à q\ on trouve

3 = ï _ (/, _ Â-)^-iM(A — y^) + ̂ î-^1^^^
0 ô

Cette formule donne, en passant en revue tous les cas possibles,
les valeurs suivantes de § :

^=o, ^=9; /<=8, Â"== i ; • rî= 8;
q=o, p-=9; h =6, /c==3; r3==— 9.4;
<7==:o, /?==9; A =4, À-=5; <5== 8;
yrrO, 7?=,9î A,==2, /C-=7; 0=— â^ ;

^==0, p^-9! A===o, /c==:9; 3=--a48;
y==:ï, p;=7; À ==7^ ^=0; rî=: 8;
y==i, 7.»==7; A=:5, /r=:2; 3=:— 94 ;

(n) [ q = : i , j?=7; A==3, ^==4,; rîr= 8;
^=i, ^=7; /À=: Î , /c=6; 3=:— ^4;
q ==2, ^:=5; , À =4, /c=i; Ô=— â4;
y =2, j9=5; A :== a, A =3; 8== 8;
y ==2, ^.-r=5; /A=:,O, /r=:5; rî=:— 24;
y ===3, />==3; A ===3, /<-=:ô; 5=— a4;
y =3, jo=:3; 7 i = = = i , À: ==2; , 3^ 8;
y =4, j 9 = ï : A==o, /c=: î ; r3^= g^
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III. Dans le cas de la substitution 83 on a les formules

; Xap == ^apXap,

1 Xap == (pOïp-apXao^

| Xpa == (pOT^paXaar^

335

( 1 2 )

Xpo" —— ^pO-X^a-,

XapY= (apyÔ£-/3)ÀapyXôi,î,

Xaf:îp== ^appXapp'»

Xa|Ïp== ^a^p^app'»

Xap<r= (po"ï')Àapo^X.ÏT:^

Xap(r== (pcn")^ap(rXïa;

Y _ 1 'Y'-Î—-'^pa'T —' ^po-T ^POT'

On trouve facilement

(^
(i3)

À -^Apç.—— r—^
^(7

i /•« •-, _ /•a i •'•p
/.„(.) =^, ^p--^» ÀPa=Xa? X^pY=: Âa^p^y»

ÂaBp = — ( 7^9) ̂ a ̂ p ̂ p ? ^apcr = 4" ( 7<S[) ) 7.a ̂ p^cr, ^p<7T== 4- ( 789 ) Àp^o.^

(7.1^2^3 . . .Ày^9=: l ) .

On a ensuite

),, }q. == Àa 7.̂  =:...== ÀQ 7.̂  == /c, À,X,-==Àe^=À,À^
( i 4 )

On a enfin

Â7À8Xg==4- ^•

À-2 '

Xaa^^ A.aa"+" 7 VX77+ X.sg "4- XgQ^,

Xpp === X^ -t- T} (, X77 + Xgg 4- Xgg ̂ .

Si donc l'on pose <?aa= <?a+ ir\^ on trouve

^=^a, ^p=<?p, ^7-4-^8-4-^=0, 2^a=0,

(i5) I , , 2 . <
yïa+^a^— ? (^7 •+- Tjg4- r\^, Y2p •+- -/)p= ^ (^7 4-^s 4-'/IQ ).

Soit y' (égal à o ou i) le nombre des cycles d'ordre 2 qui échangent
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les indices 7, 8, 9; on trouve facilement

C?o==-- 2^.

Pour calculer S, supposons qu'on ait

ï r ra , 3 ==4, 5=6.

Nous avons à considérer les rectangles

<?12^â l î <°34^4^ ^.',G^6îh

^per^p (p=cr),

^apy^apy (a = i, 3 ; (3 =: 3, 4 ; y = 5, 6),

^789 ^ 7 8 9 -

Les trois premiers rectangles donnent chacun deux carrés du signe
de -4- A, en vertu de la formule

7i — }^^^«-
Âi2:=-4- îT- A^i == "+" ———À^i .

^â '̂

Le rectangle <?pcr^rp» s'il existe (q'==i), donne deux carrés posit ifs ,
en vertu de la formule

Ap(y== 4- -̂~ X(7p^^-i- A ÂpÀpX(7-p*
^CT

Supposons maintenant que dans le rectangle e^e^, il y ait k des
indices a, j3, y qui soient pairs ; on aura

x^^c-i^^^x^;

le rectangle e^e'^ donnera donc deux carrés du signe de

(-i^/c^u,.

Enfin le rectangle ^go^so donne deux carrés du signe de + XyÀ^Ào,
c'est-à-dire du signe de k.

Si donc on désigne par e et € deux nombres égaux à ± i et respec-
tivement du signe de k et de ̂  XgÀ^ on obtient

a==—2y '4 -6£ -^2y ' •—8£ / +8££ / 4-2Ê==8£ -—S^-hSsfi^
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On a donc les formules suivantes :

(16)
ï ;

i ;
^=8;
S =8:

â==——24.

IV. Dans le cas de la substitution S,, on a les formules
Xap = ̂ a|3 Xpa,

Xap == (pO'^AapXaoï-»''

Xpa == (pO-T^paX-o^Ti
_ ï "v"_,̂ .prj. — ^pa- .^Vfj^ ,

XapY= (^y^^af^Xfi^,

X apy = ( apyris-yi ) À^py Xçi.̂

X-app = ̂ -app Xa'Jîpï

X.app=== .̂a p p X.app,

X.apcr'== (pC7T)^ap<rXra,

Xapo-^^ (pO"î")^apfTXaï",

07)

_ •) -•y _^_
po-T ""•- ^pcrT ^"•QO'TÎ

y/
^*- p 0'T.

. •V •vL-.-.
• "paT ^v.po-x-

On trouve facilernent
5, , _ Aa
AaB ==:s= — :•-"-»1 Âp

^ap-

^apy :::::: ^a^p^y?

•, _ ^PApa—— — y- ?
Aa

^^À^;1

^a--

Àapp=--(789)}^^f^p,' ^app==— ~^-9—'
"CX •'''S "•G

Âapff "== (7^9'^a^p^ Àapa-== =——— 5
Aa Ap Ay

Àp^== (7»<))^p7-^^ ^= lzp '̂
Àp ÂO- AT

À ) Â a . . . Â a ^ 9 = — ï "
On a ensuite

^=4=.,.,4=. ^7 _ ^8 __ ^9 - 1 "1 1Y- —— y- «„ -y— ^- /^ Ag Ap •==: T •;
Ay Â^ A-^Aj- À,- A.ï ^¥ ^ï

On trouve alors sans difficulté
Ôo == 29^.

^7/71. X^. Norm., (3) , XXXI. — AOUT 1914.
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Pour calculer S, il faut considérer les rectangles

t-pcr ^-o'p

<?ar:ip^a(3p

(p == p, cr==cr),

((3 ==a,p==p).

Le premier rectangle n'existe que si q ' est n u l . Alors X y , Àg, X^ sont
des nombres réels; soit 'Àp du signe de £p=== ± i. On a d 'ai l leurs

£7 £«£<,==—• /C.

Le rectangle£pcr £(7p donne alors deux carrés du signe — £?£<„ c'est-à-dire
du signe de k^.

Quant à chaque rectangle ^app^app? il donne deux carrés du signe de
/C£^^)==/!e^.

si q' est nul, et positifs si q' = î .
On a donc :

q'=io : , ô== 2/c2ep4" 6 À'Hep

^=—1 : (5=2+6=8.

Ê7===£g= £(,"=—/€; ( î=—24;

£7==£g=:A-, ÊQ=:-"- A"; f î==8;

En résumé, nous avons obtenu pour.le caractère S trois valeurs
distinctes,

ô=8, —24, —a48.

Le Tableau suivant indique les cas dans lesquels chacune de ces
valeurs S se présente :

â=8

à ==—4

I.
II. • q = o, x ; /< — /c = 7, — î ;
II. g == 2, 3, 4; ^ — ^ ' ̂ — ï ?
III. £ == ï OU ^r^— J ;
IV. ^==0, À7)i9<0, "Às)^<o;
IV. </=!;

II. y •== o, î , 2 ; A — k = 3, — 5 ;
II. ç==3; À — A- =3;
Hl. £= : - ï* Ê^=:r

IV. q'-=:o; 7i7^>o, Â8).g>o;
â==—^48 II. <7==o; / i — A - r ^ — g ;

<5o=8;
cîo==—8, —6;
r^=—4, — ?., o;

Ôy=r-—2^;

rîo = ô ;

Ôo =+ 2.
^—8, -6, — 4 ;
rîo •:= — 2 ;

r5o=— a^ ' î
<3o==o;
ôo==-8.
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Étude du cas S === 8. — Nous allons montrer qu'on peut toujours
choisir le sous-groupe réel y de manière à avoir âo= 8. Le Tableau
suivant indique dans chaque cas quelles sont les transformations
réelles qu'il suffît de prendre pour définir y.

I. On prendra

Xaa(a==a), Xap4-^X(ïa <Ï=(3), Xaa+Xpp (a==p).

II. q = o. On prendra

X '* Y V _L_ "1 1 "ï "̂4y —— î—- A.9,;,, A. 1 2 3 -+- AI Ag A^ ./V. i 33,
Àg

Xi »(} 4- ^1 Ag A(; Xi {,(;, X,i7g •4- AI À7 Àg X i 7y, X2S7 -4- Àg A.t, Ày Xa 37 ?

X,2(;8 + ̂ •2A;;Xy X2(;B, Xîîgg + A37.^ÀgX33ij , X3(i7 + ^3 Aç 7^ Xs c7*

II. y === i. On prendra
Xga —— Xyg, X i 23 ••+- AI Àg A3 X. i 23,

Xi4g-+- ^l A^ÂîîXr.UO '^•107 +' AlÂ(,iA7X.l(;7, X24(; 4- Â ^ / ^ Ày Xa/^.,

Xan-h ^a^y^2X257, X;}47-t- Ay ^4X7 X,347l ^3îi(.î +- ^3 ̂ .^(iX^-ift.

II. ^ = 2. On prendra
X ç o — X 7 7 , X . H g — — X O Q , X i 4 — = T - " X , 4 i , X 2 3 — — r — Xag,

A^. AU

Xl4s4-^l^4^5X / l4r>5 X.23i,-1- ^2^3^;>X23tî, X{,(;7——'}.^^^->GTf X ^ g o — ' À g Â y À o X g g g .

II. q ==: 3. On prendra

X 4 4 — — X ^ s , X(îo — X77, X B S — — X a y i X i . - î——^—Xgi ,

Xi234-Xi^Â3X/i23, X â 4 g — — ^ 2 ^ 4 ^ 3 X 2 4 5 , X.2(î7——^fi ^7 X,2fî7 » Xsgg •— Aa ̂ gÀ^XagS .

II. q = 4, On prendra
Xgg——X.-^, X/^^—Xg;}, Xcg—X77, X g g — — A y y ,

Xi^——ÀiÂ^aXia»? Xi48——^l"Â4"Âî îX. l4S, Xi(î7 —— AI ̂  ̂  XUT, Xigô —— AI ̂  ̂ 9 X^O-

11.1. Ê = = I , Oïl prendra
X.n4-Xg2~- Xgs— Xee, Xga-t- X4?,—X.gg— Xeg, 2 X^?— Xgs—XQa,

X^^^X^, Xa4 4-^X43, X^^X^, X7ao 4-^7^^X789,
Âa • ^4 Ag
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et, en outre,
Xgg—Xgo s! ^==o,

X^+^X,, , si ^=« (8=9).
Ag

HI. £ ' = = — i . On prend les mêmes combinaisons des Xax et» en
outre,
Xi3s—^i^a^sX^g, Xi4(;—^i^^eX^e, X g ; ^ , — À a A a À g X â . - î G i X 2 4 5 — ^ â ^ ^ ^ s X a / ^ .

IV. ^==0 ; £7== £(,== 4-A; £ 9 = = = — / c . On prendra
X . H — — X g â ? X g ^ — — X 4 4 , X s s — X ^ , 6 » X77 + XfiS'+" Xyg, X Y O y - X g Y ,

A»j

Xi2g H- ^j ^2 ̂ 8 X/128, X;}48 4" ÀgÀ/,?^ X;^, X^gy + Â S À C Â S XgGg.

ÏV. ^==1. On prendra
Xn——Xsâî Xas——X,445 X g s — X g c 7 X y y — X ' j o » \T! + Xgg 4"' Ayo ,

X i 2 7 — A l A 2 A 7 X l 2 7 ^ Xg / tT——^3 /^ Â^ X;i47i X g Q 7 — Ag A(; À7 X ,»îg7.

On est donc ainsi ramené au cas §o== 8. Dans ce cas on démontre
sans difficulté qu'on peut disposer des coefficients pa de manière
à obtenir

X,a|j :=: /^apî

Xapy^ Xapy,

Xapy":= Xapy.

Autrement dù^ tous les groupes réels du caractère S === o sont
isomorphes. Leur structure s'obtient en supposant dans les formules (i)
les transformations X réelles.

Etude du cas S == — 24. — Nous allons montrer qu^on peut toujours
choisir le sous-groupe réel y de manière à avoir §0 == — 8. Le Tableau
suivant indique , dans chaque cas, quelles sont les transformations
réelles qu^on peut choisir pour définir y.

' I I . q == ï. On prendra

£(X,22— Xaa), ^ (Xaa——Xu) , j f (X22-— X§g)y î (Xâ2——Xgg) , ^ (X.22——X-yy) ,

2 ( X 8 8 - + " X Q 9 — — 2 X n ) , X iga——^ l^S^QXîgg , i / — — r - Xg9————-S=^=== Xgg,
V ^â / X.
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II. q = 2. On prendra

/ (Xn+X^4 -X33H-X^ -2X^——Xo,——X77) , ^ X c G + X ^ T — — X s g — — X g o ) ,

. X i a - ^ X â i , X34~-^X43, Xia.+^a^X^, X34, 4-^3^3X343,

^^X,~—^X,, ^-^X3^-——^X,.

v ^ v~~~^
II. y = 3. On prendra

/(— 2 Xi, — .2 Xa. — 2 X,33 4- X,4, -h X^s -+- Xe(î + X^r -4- Xgs 4-- Xoo ),

• ^ • 1 2 ^ " • X . â i , X;ug——À'Î^^X.^g, Xî je^——À3À(i^7X^7/ X g ^ — — ^ a À g À g X a g o ,

1 x2\76,

V/-^
V ^G

I I I . E = — i, £'== i. On prendra

'4 v •Y , ^3 ̂  v , ^;>
' T' ^ 2 1 ? ^;î4-T- T- A.43, A,564~ y-

^2 ^4. À (•,
Xl2 4" y X^i , X;$4-+- y- X.43, Xîî6 4" — XR;;,

^2 ^4. ÂC,

X m — — ^ 1 2 7 X 1 2 7 , X347——^S/cTX,;} /^ , X;^^——^(nXstn, X,789-i~ À7?*gÀ9 X^gg

et, en oatre,

ÏV. ^== 0 ; Ày == Xg = À^ === — /c. On prendra

X.2ji, i / — ;— X34 — ——.__.„„„, „„:• X/^,

Xeg, XgQ— -r- Xag, X i 2 7 4 - À i À 3 À 7 X i a 7 7

i/-^V ^ • •
X347 "+" ^3/4 À7 X347, Xg(î7 4-' Ag Âff À7 Xs87» ""======: X7g9 —— yÀ7 Âg Àg A:^^-
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En résumé, on peut toujours se ramener aux cas §o ̂  -—• 8. Ces cas
sont au nombre de deux :

i° 7^, X^ A3, \^ \, \^>o, ^7, Àg, Ày<;o. On peut disposer des
coefficients pa de manière à réduire les X^ aux valeurs ± i. On aura
donc

\.Q(,^ ̂ —- Xpa, X.ap == 4"-Xpa, Xpo-==—Xçrp,

VI -/ •Aapy==Xapy, Xafdp==—Xapp, Xapo-^^ Xapcn X7g9 ==—X^gî)

(a, p , y = i , a , 3,4, 5,6; p ,o-=7, 8,9).

20 ^n^a^x^ ^3? ^ / . ? A ^ , Àp, À 7 , À g , Ày<^o. On arrive aux formules

X^^—X^i, Xia^Xai? X,«^a:::;::=:: X.aai Xap ::;:==;;—X.pa>

\ y/ Xl2ol::=—Xi^a; Xiap^ X,iap» X•2ap::::::::X2ap? X,apy==—XaBy

(a, p, y =3, 4, 5, 6, 7, 8, 9).

Ces deux cas se ramènent d'ailleurs l 'un à l'autre. Il y a en effet
dans les deux cas le même noïxibre de coefficients X égaux à +i, à
savoir :

1° ^cp, Xa^ ^ (a,(3,y==i,2, ...,6; p,o"==7,8,9);
20 ^la, ^aa? ^iap, ^aa? (a, (3 = 3, 4, * -, 9).

A chaque \ égal à i correspond un couple de deux racines opposées
de l'équation caractéristique. On obtient les 56 couples du premier cas
en prenant toutes les racines alliées à ±(0)7-4-cog-h œy). On obtient
les 56 couples du second cas en prenant toutes les racines alliées
à ±:(c^.— co^)- II est facile de reconnaître qu'une substi tution échan-
geant les deux racines o^ — co^ û>8 + 0)3 4- o ,̂ ramènerait les deux cas
l'un à l'autre.

Tous les groupes réels de caractère S = — 24 sont donc isomorphes;
leur structure peut être dé finie par les formules (19).

Etude du cas §=="—248. — On démontre facilement que tous les
groupes réels du caractère S == — ^S sont isomorphes et que leur struc-
ture peut être définie par les formules

(20) • Xocp=—Xpa, XapY=:—X.4y.
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II existe, pour chaque valeur de à, des groupes linéaires et homo-
gènes à 248 variables; ce sont les groupes adjoints.

X. — Groupes G du type (F) .

Ces groupes sont de rang 4 et dWdre 52. Les transformations
peuvent se mettre sous la forme ( ' )

Y/, X/, X/A.==—X/,./, Xa(By3

( ^ Â - = ± i , ± ^ ± 3 , ± 4 î , a = ± i , ( 3 = ± 2 , 7 = ± 3 , ê = = ± 4 ) .

La structure est donnée par les formules

(Y/X,) =~X,, (Y/X,/) = X,, (Y/X,,,) =-Xa., (Y,X,,) ̂  X^,

( Y^- X/;/cA ) = — -X /y/;./^ ( Y/ y ^ i ' j h h ) ="= — ̂ .i'jkhi
2 «

(X,X/') = aY/, (X//,X^) == Y,+ Y/,, (XapyoXa'pyoQ == Ya+ Yp + Y^ +YS,
(X,X,) = 2 X/,, (X/X,,) =- X,, (X//X,.y-) = X,,,
(XaXa'pyS) =Êa£?£y£?XapYS, ('Xapy^XapYS') ::=— £aÊp£y£oX.a,

(XpXap'yS) = Êp£sXapyS, (XapYÇX.a'pyû') ==— £pÊsXp,

/^ ( XyXafdy's) === £p£Y^apyô> (Xapyô Xa'pV/) =— £p£yXy,

(XsXafdY?/) = £y£g Xapyg, (Xaf^sX^^c;) =-— ey^Xs;

(XapXa^yS)=ÊaÊyXapy^ (XapySXapy-5') =—2£a£yXap,

(XayXa'py^o) ̂  Sa^Xapyêt (XapygX^p'yS') ::::::—2£a£oXay?

(XaSX^pyS') =£a£pXapy5, ( XapySXap'y's) ^••^ ^^aSpXaoi

(XygXapYS) = £y£oXapy8, (XapySXa'pyg') -—=— 2 £y£oXyp,

(Xp.sX,af^yr7) = ÊpÊyXapyS, ( XapyS Xa^y'Ô ) ="— 2£p£yX,pS,

(XgyX'apy^O == £pÊ§Xapy8, (XapySXa'p'yô) :=— 2Êp£§XSy,

où l'on désigne par £a le nombre ±1 suivant que a est positif ou
négatif.

Les racines de l'équation caractéristique sont de la forme

±:^)i±: rx,)2±: (*)3=t: G)/,(2) • ±&^, ±o,),±^,

( 1 ) C-,P.9^
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La transformation X, appartient à la racine û)/, la transformation X^
àlaracinea^4-œ/(, la transformation Xapyg à la racine ^"^^P"^ ^y-+-^
Enfin le sons-groupe y est formé des transformations Y ^ , Y^ Y.-i, Y^.

Si la transformation générale du groupe est

^ô^Y^-h ^'X^4-<?/yX,y4-^apySXapY8,

la forme quadratique ^Ce) est de la forme

(3) ^{e) = m^S^j—n^îe.e,/— n^le^e^^'— P216/^^"^

où m2, n2, fr sont des coefficients numériques positifs.
Au système des racines de l'équation caractéristique sont associés

trois systèmes invar iants de 8 quantités (1), à savoir :

(a) ±û)/,
s M 4- g ^ 4- g ^ 4- g ^

< Z > ) ———————————^——————————- (£ i ,£2^£4= ï ) ,

£ iû ) l4 -£â^24-£3^~ t -^^
( ̂  ) —————————^—————————- ( £ i £3 63 £4 = — 1 ).

Si l'on est parti d 'une transformation réelle-y, l'un des trois systèmes
est formé de quantités réelles ou deux à deux imaginaires conjuguées.
On peut toujours supposer qu'il en est ainsi pour le système (^).

Soit alors 007 la quantité complexe conjuguée de co^ On aura en par-
ticulier des formules

X / =: À/ Xj, X/y =" ^/j X j j ^

et l'on démontre facilement que À,y est égal à Â/Ày. On a de plus

(4) ! ^À7===i , À/À/ '=: |

et enfin
Y, — Y'"• t — » r

Passons alors e.n revue les différents cas qui peuvent se présenter.

( Q C ^ p . o S .
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I. On a i-= i. Dans ce cas, on a

(5) ôo=4, ^=4.

F. On a, sur les 8 indices ± i, . . . » -±: 4? la substitution

2=(i^) .
Dans ce cas on a

(5o-=2.

Quant à S, il faut considérer le rectangle ^2^0 qui donne deux carrés
posit ifs en vertu de la formule

/». i g' -—— Â^ "ji}' 'lx•(.> i / —' " i^i -•"••si*'*
On a donc
(6) <îo=2, ô=4.

F7. On a la substitution S == (i, ^) (3, 4)* ^n trouve facilement

(7) ôo=o, d==4.

It . On a la substitution
2=(x,~.).

Dans ce cas X, est réel, soit T), == ± ï un nombre du signe de ^,. On a
d'abord

Ôo==2.

Pour calculer à, il faut considérer le rectangle — <?, e^ qui donne deux
carrés du signe de.—T](. On a donc

( ^==1: ^=9-, 0=0;

v o / ( ^ - — — — 1 : ^0=^ 0=4.

II'. On a la substitution

2 = ( i , — ï ) ( 2 , 3 .
On a d'abord

^==0.

Pour calculer à, il faut considérer les rectangles —- e^e^ et e^'e^' qui
Ânn. É€. Nûrm,, (3), XXXI. — AOUT 1 9 1 4 . 44
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donnent , le premier deux carrés du si^ne de — "X^ le second deux
carrés positifs. On a donc

(9)
^=:I: §Q =0, Ô=:0;

Y Î I = — I : ôo ==o, ë-=^.

III. On a la substitution

2=( I , - I ) (2 ,——2) .

On trouve tout de suite
ôo "=o.

Pour calculer à, il faut considérer les rectangles — e ^ e ^ , — e ^ e ^ , y
--^a^^î ^ ( 2 ^ 2 < / - Soient '/], et y^ deux nombres respectivernent de
même signe que ̂  et X^ et égaux à ± r. On trouve sans difficulté

5==—aYî i—2TJ2—^^i^a;
par suite

-/Ji==:yj3-=-r-ï : rîo=o, r î "=—-8;

( 1 0 ) < -/î i=ï, _ - / ï a = — r : cîo=o, rî:--:/'!;

Y3i=='/)^==—" l : rîo=ro, 0=0.

Iir. On a la substitution

2==(i, ~,)(^—^)(:{ ,4) .

On arrive à des conclusions analogues

l Y] i-=Y]2=ï: (5o=:—2, rî==— 8;

( ï l ) ^1==1, 7 ) 2 = : — I : ^.=:-.^^ (î.=-4;

[ Yll== 73^ r=: — l : Ô o = — 2 y <î=:0.

IV. On a la substitution

2 = ( i , - i ) (2 , -a) (3, -3).

On trouve tout de suite
5o=—2.

La considération des rectangles — e^e^ — e^ ei,,.Çij = ± ï , ±2, ±3)
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donne
S =- ÔQ —— 2 - / l i—— 2Y)2—— 2Y]3—— 4 ' Ï Ï 2 ^ 3 — — 4 ^ 3 ^ 1 — — 4^1^2-

Par suite, on a les valeurs suivantes :

( 1 2 )

-/îl == ^2.== Yî3= l : ô o = — 2 , Ô ~=—20;

Y)l-=:-/]2== I , T h ^ — — t ' • 00=—-2 , • (5=0;

Y Î I = I , Y]3==:^3==— i : à,, = — 2 , 0=4 ;
Y]i= YÎ2== ^3 ==— 1 : Ô o = — 2 , < S = — — 8 .

V. On a la substi tut ion

2 = = ( I , — — X ) ( 2 , ^2 ) (3 , -3 ) ( /» , -4 ) .

Ici la considérat ion des transformations Xapyg montre que le produit
À ,Xa^ ; ,À4 est posi t i f . On a

oy==— 4.

Pour avoir o, i l faut considérer, outre les rectangles ~ e^,, — ^y^,'/',
les rectangles — ^ap^a^/r^' ^r [cï on P611^ poser

^r=/j.â, paF-a'"=I

et
Âa^yÇ = .̂a R^ ^-y ^ô

avec
^^^-ni {ru-== ±:i),

les ï]( étant liés par la relation

"^r^3^= t -

II résulte de là que (x/ est réel ou purement imaginaire suivant
que 7)< est égal à 4-1 ou à "— i. La quant i té r\i définit donc le signe
de Àf . Le produit (x^;.x^ est réel; soit Y] = ± i le nombre qui
i n d i q u e son signe. On trouve facilement le signe des deux carrés
fournis par le rectangle — ^aprs^a'iîys'? ^t l700 a

ô=<îo—9.(rh +Y32 •4-TJ3 -+" •/ï/J — 4 ( ^ 1 ^ 2 +y]iïî3 ^~ yii^^-+- ^2^3-t-^2^4 + ̂ 3^4)
— 2 ̂  ( r +• ^2 '/33 4- '^2^4 4- r^r^ 4- ^i "h rj^ 4" rja 4- ^/,, ).
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( r 3 )
YÎ1==Y]2=:Y]3==:YÎ4=:J :

Y}i==*/ Î2T=J , ^3=Y1^=:— I :

Y]l=7^-=:YÎ3:= y^:==—I:

ôo=-

Oo"=:-

ôo===-

-4,

-4,
-4,

â=

à = 4 ;
à =— 20.

— 52

,„ f) o

(•n
^

=«),
');

En résumé, on obtient pour à les cinq valeurs

S= 4, 0, •- 8, — 20y — 52.

Le Tableau suivant indique dans quels cas ces différentes valeurs se
présentent

I. <5o==4î
fîo = 2 ;

5o •=: 0 ;

Ôo •== 2 ;

(5o=:0;

â,==o;
SQ := — 2 ;

rîo = — 2 ,

_ ^

2;

Ôo=0;

âo == 0 ;

f3o=—2;

3(»=:-- 2.

r.
Y.
II. ^<o,
IF. À ,<o ;
I1Ï. ^ i>0, À 2 < 0 ;

III/. À i>0 , Àâ< û;

IV. À.i>o, ?4, À3<o;
V. AI, Â2>0, As, ?.4<0; ^=

U. ^>0;

ir. À,>o;
m. Ai, ^<o;
nr. ^^<o; '
IV. Ai, À2>0 , 73<0;

111. Ai, Â 2 > o ; Ôo=0;

^o^——3;. 8 < III/. }„, À ,>o ;
. IV. Xn^^<o: • 2.

• IV. .?4 ,^À3>0 1 ; ô,=. 2:

20 . V. Ai, }.2, ^,À^>-o, •yi=~ï; ôo=--4;
ôo=-4.
r3p=— 4*

V. Xi, Xs, ̂  ̂ «>;

52 : V. ).i, Xa, ),„ 7.4 >o, " / î= i ;

iïtoûfe ^u c^ 0 = 4 . — Nous allons montrer qu'on peut toujours
choisir le sous-groupe réel y de manière à avoir §o = 4.
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Le Tableau suivant indique, dans chaque cas, quelles transforma-
tions il suffit de prendre.

l . Yi-l-Yg, Ya, Y,;,, X i 2 ' — A i A^Xsi/ ;
1 . YI -+- Yg, YS+Y/^., Xn '—^l^ 'Xîn ' , Xs4'——^3' l4'X43' ;

II. ( À , < o ) : Y,, Y,, Y,, X,+? . ,Xi- ;
i r . ( Â i < o ) : Yî+'Y,, Y», X^+^X,- , X,3'-:U^X3,.;

111. a i>o ,^<o): Y,, Y^, Xia-f-^Xi'^ Xi,'+^},a.Xr,;
,,„ ,1 . '\ . , ( Y3-+-Y4, Xi2 + ÀiÀ^Xi 'a ' , Xi2'+îii^s'Xi's,iir. (^>o, À2<o) 

(̂ A.3/, '——A;j A.','A.43';

IV. (Ài>o,À,,?,3<o): Y,, Xa+^Xa-, X,,+).,^X,y, X^+7,i^X^;
<<,. / ^ ^ . " 1 1 \ ) Xl34- Â I À ^ X I ^ ' , Xi3'+ ÀiÂ3'Xi'3,
V. (^,^>o,^,?,,<o): , ^ v v ^ 7 X

( A24" - f -AgA^ Aâ^'i A24 f-^-A2A4 /A2^.•

0/x peut donc toujours se ramener au cas I . On montre facilement
alors que tous les X peuvent être supposés réels ( i ).

Élude du cas 0=0. — Nous a l lons montrer qu'on peut toujours
choisir le sous-groupe réel y de manière à avoir 5o=2. Le Tableau
suivant indique, dans chaque cas, quelles transformations il suffît de
prendre.

ir. ( ? 4 > o ) : Y,,, Xi+^iX, ' . X^-VA',. —^x^-^/^x^-;
v^'^

III. ().i,^<o) ^ ^ Y..,, Y,,, Xi-t-VXi';
in/. an^<o): Ya-hY,, /(Y^-Y,), Xi+ÀiXi-, X^+^X^;

IV. (?4., ^2> 0, ^< 0) : ^YI , Y4, X23+ ^2^X2'3', Xs^— ^^'X,^-

On n'a donc qu'à étudier le cas où ^ = 2, c'est-à-dire le cas II. Nous
avons dans ce cas _

XapyS "̂  ^apyS Xa'fjyc;'

Pour calculer ^apyg, posons

À,=r:^ (^=±1, ±:2, d=3, ±4),

( 1 ) ^o^r un représentant dans C., p. ̂ ^
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où ^ et ̂  sont supposés choisis de manière à avoir

^•^== i.
De la formule

( XaXa^yo) == Êa£(3£yÊSXapyg

^â ̂ a'pyo = — ^apyS ?

on tire

on a de même
^f5 ̂ ap'yû::::= ^apy§ ?

^^apy'Ô = ̂ a{3y5 ?

^|^apyS'= ^(xpyg.

Ces formules permettent d'écrire

Àapy3 == £a ^'J^a ̂ -p ̂ y ̂ 8.

On tire enfin de la relation

la condition
(XapyoX^y'o') ==—" Êa£p£y£oXa

/C2^:-!,

et, comme ^i, par exemple, n'est défini qu'au signe près, on peut sup-
poser k = î.

On a enfin
,, , , ^apy5^a'py5~=ï,d ou 1 on tire

ce qui exige

d'où

^•a [^ ̂  R^ ̂ y ̂ y ̂ 8 ̂ .S "=" — r ,

^^a,==— i,

^a=—?a,

contrairement à l'hypothèse d'après laquelle ̂  serait positif.
// n'y a donc pas de groupe réel de caractère S == o.

fi^A? ^ ca,y <î == — 8. — Nous allons ici nous ramener au cas
<îo= o. Le Tableau suivant indique, dans chaque cas, quelles transfor-
mations réelles il suffit de prendre pour définir le sous-groupe y :

lir.a^X)): fY,, .Y,, X^VAvX^ ^X,4-v%X3v;
VM/.

IV. (^i,'À2, ^<û): ,̂ ^Yg, Y^ Xi"+-ÀtXr.
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On est donc ramené au cas S y •== o, c'est-à-dire au cas III (Ai , A.» >> o).
On a dans ce. cas

^apyS^epÊyA-^a^p^y^-S (/C^l).

On peut donc supposer

ÀapyfS^epe^a^p^y^
et Pon trouve encore

^a^a-f^f^y^y^ô^S =—1,

ce qui exige que X, et X^ soient de signes contraires.
// n'y a dune aucun groupe réel de caractère S = — 8.

Étude du cas S == — 20. — Les choix suivants du sous-groupe y
ramènent an cas S^ =— 2.

V. (^-i) : ^(YI-YO, ,(Y,-Y4), ^-YJ, X^+À^Xiw;

V.ai,^^^<o) : ^4, Xi-4-À,X^ X,+^X^ X3+À3Xy.

Dans le cas ÏV où 5o ==— 2, on trouve sans difficulté la formule

Xa(3y8= ^a^SPa^p^yPS
avec

P-ap-a^pW^y^I.

Dans le cas q u i nous occupe, on a

papa- = ̂ p ̂ -p' = ̂ y ̂ y-:=:: ï .

On peut disposer des pa de manière à obtenir les valeurs suivantes :

^i"=^==^.3=:i, ^=—i,

^apy5= eaÊp-

// ny a donc yu'un groupe réel de caractère S = — 20. Mais on peut
obtenir sa structure sous une autre forme en supposant qu'on est dans
le cas V avec tous les )^^> o, Y] == — ï . On trowe alors sans difficulté

( 14 ) X/ == X/S X// == X /y, Xapyô ̂  — X a^'y'8'-

II y a un groupe linéaire et homogène à 26 variables réelles ; c^est le
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groupe normal (1), mais où les 26 variables sont complexes et liées
par les relations

<^a= -^a'i . y==y, ^==^, ^py5==—^a'pyo'î

ce groupe laisse en pïirticulier invariante une forme quadratique
à 10 carrés positifs et 16 carrés négatifs.

Étude du cas à == — 52. — 11 n'y a qu'un groupe réel dont la struc-
ture est donnée par les formules

( l5 ) X/==X// , X/y==X^y' , Xafdyg^ Xa'pYc/.

On a un représentant de ce type en liant les 26 variables complexes du
groupe normal par les relations

xi = tr/'» y •== }'-, s = z, ^apyS = ̂ a'f^S'.

Il laisse en particulier invariante une forme quadratique à 26 carrés
positifs.

En résumé, il y a trois types de groupes simples réels correspondant au
type complexe (F); ils correspondent aux trois valeurs distinctes du
caractère

5==: 4, — 20, —-5a.

XI. — Quelques équivalences remarquables.

Il existe entre les groupes simples complexes des équations bien
connues; ce sont les suivantes :

Le groupe du type (A) (/== i) est isomorphe au groupe du type (B)
(/==!).

Le groupe semi-simple du type (D) (7 = 2) est isomorphe au groupe
semi-simple formé de deux sous-groupes simples du type (A) (7= i).

Le groupe du type (B) ( /=^2 ) est isomorphe au groupe du type
(C)(/=2).

,0)C.,p. !45/ „ ; , ,
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Le groupe du type ( D ) ( / = = = 3 ) est isomorphe au groupe du type
(A)( /==3) .

I. Les groupes réels du type (A)( /== i) sont de caractère o == i ou
S == - 3. Il en est de même des groupes réels du type (B).

1° § == i. I l y a d'après cela isomorphisme entre :
Le groupe linéaire et homogène spécial à deux variables réelles ;
Le groupe linéaire à deux variables complexes x^ x^y delà forme

d'lier mi te x\x^ —" x^x^
Le groupe linéaire de la forme quadratique réelle x^ + x^ -- o^.

2° S === — 3. 11 y a isomorphistne entre :
Le groupe linéaire de la forme d'IIermite x\ x ^ 4- x^x^ ;
Le groupe X/ == AX. à une variable et un par an ï être quaternioniens ;
Le groupe linéaire de la forme quadratique x^ •+- x^ 4- x^.

II. Les groupes semi-simples réels qui proviennent d 'un groupe com-
plexe formé de sous-groupes simples de nuig i du type (A) sont de
caractère â== 2, o, — 2, -— 6. I l en est de même "pour les groupes du
type(D).

1° à == 2. I l y a d'après cela isomorphisme entre :
Le groupe linéaire formé du groupe linéaire spécial à deux mr'labiés

x^ x^ et du groupe linéaire spécial à deux variables réelles x.^ x^ ;
Le groupe linéaire de la forme quadratique x^ + X1, — x^ — x\.

2° $ == o. 11 y a isomorphisme entre :
Le groupe linéaire spécial à deux variables complexes x^, x^ ;
Le groupe linéaire de la forme quadratique x\ + x\ 4- x^ — x\.

3° § == — 2. Il y a isomorphisme entre :
Le groupe linéaire/orme du groupe linéaire spécial à deux variables

réelles x^, x^ et du groupe linéaire de la forme d'IIermîte x.^ x^ -t- x^ x^ ;
Le groupe linéaire de la forme quadratique x^x^ 4- x.^x^ et de la

forme d'Hermite x^.ic^.— x^x^ + x^x^ — X r , x ^ à quatre variables com-
plexes.

Ann. Ec. Norm., (3), X X X I . - AOOT 1 9 1 4 . 4^
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4° o == — 6. Il y a isomorphisme entre :
Le groupe linéaire formé du groupe linéaire de la forme d'Hermiïe

x^x^ 4- x^x^ e£ du groupe linéaire de ici forme d^Hermile x.^x^ 4- x^x^
Le groupe linéaire de [a forme quadratique réelle x\ 4- x\ 4- x\ 4- x1^

III. Les groupes du fcype(B) ou (C) ( /== 2) peuvent avoir les carac-
ractères 2, ~ 2, — lo.

i° § == 2. Il y a isomorphisme entre :
Le groupe linéaire de la forme quadratique réelle

.r2 -+- y^ + .rj — x^ — x^ ;

Le groupe linéaire de la forme hilinéaire alternée réelle \x^x^\ 4- [^*;^/,].

30 § == — «a. Il y a isomorphisme entre :
Le groupe linéaire de la forme quadratique réelle

•rÏ+^+.rj+.^—.rj;

Le groupe linéaire de la forme hilinéaire allernée \x^oc^ \ +• [.y;pr/J et
de la forme d'Hermite x^x^x^x^—x^x^ — x^x^ aux quatre va-
riables complexes x^, <'z*a, x^y x^.

3° S == — 6. Il y a isomorphisme entre :
Le groupe linéaire de la forme quadratique réelle

^Ï-+-^|.4-^j+^-4"^j;

Le groupe linéaire de la forme fnlinéaire alternée [.r, x^\ + |,r^r,] et
de la forme d'Hermite x^ x^ 4- x^x^ 4- iX^ x.^ 4- x^ ̂ .

IV. Les groupes réels du type (A) ou du type (D) (/== 3) peuvent
être de caractère à == 3, r ^ —3, ~- 5, — \ 5.

x° à == 3. Il y a isomorphisme entre :
Le groupe linéaire spécial à quatre variables réelles {groupe projectif

de l9 espace) ;
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Le groupe linéaire de Ici forme quadratique réelle
355

^ •+- ,r| -"h ̂  - xi — x^ — ̂  ;

2° § === i. Il y a isomorphisme entre :
Le groupe linéaire de la, forme d'lier mite

x^ .ri -h .r̂  — .r̂  — .r4.'r,; ;

Le groupe linéaire de la forme quadratique

^ + x^ -+- x^ 4- x^ — x^ — x'^

3° S === — 3. Il y a isomorphisme entre :
Le groupe linéaire de la forme d'Hermite

,V l iif''i •-T"" »îK'g;t'K'2 '"T" t'ît?y «y;} ——• «Z/*/^ lît?/^ ^

^e groupe linéaire de fa forme quadratique x^ x^ -!- ^3^'/. + ̂ ^.z'^ ((y^
de la forme d} [lermùe x^ x^ — x^x^ + x^x^ — x^x^ 4- x^x^ — x^x^.

4° S == — 5. I l y a i somorphisme entre :
Le groupe

X^AX-hBY,
T= (:X + I)Y,

<mr variai) les X, Y <?/ aux paramètres A, B, C, D quaternioniens ;
Le groupe linéaire de la forme quadratique réelle

.r^ +• .'^j 4" ^'^ -i" ^i •+- .̂ 1 — ..3?j.

5° § ==:—ï5. I I y a isomorphisme entre :
Le groupe linéaire de la. forme d'Iîermite

.^1,^1 + .ï^x^ + .r;t,r^ -h .n-̂  ;

£<? groupe linéaire de la forme quadratique réelle

^Ï 'Jr ̂ i "̂  ^'j "+•" ^'1 '"h '̂1 '+" ̂ ï'
Novembre 1912.


