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SUR LA DETERMINATION

DES

PROBLÈMES D'HYDRODYNAMIQUE
RELATIFS

A LA RÉSISTANCE DES FLUIDES,

PAR M. HENRI VILLAT.

On sait que, lorsqu^on étudie le mouvement d'un fluide parfait en
présence d'obstacles solides/les équat ions de l 'Hydrodynamique pour
l'état permanent donnent, si l'on impose partout dans le fluide la con-
t inui té des vitesses et des pressions, des solutions inacceptables : la
pression obtenue devient généralement infinie négative en quelque
endroit, et reste négative dans des régions étendues; on est conduit
d'autre part à des paradoxes tels que celui de d'Alembert; et par suite
on doit renoncer à la continuité, tant que l'on s'en tient aux fluides
parfaits.

L'introduction des surfaces de glissement de Helmhoitz a permis de
trouver, dans des cas nombreux, des solutions des équations de l'Hydro-
dynamique échappant à ces difficultés. Je ne ferai pas ici rénumération
des multiples et importants travaux consacrés à ces questions; on
trouvera cette énumération dans f Encyclopédie des Sciences mathéma-
tiques (édition française, Développements concernant l'Hydrodynamique,
IV, 18, p. ii3etsuiv.).

Kl était permis d'espérer que cette nouvelle manière d'aborder le
problème n'apporterait aucune indétermination; autrement dit, on
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pouvait croire que les équations du mouvement permanent d'un fluide
irrotationnel en présence d'un obstacle donné avaient une solutiou bien
déterminée, pour laquelle les vitesses étaient continues (à l'exception
de certaines surfaces de discontinuité) et pour laquelle la pression
était partout continue et partout positive. La vitesse du courant fluide
à l'infini, et sa pression en un point particulier donné par exemple à
l'infini, sont supposées bien entendu connues.

Or il se trouve que la réalité est beaucoup plus complexe. Les équa-
tions de l'Hydrodynamique peuvent avoir plus d'une solution de cette
nature, et il y a une infinité de cas où il en existe au moins deux,
lesquelles sont également acceptables l'une et l'autre, du point de vue
physique. Le présent travail a pour but de mettre en évidence un de
ces cas, relatif au problème le plus typique de la résistance des fluides :
celui d'un courant fluide indéfini rencontrant un obstacle donné.

Dans le Chapitre 1 nous formons, en utilisant la théorie de
M. T. Levi-Cività, une première solution du problème considéré. Les
Chapitres suivants sont consacrés à la formation et l'étude d'une
seconde solution d'un caractère essentiellement distinct, étude qui
permet de conclure à l'existence annoncée d'une seconde solution,
aussi valable a priori que la première, et relative exactement au même
obstacle placé dans le courant fluide.

Ainsi se trouve confirmée une importante prévision de M. J. Boussi"
nesq, qui, dans un Mémoire récent, énonçait comme vraisemblable
l'hypothèse que les équations de l'Hydrodynamique relatives au mou-
vement des fluides, en présence d'obstacles solides, avaient sans doute
plus d'une solution satisfaisant à toutes les conditions aux limites
imposées par la nature physique de la question.

Des solutions ainsi mises en évidence, rien ne permet, momentané-
ment, de dire laquelle fournit, pour le mouvement véritable qui se
produit en réalité, l'approximation la meilleure. Seules sans doute,
des considérations de stabilité, ou deviscositéy pourraient permettre
de conclure. Cette recherche nécessiterait des progrès importants
concernant l'étude du mouvement varié d'un fluide en présence de
solides. Et l'existence de plusieurs mouvements permanents, pour une
même configuration d'obstacle, n'est pas de nature à simplifier cette
étude, sur laquelle je irie propose de revenir dans un travail ultérieur.
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I.

1- Le cas particulier que nous allons étudier en détail, en vue
d'établir le théorème qu ia été énoncé plus haut, sera relatif à un courant
fluide indéfini, de vitesse horizontale et égale à un à l ' infini (à gauche)
venant rencontrer un obstacle formé de deux lames AB et AC, les-
quelles nous supposerons former un angle ouvert, comme l'indique le
dessin^ l'ouverture regardant le courant. Une fois établi le régime
permanent irrotatiônnel, une ligne de courant venue de l'infini, en
amont, vient se diviser- en un point 0 de l'obstacle, pour ensuite
entourer celui-ci, et se terminer par les deux lignes de glissement \^
et Xa qui séparent à l'arrière le sillage du fluide en mouvement. Si l'on

Fig. i.

(X,)

(Xj"""^'-

suppose que le point 0 coïncide avec le point A où les deux lames se
rejoignent, le problème a déjà été traité, par M. T.Levi-Cmtà, dans son
Mémoire fondamental [Scieeleggi diresislenza ÇRendiconti di Palermo,
1907, I, p. i)]. Mais, si l'on suppose données les inclinaisons des
deux lames sur Phorizontaley les longueurs de ces lames se trouvent
déterminées d'une façon unique (à un facteur de proportionnalité
près); de sorte que, pour obtenir une solution correspondant à des
lames dont le rapport des longueurs soit arbitraire, il faut nécessaire-
ment supposer le point 0 distinct du point A.

Supposons par exemple le point 0 situé sur la lame AB; prenons ce
Afin. Éc. Norm., (3), XXXÏ. — NOVEMBRE 1914- ^
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point comme origine des coordonnées dans le plan du mouvement, et
appliquons intégralement la méthode indiquée par M. T. Levi-Cività.

Désignons par a — S et — a — S les angles (le premier positif, le
second négatif, tous deux de module inférieur à rc) que font avec
l'horizontale Ox les deux segments AC et AB respectivement.
L'ouverture de l'angle étant dirigée du côté du courant, il en résulte
qu'on a

(i) , ^<a<7r.

Ceci posé, nous savons que la solution du problème est obtenue par la
construction d'une fonction analytique co^C) == 2r + i^ régulière dans
le cercle de rayon i, l ' C l ^ i , et dont la partie réelle (qui doit prendre les
mêmes valeurs aux points conjugués) soit égale sur la demi-circonfé-
rence supérieure | *([ == i, à l'angle que fait avec (Xrla vitesse du f lu ide
le long des lames aux points correspondants. Si nous désignons par.y,,
et ^i les angles polaires (entre o et ir) des deux points correspondants
sur la circonférence à 0 et A, on voit tout de suite que la partie réelle
en question doit prendre les valeurs suivantes :

3:
•a—§ pour o << .? ^.^o,
.oc — S -4- n » SQ < s < Si,
a — à » * ^i<< s << TT.

La fonction (^ÇC,) est dans ces conditions facile à déterminer, sachant
de plus qu'elle doit être nulle pour *C == o (cf. T. LEVI-CIVITA, loc. cil.).
On peut la calculer en appliquant la formule que j'ai démontrée
(H. VÏLLAÏ, Annales de FEcole Normale supérieure^ 1911, p. 206), à
savoir(2) . ^^r^.-^i^
où gÇs) représente une fonction égale aux valeurs constantes qu'on
vient d'écrire dansles différents intervalles o, s^ ; .^, .̂  ; .^, TC. Un calcul,
queje crois inutile de transcrire iciy nous conduit pourcoà rexpression
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suivante

(3')

/ T _ ffis,

•-^-^TW^

dans laquelle la détermination à choisir pour les logarithmes est dé-
finie comme il suit : en désignant parp et y les points e15 et e^y et par
M le point Ç (voir la figure) on a

, Ç—<^ , Mp ., ,,
^Tir^^10^4-'^""'"^-

À représente FanglejpMy, supposé égal à -n: quand M est sur la droite pq
dans le cercle.

Il est fac i le de constater que cette fonction oû(Ç) conduit à une
solution pour laquelle ne se présente aucune des difficultés signalées

;^

0

"n

?

p < r

-à1——T--1
//
/h

e^l

P, ' e ̂

'^

par M. M. Brillouin ÇAnnales de Chimie et de Physique^ 1911). Le long
des parois solides, la vitesse, dont nous allons avoir besoin dans un
instant, est égale^ comme on sait, à ̂ , T désignant le coefficient de i
dans ^(e15 ) , et e15 étant le point qui correspond dans le plan Ç aupoint
considéré sur la paroi BAC. Or on trouve sans peine

(4) Trr = — 71: log g — e"^
Ç — 6^0 -h- (Tî" -— sa) log

g—e-^i
Ç — <?^
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c'est-à-dire

(5) ' T-^loo-^-^^-îlo-^i.
' / ^M^o 7T °M^

A cause de l'hypothèse (i) on constate immédiatement que T est tou-
jours négatif, et par suite que la vitesse sur les parois (et en consé-
quence dans tout le fluide) est inférieure à sa valeur à l'infini.

2. Déterminons maintenant les longueurs des deux lames ABetAC.
En appliquant les formules connues de M. T. Levi-Cività, nous
trouvons

1̂
AB == AO 4- OA == 2 a2 f e~^\ ces.?— cos^oj sin-s" ds

JQ
et de même

r1=2 a2 f e^Çcossy — coss) siAC=aa2 f e^(cosso — coss) sinsds.
^s.

Or on a évidemment
. s 4- <?o . . .î "+• ^isin——- sin——î-M c / p ______2 M<7i ____ 2

^^'sinlirJd7 ^""TJlElTl5sin ———'î ' 1 sin
a I I 2

De là, après quelques simplifications, le résultat que voici :
20 —TC

( . ^i + A ~~^A\ sin--——\
(6) AB=^2 / sm2'.̂ ^ ———2— sin^,

Jo ^ . ^ i — S f '"0 S Ï O - J — — — /
2 /

20 —7C

/ . .î, + A w
TC ^s in-——\

(7) A C = 4 ^ / s in2^————^—\ sinsd^
^ 2 \ sini^l/

\ 2 /

et il est bien manifeste que les deux intégrales écrites ont un sens,
puisqu^on a

2 a — TTo<————<i .
7Î

Ceci posé, nous allons faire voir que, si l'on suppose donnés les
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angles a et §, c'est-à-dire les inclinaisons des deux lames, [avec la
condition ( i ) d'ailleurs] on peut choisir les constantes a, SQ^ s^ de
manière que les longueurs AB et AC soient égales à des longueurs
données absolument quelconques. Comme a est un simple facteur de
proportionnalité, il suffira évidemment de montrer qu'on peut s'ar-
ranger pour que le rapport des longueurs .—? soit égal à un nombre
donné quelconque.

A cet effet, observons d'abord que les trois constantes ci-dessus
sont assujetties à diverses conditions : en premier lieu, la condi-
tion <ji)(o) = o (qui est impliquée parle fait que la vitesse du fluide est
horizontale ejt égale à i à l 'infini) impose la relation

So(— à—a)-}- ( ^—,?o) (—<î—a 4-7r )+(—â4-a) (7r—5i )===o,

qu'on peut écrire

(8) SQ= a—S —————Si .
7C

En second lieu, on doit avoir

0 < SQ < Si < 7T.

A cause de (8), on peut ne conserver que ̂  qui sera assujetti aux
trois inégalités suivantes :

^ ̂ -ô)
sî>—^—?

7r(a-^
sa — TT:

.Cl < TT.

Et comme on constate de suite que 7r ^ô est supérieur à rc, ceci se
réduit aux deux inégalités compatibles

7r(oî — S)
(9) ^>^>————'2a

Voyons a quoi correspondent les cas limites,
pour ^ == ^9 on a SQ == TC — a — S, et l'on constate immédiatement
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que la lame A.B a une longueur finie, tandis que le segment AC est de
longueur nulle./ '\ \

Pour ^ == ̂ ^ " ^ on trouve que la valeur correspondante cle^ est

aussi SQ ='r1:^ ~~û\ et en transportant ces valeurs dans les expres-

sions ci-dessus de AB et AC, on obt ient pour le rapport ̂  la valeur
2 a

7 c ( a ~ 5 » / ,ç + ,ç\ TC 4"
SI f l -———

s in ,î rf.îi •

 2 a
 ̂  1

f,;,^-^- A R \ V"1 a y
(10)

,A.C}i~ î^+i
/ . 5(,+S\71

(s ln———) . .L. ———————-— sm,? as
l°l»-i

. „ .s t—^^7 rT C ( a — 5 1
2 a ( sin

\ 2 /

Supposons maintenant que, a et à restant fixes, nous fassions varier
d'une façon continue ^ depuis ^—a—^jusqu'à rc; ^p donné par (8)5
variera aussi d^ne façon continue. Il en sera de mémo des deux lon-
gueurs AB et AC données par (6) et (7), ou plutôt des deux termes du

/ A Tîv

rapport (-rri)* En effet, on peut écrire

( . 5r+_y\ •1T

^ . s^s sl^—i-\ . , ^ $(^^) .S{St)= sin2--—— ————— smscis=f ——-—^— ds,
^ 2 s^l!ï£/ 0 ^-^^

en désignant par ^(s, s^ une fonction de s et ̂  qui reste finie pour
s==s^ et reste en module inférieure à un nombre N dans l 'inter-
valle ^ — A, ^, dès que ^ est inférieur à un nombre fixe k^ choisi une
fois pour toutes. Dans ces conditions la contribution de l'inter-
valle ^ — / € , ^, à l'intégrale S{s^} sera inférieure à*L_,'(-sM__^)

/ a\
2 I — -

\ Ttj
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c'est-à-dire à tout nombre Y| arbitrairement petit, en choisissant k
suffisamment petit, k étant ainsi fixé, envisageons l'expression

S{s^ h)-^{s,}

en y supposant \h\ <^-/c; et dans la différence, négligeons tout ce qui

pourrait provenir de l ' intervalle s ^ —^k, ^ + ^ A ; il résulte immédia-
tement de ce qui précède que les parties négligées ont une somme
inférieure en module à 2 Y], de sorte qu'avec une erreur inférieure à
ce maximum, on a

^^-^.^/^r-^4-^ -- î--|̂ p,
[(,,+/<_-,)--1 (.s,-,^-1!
(avec | p | ^ i ) .

Mais, k é tant fixe, il est clair qu'on peut choisir m a i n t e n a n t \h \ suffi-
samment pet i t pour que l'intégrale

^
r r ^(^i+A) <l>(^i) .1 ;

j ——————^———————^ \ds

bi+^^)^ ^-^ \
soit elle-même plus.petite que Y] en valeur absolue; par suite, on aura
dans ces conditions

|,f(^+/,)«.^(^)|<3-/},

c'est-à-dire que ^(^ ) est une fonction continue de,?,.
Il en résulte immédiatement que, lorsque ^ varie entre les limites

qu'on a dites plus haut, le rapport —; prend toutes les valeurs com"
. /AB\ /prises entre [j^) et +00.

En répétant des calculs tout à fait semblables aux précédents, mais
en supposant que le point de division du courant sur l'obstacle soit
situé sur la lame AC, on parvient à montrer de même, en désignant
toujours par^ i l'angle polaire du point de la circonférence | Ç [ === 3 qui
correspond au point A, que cet angle ^ est assujetti à varier entre les
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limites o et TC——; à ces valeurs limites correspondent pour le rap-

port ^ les valeurs zéro et (—) ; en outre, le rapport j-^ est une fonc-
tion continue de ̂ .

De tout ceci résulte enfin qu'en plaçant suivant les cas le point 0
soit surAB, soit sur AC, on peut toujours s'arranger pour que le rapport
des longueurs des deux lames ait une valeur que lconque donnée
a priori. En tenant compte de l'arbitraire a, on peut donc toujours
s'arranger pour donner aux deux lames deux valeurs arbitrairement
données.

II.

3. Nous avons, dans le précédent Chapitre, obtenu une première
solution du problème relatif à l'obstacle indiqué. Nous allons mainte-
nant en former une seconde, d'un caractère complètement nouveau.
Dans la première solution, le courant fluide, après s'être divisé au
point 0, où la vitesse était nulle, contournait complètement le bord de
l'obstacle, le long de OB d'une part, et le long de OAC d'autre part
(dans le premier cas envisagé, par exemple). La vitesse toujours plus
petite que i, devenait de nouveau nulle d'ailleurs au point A, où sa

Fig. 3.

X,

direction changeait en même temps de sens. Or il est tout aussi légi-
time, et tout aussi acceptable a priori du point de vue physique, de
supposer qu' i l se forme, dans le creux avoisinant le point A, une plage
de fluide mort sur laquelle le courant vienne glisser, de .la même
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manière qu'il glisse le long du sillage arrière. Le courant venu de
l'anioni se divise alors au point 0, où la vitesse s 'annule (sur AB par
exemple). La l igne de courant qui arr ive en 0 se divise alors en : une
portion qui suit la paroi OB et va constituer ensui te la ligne de jet X^
qui limite d'un côtelé sillage aval; et une autre portion qui suit un
morceau OD de la lame AB, s'en détache tangentiellement pour consti-
tuer la ligne de glissement X qui limite la plage de fluide mort, arrive
en E tangent iel lement à AC, et suit le segment EC pour venir ensuite
former la seconde limite X, du sillage. Sur ces deux portions, la gran-
deur ^et la direction de la vitesse varient toutes deux d'une façon
continue.

A cause des équations générales de l'Hydrodynamique, on établit de
suite que la vitesse, le long de chaque ligne de glissement, est constante.
Nous désignerons par i sa valeur sur À^ e t^a (c'est lavitessedu fluide
à l ' infini) et par ^ la vitesse le long de ^L La solution à édifier ne sera
d'ailleurs valable que si ç^ ^ . r , condition nécessaire, mais non suffi-
sante, comme on le verra plus loin.

L'entrée en matière de ce problème se fera suivant une marche déjà
bien connue (cf. par exemple H. VILLAT, Annexes de F'École Normale,
1912, p. I27-X97) en cons idérant leplandu mouvement<rOy(Cteparal"
lèle à la vitesse à l ' infini en amont, et de même sens) comme le plan
d'une variable z = oo 4- iy^ et en introduisant la fonc t ion f = <p -4- i ' ^ y
où y et ^ représentent le potentiel et la fonction de courante supposés
nuis en 0. Le domaine fluide mobile dans le plan ocQy est représenté
dans le plan /, sur tout ce plan l imité par les deux bords d'une cou-
pure le long du demi-axe Oy. De ce domaine on passera à l'aire inté-
rieur à un rectangle, par les transformations suivantes, que je me
contente.d'énoncer, et qu'on pourrai t vérifier comme je l'ai fait dans
un travail antérieur (cf. le Mémoire cité, supra, p. i33). On posera
successivement,

(ii) f=t\

puis
! z ' == ^ dt — r'^—^

1 ^ ^ { t - - a ) { t — b ) { t - c ) { t - d ) J^ V/i7(^y
Ann. Éc\ Ncff'm^ (3), XXXL — NOVEMBRE 1914. 59
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les points t = a, h, c, d Ça < b < ^ < a?) correspondant aux points B,
D» E, C, respectivement. De là on tire

03) — 1 p^il^n ̂ —p^yl^n ^3)/ r y t / / s -<p(yK<^)
-'r '^a

2 p(Zi| ùJi, 0)3

en désignant par (^ et a^ les demi-périodes fia première réelle, la

seconde imaginaire pure, avec o^>o, ^^o, ce qu'on a le droit de

supposer) des fonctions elliptiques introduites; elles sont fournies

par les égalités
l r ^ r ' ^ _ r' dt

r1"^ w^r ^ ̂
dt r1' dt\~H -f.\ ^b ',! \/F(<)

S,, 82, Sa, S) représentent les fonctions symétriques é lémenta i res des
quatre nombres a, b, c, d. Enfin y est un argument répondant aux deux
égalités concordantes

05)

_ s ? _ s ,
•P7~ 16 6 ;

S, S, S,py=--4-- l--8- S]_
32

On verra un peu plus loin qu'on peut choisir pour y une valeur réelle,
et même comprise entre o et 2 CD', .

Je rappelle Çcf. APPELL et LACOUR, Fonctions elliptiques^ p. a56) que
les invariants g'., et £•',, des fonctions elliptiques en question, sont
donnés par les formules

(16)
^=5»-

/ __ S a S 4
^3 —— •À

Si Sa S a _
4 i ^

_i_ ^l ̂ aSa
^-Ts"""

S ï •
2, 82

8
36 i6

SJS4

16 5

équivalentes au fond aux formules ( i^ )*
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Enfin, la transformation

( < 7 ) , Z^^logZ^+co,

fera correspondre au rectangle l 'aire d 'une demi-couronne circulaire
dans le demi-plan positif Z. Les parois ^ et ̂  correspondent à la
demi-circonférence [Z|== i, laparoifs^ àlademi-circonférence[Z| ===y,
le nombre y, inférieur à i, é tan t défini par

1 8 ) q^=e
. 71 (x>^

"7î5T"

Les lignes de glissement À ( et À^ correspondent au segment recti-
' l igney, i de l'axe réel; la ligne ^, au segment — i, ~" y. Le point Z ==/
qui correspond sur q, i, à la séparation entre 7^ et ^2' est

•JîL
(19) . y=^2^.

4. De la donnée des quatre nombres a, h, c, d, il est clair qu'on
pourra tirer les quatre quantités co^ ov^ y, S,. Inversement, d'ailleurs,
la connaissance de ces quatre derniers permet évidemment de calculer
les racines du polynôme F(^), au moyen des relations (i3) 01(17);
e l le entraîne aussi la connaissance des invariants^ et g^. Mais les
nombres c0p oj^ y, Si ne sont pas quelconques : il est en effet indis-
pensable qu'ils correspondent à quatre racines a, 6, c, d réelles. On
sait qu'il est pour cela nécessaire et suffisant {cf. par exemple, APPELL
et LÀCOUR, loc. cit.) que le d i sc r iminan t soit positif (ce qui est le cas si
les périodes ont été choisies, l 'une réelle, l'autre imaginaire pure,
comme on l'a déjà dit) et qu'on ait les deux inégalités

P7>o,
p^o.

Or ces inégalités entraînent que y soit un nombre réel, à un multiple
près des périodes. On peut donc prendre y réel, et même entre o etœ^
ce que nous supposerons dorénavant.

Ceci posé, la relation (19) fera connaître le point j; et le point ̂ \
qui correspond au point 0 dans le p l a n Z y sera déterminé par lacondi-
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tion queysoit nul en ce point. Ceci donnera

(20)

Fw 3 y ,1
[-^o-f+^J

, c»y. y . ,, ^ -^-i;-^ -p'y s,
o a "c*/. y / 4p ^__J^ _ _ p y

for mule qu'on peut écrire

Si 9. / û̂ i y / \ «. / c»)' y / \ /.
T^^T^^i^"1}-^^'0"^^-^-0-

ou bien
/ s / r^. ^ / y ^^ \ <- /y a)^ \"1(.r) ^4[çy-ç,(J+^-ç.(^-^J.

Sous cette forme, il est clair que S< est réel, comme cela se doit, pour^o
compris entre o et T:. D'ail leurs on voit facilement que, si ^o croît de o
à TC, Si donné par cette formule décroît de

4[^^]

4[S7-2^J-

Nous devons donc supposer nécessairement S^ entre ces deux limites,
pour qu'on puisse remonter de la figure du plan Z, a la configuration
du plan f, et ensuite du plan s. A toute valeur de S< vérifiant ces
conditions, correspond une valeur uniquede SQ dans l'intervalle Om:,
et inversement.

De tout ceci résulte que, si Fon se donne les quantités o\, ^^T
et ^0(0^ réel, cOg imaginaire pure, y réel, ^ ^ntre o et rc) cette donnée
équivaudra exactement à celle des nombres a, h, c^ d, qui caractéri-
saient le mouvement dans le plan f.

5. Désignons maintenant par a et à les mêmes angles que dans le
premier Chapitre, définissant les inclinaisons des deux lames AB
et AC sur l'axe Ox, et posons, en désignant par {Uy p) la vitesse d'un
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élément fluide,

(..) . ^^^û^^,,
(a3) i2=:©+z'T.

On voit, d'après cela, qu'en un point du fluide, la vitesse est

(24) V=^

et quelle fait avec O'x l'angle ©. Il en résulte que la fonction û(^),
qu'on peut envisager comme une fonction de Z, évidemment régulière
dans le domaine envisagé dans ce plan, doit satisfaire aux conditions
suivantes.

La partie réelle devra prendre :

Pour Z ==== e15 avec o<<,?<^y, la valeur — a — S ;
Pour Z == e15 avec ̂  <<^<-n:, la valeur îr — a — §;
Pour Z == q.e^ avec o <;,? < TC , la valeur a — à .

La partie imaginaire T devra être nulle pour Z réel compris dans
l'intervalle y, i; et prendre, dans l ' intervalle -~-i , —<7, la valeur
constante log^. Pour abréger récriture, nous poserons

(a5) a ==—10^1,

a désignant alors une quantité essent ie l lement positive, comme on le
verra dans un instant.

L'existence et la formation d'une pareille fonction il(^) ont été
étudiées par moi-même dans un Mémoire [Sur la résolution de certaines
équations intégrales^ et sur quelques problêmes qui s ' y rattachent ÇActa
mathematica^ i9i5)J dans le cas, plus général, où les valeurs de © ou
de T sur les frontières respectives ont des valeurs données quelconques
et non plus constantes. II est ici facile d 'obtenir directement la solution
pour le cas particulier qui nous occupe.

û(z) désignant la fonction cherchée^ considérons dans la demi-
couronne la fonction

(26) i2j,s)=^(5)+^iogx=^4-n\,
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en prenant pour logZ la détermination qui est réelle pour Z réel
positif. On constate immédiatement que T, est nulle sur les segments
— i , — y ; y, i, de l'axe réel ; et par conséquent cette fonction û^ (s)
est prolongeable analyfciquement par symétrie dans la demi-couronne
symétrique de la première par rapport à l'axe réel. Cette fonction û.(^)
est par suite fournie par une formule générale que j'ai démontrée
antérieurement [H. VILLAT, Le problème de Dirichlet dans une aire
annufaire ÇCircolo mat. di Palermo, 191'2)]. Des résultats que j'ai
obtenus en cet endroit i l résulte qu'il faut introduire deux demi-
périodes œ, et 0)3 (qu'on peut prendre réelle et imaginaire pure res-
pectivement), définies à un facteur près par l'égalité

•710)3(27) <7=<r^\
Par suite de l'égalité (18) on voit qu'on pourra toujours prendre le
facteur arbitraire en question, de manière à avoir

(28)
O), -= ^C».)i,

^3
^T"

Nous supposerons dans toute la sui te qu'il en est ainsi.
La partie réelle @< de û, devra, d'après ce qui précède, assumer les

valeurs suivantes :

Pour Z == e1' avec o <;? < .?y, la valeur — a — 5;
Pour Z == e1' avec s^ < s << n, la valeur ir — a - S ;
Pour Z == q.e15 avec o<^<7r , la valeur a — o — a^?i^i

et les valeurs égales aux précédentes aux poinis symétriques par rap-
port à OX.

Pour que la fonction û^(z) existe, nous devons (e/. II. VILLAT, loc. cil.)
imposer, entre les constantes précédentes, la relation

So(— CX ~ S) + (7T —Â-o) (7T ~ a - S) = 7T (a — Ô — B ̂ \
,. \ ^l/ou bien

(29) T r — a a — ^ 4 - a "-?-3- r=: o*
ÏÛl)l
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C'est cette équation qui déterminera a, c'est-à-dire la vitesse ^ sur la
ligne À, quand tous les autres é léments seront donnés ; cette vitesse
est donc déterminée d'une façon u n i q u e et nécessaire.

Cela étant, on aura Çloc. cit.) pour l'expression suivante

(3o) ^(z)=
/ûôi r , ^ î- / ^i i ^ <^i \ .jl ( _ o c — 0 ) Ç — l o g Z - ~ — £ &)ic«)3 ) de

h v^ ^ /
,̂2 TC -- ̂/'»•" <l' —— t>0 ..' '.

- ^ ( T T — a — ô ) Ç (-?2 log 'Z—• c^ &• co ic^ jâfs

+ f ( -a~-â )ç f^ logZ-^£ co^3^Ê
^^-.o \ln 7r /

-F.-ô-a^)^(^lo,Z-^s ..^^j.

En effectuant les calculs, on trouve

( 3 « ) ^(^-.-^-log
f

"(

/ C«),

\ ITT

^

{m:

logZ -

lôgZ -i-

- ^1
TT

Ĵ.
TT

.Ço

^0

rx ) iO)3J

0)1^3 j

^ ayjidii
+ TT2

.îo lo^'Z + TT — a -— ô.\o «u^^j

et, par suite,

(Sa) £î(s)=î\os—
3'

^
•s

/^

'̂7r
/^
V'TT

logZ-

logZ+

Ôl),

^sl)

M,
TT' 0

G)lQÎ3

<'»l&); î )
/

, /2-/lt"l

l ^

Cette équation définit une fonction de Z uniforme et régulière dans
la demi-couronne. LogZ, comme on l'a dit plus haut, possède ici la
détermination qui est nulle pour Z= i ; quant à la détermination
choisie pour

coi ^i
log

^ ( — logZ— —SQ\in D 71 }
ûi>io- i —

V ^ T T

Ûl>l * ry ÛJl. \
— — — 1 0 g Z + ——SQ
171 0 7T /

c'est celle qui est égale à rr: pour 2=15 et qu'on suit par continuité.
Tous ces résultats seraient d'ailleurs faciles à vérifier a posteriori.
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6. Il s'agit maintenant de savoir si la so lu t ion qu'on va édifier au
moyen de cette fonction û(^) sera valable.

D'après la formule (22 ^ on placera les éléments de la figure dans le
plan z, par l'intégration de la différentielle

(33) dz == e1^ df-=. 2 e^tdt = 2 e^t \ / F ( t ) d7^

laquelle, en observant que le radical vF(Q à pour valeur

V^7==p(ZO-p(Z,-4-y),

se met facilement sous la forme

(34) d ^ . i) gi. U ;

x <
pf^logZ—7+(, / ,\ia ° 2 '

-p(^\ogZ+7- 4-M',\nc 2 '

„ p'(^ lûgZ-—7 -+-û./ibt ^ ï V7r 0 a 1

4 2 /&)^ y ,
P—— logZ— 1 -+" û,)i

\/7T 2 1

^\ (^

^ W^i '" /

^i^)—^ 7l ̂ 1^3)

co^) — p ( y
/

^ cxï, dZ
ère Z

C '̂i û)̂  )

II y a d'ailleurs évidemment l ieu, puisque û(-s) est exprimée au moyen
de fonctions elliptiques aux demi-périodes OL), et oo;,, d'exprimer aussi
au moyen de ces demi-périodes les fonctions el l ipt iques qui f igurent
dans cette dernière formule avec les demi-périodes ^\ et o^. Or on a,
en vertu de (28),

p ( u \ w\, G ) ^ ) =: p Ç a | — /r,);^ / < , ) i ) = p ( u [ < c » ) i , <c . )3)

et, en vertu des formules connues d'homogénéité, il en résulte

P ( U I W\, a/g ) == — ? ^ -. | 0)1, û)3

et de même
p^u}^,^):^: ty(- û)i,c0a).

\ i /

De sorte qu'on peut écrire, en ne conservant que les périodes 2o-> i , 2003,
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que nous nous dispenserons désormais d'énoncer explicitement,

.p'(ïllogZ-^-. ^-"U^ \ ÎTT " • 2 £'2lK^(35) dz^ïe1^2^^ 4- ^
s!
41 / • 0

-fê^-Â--)-^:

><H^^-»o-^'^-;2,- c<)s
ûL)i û?Z
ïT"

Dans cette formule. Si devra être remplacé par sa valeur (21) au moyen
des paramètres ^o, y, o û ^ , oja.

7. Ceci posé, la pression dans le fluide est donnée par l'équation
d'Euler

(36) p=po- •V^

où po est la pression (positive quelconque) a. l'infini. Pour que la
solution puisse être acceptable, il faudra qnep ne devienne nulle part
négatif, et par sui te que l'on assujettisse V à ne dépasser nulle
part l 'unité, si l'on veut que la solution soit générale. Comme V = e ' ^ y
T ne devra acquérir nulle part de valeur positive. Ceci impose notam-
ment que l'on ait, comme on l'a déjà indiqué plus haut,

(37) a>o. .

Comme T est dans la demi-couronne une fonction harmonique de X
et Y, régulière dans le domaine, il suffira, pour assurer le signe de
cette fonction, de faire en sorte qu'elle ne devienne pas positive sur
les frontières.

Ceci ne sera d'ailleurs pas suffisant. Il faudra encore s'assurer que
la configuration du plan z, résultant de l'application delà formule(35),
répond bien à la figure 3 quant à la disposition des lignes À^ Àa, ^.
'k^ et X^ doivent ne pas se couper, de manière que le sillage arrière
soit d'un seul tenant; ceci sera assuré si ces lignes sont convexes
partout vers le f lu ide du mouvement, ce qui revient à dire que
l'angle © de la vitesse avec Ox aille en décroissant quand on parcourt 5^

Ann. Ec. Norm., (3), XXXI. — NOVEMBRE 1 9 1 4 - 6o
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depuis le po in t C jusqu'à l 'infini, et en croissant quand on parcourt X.>
depuis B jusqu'à l'infini. Quant à la ligne de glissement X, il faudra
qu'elle soit située tout entière dans l'angle BAC, en avant des deux
lames.

Les conditions précédentes, qui sont évidemment nécessaires et
suffisantes, pour que la solution soit acceptable, vont nous imposer,
entre les constantes introduites, quelques relations nouvelles.

Commençons par traiter ce qui concerne les lignes libres.
On décrit les lignes ̂  et Â^, en partant du point C pour arriver au

point B après être passé par le point à l ' inf ini , quand Z varie en restant
réel, et en croissant de -L- q à -+- i . Dans ces condit ions, voyons si
l'angle © décroît constamment. Comme Q est réelle dans l'intervalle
en question, on a alors ©(-s) == û(^); c'est une fonction de Z dont la
dérivée;, ainsi qu^on s'en assure aisément, a le signe de l'expression

W "'•'"{îfë'^-^.)-^»^^)]^^..-..

Cette expression elle-même reste cont inue dans tout l'intervalle et a
pour dérivée

IV/ \ ^î 1 /^l 1 r, ^i \ f Wi , r, ^1 VIu(a)=-7àLP(ïïlogz-^)-p(zïlo§z-l-1ïl•yo)J'
qui garde un signe constant pour les valeurs de Z considérées. © sera
donc toujours décroissant si les valeurs extrêmes de U(Z) sont néga-
tives. Ces valeurs sont
(39) U(y)=--2<^^,+^l,o-a

et

(40) U(i) ̂ -.^Ç^.o+î^^a.
T. 71

Si maintenant on observe que la différence U(y) — U(i) peut s'écrire
successivement

U(y) - U(i) = 2<o/Ç^,,- Ç ,̂̂

f.»! ^"I \ 1 ~wiP'^^=^^-^^-^^+^+.,,^—————,

P-^o—^
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et qu'elle est par suite positive, i l en résulte que la forme des deux
lignes X^ et X^ sera assurée si l'on a l'inégalité

, , v - GO) 2Yîi<jt) i(41) — a ^ ^ — S Q - + - ———SQ— a=o.

Considérons ensuite la ligne À que l'on obtient, du point D au
point E, lorsque Z réel croît de — i à — q. On a alors

]OgZ=logp + lit

en désignant par p le module de Z; et û(/s) devient

, /o)i , &)i \
- , T^P-^-^ /.r,,.. a \ ,
(log-^-————c^—————^(-^^- ̂ )(logp+^)+.-a-â.

^Tï10^-^0-^}

L'angle @ de la tangente à À, avec 0^, est la partie réelle de cette
expression. Mais on sait que

^{u •+" &)i) •==. e^^^i^i u^

de sorte qu'en remplaçant et réduisant il vient pour Q la valeur

, /û)i , û)i \
<3 ' l———10gp-———,îo / v., \,/,7T • TT / .^i&)i /2"/li&Ji a \ , , . , .t}oë——^.—————^-^^.s,4-^--^-.o-, (logp4-^)+.-a-^
^(^lo^+^^

On constate en passant que le coefficient de i est bien — a; et la
valeur de @ est

, /(Oi , ûOi \o' « — l o ^ p — — S Q ) . .
., . /., . ., UTT Di TT 7 /2Y3iûûi a\(4.) ® (p )== , l og——————+^-^_ ^iogp+^-a-..

^(^logp+^.,)

Ecrivons donc que cet angle décroît constamment lorsque p croît;
alors nous serons assurés que À tourne sa convexité vers le point A,
et qu'elle est entièrement en avant des deux lames. On voit sans peine
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que -.- a le signe de la fonction

/ / 2 \ I-T / \ r^ ( ^\ i ^1 \ „ /û)i , &)i \1 273iCOi(43) Ui(p)=:œJ ÇJ^logp—-^.?J---Ç^f•^log tp-+-^^J •+-^—-^~a,

et que cette fonction est continue et varie constamment dans le même
sens. Ses valeurs aux limites sont, par un calcul facile,

(44) U,(y)==-2c^^.9o+^^o--a
7T 7T

et

/ f f\ r r / \ ^ clt)! 2yll ^i(45) Ui(i) =-=—2œiÇi—.yo+——.îo—a.
TT TT

II suffira que ces deux nombres soient tous les deux négatifs. Or la
différence

U,(i)-Ui(y)==:2a),^^^-Çi^^)

/ , û0i , û>)i/ p^,, p/^,,

= œ i

û)l û)i
^^^-^ P^^O-^

(^—ei)p^.9o

coi \ / ^i \.p-^^-^Hp-^^-^

est visiblement positive, de sorte qu'il reste l'unique condition

(46) Ui(t)$o.

D'ailleurs, si l'on forme encore la différence U(y) — Ui(i\ on voit
qu'elle est égale à

/ \ f ̂ i
/ ^ ^ \ ^i———^P———SQvw-w^^-^^=.——————

(P^^-e^p^^-e^

et qu'elle est négative. En conséquence, les deux conditions (4i)
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et (46) seront remplacées par la condition unique

(47) u,(I)=-2r.),Ç^^+^)l^-a^o.

8. Voyons maintenant ce qui concerne les vitesses. Sur les deux
segments de l'axe OX qu i bordent le domaine du planZ, on a vu queT
était égal à o ou à — a. 11 n'y a donc à s'occuper que des demi-circon-
férences.

Pour Z = e1^ on a immédiatement

^(.~.o) , ,
(48) Û(^):=no^——1——————4.(i^^al^+^a--<î.

^ C<) i , . \ 7T"' 7T /
°—(^4- . îo ) x /

On constate sans peine que le logarithme qui y figure a pour partie
imaginaire I-K lorsque s est compris entre o et ^, et zéro lorsque s est
compris entre ^ et TC; de sorte que l'on retrouve bien, pour partie
réelle, — a — S dans le premier cas, et TC — a — à dans le second.
Quant au coefficient de /, il est égal à

^ ^ ( . ç — — — — — ^ )

7T / 2 7 ] i C O i à
(49) F.(,Q=log —————- -^-^--^,.

J —— { s -1-^0)

Cette fonction de s est discontinue seulement pour $=SQ, valeur
pour laquelle elle devient égale à — co. Ses deux premières dérivées
sont

et

clFi coi T.. û)i / v <.&)i, .1 27)tûôi a^^[^-^-^^J^-^-'0-^
d^Fï ^\ r ^ i . \ c*)i/ • }-^—^[p^^-^-p^^^i-

Cette dernière est évidemment toujours négative, car elle ne s'annule
pas à l'intérieur de l'intervalle o, TC, et elle devient négative sans
changer de signe pour s ==^o- La dérivée première est donc décrois-
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santé ; pour s == o, sa valeur est

-^^^..-^uoxo

et pour s === 71:3,

-^...-.•y.———^.);.,

ce qu'il était du reste facile de prévoir à cause des calculs du para-
graphe précédent.

On voit donc que, d'après les conditions déjà écrites, F^) sera
décroissant dans l'intervalle o, s ^ ; il y sera donc négatif, puisque sa
valeur init iale est nulle. Mais dans l'intervalle ^o, 71:, FY^) partira
de — co, passera par un maximum, pour revenir à la valeur (néga-
tive) — a. Imposons alors la condi t ion

/ ^ „ ^ 0)i SSIOi ûûi(5o) - 2&ï iÇi—5o+ —l—^^a==o.
TC 71

Alors le maximum en question sera atteint pour .?==TC; il sera éffai
à — a, et par suite on sera certain que F,(.y) reste constamment
négatif. On voit de plus que, dans ces circonstances, la vitesse, nulle
au point 0 dans le plan s, ira en croissant de o à i le long de OB, et en
croissant également, de o à <?-% le long de OD.

Reste à envisager la parois, qui correspond à Z==y.(?" (ô<5'<7r).
Pour une telle valeur de Z, û devient

^ ^ ( ^——^)+^3
ilog r^i

^ -^(.y-+-^o)+C,>3

^1^1 a\ /. '7TC,)3\
————— , 9 — — „, ( .̂ _ _—— -4- TT —— a -
, TC2 7T/ \ lù)i 1

ou bien (c/. TANNERY et MOLK, XII, 3)

^^-^ ,. , ,^^^^s--^-^---s-^'-•
TT
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La partie réelle, à cause de la relation connue
4?9

(5i)
m:

'/h^——^h^l == — — ?

se réduit à a -- à, comme on le constate en passant ; et le coefficient
de i devient

(52) F,(.y)=log
'-' 3 —— ( •<> — '̂0 )7T

^•^-(^ -+-^o)

/2^^ a \
^-^o-^.

Or, on voit sans peine que cette expression varie constamment en
décroissant, —2 variant elle-même en croissant de

as

-^.^-^•.——;°w<»
9.fx)i „ ûh 2 Y ] i C û </scx) i o. wi ^/n uji <» i ,- / \ „^^o+^^-^=^(ç)<o.

Il en résulte que, sur la paroi EC, la vitesse du fluide va en croissant
constamment depuis e"^ jusqu'à x .

9. Observons ici le sens physique de la condition (5o) rencontrée
ci-dessus. Je vais fa i re voir que cette cond i t i on exprime que le rayon
de courbure de la ligne de glissement X est inf in i au point D où elle se
détache de la paroi AB. En effet, d'après l'égalité (22), le long d'une
ligne de glissement, l'arc est égal à

rl^\=e-fï d- x j ^ Z j ,

et le rayon de courbure, à

=0^

dz.
~dÏà

== ^"•T

d.f
d'L

x j ^ Z

df
dL

'dW
dl

df
eh ,, dZ

(53) X= -^ =^1 -^ '

Or si l'on se rapporte à l'expression de —L? tirée de (33) et (34)? on
constate que, lorsque Z réel tend vers — i, chaque facteur reste fini et
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non nul, à l'exception du facteur

pf^lîogZ+^-^-pf^logZ-^-^
<r \,/,7T 21 " V Î T 21 y

qui tend vers zéro. En outre, la dérivée -7^ ne s'annule pas en ce point;
cela résulte facilement de ce que la différence

'̂fê'0^-".)-''̂ -;?-".)
ne s'y annule pas : elle devient en effet

2Pf[—•Jr-^l—^},\" " /

quantité qui ne serait nulle que pour y égal à une période

2 y] ù)\ 4"" à 'fl (x>3 ;

mais alors p ( Y l ^ œ ^ ) serait i n f in i , et nous devons évidemment sup-
poser le contraire.

Un calcul analogue s'applique lorsque Z réel tend vers l 'un quel-
conque des nombres — y, -+- q, + i. De sorte que si pour l'une des
valeurs — i, — y, + y, + i , de Z, — ne s'annule pas, le rayon de
courbure de la ligne de jet correspondante sera n u l au point de raccord
avec la paroi fixe. Ce sera le cas pour 7^ et À^, aux points C et By et
pour \ an point E. Pour ces trois poin ts , en effet, — devient propor-
tionnel aux trois nombres U(y), U(i), U^y) respectivement; et ces
trois nombres sont tous différents de zéro.

Au contraire^ la condition (5o) entraîne

(d%\
\^)^=Q
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et l'on à en outre sur l 'équation (Zp)?

d2^ d^ i ( [" „ /coi coi \
^-^-——^i^L HTÎ10^---^0}

-, /ûh , ûûi M 2YîiCOi î_ç^logp+^j+———^-aj

û)2 ( /û»)i . COi \
4, 1 j — n —logp — —*?o 4-ûûitn2^] â \m: 0^ TT u y

/ûôi , C»)i \ )
+P^IOgp+^3+^j

et l'on voit tout de suite que cette quantité s'annule aussi pour p === î ,
ce qui correspond à Z == î.

Le rayon de courbure au départ de la ligne de jet 'X, en D,' est donc
infini , comme nous voulions le prouver; ceci est d'ailleurs bien con-
forme à la nature physique de la question.

10. Tout ceci étant acquis, il reste encore, pour placer l'obstacle
dans le courant, à écrire, ce que nous n'avons pas encore fait» que la
vitesse à l'infini est parallèle à l'axe des x du plan s, ce qui assu-
rera aux deux lames AB et AC les inclinaisons requises. Il faut donc

tit^ TCY

exprimer que @ est nul pour Z ==7 == qe^-= q.e^. On a ainsi la
condition

. / y ^i \
W nog:^^^^^^4-^^
v 4/ b / y ûûi \ V TT2 ° 7T/\ ^1 ^l7cr f'h "+' —î "+" — ^o )\ ïi 7r /

ce qu'on peut encore écrire, après quelques transformations,

- fJL—ïl^
(55) .log 3 Y ^'(^^^^^(^^s^.)^^^
v / 0 / 7 MI \ ^û>i 2û)i \ TT /

'^iî^^^
En considérant par exemple la formule (54), précisons, ce qui est

essentiel, la détermination du logarithme qui figure dans le premier
Ànn. Èc. Norm., (3), XXX^ - DÉCEMBRK 1914. Ô1
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terme. Ce logarithme provient de l'expression

log-^"•^-^
^"•^ï"-;

à laquelle nous avons attribué la détermination égale à rn; pour Z == i.
Faisons alors varier Z sur l'axe réel, depuis le point i jusqu'au point q
en passant par le pointy; les imaginaires

û)l , ^ G)i^=^log/--^

et
C»)l , r, ^1^= —logZ-i- —?o
^TC 7T

décrivent deux segments de droites verticales, à partir de l'axe réel,
ces segments étant situés dans le second et le premier quadrant res-
pectivement, et étant en outre symétriques par rapporta l'axe imagi-
naire. Le point c^ part d'une position ini t ia le placée sur l'axe réel
(côté négatif), et, si Z décroît de i à y, il reste toujours du même côté
de l'axe réel, saïa-s traverser jamais l'axe des quantités imaginaires,
puisque oU, ne redevient ni réel, ni imaginaire pure. Le point oU> part
d'un point de l'axe réel (côté positif) et décrit la courbe symétrique
de la précédente par rapport à l'axe imaginaire. Il faut maintenant
s'assurer si les courbes décrites parles points a'u^ et 0^2 sont au-dessus
ou au-dessous de l'axe réel. En considérant par exemple o^, lorsque Z
arrive à la valeur y, u^ prend la valeur ^$^ + 0)3 à laquelle correspond
pour o^ la valeur

( \ C^l
, 6)1 \ ^ a — A ' o . , a)i

1 1 . ^ - —— SQ 4- 03 = e 7C CÏ'G.)3 Cî'3 ~ ,îo
TT / n

(<?/, TANNERY et MOLK, XII, 3). Or (Ibid.y L ï y p. 201) la quantité 0^3û)l^

est positive, ainsi que-0^3; de sorte qu'on peut écrirey m1 désignant
un nombre positif,

^^,^^}^^,^^\
\7r. /
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L'argument de cette imaginaire est

(56) 1 4- —^^^.so
'2 ( "TT

ou bien
î / ,-^)-^ ^
2 \ 'ÎT./ 7T Z

en uti l isant (5i), la valeur de cet argument nous permettra de placer
avec sûreté la position finale des points a'u^ et o^, et par suite nous
apprendra si les chemins décrits par ces deux points sont au-dessus ou
au-dessous de l'axe réel. Nous utiliserons cette remarque un peu plus
loin.

Comme le coefficient dez dans l ' imaginaire log^ est égalàladiffé-
^ il g

renée des arguments despoints er^, et 0^2, cette différence devant être
égale à TC pour Z == ï , on peut prendre en ce point l 'argument de a'u^
égal à TC, et celui de c^ égal à zéro; et l'on en conclut immédiatement
que la détermination qui convient pour l'imaginaire pure

/ y c.̂  \^ ^ -+- JL _ -J. ,ç
, \ 2 1 TT
^ë—7————:———7.——(-y ^i \^ H- -4+ —.s-o

^ " 9.t 7T "/

sera celle dont le coefficient de i est compris entre o et TC dans le cas
où les po in t s a'u^ eta'u^ se placent au-dessus clé l'axe réel, entre ^
et 2Ti: dans le cas contraire. Dans le premier cas, le premier terme de
l'équation (54) sera négatif entre o et — TC; dans le second cas, négatif
entre — ir et — â-rc.

11. En résumé, il résulte de tout ce qui précède, que la solution
actuelle du problème est tout entière construite au moyen de l'intro-
duction des sept constantes c^, 0)3, y, s ^ y a, a, Sy entre lesquelles il
existe les conditions d'inégalité et d'égalité suivantes :

a <-o, ! . ! ! ^ , :
o < SQ < TC

a^3, ! . ! ^ , ! . ! ^ \ ! ! ,

•(57) o<y<——,

h<.<., ^ • •
1 o < a ±: S < TT ; • !



484 H. VILLA.T.

( 58 ) TT — 20 — ^o -4- a —• = o ;
^ûJi

/ K \ <- (A)! 'iQiÛL)i(09) — 2coiÇi—.Ço+2——^o"-a =0;

G'Iû^-i-"7-.——^^o) / ^ / s
(60) Mog-4———i——J——.+îj^^-alf-^L+^-l+^-a-.^o.

^+Z+^ \ TC A ^ 2M^
\ 2 î 7T /

Si l'on se donne la grandeur et l'inclinaison des deux lames AB et AC,
il faudra joindre à ces relations deux égalités exprimant que les lon-
gueurs AB et AC sont données. Ces deux relations, que je n'écris pas
ici, jointes à (58), (59), (6o), permettront de déterminer les cinq
constantes o^, (03, y, ^o, a, encore inconnues, (a et S sont pîirmi les
données.)

Toute la question revient donc à démontrer, en fin de compte, que
les précédentes conditions sont compatibles. Pour parvenir à ce
résultât, au lieu de nous donner les longueurs et les inclinaisons des
deux lames, nous remplacerons la donnée des deux longueurs, par
celle des deux demi-périodes co^ et 0)3. Nous en déduirons, au moyen
des équations indiquées, les quantités a, s^ et y. Les longueurs des
lames se calculeront ensuite par l'application de la formule (35) inté-
grée le long des frontières du domaine du plan Z; et aucune difficulté
ni impossibilité quelconque ne pourra apparaître dans |ce dernier
calcul.

Supposons donc connus les nombres a, S, co<, 0)3 ; et montrons qu'on
peut ensuite obtenir les inconnues a, ^, y, satisfaisant à toutes les
conditions imposées (en admettant bien entendu que a et ô satisfas-
sent elles-mêmes aux conditions déjà écrites).

Si nous posons
_ c<)i a

7T ' oî ^^î9

les équations (58) et (5g) s'écrivent immédiatement

(61) ^==-^+^u,
^i

(62) iï == —— { — u + 2 oc — î r )
2COâ \&)i )
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et l'on doit avoir
0 < U < COi, 33 > 0.

485

La fonction — ^ n -h^u est facile à construire dans l'intervalle o, o^ûûi
pour u. Elle croît constamment, de o à +cx>y celaj'ésulte de ce que sa
dérivée, ^-+ jp(u -4- co^), est manisfestement elle-même croissante,
à partir d'une valeur initiale

ï4-61'û>l

valeur qui est positive, puisqu'elle est égale à

Tt2 / r
•2TT

4<72

2û t>^ \ 2 ^-^ ( ï+y 2 ") 2

\ n=l y

(ç/'. TANNERY et MOLK, XXX, 1). Dans le plan uûtï , la fonction

-^"+^u
û)l

est donc représentée par la courbe F de la figure 4- On peut alors tra-
duire les deux égalités (61) et (62) par la construction géométrique
suivante :

On prendra sur l'axe Ou un point P dont l'ordonnée, positive, soit

Fig. 4.

égale à la quantité—(2 a — n:); par ce point on mènera une droite D
m:de coefficient angulaire ———? puis on prendra le point d'intersection M

2ût)i CJg



486 rr. VILLAT.
de cette droite D avec la courbe F. Les coordonnées îî, îî, du po in t
d'intersection dont l'existence est manifeste, et qu i est unique , comme
on s'en assure facilement, fournissent la solution des équations (61)
et (62). On en déduit immédiatement les nombres ^ et a, le premier
ent rée et TT,de second positif , répondant aux équations (58) et (5q).

Reste maintenant à obtenir y, au moyen de l'équation (60).
A cet effet, observons que, d'après les calculs du paragraphe 7, la

fonction de Z,

^lo-Z-^^ , -— iu^^ — — A O i .
• i V^ TT / /îr/] ia)i a \ , ,, .i log———————i--+- ———^3— - Iog-Z-4- T T — a — $,

, / û . , ) i , „ G)i \ Y 7^ TT/ 0

3' ——lOg;/ + -—.yo x /

\t7t cl 7T 0/

quand Z réel varie de y à i , varie de a —- a à — a — o, en décroissant
JEl

constamment. Par suite, en posant Z^y.^1 lorsque y varie de o à
•^i? la fonction de y,

^ / y ^)1 ^
nog:!̂ ^- ^ ^ ^ ^+^ , \ \ ^ A ^i ^oJ

décroît de ûa — TÎ à — ît. Elle prend donc une fois et une seule la
valeur — ir -h a 4- §, puisque celle-ci est comprise entre les deux limites
précédentes, d'après les hypothèses faites sur a et &. Donc, dans l'inter-
valle o, —i? l'équation (60) admet une solution et une seule par
rapport à l ' inconnue y.

Ceci démontre par conséquent la proposition énoncée : la solution
des équations (58), (5g), (60) existe et est môme unique dans les
conditions imposées.

12» Si l'on veut maintenant effectuer pratiquement le calcul d'un
système de solutions de ces équations, pour y parvenir plus aisément,
le mieux est, en modif iant légèrement la marche qu'on vient d ' indiquer ,
de se donner à l'avance des valeurs convenablement choisies,
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de co^ (Og, ,9o, Y ; on en déduit ensuite a, a, §. Il ne sera pas inutile d^n-
diquer ici explicitement la marche du calcul dans un cas précis.

Nous nous placerons, pour fixer les idées, dans l'hypothèse

(63) û)i==°^=7r.i

Cette hypothèse entraîne Çcf. HALPHEN, Fonctions elliptiques, t. I,
p. 281)

'K
^1^1= j -

On en conclut donc

(64) ^=-^

et, par suite,
L•^-/r

On a en outre

(65) q=e^ =: o,o.^3ai. ..,

d'où facilement, en ne conservant partout que cinq décimales,

q^ == 0,455 92. . .,
Jl

<y2 r= 0,00898 ... i

q^ =: 0 ,00186. . . ,

c/3 ==0,00008. .. i

y4 ==: o , 000 00 ... ;

les puissances suivantes de y sont toutes négligeables à ce degré
d'approximation.

Faisons maintenant
(»)i 7T

(66) ,,=-^==u=^.

Nous aurons, pour calculer a, l'équation

[ „ /7t\ ïi, 7r1a=-^>,k,y-^^J-
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Or on a (TANNERY et MOLK, CVI, 2)
7"==' 00

. Y3l 7T T.U 27T ̂  (—l)^27' . 7-7C MÇ ^ / , — - l ^ = : — — — t a n g - — — - + - — ^, -————sin——3
-l coi 2œi ^SûJ i &)i A-' i — ^ 2 ^ ûi)i

7'==1

formule valable certainement pour u réel. On en conclut ici

7: ^_ i r ç2 <76 , ^y10

^ï-T-'-i-^rz^i-i-^^ x-^o^ I J çî _^—+-^+ 1
-"""i"2^^"^ i-ç6 x — ^ 0 1 " " ] '

Si dans le crochet nous négligeons tous les termes à partir du second,
on se rend facilement compte que l'erreur commise est inférieure au
nombre

.f ^ i ^f ^ i ^"1
li-y4 i - q 9 ]'Li-y4^^8

et est par suite négligeable, au degré d'approximation supposé. Il
vient alors

-, 7T "/]i ^ o /Ci- ——=:— 0,50874.. .
12 ^

et

(67) a=3 , i65n . . . .

L'équation (58) nous donnera ensuite, en radiants,

(68) a ==2,367 Q O . . ..

Cette valeur de a tombe bien dans les limites prescrites.
Calculons maintenant S, en choisissant pour y la valeur

(69) y==7 l==&) i ;

il vient dans ces conditions

/a'yii^j \ / c*)3 y \
?r — a + ——i^o— a — — -+- •——

\ TC / \ ^1 2(x4/

=== o,77364... +(-2,37972.. . ) ( — — ) ==-1,9635o. . .\ ^/



DÉTERMINATION DES PROBLÈMES I)9 HYDRODYNAMIQUE. 4^9

et, en remplaçant dans la formule (60),

.(-TC-^)
(70) o=I,9635o...-^-^log—v——2———2 / .

, / 7T .71 \
^ - -+- 1-]
\ 2 2 /

Précisons la déterminat ion du logarithme qui reste à calculer. Nous
sommes ici dans le cas où la valeur finale de la quantité qui a été dési-
gnée au paragraphe 10, par c^, a pour argument \cf. form. (56)]

7T I _ STT
^+^Ïl3^0--8-;

les courbes dont il a été question à Fendroit rappelé sont donc certai-
nement s i tuées au-dessus de l'axe réel, puisque le point ^u^ se place
finalement dans le premier quadrant . Donc la détermination

^-ï4-?) •de ïloff——^——- devra être comprise entre o et — TC.0 , / ^ ^\ ~^ " -i- —\^ a./
Nous la calculerons en u t i l i san t la formule (cf. TANNERY et MOLK,

CVI , i )
/* rs: uo

/ , , . , Sûi)i Yî i^2 , . TCU , ̂  q^ ( . /"7r^\2

(7,) log^==log^ +-^ -4- logsn, ̂ 4-^ ,.(,!_ ̂ •) (asm T^J
/•==!

qui est valable comme on sail, pour ^ == 2aa )^ •+- ib^^^ si [è| est
inférieur à .ï-, ce qui est le cas ici, (a == =b ̂  & ::=,7)* Û0 a ^onc tout

d'abord
Io^(^^ï)=^ooy3+^+!ogsi^(?"h't)

S ^^ • ^ /^^ .rTC\
+ /-^^^-(T^'T)'

l

Le terme général de la série qui figure dans le second membre a pour
module

4 q^ ( . , TC . , 7C . ' Î T , TC \ 4 Ç271" ' 1 2 ^—-—/.—— sin2 7- cli2 7" -+- cos2 y sh- 7- < ——-—y ch2 y;r ( ï — /72^ ) \ 4 • 4 4 47 r ( i - ̂  ) 4
Ânn. Ê,c. Norm., (3), XXXI. —'.DÉCEMBRE IQI/I. ^2
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cette dernière quantité, à cause de (65), s'écrit

/ i' —^ \ 2 3/' f r\2 li'
4^ ^ ï „ ̂ ^-i-^^ ^ ̂ Vi-^/2; ^T

/•(r-^-J ' 4~ r(i—^) ^.(j—^) <- ,. 5

comme on s'en assure facilement, dès que r est supérieur ou égal à i.
Si dans la série on s'arrête au rang r— î, le module du reste est donc
inférieur à

'it 3(r-H)
2</ 2 2<7 2 2 '-( Ï\—_ -i- -J——— 4- .. . < - <72 \ i + 2 /7 2 /r /• -+-1 r 1 ' ] /

comme il est aisé de le vérifier. Pour r=2, ce reste est donc en
module inférieur à 0,00008 ... x 1,01796 . . . <; 0,0001. En ne conser-
vant alors que le premier terme de la série, il viendra, avec l'approxi-
mation admise,

/ \ i ^/ /7T '^\ i ^ i F' \f^- f i 7T . , Tr\"1(7.) )og^+^=log2+^+log[^(d^+<sh^)J

2^2 / , 71 . , TrV
4- ———/ ch y 4~ î Sll y •i — y 2 ^ 4 4/

La quanti té log r^(ch^+ î s h ^ ] doit être considérée comme égale
à sa détermination principale {cf. TANNEBY e tMoLK, /oc. cit., t. ÏII,
p. ni), c'est-à-dire à celle dont le coefficient de i est compris
entre —TT et -f"-w (ici évidemment entre o e t î ) -

^ \ . 2/

On aura de même, avec la même approximation que ci-dessus,

(,3) lo^(-^.î)=l.^-ij+|og[_£(ch^-,,b^)]

2^2 / TC . , 7 rV"+" ———- ( ch -r — i sh 7- ) ?
i — ^ V 4 47

la même observation s'appliquant au logarithme qui figure au second



DÉTERMINATION DES PROBLÈMES D'HYDRODYNAMIQUE. 491

membre. On en conclut

tf(-î+^ .
, \ 2 2 / ir. , V 2 / , 7T . , 7r\

^^ .^-^T^1^^^^-13^)^
V 2 2y

, | \/2 f , TÇ . , 7T \ | 4^2 i ̂— log --— ch -7- — ; sh -7 — ——s sh - -
L ^ Y 4 4/J i — ^ 2 a

Mais on a, en introduisant l'arc tangente compris entre o e t -»

i r^ 2 /1 . 7 r • i ̂ ilog^ch^sh^)J

==lo^ ^ (ch 2 ^ + s h 2 ^ ) 4-^'arc t a n g f t h ^ )?
[ 2 \ 4 4 / J \ 4/

, r /^/ » ^ . , 7T\i^L'".^^-"^}]
== log f^ fch2 î -4- sh2 ̂ M 4- i\T: — arc tangfth ï)1,

L3 \ 4 4 / J L \ 4 / J
puis

shî^i=^,
2 -

2Ç*

en sorte que finalement

^^^ ^
(74) nog^-^——^=-^+J+^rctang(th^+2^.

'3' ( — •+- i — ^
\ 2 2;

Maintenant on a

th^-ir-i2
4^ ^" i+<72

en sorte qu^en posant

^^rrtangx ( Ô < X < Î ) 3
\ 2/

on obtient
/ , 7r\ TTarctang^th j l=^-—%.
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Ce calcul très simple conduit au résultat
/ ^\

arc lang( ih y ) ==0,5760 . . . .

On a, d'autre part,
q^—7— == o, oo86 ....

i4 -<7

En remplaçant il vient enfin

,/ TT .7r\^ ( — - + / , - \
(75) Ho^ ——2———H- =— 3, i4 î6 + i ,0619 =- i ,5797 ... ;

o'f ^- f- / '^)
\ 2 2;

d'où nous tirons

(76) < î===o ,3838 . . . .

Les angles que font les deux lames avec le courant à l'infini, c'est-
à-dire avec l'axe O.r, sont donc, avec une approximation beaucoup
supérieure à ̂ ^, et en radiants :

Pour AC,
. a —<3=: 1,9841 ... ;

Pour AB, en valeur absolue,

a 4- '<5==2,75ï7 ....

La valeur de § trouvée et celles des deux angles qu'on vient
d'écrire tombent bien dans les intervalles voulus. La figure corres-
pondante fournit deux lames faisant avec l'axe Qx^ l'un en dessus,
l'autre en dessous, deux angles égaux à peu près à ïI3036/ et à
i57°39'.

Rien n'empêche maintenant de calculer les longueurs des deux
lames; mais ce calcul n'est nullement nécessaire à notre objet. Quelles
que soient les longueurs auxquelles on est conduit, nous sommes
assurés, d'après les résultats du Chapitre I, de pouvoir trouver une
solution du problème de M. Levi-Cività, correspondant à l'obstacle
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ainsi constitué. Pour cet obstacle, par conséquent, nous avons édifié
deux solutions entièrement différentes, ce que nous voulions prouver.

Ces deux solutions fournissent deux mouvements permanents
distincts, relatifs au même obstacle, et satisfaisant tous les deux aux
équations générales de l'Hydrodynamique, aux équations d'Eulerpar
exemple. Pour ces deux mouvements, la pression est partout positive,
quelle que soit la pression donnée (positive) à l'infini. Rien ne permet
de dire laquelle de ces deux solutions, toutes deux acceptables au
même titre du point de vue de l'Hydrodynamique, est la meilleure.
Seules des considérations tirées de la viscosité, ou de l'étude de la
stabilité, pourraient permettre le meilleur choix. C'est là un point sur
lequel je me réserve de revenir.

On peut observer ici que, dans l'exemple qui vient d'être traité, les
deux solutions conduisent à deux états de vitesses le long des deux
lames, assez peu différents : dans la solution de M. Levi-Cività, la
vitesse est nulle au point 0 commun aux deux lames, et elle est petite
au voisinase de ce point. Dans la seconde solulion, la vitesse le long
de la liiçne \ est également fort petite, puisqu'elle est égale
^ e-a^o^iaS, environ. Mais c'est là un fait qui n'est pas général,
ainsi qu'i'l est facile de s'en assurer par la considération d'autres cas
particuliers. Et cela n'empêche pas, du reste, les deux solutions d'être
essentiellement et radicalement distinctes.


