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SUR

LES MOUVEMENTS HOLONOMES

DONT LES

EQUATIONS ADMETTENT DES FORMES MULTIPLES DE LAGRANGE;

Psr M. Er. DELASSUS.

INTRODUCTION.

. L'importance des équations de Lagrange, au point de vue pra-
tique de I'intégration, vient de la forme spéciale de ces équations et
une idée assez naturelle est de chercher si les équations d’un méme
mouvement holonome ne pourraient pas se mettre de plusieurs fagons
distinctes sous cette forme; s'1l en était ainsi, 1l pourrait arriver que
des intégrales premiéres non visibles sur la forme primitive fussent
mises en évidence par cesnouvelles formes ou que certaines intégrales
ne présentant aucun caractére particulier vis-a-vis de la forme pri-
mitive fussent des intégrales de nature tres spéciale vis-a-vis d'une
forme nouvelle et jouant un role prépondérant dans I'intégration.

Le probleme, posé sous cette forme générale, semble trés difficile a
résoudre, mais s'aborde assez facilement dans le cas de deux para-
melres et 'on arrive i ce résultat que sont seuls susceptibles de formes
multiples de Lagrange les mouvements dont les équations sont, au
moyen de parameétres convenables, réductibles a celles du mouvement
d’un point dans un plan.

Effectivement, le mouvement plan d’une molécule est susceptible de
plusieurs formes et ['on aurait pu y étre conduit par la remarque trés
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simple que, en coordonnées cartésiennes obliques, les équations de
Lagrange se forment avec la force vive

2T =2+ y"2+az'y' cosb
et le travail virtuel

&= (X +Ycosh) oz + (Xcosd+ Y)dz,

mais que les équations élémentaires du mouvement, valables en coor-

données obliques, sont
2 — X, y/':Y

et peuvent &tre considérées comme les équations de Lagrange formées

avec la force vive
2T =2+ y"

et le travail virtuel
&=Xodzx + Ydy.

Nous avons donc deux formes de Lagrange, ne fournissant pas les
mémes ¢quations mais des équations équivalentes algébriquement.

Cette simple remarque que 'on généraliserait pour I'espace indique,
pour le mouvement ponctuel, la possibilit¢ des formes multiples
et I'on montre facilement qu’il en existe dépendant d’une forme
quadratique homogene arbitraire & autant de variables qu’il y a de
parameétres.

Le sujet qui nous occupe est done trés limité. Il conduit a des cas
d’intégration par quadratures qui paraissent n’avoir pas été signalés,
par exemple i des lois de forces centrales contenant, comme cas tres
particuliers, les lois de MM. Darboux et Halphen.

Parmi les cas d’intégration par quadratures auxquels on est amené
par la considération des formes multiples figurent des cas présentant
une assez grande généralité et se ramenant, par des réductions, i des
cas (rés particuliers, les uns évidents, les autres signalés par divers
auteurs (MM. Lecornu, Appell, etc.). Ces cas, qui paraissaient absolu-
ment indépendants les uns des autres et qui avaient été vus en partant
d’idées bien distinctes, relévent donc, au fond, d’une méme idée. A ce
point de vue, la considération des formes multiples sert & grouper bien
des résultats épars en les englobant dans un résultat unique mais
beaucoup plus général.
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Géneéralités.

2. Les équations du mouvement d’un systéme holonome défini
par des paramétres indépendants et soumis & des forces ne dépendant
que de la position se forment au moyen de deux expressions, la pre-
miere est la force vive 2T et la seconde le travail virtuel & des forces
données appliquées au systéme.

Ces deux expressions permettront de construire des équations de
Lagrange bien déterminées, elles constitueront une forme de Lagrange
et, pour abréger, nous dirons que c’est la forme

(2T, &).

Une forme peut se modifier de bien des facons sans que les équa-
tions de Lagrange soient modifiées, en entendant par Ia que ce n’est
pas seulement I’ensemble des équations, c’est-a-dire le systeme, qui
reste équivalent & lui-méme, mais que ¢’est chaque équation, prise
isolément, qui reste équivalente a elle-méme.

1° On peut multiplier 2T et @ par une méme constante choisie arbi-
trairement.

2° On peut (¢’est le principe d’équivalence des forces vives) ajouter
o , ., b . . . . ..
a 2T la dérivée totale exacte - d’une fonction arbitrairement choisie 0
des parametres et du temps.

3° o étantune fonction arbitrairement choisie des parametres et du
temps, on peut ajouter 20 a 2T en ajoutant simultanément a & la

variation virtuelle
—_— O = — ﬁi)-(f-)a(/.
el Oy

Lorsque 2T n’est pas homogéne, on peut ainsi prendre des groupes
de termes dans 27T, et les remplacer par des termes dans &; c’est cette
transformation d’une portion de force vive en travail, c’est-a-dire en
forces, qui constitue, en réalité, Uintroduction des forces fictives dans
la théorie du mouvement relatif.

On peut de cette facon faire passer tout T, dans &.

Réciproquement, si ’on trouve dans & un morceau qui soit une

dnn. Ec. Norm., (3), XXXIII. — Mars 1916. 10
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variation virtuelle exacte, on pourra le supprimer en le remplacant
par des termes convenables de 2T. En particulier, s’'il y a fonction
de forces, c’est-d-dire si & est une variation virtuelle exacte, on
pourra faire passer tout & dans 27T et arriver ainsi a une forme

(2T, 0)

qui sera & fonction génératrice et que nous représenterons plus sim-
plement par 7

(2G).
En résumé, toutes les formes

. db s
<2I&T + = “+ 20, KE— oo)) ,
dans lesquelles K est une constante et 0, » deux fonctions arbitraires
des ¢ et de ¢, fournissent les mémes équations de Lagrange. Nous
dirons que toutes ces formes sont équivalentes.

3. Considérons un systéme de Lagrange (2T, ). Nous savons que,
généralement, les intégrales premitres sont mises en évidence par
les groupements de termes provenant de 2T et particulierement par

les portions
dt dr/’)

qui sont des dérivées exactes et permettent, par des combinaisons, de
former d’autres groupements qui sont encore des dérivées exactes.

Les modifications apportées 4 2T et & et qui ont été indiquées pré-
cédemment permettent de mettre parfois en évidence des intégrales
non visibles sur la forme primitive. Il en est de méme du changement
de paramétres qui, effectué la plupart du temps sans régle directrice,
peut faire apparaitre I'intégrale des forces vives, intégrale visible, pro-
venant d’une intégrale quadratique dont I’existence pouvait méme étre
insoupgonnée. Ces modifications constituent donc une ressource assez
étendue quand la forme primitive ne met pas en évidence des inté-
grales premiéres de nombre et de nature tels que 'intégration par qua-
dratures en résulte.

Ces modifications sont-elles les seules possibles? Y en aurait-il
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d’autres plus profondes susceptibles de mettre en évidence des inté-
grales premiéres que les précédentes ne feraient pas apercevoir?

Pour traiter la question, il faut donner a la notion d’équivalence
sa forme la plus générale. Un systéme de Lagrange est un systéme
du second ordre linéaire par rapport aux dérivées secondes; vésolu, il
est de la forme

‘ gy =Pi(qys s Gy Gis oo Gnr L),
() L e e it ittt s e )

les P élant quadratiques aux ¢" mais ces formes quadratiques ne sont
pas quelconques.

Partons d’un systéme de Lagrange sous sa forme primitive (27T, &)
ot 2T est la force vive vraie. Résolvons-le par rapport aux ¢”, ce qui
nous donnera les expressions (1).

Soit alors 2T une autre forme quadratique des ¢’, forme assujettie
seulement & ce que son discriminant ne soit pas identiquement nul et,
(ui, par conséquent, peut avoir un signe variable. Nous dirons que le
systeme de Lagrange (27T', &) ol & c¢st une expression analogue & @,
est équivalent & (2T, &) si, résoly, il donne les expressions (1) des ¢”
et cela, quels que soient les ¢/, les ¢ et ¢.

Pour la commodité du langage et ne pas faire de confusions, nous
conserverons le nom de formes équivalentes pour des formes dérivant
d’'une méme forme (2T, &) par les modifications indiquées au para-
graphe 1, c’est-a-dire pour des formes donnant les mémes équations de
Lagrange et nous désignerons par « formes homologues » des formes
donnant des équations de Lagrange qui ne sont pas les mémes mais
fournissent les mémes ¢” par leur résolution.

Pour écrire qu’une forme (2T', &) est homologue de la forme (2T, &)
nous prenons les ¢” tirés de la premicre forme et nous écrivons qu’ils
vérifient laseconde forme; il peut arriver que cette vérification se fasse
avec une fonction 2T” dont le discriminant est nul, c’est-a-dire avec
une forme (277, &) qui n’est pas une véritable forme de Lagrange en
ce sens qu’elle ne détermine pas tous les ¢”. Nous dirons malgré cela
que la forme ainsi obtenue est homologue de la forme primitive et il
est indispensable de ne pas 'exclure car ses équations sont des con-



76 ET. DELASSUS.

séquences des équations véritables du mouvement, de sorte que toute
combinaison ntégrable formée avec elles donnera une intégrale pre-
miére véritable.

En résumé :

1° Une forme de Lagrange posséde toujours une infinité de formes
équivalentes.

2° On congoit qu'une forme de Lagrange puisse posséder des formes
homologues : les unes complétes, ¢’est-a-dire déterminant tous les ¢”
et pouvant remplacer la forme primitive; les autres incomplétes, ne
déterminant pas tous les ¢”, ne pouvant pas remplacer la forme primi-
tive, mais pouvant mettre en évidence des intégrales premiéres utiles
a considérer. Dans les formes homologues, laforce vive n’est plus une
forme quadratique & signe forcément constant.

3¢ Si, dans deux formes homologues, on fait le méme changement
de paramétres elles détermineront les mémes valeurs des dérivées
secondes des nouveaux paramétres, donc deux formes homologues
restent homologues par un changement quelconque de paramétres.

4. Le fait que I'existence des formes homologues est indé¢pendante
du choix des paramétres nous permet de simplifier un peu larecherche
des systemes de Lagrange possédant cette propriété en partant d’une
forme aussi réduite que possible. )

Néanmoins, dés que 'on arrive au cas de trois parametres, on se
proheurte a des difficultés analytiques considérables en disproportion
probable avec le résultat & atteindre.

Nous nous restreindrons alors & la recherche des systémes de
Lagrange & deux paramétres admettant des formes homologues; nous
trouverons des systemes d’une nature trés simple et nous considé-
rerons les systémes analogues & plus de deux paramétres, nous véri-
fierons aisément qu’ils sont encore & formes homologues mais, bien
que ce soit fort probable, nous ne pourrons pas affirmer qu’ils soient
les seuls & posséder cette propriété.
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I.

Les systémes a deux paramétres et a formes homologues.

5. Partons d’une forme de Lagrange formée avec une forcevive 2T
assujettie seulement a la condition que sa portion homogéne et du
second degré

2T, = A2+ 202"y +-By"

ait un discriminant non nul. Nous pouvons toujours décomposer 2T,
en deux facteurs linéaires distincts et, considérant ¢ comme une con-
stante, déterminer, pour chacun d’eux, un facteur intégrant, ce qui
permet d’écrire 2T, sous la forme

. (db 00\ (do  do
0 et o étant deux fonctions de «, y et ¢. Si alors on prend 0 et ¢ comme

nouveaux paramctres on est ramené i la forme réduite

2T =2C2' y'+2A,2'+ 2B, y/,
& == o 0 4 VY 6)’

C’est de cette forme que nous allons partir. Elle donne les équations
de Lagrange

dC dA, 0C
C yll o Yy 2 d}/ ¥ W 4+ A ot ot )

, 0G ' 0B, aC
PN 12 ’ 1 2
Cr'—=—a d——x+xW —+ T T

dans lesquelles nous représentons par W la quantité

oA _ 0B,
dy ox

Considérons alors un systéme de Lagrange

2aT=Xa"?+ 2Z2'y +Yy? +2X 2’ +2Y, y' + Z,
&=\ ox -+ oy
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et écrivons que les valeurs trouvées précédemment pour 2" et y” véri-
fient les équations de ce systéme. En annulant les coefficients des deux
polynomes du second degré en «' et y* ainsi obtenus, nous aurons
douze équations parmi lesquelles il y en aura neuf ne contenant que
les inconnues X, Y, X. Ce sont

X L oC Y Lo% . aC
(4%_;2}&2-)‘7’ (‘?{; == 0, ‘()_J:‘.—ldx,
oX oY aG J7 oG
C = == -— Co—=7—>
l‘dy ® ady 2Y() ’ oy dy
X LdC o Y oG o 0% o0
(JEZ‘-——XW—\.\V, (47)-[—-—-—1]?); +1\V7 (lm‘—lJ"d—"

Le troisiéme groupe montre que I’on a

7. —=KC(,
K étant une constante.
Le premier groupe admet la solution

X=o

et n’en admet pas d’autres si C et W ne satisfont pas i certaines con-
ditions d’intégrabilité.
De méme le second groupe admet la solution

Y=o

et n’en admet pas d’autre en général.
Nous trouvons ensuite les équations

NE) ) AN
o( =) =mw
_()Xi I ()Z1 1 ()Bl ” I)Ai

J
y =% _LO0L  x1fy(y 9B 0A,
T=% T30y ""C[Z (“""‘757) ”(“‘"—W)]
qui, en introduisant I'hypothése

X=Y=o, 7 =K,
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deviennent
oX, oY
Ty o, W
.-_()X-l I dZ1 - l)Al
=G T k(a5
o Y, 1L, . B,
J= 7{‘;(;7“‘(“‘ *—dr)'

La premiere montre immédiatement que I'on doit avoir

, - do
XI:I\A,—i— a"

. 7}
Y1:KB1+Z)‘;,

0 ¢tant une fonction arbitraire de «, y, ¢. Se donnant ensuite arbitrai-
rement Z,, 2¢ et & seront complétement déterminés. On a ainsi la
solution

n < ! 4 " ()9 ! 09 ! l/
2T'=2KCx'y'+ 2 <I&A1+-5;>x + 2 (KBM— W)y + 7y,
(L 0 T LN . [ AW
(9-—<KJ\.': 1 ax—dt'*;-a;>ox+<l{'ﬂb+m—z 0)’>0
qui, en posant
o=ty _ Jb
' 1) == 5 1 ‘()—t7
peut s’écrire
2T = 2KT ~}—%@ -+ 2m,

&' = K& — 0w,

et I’on reconnait la expression générale des formes équivalentes a la
forme proposée. Dans notre hypothése, le systeme n’admet donc que
les formes équivalentes & sa forme primitive, il n’admet pas de formes
homologues.

6. Pour avoir des formes homologues, il faut que les trois équations
en X admettent une solution autre que

X=o0
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ou que les trois équations en Y admettent une solution autre que
Y=o.

Or, si 'on forme les équations d’intégrabilité, on trouve qu’elles sont
les mémes pour ces deux systémes

()‘-’Iogc_o a 0log()+_\_’\_7>_0 _9'_(()108-(,‘_“7):0'
dxdy — dx ot [y oy J¢ C

La premiere montre que C est de la forme
C=f(z, t) o(y, ¢)

de sorte que, si I'on prend comme nouveaux parametres

/f(x,t)dx, /.cp(y, ¢)dy,

nous serons ramenés au cas de

C=1.

Avec ces parametres, les deux autres conditions d’intégrabilité

deviendront

oW _ IW _

or =% Gy T @
donc exigent que W soit une fonction de ¢ seulement. Si I'on fait un
changement

~ I

x = A, Y=
A étant une fonction de ¢ seulement, la forme de 27T se conservera; on
sera encore dans le cas de C == 1 mais W deviendra

’- -

e \V’:—%%—i—W(t).‘_'
Si donc on prend -
R Pf%wm.u
L=c¢ ,
on aura
: ‘ W =0

et alors la portion 2T, de la force vive pourra étre supprimée par équi-
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valence. En faisant passer le terme T, dans le travail virtuel, nous
arrivons au résultat suivant :

Les seuls systemes de Lagrange admetiant des formes homologues

sont ceux qui, par un chovx convenable de paramétres, sont réductibles ¢
la forme
2 T=nax'y,

~

C= . or+dy
ou, ce qui revient au méme, a la forme

2T =22+ 2,
6=Xox+ Yoy

qui caracterise le mouyement d’un point matériel dans un plan fize.

7. Le résultat précédent provoque un certain nombre de remarques :

1° La condition d’existence des formes homologues ne dépend pas
des coefficients du travail virtuel &, elle ne dépend que des coefficients
de 2T, c’est-a-dire de la définition du systéme matériel dont on étudie
le mouvement. On est ainsi amené & appeler systéme ponctuel tout
systtme matériel dont la force vive, modifiée au besoin par équiva-
lence, peut étre identifiée avec celle d’un point matériel mobile dans
un plan et a dire:

Pour que les équations de Lagrange du mouvement d’un systéme maté-
~riel holonome possédent des formes homologues, il faut et il suffit que ce
systéme maieriel soit un systéme ponctuel.

2° Considérons un tel systeme de Lagrange sous sa forme réduite

2]1 leg_‘_.)/./z’
) e=Xor+Ydy
et soit
F(x, y)

une forme quadratique homologue arbitrairement choisie. Considérons
la forme
2T'=TF (2", y"),
&= N\ o + _’Yo“);
dnn. Ec. Norm., (3), XXXIII. — Mars 1916. 1
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elle donnera lieu, puisque F est a coefficients constants, aux deux
équations de Lagrange

’

et, en écrivant qu'elles sont vérifiées par les valeurs X et Y de 2" et y’
fournies par le systéme primitif, on a

~ _ 1 OF
=5 9%

JoF
=7 5¢’

donc la forme
2T = a2+ y'2,
€=Xodx+ Yady

admet toutes les formes homologues

2T'=TF(z, y'),
¥

L
L

o I F'\
O-Z'—f—T-——O N

Y

7!

G =

e
=
"
)

F étant une forme quadratique homogene arbitraire a coefficients
constants. Ainsi, ou bien le systeme ne posséde aucune forme homo-
logue, ou bien il en possede et alors elles dépendent de trois cons-
tantes arbitraires homogénes qui se réduisent 3 deux non homogénes
puisque, par équivalence, on peut multiplier la forme par une cons-
tante abitrairement choisie.

3° Pour une quelconque de ces formes homologues, la combinaison
des forces vives s’écrit

1/ ,0F , OF , .
3‘(" 9 Y W) — (%12 1y
ou, puisque F est quadratique homogéne,

2

1/, OF Ik ® \ oy
_<°L'97 gy ) — a5
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ou enfin, puisque F est & coefficients constants,

é ((ITI; — ("2 =+ )

et ne peut étre une dérivée exacte que si, et ¥, sont les deux déri-
vées partielles d’une fonction de « et y indépendante de ¢. L’intégrale
des forces vives ne peut donc exister pour une quelconque des formes
homologues que si elle est a fonction de forces, fonction indépen-
dante du temps, ¢’est-a-dire si la forme est a fonction génératrice indé-
pendante du temps.

8. L’importance de I'intégrale des forces vives au point de vue de
Pintégration par quadratures nous conduit i chercher les formes homo-
logues a fonction génératrice. On aura une telle forme s’il existe une
fonction quadratique F telle que

1t oF 1 OF
29X’ 29Y
soient les dérivées partielles d'une méme fonction de x et y, cest-
a-dire s’il existe (rois conslantes K, K,, K,, telles que I'on ait identi-
quement
a‘i—,(K1X+KY): U%(KX—;—KEY)

ou
X | /0Y 9X _ oY
Kl—().—}: +K<53/——d—x'> ——I\g_a-; —= 0,
ce qui revient 4 dire que les trois fonctions
) S} _9Y  dX
’O—-W’ O——-(-;—;; @—dy+dx

doivent étre liées par une relation linéaire homogeéne et i coefficients
constants.

Nous obtenons ainsi, pour les systémes ponctuels et, en particulier,
pour le point matériel, la généralisation de la notion de fonction de
force. Nous dirons qu’il y a fonction de force si le systéme posséde
une forme homologue ayant une fonction de force au sens ordinaire.

Il est utile toutefois de remarquer que, dans ce sens général, il peut
exister une infinité de fonctions de forces.
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Dans tout ce qui va suivre, nous nous bornerons au cas ot la forme
initiale réduite ne contient pas explicitement le temps. Celui-ci ne
ligure alors dans aucune des formes homologues, telles qu'on les
obtient et I'existence d’une fonction de forces entraine I'existence de
I'intégrale des forces vives.

9. Uneforme homologue est caractérisée par une forme quadratique

homogéne
F(X,Y).
Si les formes homologues

F,, F,, Fy

sont & fonction génératrice, il en est de méme de toutes les formes de
la série linéaire
F:)\lFi—F‘}sQFz"—)\;}I.‘.g’i‘-...-

S’il y a trois formes distinctes F,, F,, F, & fonction G, la forme F est
une forme arbitraire, donc toutes les formes homologues sont i fone-
tion génératrice.

S’il y a deux formes linéairement distinctes F, et F,, on aura les
formes i fonctions G de la série linéaire

F=21F (X, Y)+2F(X,Y)

qui peut s’interpréter comme représentant un couple variable formé
par deux rayons homologues d’un faisceau involutif & moins que F,
et F', n’aient un facteur linéaire commun auquel cas le couple variable F
est formé d’un rayon fixe et d’'un rayon variable.
Enfin, il peut n’y avoir qu’une seule forme F i fonction G.
Comment reconnaitre ces différents cas sans employer le procédé
d’identification consistant & former, dans chaque exemple, la quantité

0X <dY dX) Y
— K2 b
Jdx

oy ¥y~
a écrire qu’elle est identiquement nulle et 4. voir quelle est I'indéter-
mination qui en résulte pour les trois constantes K,, K, K, de la
forme F?
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Premier cas. — Toutes formes homologues sont & fonction G.
L’équation en v, ¥, @ doit étre vérifice quels que soient K, K,, K:
donc on doit avoir
V=0 =% —o.

Les deux premiéres équations montrent que 'on doit avoir
X = f(x), Y=0(y)
S(#)=09"(¥),

ces deux dérivées doivent donc étre égales 4 une constante p et 'on
est ainsi conduit a la loi de force

et la troisieme

X=pz+a, Y=poy+3
que, par une translation des axes, on raméne i la forme simple

X=pux, Y=py.

On est donc dans le cas de la force centrale proportionnelle & la dis-.
tance. '

Deuxiéme cas. — Il y a une série linéaire de formes homologues &
fonction G.

Puisqu’il y a alors deux formes distinctes F, et F, donnant des fone-
tions génératrices, on a, entre ©, ©, ®, deux relations distinctes
linéaires homogénes et & coefficients constants de sorte que ’on a

V_0 W

« BTy
a, B3, v étant trois constantes non toutes nulles. Les formes F 4 fonc-
tions G seront celles de la série linéaire dont les coefficients K,, K,, K
satisferont a I’égalité
: Kia+ K, +Ky=o

qui permet de les exprimer linéairement au moyen de deux arbi-
traires A,, A,. .

En général on est dans le cas de 'involution. On obtiendra les
rayons doubles en cherchant m tel que

F=(Y—mX)?
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appartienne 2 la série considérée; on obtient ainsi
m*a—my—+ 3 =o.

Ces rayons seront réels ou imaginaires suivant le signe de la quantité

2

7P

.
2.

Pour que le couple F ait un rayon fixe, il faut que I’équation
F(X,Y) =K X2+ 2KXY+K,Y?=0

soit vérifice par les valeurs fixes X, et Y, ce qui donne entre K, K,
et K une relation qui doit étre identique & celle de définition de la
série; on doit donc avoir

et, par conséquent,

Cherchons maintenant la loi de force.
Mettons en évidence les deux racines m ct m’ de I'équation

mia—my+ B =o,

¢’est-a-dire les coefficients angulaires des rayons doubles. Les deux
égalités

mia—my+pP=o,

mto—m'y+B=o

peuvent servir a définir les trois constantes « et de sorte que ©, ©, @

doivent vérifier
m*O—m®P+0QV=o,

mrO—m'P®+V=o
qui peuvent s’écrire

(dx 0X> (dY ()Y>
m(|(=—-—+m — |} — ~+m — | = o,

dx dy oz Ay
m’<~d~)£-+-m’-(—)—)£)——— QX—}—m’—d—Y- =o0
ox oy dxe - dy) T

Effectuons alors un changement d’axes de coordonnées en prenant
pour nouveaux axes, qui ne sont pas rectangulaires, les deux droites
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doubles

y—mx=o0, y—maz=o.

Les nouveaux parameétres «,, y,, coordonnées obliques par rapport
a ces axes, seront

zy=go(y— mz), yi=a(y —m'z)
et les nouvelles composantes de la force

Xi=o(Y —mX), Yi=c(Y —m'X),

o étant un facteur constant dont la valeur est

Vi+ m2y14+ m'?
m— m’ )

Un calcul sans difficulté montre alors que les deux conditions trouvées
pour la force peuvent s’écrire

ox, oY,

7, = o, 9z, =0;
ce qui peut s’interpréter en disant qu’il existe deux axes obliques
tels que les composantes de la force suivant ces axes puissent étre
considérées comme des attractions obliques et fonctions de la distance
seulement par ces axes.

Ce qui précede suppose implicitement (ue les deux droites doubles
sont réelles. Supposons qu’il n’en soit pas ainsi; I'involution sera alors
celles des diamétres conjugués d’une ellipse

Ba*—yxy +ay*=o

que I'on pourra supposer, par un changement rectangulaire, rapportée
a ses axes, ce qui donnera

Yy =0, aff >o.

Cette ellipse aura deux diameétres conjugués égaux dont les deux
coefficients angulaires seront m et — m donnés par

om? — B=o.

Les deux relations entre v, ©, @ seront alors, avec les axes rectangu-
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laires choisis,
® =o, mY) —V=o0

ou

X _ oY
dx — dy’
m? Aus =+ 9Y =o0
Jdy ' oz

et, si I'on rapporte le point et la force aux deux axes obliques formés
par les deux diamétres conjugués égaux, on voit que les deux condi-
tions précédentes deviennent

oX, oY,
oz, — 0y’
IX, _ 9Y,
o1 0=

et expriment que la quantité imaginaire
7=X,+1Y,

est une fonction analytique de la variable imaginaire
z=x;+ Ly;.

Supposons, en dernier lieu, que le couple Fait une droite fixe. Nous
ferons un changement rectangulaire de facon que cet unique rayon
double soit I'axe des y. On aura alors

o =0, 7=0,
done
V== o, W=o0
ou
0xX 0X oY
=" oy

et, par conséquent, la loi de force

X =F(z),
Y=yl (z)+ ®(x)

qui ne parait pas susceptible d’interprétation géométrique simple.

Troisiéme cas. — 1l n’y a qu'une seule forme homologue & fonction
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de force. On a alors une seule relation différentielle entre les deux
composantes de la force, et la loi de force est d’'une nature trop générale
pour en donner une interprétation simple.

10. Le cas de I'attraction proportionnelle & la distance donne lieu a
une remarque qu’il est bon de signaler en passant. Le probléme est
tellement simple et facile a intégrer que c'est par l'intégration que 'on
obtient généralement la trajectoire correspondant a des conditions
initiales déterminées. Cette trajectoire peut s’obtenir sans intégration
parce que I'on connait trois intégrales distinctes

xr=px?+ a,

Yi=py'+0
xy’——yx’: A

dont les deux premiéres sont les intégrales de force vive fournies par
la décomposition et la troisiéme l'intégrale des aires. L’élimination
de x’, y' donne la trajectoire sous la forme irrationnelle

z\Vpyi+B—yVpri+a=).

La forme homologue
2G =22y +20zy

donne une intégrale de force vive
xy'=pxy+y
qui est connue (') puisque I'on est dans le cas ot

aY _ X
dy — oz’

mais que ’on n’utilise pas. Cependant I’élimination de 2, y" entre les

trois intégrales de force vive donne immédiatement

(px?*+ o) (py2~+B) = (pxy +7)*
ou
p(Bar—2yzy +ay?)=y*— af,

(1) AppELL, Mécanique rationnelle, 3° édition, t. I, Exercice 14, p. 376.
Ann. Ec. Norm., (3), XXXIII. — Mars 1916. 12
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c’est-a-dire, sans aucun calcul, la trajectoire sous sa forme définitive.

11. Le cas ou o, ©, @ sont proportionnelles & des constantes donne
des systémes qui, a priori, sont intégrables par quadratures. Si I'on
fait U'intégration en partant de la forme primitive, les formes homo-
logues a fonction de force en font connaitre deux intégrales quadra-
tiques distinctes qui ne mettent pas en évidence une intégration par
quadratures. Cette intégration devient au contraire évidente si 'on
part de I'une des formes & fonction G, parce qu’alors on a deux
intégrales, dont 'une est I'intégrale des forces vives du systéme &
intégrer: c’est le cas bien connu fourni par la méthode de Jacobi pour
les systemes a deux parametres.

Au point de vue pratique, le calcul est bien plus facile. Si l’ona une
involution véritable & rayons doubles réels on est ramené, avec des
axes obliques convenables, &

X M
oy, > om

et, si les rayons doubles sont imaginaires, 4 X,, Y,, fonctions harmo-
niques conjuguées. En prenant les équations élémentaires du mouve-
ment, on est donc ramené aux équations

zy=X,,

Yi=Y
qui s’intégrent comme si les axes étaient rectangulaires et qui sont
dans le cas de la séparation des paramétres et s’intégrent par deux
intégrales de force vive ou sont dans le cas des fonctions harmoniques
conjuguées et s’intégrent par une seule intégrale de force vive relative
a une fonction analytique d’une variable imaginaire (*).

Il est & remarquer que les deux équations précédentes du mouve-

ment aux coordonnées obliques ne sont pas les équations de Lagrange
obtenues directement. La forme directe de Lagrange est, en appelant 6

(1) Lecornt, Journal de {'Ecole Polytechnique, LV® cabier.
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I'angle des axes,

2T =22+ 227y} cosf + y2,
& = (X;+ Y, cos0) dz, + (X, cosf + Y,) oy,
de sorte que, sil’on pose
_ F(X, Y)=X?+2XY cos§ + Y%,
elle s’écrit
2T=F (2}, 1),

'75—-—_1._?_11853_!_1 0F“
= 30X, T oy,

et est une forme homologue de
2T =22+ y?,
& =X, 0x,+ Y, dy,.

Cette forme, qui convient quels que soient les axes, est donc la forme
directe si les axes sont rectangulaires et une forme homologue de la
forme directe quand les axes sont obliques.

Considérons le cas ou le couple F des formes & fonctions G a un
rayon fixe; on est ramené, en axes rectangulaires,

OX_ 0X_oY
ay — 7’ dxz — dy’
la premiére condition montre que x est déterminé isolément par une
intégrale de force vive et la seconde condition montre ’existence d'une
intégrale bien connue et qui en réalité est I'intégrale des forces vives
de la forme homologue a fonction G qui est déterminée par la forme

uadratique
q 1 F(X,Y)=2XY.

Posant
X =f(=),
Y=yf(2)+9¢(z),
on aura les deux intégrales de force vive
z'? = aff(x)dx +oa=f(x)+ «,

z'y'=yf(x) +f<9(x) dz +B= >y [\ (2)+ o () + B;
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la premiére donne  par quadrature et laseconde peut s’écrire en vertu
de la premiére
@y —a'y=9(z)+B
de sorte qu’en posant
y=2z's,
elle devient
x5’ =, (x) + B

ou

o wulz)+ B_o(z)+p

T z" T filz)+ o

et donne z par une quadrature.

On est donc ramené en définitive & des cas élémentaires et connus
d’intégration par quadratures, mais la condition que ©, ©, @ soient
proportionnelles & des constantes n’en reste pas moins intéressante
comme faisant connaitre une catégorie trés générale de systémes
réductibles & ces systémes particuliers.

12. Comme premier exemple, prenons la loi de force en coordonnées
rectangulaires

X =ax*+ (a—2)y?, Y=2azy+2a).

On a
o= =1(a—2)y,
V=— - =—2ay,
@:%}—%—24@/.

Ces trois fonctions sont proportionnelles aux trois constantes

a=—a—2, B=—a, y=2a
et I'on a
y*—b4aB=8a(a—1).

Premier cas. — a n’est pas compris entre o et 1. On est dans le cas
de I'involution & rayons doubles réels et leurs coefficients angulaires A
et w sont les deux racines de

(a—2)ym*—2am —a=o.
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Ce sont ces deux droites que nous allons prendre commeé axes obliques.
Nous savons que si nous prenons x, et y;, ce seront des fonctions
respectivement de x, et y,, donc le fait continuera & exister si nous
prenons pour nouveaux paramétres des quantités proportionnelles

E=y—kz, an=y—pa.
On a effectivement

'=y"—da"=Y —AX=—dazx?+2axy —[A(a—2) —2a] y?,

ce qui, en vertu de I’équation vérifiée par A, peut s’écrire

9 a 2
—hax+2axy — 57
ou
a - N
— Sy — ]

On aurait de méme n” et I'on est ramené & intégrer

a
= ')':527
a
0= — {.—L‘ng’
¢’est-a-dire ‘
, 2a
§r= — 33 £ + const.,
y 2a
n?=— g-ﬁnu— const.

Deuxiéme cas. — @ est compris entre o et 1. On est dans le cas des
rayons doubles imaginaires. Soient A et . les coefficients angulaires.
des deux diamétres conjugués égaux que nous devons prendre comme
axes obliques. L’ensemble des bissectrices de ce systéme de deux droites
sera

(y—hz)* _ (y—pa)
T+A2 T 1pd

ou
Y+ 2)—2xy(dp—1) — 2 (. + X)) =o.

Ce couple devra étre le couple des axes de I'involution; comme c’est
un couple rectangulaire, il suffit d’écrire qu’il appartienta 'involution.
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Le couple A, w dont équation est

- y—ay(+p) +lpat=o

en fait partie aussi, de sorte qu’on doit avoir les deux conditions

+ (p+A)(a—2)+ (Axg—1)2a+ (p +A)a = o,
(a—2)— A+ pla—a=o

donnant
-—2a

1*—7\—':242_3“_*_2’

it — 20’—a
b= e —3a—+ 2
de sorte que A et . sont les racines de
(2a2—3a~+2)m*+2am +2a*— a =o.

Il fandra prendre £, n proportionnels, avec le méme facteur de
proportionnalité, aux coordonnées obliques. Il suffit, pour cela, de
prendre les distances ’

E__y—-)»x P el
TV T

On formera alors
I [

— (Y — 2X) +
\/1—}-7"( ) Vi p?

et 'on vérifiera qu’en vertu des relations que vérifient A et . le second
membre est de la forme

K[?<vxl>‘2 =) (e

K[E+in]2
On est donc ramené  I’équation
2'=X17*
et a l'intégrale des forces vives

F"=E"4in" = (Y—puX)

ou

T Y

ou K est une constante réelle, tandis que A est une constante imagi-
naire.. -
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Troisiéme cas. — a est nul ou égal a 1. Prenons ce dernier cas.
Les fonctions F donnant les formes & fonction G sont données ici

par
—K;+2K—K,=o.

Ce sont donc les formes

F(X, Y)=K,X?+ (K, + K;)XY + K, Y?
= (K, X+ KY) (X +Y),

le rayon fixe est
X+ Y=o,

de sorte que nous serons amenés a prendre

E=x+y, | n=x—y,
d’ou

=X+ Y=a*+2zy+ y'=(x+y)P=~¢,

N"=X—Y=at—2zy—3y'=2(22—y?) — (z +y)=2n—E
On a I'intégrale des forces vives -

Fr—= %gs+ R
et la forme homologue
2T =2t'q,
3
6 =g o0+ (atn—2) =0 (30— 5

donnant I'intégrale de force vive

Bl — 8=

qui, en remplagant £* par £” et posant

il

.n::EI

3

donne
38 p E3 W
—3~+ l—g—l—
g

ol —
5=

2y )
—3-£+/z

13. Comme second exemple, considérons une force de direction
fixe. Avec des axes rectangulaires convenables on aura

X =o,
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donc toujours la relation linéaire

‘ . UV =o.
On aura ensuite

de sorte que, pour étre dans le cas d’intégration ou v, ©, ¥ sont propor-
tionnelles 4 des constantes, il suffira que Y satisfasse 4 une équation

de la forme _
oY

Y

+).-d—)7—0,

A et p. étant deux constantes. On en déduit
V=8 +py+v),

v étant une autre constante.
Les fonctions ©, ©, ® sont alors proportionnelles aux trois cons-
tantes
o =o, B=A2, y=—p
donnant
YP—Gof = p2.
Si . est nul, Y est une fonction de z et ’on a les deux intégrales de
force vive
xr=h, w’y’:/de‘—l— Iy

qui donnent immédiatement 'intégration.

Si . n’est pas nul, on a une involution dont les rayons doubles sont
réels

x=o, e+ py=o0;
on aura
z"=o,
= A"+ f.l.y”:: HY — P'j("})’

doncz et v seront donnés séparément par des intégrales de forcevive.

La loi de force de direction fixe que nous venons de considérer contient,
comme cas particulier, la loi de MM. Darboux et Halphen.

14. Le cas ol il n’y a qu'une seule forme homologue a fonction
génératrice, c'est-a-dire ou 0, ¥, w sont liées par une seule relation
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linéaire homogene & coefficients constants est intéressant en lui-méme
car il met en évidence une intégrale de force vive qui, pour la forme
primitive, était une intégrale quadratique généralement peu visible.

Mais comme cette intégrale ne suffit pas a fournir I'intégration par
quadratures, ce cas ne présente pas d’'intérét en lui-méme i ce point
de vue, & moins de le combiner, si ¢’est possible, avec un autre cas
fournissant, lui aussi, une intégrale premiére.

On pourrait toutefois se demander si la forme & fonction génératrice
ct intégrale des forces vives ne pourrait pas, par un changement de
parameétres indépendant du temps, de facon & conserver I'intégrale des
forces vives, se transformer en une forme décomposable, ce qui con-
duirait, en réalit¢, & deux intégrales de forces vives. Si une telle
forme décomposable existait, elle s’écrirait

2G = f(u)u?+o(¢)¢2+2F(u)+2D(r)
et se mettrait immeédiatement sous la forme réduite

2G=2"+y?+2F (2)+2®,(y)
donnant
V=o, Y =z=0

qui sont deux relations distinctes entre v, ©, W, relations linéaires
homogenes & coefficients constants. Ce fait ne peut donc pas se
présenter dans le cas actuel.

15. L’étude des formes homologues & fonction G met en évidence
des intégrales quadriques. Existe-t-il des formes homologues mettant
en évidence des intégrales linéaires? '

Pratiquement, il ne peut en étre ainsi, pour une forme initiale indé-
pendante du temps, que s'il existe une forme homologue telle quen y
faisant un changement convenable de paramétres indépendant du
temps, il y ait une des équations qui soit une dérivée exacte d'une
fonction également indépendante du temps. Avec ces parametres u, ¢
on devra donc avoir

d /o1T" JT
7i\ow) — 7

Ann, Ee, Norm., (3), XXXIIl. — Avri 1916, 13

d
— = 7 0w, vy 0, 0").
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Nous remarquerons d’abord que la forme réduite initiale étant a
force vive homogéne et indépendante du temps, il en est de méme de
la force vive en u, ¢ d’aprés la nature du changement de paramétres;
donc

oT

ou’
est indépendant du temps, de sorte que

JaT

oo
ou -

doit étre dérivée exacte d’une fonction de u et ¢ indépendante de ¢, ce
.. oT . \ ; 7 I i
ui exige que == qui est homogéne et du second degré en ' et ¢’ soit
qui exige que 5= qui ¢ 8 8
nulle et qu’il en soit de méme de x:.
Nous devons donc chercher les changements indépendants du

temps et qui satisfont aux deux conditions suivantes :

1° Ils transforment la force vive en une autre force vive dont les
coefficients ne dépendent que de ¢;

2° Ils transforment le travail virtuel en une expression de méme
forme mais ou le coefficient de du est nul.

16. La force vive dont nous partons peut toujours, par un premier
changement de paramétres indépendant du temps, étre supposée
ramenée i la forme

2T =22y
et c’est & partir de ces paramétres que nous allons faire le changement
de facon & arriver a

2T = f(o)u*+ @(0) o2+ 2d(v)u' v
= (au' + B (o '+ B, ¢,
«, B, «,, B, étant des fonctions de ¢ seulement. L’identification nous
donne immédiatement
z'=et(au'+ '),
Y'=et(agu + Byv'),

¢ étant une fonction convenable de u et ¢. En écrivant que les deux
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seconds membres sont des dérivées exactes, nous avons

Jot I _
P +a gy 8 du
09’1 ()‘LL ﬁ _
oe  F1gr T ! ()u
d’ou résulte
()I-L _— )
"'i— —_— F(‘ ),
oy
75 =2
2
et, en éerivant les deux valeurs (le d‘,
F'(¢)=o,

J ) Lo
donc D% est une constante A et 'on peut écrire

p-=hu-+logb(v).

Les deux équations d’intégrabilité de ' et y' peuvent alors s’écrire
d

d (zxi) By

To\7 )=

dy \ 6
ce qui donne

z'=e [abfu' -+ pH¢'] = el [a@ w +

S ()]

on!

I
T2

l__e,_),", z—-‘—u,—l— _B_i",/ — e——lu 9‘_‘ W — _T.
Y= 2 g - 7 A

c¢’est-a-dire en intégrant

S Y

z= Leouap,
P
y = — 76 P —6—,
on arrive ainsi & un changement de la forme générale
z = e f(¢),
y=eT"0(r).

17. Considérons I’expression &
& = & 0x + J dy.
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Le changement précédent la transforme en

. 9z ¢ - Jdx 13 ‘ + N A ou 4 0s
oy | =—att 4 —u¢ R — 0 oo
'(du ’ dy ) "\ du Je ’

a, et y, étant les fonctions & et iy exprimées au moyen de « et ¢. Pour
que le coefficient de du soit nul il faut que

L O0x L 0y

'5\'1'()—[7 -+ Je
Or
dr . dy
Z)l—t~__/\.’1-'., m‘-—-——ly,

de sorte qu’en revenant aux variables « et y, la condition étudiée
s’écrit
Xx — Yy =o.

18. Considérons la forme primitive réduite
2T =o'y,
E=N0x -+ dy;
elle donne
xll:., s xlf:_‘\"7

donc les formes homologues qu’on peut écrire comme il suit

2T =2 (az'+By") (2’ -+ B, ¥),
& = Jb 0 + Wb dy,
avec
b = ooy Y + Bi-\%) + oy (aY + B\,

W= B (Y + Bi1%) + B (@ + BN

Effectuons le changement
ax + By =§,
oy X 4 ﬁ,y =n.

La forme homologue sera mise sous la forme réduite
2T = o2&/,
_ ox dx dv oy o
e-%(Eag + %67)) T <3£" 3+ d-ﬂa:;)

:él'—’n, 524—27, 67).
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Pour que cette forme homologue soit susceptible, avee des para-
métres convenables, de donner une intégrale linéaire immeédiate, il
faut avoir

"\‘"12 — yn = o,

dx l()y ox I(3)> .
(w‘b—d—;-—l—'\j ->5 (bb()—l+l‘ D'E =0

¢'est-a-dire

/

ou encore, en remplacant < et w par leurs valeurs,

A‘G%[(aﬁﬁ—dh@)%‘; +2@{3,Q%]E—[(a6,+a1@ +25p1 ] }
—I—S’?[wo’l%_ +(oc{31+:71ﬁ)())] [zo:oc,d —+ (eBy {—a,ﬁ)d ] %: o.

Si nous différentions par rapport 4 % la premiére formule de transfor-
mation nous avons l’égalité
dx dy
oy == ()E -+ ﬁl _E— -
de laquelle on déduit immédiatement

o‘ﬁ’t‘i“o‘lﬁ)dg -+ 2 @ﬁx ()s- —(dﬁx o, 3) dE
20:0(1(()), +(‘xﬁ1+‘71§ E —(“ﬁt_aiﬁ?‘a—'ga

de méme en différentiant la premitre formule de transformation par

rapport a m, on a
a()x 4% =0
o on

d’ot1 'on déduit
(ot ) 92 - 280, L =—(aﬁx—axﬁ)d—”z

ox
2“0‘17_5-1-(“51‘*'0‘:5)0'71: (21— B) 0_,‘

Sil’on supprime le facteur

“ﬁi"" a3

qui n’est pas nul si la forme homologue considérée est compléte, la
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condition s’écrit donc
dx . Ox . [0y ady >
N(spéd—n) —F(=gb+=n) =0
(d; Sl ”> J (d':_g o
ou simplement
Nz —Jy = o.

Cette condition est indépendante de la forme homologue considérée.
Elle montre que, s’il existe une forme homologue compléte possédant
la propriété étudiée, toutes les formes, et en particulierla forme primi-
tive, la possédent, de sorte qu’au point de vue ot nous nous placons les
formes homologues n’ont aucune importance.

La condition trouvée est relative & la forme réduite

2aT=az'y,
&= 0z + J dy,
et il est facile d’en déduire la condition relative i la forme réduite
2T ="zt + 3",
G=Xox + Ydy;
il suffit, en effet, de [’écrire pour une quelconque des formes homo-
logues et en particulier pour la forme
2T =22y
E=Yox+ Xdy
qui donne alors la condition

Yz—Xy=o
exprimant que ’on a affaire & une force centrale.
19. Considérons le cas intéressant ou le systéme admet une forme

homologue 4 fonction G et posséde en méme temps la propriété rela-
tive aux intégrales linéaires immédiates; on a alors

X Y
z =57 =F@)
donc
__OF . _OF ___OF _0F
'C)—-—JU'&;) @~——y5:;: lﬁ)——yo—-}/—-m%
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et la relation & coefficients constants entre ©, ©, ©@ donne

yz’@...ﬁ _(E_F-.,'Qg_x,di>—o
oy B Ty o) =

«, P, v étant trois constantes. On a ainsi I’équation linéaire

JF N
(ex+77) gy — (W2 +8y) 55 =

O’
(ui, en posant
w(z, y)=az*+2yzy + By,
peut s’écrire
D(F,w) _
D(z,y)

et montre que I est une fonction de w. On est ainsi amené a la lo1 de

force centrale
X =z F(az*+oyzy + By,

Y=yF(az*+ayxy + By?),
qui donne l'intégrale bien connue des aires, mais ne donne pas de
fonction de force au sens ordinaire.
Pour intégrer pratiquement, on censidérera la forme homologue qui
correspond & la fonction
) (X, Y)=aX*+2yXY + (Y?
et qul sera
2T =w(Z, y'),
C=[axF(o)+yyF(0)]dx+[yzF(o)+ Ly F(w)]dy
=F(o)[(ez+yy)dz+ (y& +Ly)dr]

I a
=3 F(w)dw.

Si I'on pose
/-;-1«‘(0)) do = U(o),

cette forme homologue deviendra
2G =ow(2, y')+2U[e(z, y)]-
Si w est 4 discriminant négatif, on peut écrire

w(@, y)=(ez+By)(2z+pLy),
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et, en posant
ax + By =e“v,
ay L+ By =e ",
on est ramené a
2G=— o2 — u' o' - 2 U(v),
c¢'est-a-dire au cas régulier d’intégration par quadratures.
Si w est & discriminant positif, on peut écrire
w(z, y)=(az+ Ly)+(uz+Pry),
et, en posant
ax + Py =ucosy,
oz + By =wusing,
on est encore ramen¢ au cas régulier avec la fonction génératrice
2G=u"+ w9242 U(u?)

d’un probleme de force centrale fonction de la distance.

20. Dans ce qui précede, nous avons fait implicitement hypothése
que la forme homologue & fonction G était une forme compléte.

La relation
aV+ BV +yW=o0

donne la forme homologue a fonction G qui correspond a
F(X, Y)=aX2+ 2yXY + B Y2
Si done les trois constantes o, 3, v sont telles que
o —y*=o,

la forme 4 fonction G est une forme homologue incompléte.

Le calcul du paragraphe précédent est encore valable mais conduit
maintenant & une fonction w qui est un carré parfait ¢’est-a-dire, en
définitive, a la loi de force centrale ‘

X=xl(axz +By),
Y=yF(axx +By),

qui ne donne pas de fonction de force au sens ordinaire. Nous ne
savons pas a prior: s’il y aintégration par quadratures, parce que l'inté-
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grale des forces vives qui existe n’est pas celle d’une forme complete.
Pour tenter I'intégration faisons un changement orthogonal, I'une des
nouvelles variables étant

az +By;
on seraramené a la forme

2T = a2+ y2,
& =F(x)(xzdox+ydy)

et 'équation de Lagrange relative & @ ne contient que cette inconnue;
elle s’¢erit
2'=axF(z)

et donne 'intégrale des forces vives
xz't=2 [acF(a:) da + I,

qui est celle de la forme incompléte & fonction G qui correspond & la
fonction X*.
L’équation correspondant & j est ensuite

Y'=yF(z)

qu’on pourrait intégrer comme équation linéaire, mais qu'il vaut mieux
remplacer par I'intégrale des aires

) zy'— yr'=C,
qui, en posant
y ==z,
devient

2= (]

5

et donne = par une quadrature.

Les deux lois que nous venons de trouver pour les forces centrales
contiennent comme cas particulier les lois de MM. Darboux et Halphen,
et, sil’on faisait la transformation d’Halphen, on retomberait sur la loi
de force de direction constante étudiée au paragraphe 13. Ce passage
d’un cas ne donnant qu’une seule intégrale de force vive & un cas en
donnant deux est curieux et tient a ce que la transformation est choisie
de facon a transformer 'intégrale linéaire des aires qui existe dans le

Ann. Ec. Norm., (3), XXXIIIl. — AvmiL 1916, 14
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cas de la force centrale en une autre intégrale linéaire
x'= const.

qui peut étre considérée comme intégrale quadratique
z'*=const.

et intégrale de force vive du systéme transformé.

II.

Les systémes a trois paramétres et 4 formes homologues.

21. Considérons un systéme matériel holonome dont la force vive
est réductible, par équivalence et par un choix convenable de para-
meétres a la forme ponctuelle

2T =242,
et soit, avec ces paramétres,
G=2Qadqg
le travail virtuel. On a alors les équations du mouvement
91=Qs ..oy ¢=Qu
Considérons alors une forme
2T=F(q"), &= 2R dg,

F étant quadratique homogene a coefficients constants. Elle donnera
les équations
d

i — Rn)

Jdqn

oF

1
Edq =R, caey

-3
SRR

et doit, pour étre homologue de la forme ponctuelle, étre vérifiée par
les valeurs Q des ¢”. On doit donc avoir '

R

ey R,=

N[ -
U

1 JF
)
1

1T 209, Q.’
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de sorte que le systéme admet toutes les formes homologues
2T=F (g% .. ¢4,
" __Z I dF
2 ()Q

ot I est une forme quadratique homogéne & coefficients constants
complétement arbitraire. Les formes F 4 discriminant non nul fourni-
ront des formes homologues complétes dont chacune fournit un systéme
d’équations rigoureusement équivalent au systéme primitif. Les

formes F 4 discriminant nul fourniront des formes homologues
tncompléles.

22. Supposant que ¢ ne figure pas dans la forme réduite, cherchons
si une forme homologue peut mettre en évidence une fonction de force
et, par conséquent, une fonction génératrice et une intégrale de force
vive.

Il faut pour cela que les n quantités

r_(ZF_ 1 JOF
2 0Q,” 29Q,

I JoF
2 9Q,

soient les dérivées partielles d’'une méme fonction de ¢,, ¢s, ..., ¢,-
On a a écrire que

‘D

n(n—1)
2
fonctions de ¢,, ¢, ..., g, sont identiquement nulles. On obtient de
cette facon des relations entre les coefficients constants et inconnus
de F, relations qui peuvent étre compatibles ou incompatibles. Si elles
sont compatibles elles sont forcément linéaires et homogeénes, car si
F,, F,, ...,F, donnent des fonctions de force, il en sera de méme de

F:)\1F1+ )\2‘F2+- . ~+)\pr,

les A étant des constantes arbitraires. Les formes F donnant des fonc-
tions de force formeront ainsi forcément une série linéaire.

Dans ce qui va suivre, nous nous bornerons a faire la discussion
pour un systéme a trois paramétres avec les parametres x, y, 5 que
nous considérerons comme des coordonnées. Nous partirons donc de

2T= 2* + y? + 3
&=Xdz+ Ydy+ZLds.
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23. Les formes homologues peuvent-elles étre toutes & fonetion G?
Si I'on écrit que la fonction

F(X,Y,7)=AX2+BY?+ CZ2+ 2DYZ + 2EZX + 2FXY

donne une forme homologue & fonction G, quelles que soient les
constantes A, B, C, D, E, I, on trouve immédiatement

X_X_ N _oY_ o_o_,
dy — ds dxr 95— dx~ dy — 7
oX _ oY __ oz

oz oy 05’
d'ou 'on déduit immeédiatement, aprés une translation convenable,
X=pux, Y=py, 7=ps,

p étant une constante. C’est I'attraction proportionnelle a la distance
déja rencontrée dans les systémes a deux paramétres et dont il n’y a
plus lieu de s’occuper.

24. Peut-il arriver que toutes les formes homologues & fonction G
soient incomplétes? Il faut que tous les cones F de la série linéaire se
décomposent en deux plans. Ce fait ne peut se produire que si p est
égal a 3 oua 2. Si p=3,le couple F se compose d’un plan fixe etd’un
plan complétement arbitraire ou de deux plans arbitraires issus d’une
droite fixe, de sorte que par un choix évident d’axes rectangulaires on
peut supposer que la série F est de I’'une des deux formes

XX +2pY +2v7Z),
AX?2 4 p Y2+ 2vXY.

Ecrivons alors que les trois conditions

0 (1 9F\ 0 (1 dF
55(55?)‘@(2@)()’
9 (1 0F\ _ 9 (1 0F
57<357>"3—5<557>’
9 (1 0F\ 0 /1 0F
35(553’()‘5‘5(3&)

sont vérifiées quelles que soient les trois constantes A, w, v. Nous
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obtiendrons dans le premier cas

X :f(.'b‘),

Y=y /'"(z)+o(2),

L=z f(z)+ (),

donnant les trois intégrales de force vive
x't=12 /f(‘z.-) dr +a=2F(2) + «,
2'y' =y f(x) +f¢(m) dz +f =y F(2)+ ®(2) + B,
o= 5 f(2) + [Y(@) do ot g = 2F )+ W(@) + 7.

La premiére donne = par une quadrature et, connaissant «, les deux
derniéres donnent
- D(x)+p o ,f‘lf(.z')—i—'/
y = xf T () +alt 5= 2F(x)+“d£.
On a donc 'intégration compléte par quadratures.
Passons au second cas. On voit immédiatement que X et Y sont
indépendantes de s, de sorte que x et y seront déterminés par le

systéme .
z'=X(z,y), Y'=Y(2,7)

et que z sera ensuite déterminé par
' =1L(x, y, 5)-
Enfin le systéme en xy satisfait aux conditions

oX _ oY oX oY
YR Ty
donc est dans le cas de la force centrale proportionnelle a la distance.
Dans ce cas nous n’arrivons donc pas a l'intégration compléte par
quadratures; par l'intégration d’un probléme d’attraction proportion-
nelle a la distance, on obtient la réduction au probléme du mouve-
ment rectiligne d’un point avec une force dépendant en général du
temps.
Si p =2, le couple F ne peut étre composé que d’un plan fixe et
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d’un plan variable issu d’une droite fixe ou de deux plans issus d’une
droite fixe et appartenant & un faisceau involutif.

Examinons d’abord ce dernier cas. En prenant des axes rectangu-
laires convenables dont I'axe des s sera I'axe du faisceau, on aura les

formes
F=2F 4+ pF,,

F, et F, ne contenant pas Z. En écrivant les conditions on trouvera

d’abord que X et Y ne dépendent pas de 5, de sorte que z et y seront
déterminés par le systéeme

2'=X(x,y), y'=Y(z, ¥)
et que = sera ensuite déterminé par

'=1(z, y, 5).
Mais le systéme en «, y estdans le cas de I'involution; on a, pour lui,

v W

_— = = —>

a By
a, B, y étant les constantes convenables et nous avons vu dans I’étude
du mouvement plan qu’on avait toujours 'intégration par quadratures.
Ainsi, par des quadratures fournissant deux des paramétres, on est
ramené a un probléme de mouvement rectiligne d’un point.

Arrivons enfin au dernier cas. Changeons d’axes rectangulaires en
prenant le plan fixe comme plan des xy et, comme plan des zz, le plan
perpendiculaire passant par la droite fixe, laquelle n’est pas dans le
plan fixe sans quoi on serait dans le cas précédent avec la fausse invo-
lution. Avec ces axes on aura les formes F

F=7Z[22Y + p(Z+ 2KX)],

ou K est une constante fixe non nulle, et donnant les conditions

oZ /A
0L _ . 9Y 0X YA
L OL _, oY oX oL

oy = oy THEGy gy
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exigeant, puisque A et u sont arbitraires,

oL _ ot _ oX _ oY _
dz =gy~ " Oy T oz T °
oX _ o7 oY L.

dz — 9y’ dy 9y’

et I'on voit immédiatement que, s’il en est ainsi, les trois conditions
précédentes sont réalisées quelles que soient les trois constantes A, w.
et K, de sorte qu’'on a des formes a fonctions G en associant le plan des
x, y avec un plan complétement arbitraire et I’on se trouve dans le cas
de p = 3. Le cas qui nous restait & examiner n’existe donc pas.

25. Arrivons maintenant au cas ol, p étant au moins égal a 2, les
formes homologues a fonction de force ne sont pas toutes incom-
plétes.

Choisissons dans la série, d'une facon quelconque, une forme com-
plete ‘
€)) 2G=F(2', y', 5') +2U(=, y, 2),
puis une autre forme compléte ou incompléte

(1) 26, =F, (2, ', ') +2Ui(z, y, 3),

sans méme nous donner la peine de former la fonction U, qui n’inter-
viendra que dans le raisonnement.
Considérons les deux cones

F(X,Y,Z)=o, Fi(X,Y,Z)=o0

dont le premier est un cone véritable; cherchons-en un systéeme de
diametres conjugués communs, probléme qui se ramene a une équa-
tion du troisiéme degré. Au moyen des trois plans trouvés

P(X, Y, Z)=0, OQX,Y,Z)=o0, R(X,Y,%)=o,

nous pourrons, en posant
zi=a P(X,Y,7),

7=pQ(X, Y, 7Z),
5=y R(X, Y, 2),
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«, B, vy étant trois constantes convenables, écrire
F=ux!+y2+ 53, Fi=ax?+ by} —+ csi,

¢’est-d-dire faire la réduction simultanée des deux formes F et F, a des
sommes de carrés. Avec ces nouveaux parameétres les deux formes
deviendront

2G = 2P+ ¥+ sP+2U0 (2, y1, 51),

2Gy=axP+ by P+ s+ 2U(ay, yi, 51)

et seront homologues 'une de I'autre. Mais [a premiére st sous forme

réduite avec

.U . JU , _0U
\1—()—x;) \1—5‘}717 /‘l-_-(‘)z,

et, puisque la forme quadratique
F,=aX?!+ bY?+ cZ2

conduit 4 une forme homologue & fonction de force, les trois
quantités

v JF, _ Q_U_
—2—d—xL_—dX1—-ad$1>
1 JF, JU
;le———in-—b')—'y:)
1 0k, . oU
397, —Ch=eyy

doivent étre les dérivées partielles d’'une méme fonction de z,, y,, z,,
ce qui donne les trois conditions

»U
(QA—(,)dyidul‘ " 0
. 2U
( - a)()-1()$1 =0

0*U
(a_b)dx, 9y, o

Suivant les valeurs de @, b, ¢ apparalssent alors des conséquences bien
différentes.

26. Si les trois nombres a, b, ¢ sont distincts, les égalités précé-



MOUVEMENTS HOLONOMES. 113

dentes donnent
92U U U

dy10z, ~ 05, 0z, - dxy dy,y =

9,

ce qui montre que U est décomposable sous la forme
U=X(21) + T (1) + 2(51)-

De la résulte deux faits importants :

Le premier est qu’avec la forme homologue choisie et les parameétres
adoptés ou d’autres n'en différant que par des facteurs constants, on a
la décomposition compléte en paramétres isolés dont chacun est donné
par une intégrale de forces vives. Il y a donc intégration compléte par
quadratures.

Le second est relatif & la série des formes homologues a fonction de
force. On peut, pour chercher ces formes, partir de la forme (§) avec les
paramétres £, 1, {, ¢’est-d-dire, en définitive, de la forme

2G =2+ Y+ 524 2N+ 2 + 2%,

a ne dépendant que de o, 5 que de y et % de 5. Prenons une fonction F
homogene et du second degré, on aura

I dF . ~/ ot NN

5 EX""A’\' + Fy + E¥/,
1 oF N RN N7 w7

;()Y...I_ﬂ\ﬂ—{'—}}-) -I——D.o,
L — B Dy + o
2 ()4

donc les trois conditions pour avoir une fonction de force sont

D bll — D g’,’l’

E&/I: E I,)//’

Fyr=Fx'
et se réduisent a

D=E=F=o,
de sorte qu’on a toutes les formes homologues & fonction G fournies
par la série )
F=AX?+ BY?2+ CZ?,
Ann. Ec, Norm., (3), XXXIII. — AvmiL 1916, ° 15
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A, B, C étant arbitraires. On a donc exactement
p=23.
La conclusion précédente serait endéfaut si deux des dérivées secondes
~N, 57, " étaient des constantes égales. Si l'on a, par exemple,

JF'=5%"=K,

il ne reste que les deux conditions

E=F =o,

et 'on a, pour les formes F, la série

F=AX*+BY*+ CZ2+2DYZ,

pour laquelle on a
p=h.

Enfin si

".\:II — F:"I/ o zl/: K’
il ne reste aucune condition et I'on a la série F constituée par une
forme quadratique absolument arbitraire. C’est le cas

p =6,

déja rencontré et fourni par une force centrale proportionnelle a la
distance.

Nous remarquerons en outre que les deux formes (5) et (§,) que nous
avons utilisées sont données par les deux cones

et que la condition que a, b, ¢ soient inégaux exprime qu’ils ne sont
pas bitangents.

En résumé, si, parmi la série des cones F fournissant les formes 2
fonctions G, il y a deux cones non bitangents, 'un d’eux étant un
cone véritable, on est forcément dans I'un des deux cas

[):3’ 1)24’

ou bien dans le cas de l'attraction pfbportionnelle a la distance et
I'intégration se fait complétement par quadratures.
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En pratique, quand on aura trouvé les trois plans diamétraux conju-
gués P, Q, R, communs & deux formes F et F, non bitangentes appar-
tenant & la série, on posera

g:P(x,y,;), ‘fj:Q(CL‘,.)’,Z), ::R(J‘r }’?5)7
on cherchera &, y”, {” par les formules ;
gF=P", y" ") =P(X, Y, Z),

n"=Q(z", ', &) =Q(X, Y, Z),

'=R(«", ", s")=R(X, Y, Z),
et 'on constatera ce fait (connu a priord par suite de la décomposition
démontrée) que P(X, Y, Z) est une fonction de P(x, y, z), ¢’est-a-dire
de &; que Q(X, Y, Z) est une fonction de 1 et que R(X, Y, Z) est une
fonction de g, ce qui nous fournira la décomposition effective.

27. Supposons que deux des trois nombres a, b, ¢ soient égaux,

par exemple
a=b.

Les trois conditions relatives &4 U(z,, v,, 3,) se réduiront &
0*U 0*U

=o0 = o,

0yi02, O 03, 0%
et nous montreront qu’on a
Uy, y15 50) = V(@1 y1) + 2(51)-
On a encore une décomposition, mais seulement en deux groupes. Le
paramétre s, est isolé et sera donné par quadratures. Quant aux deux
paramétres , et y, ils seront fournis par le systéme
2G1‘4.}'z: ’”’12““.)’/12‘*‘ 2 V(xh 1 )v

qui posséde I'intégrale des forces vives, mais qu’on ne peut pas intégrer
par quadratures dans le cas général.
Cherchons les formes homologues 4 fonction G. Nous pouvons, pour
cela, partir de la forme (§) qui, avec les paramétres adoptés, s’écrit
2T =22+ y"*+ 5%,

V. oV .
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Nous devons prendre une forme quadratique
F(XY)=AX2+BY?+ CZ2+ 2DYZ+ 2EZX + 2 FXY,

former les trois quantités

1 OF 9—Y+F(—)—Y

2 dX dz dy

1OF _ oV LV
oF 'A% iA%

I AN gy ~e s
27 = Bgz +Pg + U2

+ B,

et écrire que ce sont les troisdérivées partielles d’'une méme fonetion.
On a ainsi

. 0%V 9%V
LA —
0%V 0*y
[/ 5
D%_dedy—i— 37
0%V a2?v 0*V 9*V
A dx dy F dy* Jdx? B 0z dy

La derniére exprime que la fonction quadratique

AX*+ BY2+4 2FXY
fournit une forme homologue & fonction G du systéme
2G =24+ y24+2V (2, y)

déterminant «, y. Les deux premiéres équations étant vérifiées en
prenant

D=E=o,
on voit ainsi que si le systéme en 2, y admet une infinité de formes
homologues a fonction G, le systéme en «, y, = est en réalité dans le
cas

pr=3,

et la décomposition incompléte tient & ce que les deux formes (9) et (¢,)
servant de base & la réduction correspondent & deux cones bitangents;
si I’on était parti de deux cones non bitangents pris dans la série triple,
on aurait obtenu directement la décomposition compléte.
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Supposons que le systéme en z, y n'admette que sa forme initiale
comme forme & fonction G, la derniére condition exigera

A=B8, F=o.
Si %" n’est pas une constante, les deux premiéres exigeront
D=E=o,
et s1%” est une constante, son élimination conduira &

02V ___ED<62V m\)’

ox dy ayr T ox

(D2 —E2)

c¢’est-d-dire, avece les notations des systémes i deux parameétres, &

©
o = const.,

et comme on a déja, pour ce systéme,
UV 4+ =o,

les trois fonctions ©, ©, @ seraient proportionnelles & des constantes,
ce qui est impossible, le systéme en a, y n’admettant qu’une seule
forme & fonction G; on est donc obligé de prendre
D*—E2=o, DE =o,
c’est-a-dire
D=E=o.

Dans tous les cas on a donc les seules formes & fonction G fournies
par les fonctions

F(X, Y, Z)=A(X2+ Y?) + CZ2

pour lesquelles on a
p=2,

et qui forment une s¢rie de cones bitangents. Alors, quels que soient
les deux cones de la série pris comme base du calcul, on retombera
toujours sur la méme décomposition incomplete et sur un mouvement
plan possédant une seule forme & fonction G et, par suite, une seule
intégrale de force vive.

Pratiquement on cherchera le plan des contacts P de la série, puis
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deux plans Q, R conjugués entre eux et avec P dans un quelconque
des cones. Prenantalors P, Q, R comme nouveaux paramétres £,1,¢, on
calculera £, 1", {” comme dans le cas précédent et 'on trouvera que &
ne dépend que de &, tandis que " et {” sont des fonctions des deux

variables 7, {. On aura ainsi en évidence la décomposition.

28. Ladiscussion des cas ouilyauneinfinité de formes homologues
i fonction G peut se résumer ainsi

1° p=2. — a. La série comprend de vrais cones. C’est forcément
une série de cones bitangents et, par des quadratures, on est ramené
au mouvement d'un point dans un plan avec une et une seule intégrale
de force vive ;

b. Tous les cones de la série sont décomposables. Le cone variable F
estalors formé par un couple de plans homologues dans une involution
vraie ou fausse autour d’une droite fixe. Par des quadratures on est
ramené au mouvement rectiligne d'un point sans intégrale de force
vive.

2° p=3. — «. La série comprend de vrais cones. On a I'intégration
compléte par quadratures;

b. Tous les cones de la série sont décomposables en un couple de
plans. Ce couple est formé d’un plan fixe et d’un plan arbitraire ou de
deux plans arbitraires issus d’une droite fixe;

b,. Le couple a un plan fixe. Le probléme s’intégre complétement
par quadratures ;

b,. Le couple est formé de deux plans arbitrairesissus d’une droite
fixe. Par des quadratures on est ramené au mouvement rectiligne sans
intégrale de force vive.

3° p=4. — La série contient forcément de vrais cones et I’on a
'intégration compléte par quadratures.

4° p=>5. — Ce cas n’existe pas.
5° p=6. — C’est le cas de la force centrale proportionnelle & la
distance. : ' :

29. Comme premier exemple, considérons une loi de force telle que
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les équations du mouvementadmettent les formes homologues i fone-
tion G correspondant & deux cénes non bitangents. On sait qu’on aura
I'intégration par quadratures. Prenons les deux formes

X2+ 2YZ,

Y: 4 27X,

qui donnent bien deux cdnes non bitangents. Pour la premiére on a

d’ott les conditions

0X _ 97

9y oz’

Pour la seconde on a

d’olt les conditions

oz _ o
dy =~ oz’

I _x
—1,
I _vy,

OX _dY 9L _0Y

05 0z c)_z:a?'
¥z
¥y,
7 =%

0% _0X oY _ oX

03~ ox’ 9?2-5;'

Ces six conditions peuvent s’écrire

oX

Frt

oX

Fu;/-:-
oX

9z

0Y o7,
dy ~ 0z
oY _ 0Z
05 T 0z’
oY _ oz
dz — 9y

et se déduisent les unes des autres par permutation circulaire sur zys.

Elles expriment aussi que

Y, X, Z .
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sont les dérivées d’'une méme fonction, ¢’est-a-dire que la forme

quadratique
2+ 2XY

donne également une forme a fonction G. On est donc dans le cas p=3
avec la série linéaire

Fa=3(X2+ 2 YZ) + p(Y2+ 2ZX) +v(Z2+ 2 XY).

Pour faire I'intégration nous devrons chercher un systéme de plans
diamétraux conjugués communs aux deux cones primitifs. Un calcul
élémentaire de Géométrie analytique nous conduit aux trois plans

X+ Y+ Z=o,
X+a Y+aZ=o.
X+oa!Y+aZ=o,

« et «* étant les deux racines cubiques imaginaires de I'unité. On est
donc conduit & prendre ces trois fonctions comme nouveaux para-
métres et & former &, n’, (" qui, en vertu des relations vérifiées par X,
Y, Z, se réduisent & des fonctions de &, v, { respectivement.

Nous retrouvons ainsi, comme cas tres particulier des cas d’inté-
gration par quadratures mis en évidence au moyen des formes homo-
logues, un cas signalé par M. Appell (*) avec un procédé d’intégration
qui est précisément I'application du procédé relatif au cas général.

30. Comme second exemple, considérons la loi de force

X=az(P*+ 0)— P9,
Y = y(P?+ 6) — P56,
Z=zsP+0)—P0O
avec
P=zx+y—z,
6 =3z*—axy.
Pour que :

F(XYZ) =AX*+4-BY?+ CZ2+ 2DYZ + 2 EZX + 2 FXY

(*) C. R. dcad. Sc., 19 mars 1877.
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donne une fonction de force, il faut trois conditions qui exigent
B=A, D=E=-—A\, —2A—C.
On a donc la série
F=A[X?+ Y!—2YZ — 2ZX +4XY] + C(Z:— 2 XY)

pour laquelle
p =2,
et qui contenant le cone
7?—2XY =o,

qui n’est pas décomposable, doit étre une série de cones bitangents.
Si nous considérons le cone particulier

nous obtenons
F=(X+Y—Z)32=PxX, Y, 7). -

Sil’on remarque qu’on a identiquement
Lr— 2 XY = (X — Z)1+ (Y — Z)*— (X + Y — 2%,

on voit que les deux plans

forment avec le plan P un systeme de trois plans diamétraux conjugués
dans les cones F. On doit done poser

E=xz+y—3,
n—a— 3,
:y—"z.
On a
=24y — " =X+Y—Z=(x+y—3)(P*+0) —PO=P(z,y,s)=E%
N=a"—5"=X—2L=(x—2z)(P+0)
=(z—3z)[(z—2)+ (y — ) ]=n(n*+8),
=y — =Y — L= (y —2) (P14 0)
= —2)[(z =2+ (y —=z)]={(n*+&).
Ann. Fc. Norm., (3), XXXIII. — Mar 1916. 16
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On a donc & par I'intégrale des forces vives
= lpga
cl 2 b

et v, { par le mouvement plan avec la force
n(n*+8), L(n*+1%);

c’est un probléeme de force centrale fonction de la distance avec la
loi
F=r

et on l'intégrera par quadratures.

31. Le cas ou il n’y a qu’une seule forme homologue & fonction G ne
donne lieu 4 aucune remarque trés intéressante. Il semble difficile de
pouvoir généraliser les raisonnements faits dans le cas analogue de
deux paramétres. Nous nous bornerons a chercher les lois de force
centrale qui sont dans ce cas. On a alors

X=2®(x,y, 3), Y=y ®(=z,y, z), 2=z®(z,y, 3).

Soit (X, Y, Z) la forme quadratique donnant la fonction de force, on

aura
1 dw 1 . dw

Tov __Tapo® I !
20X 2 0z 2 0 2 dy 2 07 2 0z

d’ou les trois conditions

dz dy dy 0s =%

qui expriment que ® est une fonction de w(x, y, z). On a donc la loi
de force

X=25(0),
Y=y (o),
Z=z5(w),

w étant une forme quadratique homogéne en x, y, 2.
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Sila forme w est un carré parfait, le résultat est toujours le méme,
mais se met sous la forme plus simple consistant & considérer alors »
comme une fonction homogene et du premier degré de =, y, =.

Dans le cas ot ® est du second degré on raménera 4 une attraction
fonction de la distance en considérant la forme homologue complete
qui correspond a la forme quadratique .

Dans le cas out w est du premier degré nous ne pouvons plus faire de
méme, car »* fournit une forme homologue incompléte.

On fera un changement orthogonal en prenant » comme variable z.
On sera ainsi amené & un systéme de méme genre, mais ou la fonction

sera z.:
X=x5(), Y=y&), Z=3z%(s),

s est donné par la derniére au moyen d’une intégrale de forces vives.
On a ensuite les deux intégrales des aires

x5! — zx' = a,

. y&' —zy' =8,
qui, en posant
= uz, y=va3,

donnent u et ¢ par des quadratures

Nous avons ainsi la généralisation du cas correspondant de deux para-
metres. Il est & remarquer d’ailleurs que, la trajectoire étant plane, on
serait ramené, dans ce plan, 4 une loi de force centrale fournie par
'intersection de la quadrique w avec le plan de la trajectoire, de sorte
que le cas de I’espace ne différe pas, au fond, du cas du plan.

32. 1l est 4 remarquer que le fait de I'intégration ou de la décompo-
sition qui est fourni rien que par la considération de deux formes
homologues & fonction G, méme quand il existe une série pour laquelle
p est supérieur a deux, se généralise pour un nombre quelconque de
paramétres. '

Soient deux formes homologues a fonction G fournies I'une par une

forme quadratique
F(zy, ..., 2,)
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supposée A discriminant non nul et 'autre fournie par la forme qua-

dratique
Fi(axy, ..., )

dont le discriminant peut étre nul. Si nous faisons un changement de
paramétres de facon i obtenir la réduction simultanée de F et F, & des
sommes de carrés, nous obtiendrons deux formes qu’on pourra
écrire
oG = ZP+...+ x2+2U0 (2, ..:, Za),
2Gp=a 2t +.. .+ a2+ 22U (2, ..., )3

nous voyons que la premiére forme, qui est réduite, admet la forme
homologue & fonction G définie par la forme quadratique

ZaX:,
d’out résultent les conditions
0*U
(a;— ay) W =o.

Siles @ sont inégaux entre eux on en déduit les conditions

*U_
_ dz 0z,
qui montrent qu’on a

U=2X, (&) + Xy (@) +...+ X,(2,),

c’est-i-dire la décomposition en paramétres isolés, donc I'intégration
compléte par quadratures.

Si les coefficients a ne sont pas inégaux entre eux, on pourra les
partager en plusieurs groupes tels que tous les a d'un méme groupe
soient égaux et que deux a de deux groupes différents soient inégaux.
Les variables « correspondantes formeront des groupes correspon-
dants tels qu’cn ait ‘

0*U
— 0
ox; 0-1'1

chaque fois que z; et z; appartiendront & deux groupes différents, et il

en résulte immédiatement que U se décompose en plusieurs morceaux

dont chacun ne contient que les variables « d’un méme groupe.
Comme les formes F et F, sont distinctes, les @ ne peuvent étre tous
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bzaus, done forment au moins deus groupes, de sorte que la considéra-
tion des deux formes homologues & fonction G fournit une décompo-
sition en un nombre de groupes compris entre 2 ef nef un nombre
correspondant d'intégrales de force vive. Il peut arriver qu'a certains
des systémes partiels on puisse appliquer le méme raisonnement et
qu'ils donnent des intégrales de force vive décomposables; c'est
qualors il existerait, pour le systeme fotal, des formes homologues &
fonction & qui fourniraient, par deux d'entre elles, une décomposition
plus compléte.



