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SUR LES

ZÉROS DES FONCTIONS ÎW ET QW
ASSOCIÉKS

A LA FONCTION GrAMMA,

PAR M. F.-H. GttONWALL.

1. Soit z •==• x -+- iy une variable complexe, et écrivons

r (5 )=P(5)4 -Q(3) ,

ou

(i) . p(^)=2—v ! 5 4- y
v=o

possède les mêmes pôles et les mêmes résidus pour ceux-ci que T(s),
tandis que Q(^) est une fonction entière.

Au regard des zéros réels de P(s),Bourguet (() a démontré qu'ils se
trouvent tous dans les intervalles

3
— 2 m — -< :^<— 2 W — - I

3

3
— im — 2 <5? <— 2 W — -

( '77Z==2,3,4? • • • ) î

chacun de ces intervalles contenant un nombre impair dezéros.Que
chacun des intervalles en question contient exactement un zéro de P(^),

(1) L BouaouBT, Swî^ fonction eulérienne (Comptes rendus, t. XCVÏ, 3o avril 1883».
p.iÏQ^tïi^téif^ï'îl^^^^^é^
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c'est ce qu'a fait voir tout récemment M. Haskins (1) par une appli-
cation ingénieuse du théorème de Budan-Fourier. Je me propose de
retrouver le résultat de M. Haskins par une méthode plus simple et
possédant en outre deux avantages sur la sienne : d'abord elle donne,
pow lies zéros réels, des bornes beaucoup plus resserrées, et, d'auitre
part, elle permet de démontrer que P(^) possède exactement quatre
zéros complexes, proposition déjà énoncée par Bourguet (2), mais avec
une démonstration insuffisante.

Tout ce qu'on sait jusqu'ici sur les zéros de Q(s), c'est que, s'il en
existe, leur partie réelle est supérieure à un (3). Dans un travail qui
paraîtra sous peu dans les Annals of Mathematics, M. Jensen a établi
l'existence d'une infinité de zéros et déterminé leur expression
asymptotique. En attendant la publication de ces résultats, je don-
nerai aux n05 7 et 8, pour l'existence d'une infinité de zéros de Q(-s),
deux démonstrations très courtes, fondées l'une sur la notion de genre
d'une fonction eûtiàre eb Vautre -SOT un théorèma aujiojiir^'hui, classique
de M. Picard.

2. Dans la recherche des zéros, nous substituerons d'abord à la
fonction P(^) la fonction rationnelle

S/2-+-1

W P^=^^^(n>^
, ! ' 1 ! ! y^o 1 1 ! 1 • • ! - 1 1 . . . .

laquelle converge vers P(z) lorsque n croît indéfiniment,, la conver-
gence étant uniforme dans tout domaine fini auquel sont extérieurs
tous les points o, — i, — 2, — 3, .,..

Supposons d'abord que ^ == oc +-yi. soit un zéro complexe de P(^) ;
en séparant les parties réelle et imaginaire nous aurons

2ra4-11 ! ! ! 2W4--1-
(—i^ ^+v __ ^ (—îY y _y v\ {sc-^-^-^r1 """'oî 2d V! (^.+v)2^ ^2—-°î

l<ir•l , 1 , . 1 1 ' ; - . „ w . 1 . • ! ! -Q-. . 1 „ 1 , , . :,, : ! ,- ,. . ! ! 1 " , 1 / '

(1 ) C.-H. ÏÏA@KINS, On thé zew ûf l^ie fu.nctwn^f^y compler^^ to tfie incomplète
gam^afn^ctwn (Traîu, Àm.ff^/t» Soc^

(2) L. BonRGtJET, Sur laiterie des ùnégrales eulérieftnes {Comptes rendus, t. XCVÏ,
^m^mi^ ïW^. •p1 i^af-T^it1^-11-'^ - • [ 1 : ; : . 1 1 1 • • 1 : : 1 ! ^ ' — ; ' 1 1 ; 1 ^ . '.'- . ' ^ i i i

^ '̂A '̂Î .NteâfîiM .̂Ï'yî ^ • • ' 1 / 1 1 ' l ' l l !^ l•• l : i ' : ^ 1 ' 1 : 1 ' ' " ' " • , •••^ •* ' ̂ Ïi 1 •
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ou bien, commey 7^= o, • • • . • . •

2^-t-l . .27Î-M

y (-^ lx -. - • ^ (-^r :
^ V Î (^4-^4-J^ - \ ^ Vl ( ^ 4 - v ) 2 ^ . y 2 — — ° -

0 0

La dernière de ces équations s'écrit aussi

(3) r a i i i l
(^-i-^+j2 (^^^j2 aî^^S^+j2 3 1 (^+4)â4.^"4--"

ï i
( 2 / 2 ) ! (.274-2/1 4-1 )â-h J2

Les teimes <du TOêffAre de gauche sont de signes âtteMés et pour
^> — 2, ils décroissent en vVelu^ absolue à partir du troisièfôey en
&o^fce çue l'é^uafilan {3 ) dcane lieu à l'inégalité

ï ï
(^ 4- ï^ )2 4- y2 (.r 4- ^ )Î-^VÎ < oî

' 1 1 •^ ! 1 1

c'est-à-dire x <^—-•
Supposons en second lieu que s soit réel. Pour^>o, les'termes

dans (2) sont de signes alternés et décroissent en valeur absolue à
partir de v == o, et, par conséquent, P^(^) > o. Lorsque — ï< z < o,
la même remarque s'applique à partir de v = ï, d'où

P^IX-^o.
.-0

Pour — 2 <^z <^— ï, la condition indiquée a lieu à partir de v = 2,
et
, , , . , • ' , , ^ p^ > .1 „ __^ = ———-> o.. . . . •

^ ^ 4- ï 5 (54- l )

" 1 Nâustroffî'aiis-de-la^mèffle a^nière po^r — 31<<s l<< -- 2 1 . , , ;

! ' ; 1 ! ! 1 1 iî1 Y^I ̂ '^^ I ^ ±11 T _ ^4-3^4-4 . .. ̂  . - , . -. .
^ / ^ 54-1 >! .;4-2"~ 2^(5 4-l) (s 4-2) <' y

le n:ymé3rateTtf ^êteat1 l^^ujourB ^ •paolâîfciy,;•llljBl?liêll ^âéno-Èii'nefceur GtntBnant
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trois facteurs négatifs. De même, pour — 4 <^ <^~-" 3,

(^4-4)(^2 4-7^+9)Pn^)>" 3)^2 Î ^ 4- 2-4-2 3 ! ^ - + - 3 6.s(,s 4-î)(-5-h a ) (

et pour — 5 < z < —- 4?

P^X" 4-- 1 2 ! ^ 4- 2 3 ! ^ 4- 3 4 ! ^ 4- 4

^ ( ^ + 4 ) (^^-4-7^-^9) , i i
6 5 ( 3 + i ) ( ^ 4- 2) (.54-3) 4! -3+4

<o,

chacune des deux dernières expressions étant négative.
Toutes les inégalités précédentes s'appliquent aussi bien à P(^),

nous pouvons donc énoncer ce résultat préliminaire :
Tout zéro réel de P»(^) ou de P(^) est nécessairement inférieur

3à — 5, et tout zéro complexe a une partie réelle inférieure a — -•

3. Afin de démontrer l'existence de in— 3 zéros réels de Pn(-^)?
faisons dans (2)^ = — im— i — Ç, où m = 2, 3,..., ri et o<^Ç <^ r ;
il vient

(4) P,.(——2^—I-^)

i
2 n̂ -h i 4- ^ ^ 2 W •+- i; 2 ! 2 W — I -4- Ç

4-. . .
ï ï

(aw)! ï -+- ^.

(27^-4- ï ) ! Ï,

ï ï ï ï
(2 m 4-2)! ï — ç (2m4-3) î 2—Ç '

ï ï ï -J-(2/ï)! 2 / 1 — 2 m—I—Ç (2/Z4-I) ! 2 A l — 2 / 7 1 — ^

Les termes dans chacune des deux parenthèses sont de signes
alternés et décroissent en valeur absolue (pour m == n, la deuxième
parenthèse manque). La décroissance est évidente pour les termes de
la deuxième parenthèse, et pour ceux de la première, il suffit d'ob-
server que l'inégalité

•>• '̂St^-h- ll.•—„x-frll§ . . ', ̂  14- :ii ) !, ̂ m —^-:4~ ̂ •(v^ j^^,. .. ̂ %m — iç)^
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est équivalente à la suivante : ' "

y ( 2 w — y + 0 > i (^ = 1,2, . . . , 3 m — i),

laquelle est évidente. Il suit maintenant de (4) que

P/,(—2//À — î — ]•)>————————- 4--—————rï-^î' • 2 / M + i + ^ ( s m + i ) ! ^

p o u r o < ^ < î , d'où

(5) P^--2m—î-- . . , >Q (m==2,3, ...,/i).
L l^'^/'J

D'autre part, (4) donne, pour w= 2,3, ...,^ "-î,

Pn(-2W~^S)

1 1 1 I I I I
<s^ __ _____________ _L. ,___________ __ _±» ____________ ————— —— ———————————— —————~ }

am+i+Ç (2m-+- i ) ! t ( a / n + a ) ' ! — Ç (2^+3)1 2—c ,

etenyfaisantl:=i~^^^^,.

P.[~^~^^^j

r î _ _ _ î _ _ _ T î î i î
> 3^+2'"" î I "i' (a/n +r)! T (âm+3)! î

[_ 9 ,m+3-^^^^,J '-(a^+ï)! , ^(am+i)!
1 , 1 1 ____î____^ __________î__________

^^ ( 2 W + 3 j [ ( 2 W + 2 ) ! —l ] 4 " ( 2 / 7 1 + 1 ) ! — 1 (2 M + 2 ) (2 m + 3 ) [ (2W-hl ) î + î]

î r ' î 1•̂ ^ ^ ^_____ î _ ̂ _ ,i_ « „„„ _____. î . !
( 2 W + l ) S — 1 [_ 2m + 2 ( 2W-h 2) ( 2 /71 - i - 3 ) |

ou enfin

(6) P^2m^2+^^^^j >o (m=2,3,. . . ,7/- ï ) .

En assignant Aêiwtêiar$ à îpouNeâquellesP«serânégâtit ' , ilcon-
vient de trâïtêi' à |ârt le cas de ^sss a. Soit d^abord m ==2 et Ç == y,

-Àwt^Éc. ^wm., (â),,XXttll. 1^ DteaiBiiE'iaï^1,.1,,,1 1 . 1 1 49
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nous obtenons de (3) -

P«f -5+ l )<-———+———-- ' -———+-———
K 4y 3-4 4-4 ^S+i î^^.4 , • • 4 ' , 4 , • 4 ' . .' •

I I I 1 î I— — — — — — ^ _ _ _j_ ——— ^—o,o33io.. . .
4 ' î 31 ï 61 î 7

'"^ 4' '-4

Pour m = 2 et ^ == î — —? nous obtenons de même
20

••-(-^)
<- • I , x ' I , î ^6 - -t- 5 - -'- ~ Tl T r̂ 3T 'ï~L

20 20 20 20

I I ï t Ï I

; • •- ^ "^^Ï^^TZL4"'61! =-0,02095....
20 20 30

Soit maintenant 7n> 2 et o < i; < î ; de (4) nous tirons rjûégalité

r» / <^ î I î II\(—2m ~ î — <:;)<— ——————^+————= -—— ———————-
2m4- i4-^ 2/^-h-^ 2! 2 W — r - t - ^
I ___I___ ___I I , I __ I

- , , 3 . ' 2m- -2+Ç ( 2 / n - 4 - î ) ! $ (2w 4- 2)! ' î — 2'

II est facile dé voir que — —————. '-+- —!—-, décroît et que

—^-^•i+g ̂ n^m^+g crôit P0111* S croissant de o ai,; et

par conséquent

n / ?-\ T T î ïP , , (—2m—i- - .Ç)<—————+———--——
2m -4- ï 2m 2! 2m

1 1 1 : 1 , ^ , ' l , î__T , T ^
3Î 2 m—î (2 m 4-1)! Ç (2/n + 2)! i —^

ou bien i "

/ v r» / î-, ^m 2—i4m-+-3(7) i i l I I IP/^(—2m—^—£)<————————-—————— ,
'̂ ^ W . ' . 1 1 > - 1 ^ 1 1 . - ï " ' ^ ., l lbi2p^,:^,^-)121m(121w--,ï)., ; 1 ;.•;, .. l;.T„-;r. • • 1 : : 1

„ ^ 1 1 1 / 1 "^ -„ , 1 1 ^ r.^ . ,• , .. , ' ^ , l ! ; ;:Ï ^ _ , 1 „ ! î..,. . , , ! .
,, ; . : s ' , \ î _ 1 1 . ' "|") ,,' '',"-• 1 1 1 ' : » •̂..s' '""r" ^ ' ~ -"— l l ! ' " ' 1 1 '• ^'1 ' t 1 ~\ ' . », * ! lli ' « :" », •\ 1 • 1 1 1 1 : ' 1 1 \;. 1 ! ' ; , . . • , 1 ' 1 1 . , 1 . -(^w-h î ) ' ç 1 (am-hâ)!1 î^— l,Ç
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En faisant ^ == ——rp d'où ^<; ^? il's'ensuit que " " ' " " ' ""•' '

pr-^^^ j^ -———] 1

L (^ÎU
8 / 7 2 2 — î 4 w - h 3 r i i

<: _ _________3———————— -4- ———————— -4- ———————— ____
6 ( 2 /n 4- i ) 2 m ( 2 m — 1 ) 6 ( 2 m -4" i ) ( 2 m -t~ 2 ) ! i

^ ^^

=^6(2^^I)2^(2W~^)[4W(^^ +3"" 3 (2m-2)!(2m-+-2)j < °

(W>2), , .

En rapprochant ceci du premier résultat numérique relatif à w == 2,
nous voyons que

(8) . p r - 2 w — i ~ — — — — 1 < o (m=2,3,,..,^).
L ^""J*.!

f* o

D'autre part, en faisaiit dans (7) ^== i—-————ry» d'où Ç > y y
nous aurons

,, F 6 "|P / J — a m — 2 -(-.—————— • •'1',.,,',. •: „
L (2m+i)!j

8 w â — l 4 w -t-3 4 t T< '̂ _ _______z______ «^_ z.1 ______ ^_ ——————
6(2w 't- i) 2/n ( a / T î — i ) 3 ( 2 W 4 - i ) ! 6(27^4-1)

==—^-—————-I—-————- F4m(m—3)-i- 3 — •——î——n-1 <o6(2m-4-1) 2m ( 2 w — i ) |_ ' / 3 ( a w — 2 ) ! j

,(/yz> 2),^ ^ _ ! ., ^ ^ . ^ ..,^ ^ _ ., ^

et en rapprochant cette inégalité du deuxième résultat numérique
relatif à m ====2, il vient 3

•i

(9) .P»[~2W-2H'^^T7)T]<0 C 7»^ 2 ' 3?-- " 7 1 ) - .

Il suit roaintenarït des inégalités (5) et (8), ainsi que de (6)
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et (9), que chacun (les 'in — 3 intervalles

('o)

f
^^"(imyi ^^^-i-(^yr (m==.,3,..,n),

-'"^^^^^^-—^^^(i^^ (m=.,3,...,.-0

contient un no-mbre impair de zéros de P^(^). Si l ' u n de ces inter-
valles contient plusieurs zéros, choisissons l'un quelconque de ceux-ci;
nous aurons ainsi 2n — 3 zéros réels que nous désignerons par ^,

, 4 . Que P^) possède exactement in -4-1 zéros, c'est ce que nous
voyons immédiatement en écrivant

^,\ p / ^^^ (-ï)\ ^ ^ a^)^^^-a,z^^•..^a^^
î n\-) ^ y! z^-v (2n + î)Ïs{s + i)...(^ -+-2^-4-i)

v=o

^11 reste donc à étudier le§ quatre zéros ^ < , ^2. ^3 et^ ; je dis qu'ils
soïlt touscomplexes.

En développant ( ï i ) suivant les puissances de -1.? nous obtenons
facilement

ï n -+• 1 .

ao==(2/2- i - ï ) ! ̂  l-̂ 1 ,̂
^ • ! ' 'o • ^ ' , ^ \ . . . .

în ,

: ^ i=(n-+" i ) (2n+J)ao4-(27î4- i ) î V-^^î
? 1 •„ -11 ' 1 1 ' ! ! - . 1 , . , ! ^ , , .o1 • • !

et en multipliant (î î) par z, puis faisant s == o,

^ ; l i l . . ^ ^ • , , ' ^^(^(^/z-4-l)^ l:(^^-^-i)! . 1 ^ 1 1 . ! . ' 1

Par conséquent, '
1 , f. , ',,.,...§ft-(-j; • , 1 ' • 1 1 ! ! . : , • '/ . ^ '1: !1,',, • '. i i . ' ' !

: ̂ j,2 ̂ ^t = (^ .)(^+.)+, ̂  ̂ ^^^^^^
^a^y^ii:,^
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2/M-l

et puisque ̂  ̂ -^ > -^ - -^ = y il vient
0

2«+1 ^

^ -^,< („+,)(,/,+,)+.+ TïTT^ryr :
/. == i ^ . • • -

D'autre pari, les inégalités (10) font voir que
2/î +1 n n —1

^ — ̂  > V 2 w 4- i -4- 7——rr -+- V 2 m •+- 2 — T—————r7 ?j-^ «̂i L (2m)!J A-^ ,L (2m4-ï ) !J
X=î m=5 ' 1 • • • • w=^2 ' ! ' " : . ' • ' '

et puisque
k - ^ ^ / " ! r _i__f^' ^ ! ' - 6 T \
•' "^.Î'^-Ô'!'4"*.""^ ( 2 / ^ — 2 1 ) 1 ^^a^)! ' [5.Î + 7 î"+"" l+ ( 2 / i — i ) î J '• 1

i 6 ! i i 3 •- ! ! " !

> 4T ~~ ?T "h ( 2 / z ) I >"^ 24" (2 .^+1) ! '

nous aurons
2n-H

^ ^^>(n^ ï ) (n^a j+(^4~2) (n4- -3)—^-+- ^^^^^
?^>, 1 1 1 1 !

et la comparaison avôe l'iinégalîtéprécédeîite donne
1 1 1 ' ! ! ! 28

( ï 2 ) , ^ , ^^ 1 , » - 5 ^ — 5 3 — 5 3 — ^ 4 < ^ - . , ' 1 ^ ^ ; ,

Les coefficients de P%(^) étaût réels» les zéroê Mï^plexes soïrt^n
nombre pair et conjugués deu^ à deux. Supposons d'abord que ^,^2,
-Sg et ^4 soient tous réels; en vertu du n° 2, etiacun d'eux serajt infé-
rieur à — 5, et le membre ^gauche de (12) plus grand que ao^Suppo-
sons ensuite que ^ et z^ soient réels, Sg et x^ complexes ;jalors
— z\ — z^ ^> lo, et — ^3 — ^4, ou le double de la partie réelle d e — s - ^ y
serait, d'après le n° 2, plus grand que 3, ce qui contredit encore
l'égalité (12). , :

II s'ensuit donc que ^ ,> s^ .^ ^t ̂  sont tous complexes, et avec les
%éros z^ s^.../^^i obtenus au r^Sy ils constituent la totalité des
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zéros de P^(^). Par conséquent, chacun des 271 — 3 intervalles (10)
contient exactement un zéro, et il n'y a pas d'autres zéros réels.

5. Avant de passer aux zéros de P(^), il faut démontrer que, pour n
croissant indéfiniment, les zéros complexes de P^(^) ne tendent ni
vers Tinfmi, ni vers un pôle de P(^). Pour cela, nous écrivons

^1 ~== ^1 -+- Ji ̂  Zï = X^ — Ji i, ^3 = X^ 4- Va ̂  ^. == ^2 — Jâ ̂

oùnous supposeronsa^>d^; FinégaUté (12) devient— 2^4 —a^a^2-?
^2<-»

et comme — ^ ^ ^ nous aurons — ^<1^7' Si l'un des ^i, ^2,.^
et ^4 tend vers un pôle de P(^)? ce pôle sera donc — 2, —- 3 ou — 4.
Considérons par exemple le pôle —2 ; lorsque oc est compris entre «"-1
et ~ 3, l'équation (3) donne

___i___ i i i
(.T-T- i)2^2 — (A7•4-2)24~r ; ^ ̂  11 (^ +-3)^4-^ >0*. , , ; , „ . , 1 ;

En posant dans cotte inégalité x ==, — 2, nous aurons

Ï <. I Ï I I1.4-. —,/-• ———— »L- — _____ --> __ ,
• ! - % = I'-+-'J2 21 i-h^2' •J2 . • : - - . î - ;l • ::' •

d'oùj2 > -» et, par conséquent, nous pouvons fixer un £ indépendant

de n tel .que l'équation (3) dontie ̂  $> ^ pour \x — 21 < E. Donc un
zéro complexe de P^ ne peut pas tendre ws -— ^ pour n infiaiy et une
démonstration analogue s'applique aux potes — 3 et — 4.

Pour voir qu'un zéro complexe dé P^(^) ne tendra non plus vers
Tinfîni, nous observons que

; • • : : /.^i^^^^^^^^^^,^ . .'•.': : 1 ;
^ j , , , : ; 1 : ^ , • ^t',-. :-,.. '• • - ^ (-1^ _ , ,

: •„ :.,,rr :, ,' ^ : ' . • , , . , : • • : .A'T"11 "



SUR LES ZÉROS DES FONCTIONS P(^) ET Q(s), ETC. 391

D'autre part, les inégalités (10) donnent

^l^l>^'f2m^ I^7—TT^ n^m+^——-}1.1. ï A l l-l [_ ( 2m) î j l l ^ (2,^-4- i) îJ
À=-;i /// s= 2 ~ f/i^ 2

_ (2/t+i) ' irr r ' 1 ri F 6 ' 1
— 4! 11|_ I"+"(2M-^-I)!J^1[ I (aw+î) !^

w:=2 . , w=-=21'

et puisque

[ ï ï r ï 1 _ ï r 6. 6 "ï
L1 (2m+i)lJ L14'^^^-^)!]"14" (•2m.+-i)î [^""sirn-^ "" (2w+2)!j >J'

pour w^> 2, nous aurons
3/i-t-l

0 1 .. I ̂  (a»+' ) ' / i \|-A|>—^—^-aT^y
7» == 5

La comparaison à l'inégalité précédente donne

w +JD (^ +r.) < —3-4— < 73.
• \ • i i - ! 1 - 1 1 • . l r"~" 5T5T1 ^ 1 1 ] ! ; ' " • : 1 " - ' 1 • " i l i " •"

d'où,pourj=y4ou^.

ay[(y^]<.3,
ou enfin

, . ï r
^1<T-

6. Pour passer aux zéros de P(^), considérons un domaine fini
quelconque dans le plan des ^, auquel sont extérieurs tous les
points O y — ï , — 2, .... Dans ce domaine, les P^) convergent uni-
formément vers P(s), et, d'après un théorème connu de Bouché (<),
les points limites de.s zéros die Ps(^),' Pi (s), ... seront tous des xéros

(i) E. ROUCHK, Mémoires sur la série de Lagrange (tournai de U École Polytechnique^
cahier XXXIX, 1862, p. 193-^24). J^oir le théorème ïll, p, 217, Ce théorème fut redé-
couvert, par M. A. Hufiwrrz, Ueber die Nullstellen der KesseVschen Fu.nction (Math,,
Ann^ t. XXXItI, 1889, p. ^46-266). Voir le § 1 de ce travail. s
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de P(^) et inversement, un voisinage arbitrairement petit (Tun zéro
d'ordre k de P(^) contiendra k zéros de P^(-s) pour n suffisamment
grand.

Les zéros complexes de P ^ ( s ) , P ^ ( z ) , ... n'auront pas de point
limite réel, car, d'après le numéro précédent, son affixe serait ï -- I-7-
mais distinct de — 2, — 3 et — 4 ? ^t par le théorème de Rouché, le
point limite en question serait donc un zéro de P(^). Cela amène une
contradiction, car nous avons vu au n° 2 que tous les zéros réels
de P(^) sont inférieurs à — 5.

Le théorème de Rouché donne maintenant le résultat définitif que
voici :

Chacun des intervalles

et

6 , ./ ! . i— am — i — "———- ;": 5l; — a m — i — ————
( 2 m ) \ ~ { 2 m ) '

! ' ' i ! ! ,.. /, , , ! 6
— 2 m — 2 4-- -—————-T ^ rî ::: — 2 /n -- 2 + -,—————(aw-l-i)' '" (2 m 4 - 1 ) !

contient, pour /n == 2, 3, 4 y " • • ? ^^ seu^ zéro simple de P(-S)) et cette
fonction r^cc pas d'autre zéro réel. Les zéros complexes sont au nombre

de quatre; leurs parties réelles sont comprises entre — -J- et — —? leurs
4 2

parties imaginaires entre — — ^ - h — •

7. On sait que la fonction entière Q(^) peut être représentée par
rintégrale, convergente pour toute valeur complexe de ̂

•6' •^. ., '•" , , . . / » < » • ' . , / , . ! ; , ' ! .
! . 11 ,,Q(.3):=-: Y c1111"^^--1^. 1 1 1 .

' ^ 1 ' , */l • ! !

llB'e&suit qae^potïr n f^^Bv^t^n^^s^n^^.i^ • ' . . . , ' . ' .
. . . . „ , , , „ , ̂ ^ , ^ , . , ^ , , ^ , , ,.,,^ ^,, ^ ; 1 ^ 1 ,.̂  ^ , ^ ^ ! ^ - ^

;^,|,Q,(^) {,3 ^ : 1 ^ fsr^^du^. f ^•'^^/^^l^,^t,<C^ < l ^(^^ l • • k £ , , . .
!,.:^•^;^ ^ 1 ' ' 1'1 : : ' : 1 : : ; " 1 / 1 ^ 1 1 • : ' , ' ' ' : : 1 1 . 1 1 ' 1 1 , 1 , ' . " - ' ' ' '

; Ï^réqi,:! :̂'? ;̂1^1^^ •Ifè^eara'
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de la fonction entière Q(^) ne dépasse pas l 'unité. Or supposons
que Q.(z) n'ait qu'un nombre f in i de zéros; cette fonction sera alors
de la forme

0^)=e-R(^),

où a est une constante (qiii peut s'annuler) et R(^) un polynôme.
D'autre part, nous savons que Q(-s) vérifie l'équation aux différences
finies

03) Q(s^ i )=^Q(^)+^

et en y substituant l'expression précédente, nous aurons

__ ^ R(^+i) e-^^
îw~e "TRTiT" ^(^) "

En faisant tendre z vers l'infini de manière que la partie réelle
de az soit positive ou nulle, le membre droit tend vers zéro, d^où
contradiction. La fonction Q(s) a donc bien une inf in i té de zéros.

8. Ce résultat peut être démontré d'une façon encore plus simple.
Supposons que l'équation Q(s)===o n'ait qu'un nombre fini de
racinesz^ ^3, ..., ^(ou aucune); il s'ensuit immédiatement de (i3)
que les seules racines de l'équation Q(-s) =^ - sont i,^ • + - i , ^ 2 + ï ? - - - »
^-h ï . Or, d'après un théorème bien connu de M. Picard, toute fonc-
tion entière qui ne prend qu'un nombre fini de fois chacune de deux
valeurs différentes ( i c i o et -\ est nécessairement un polynôme, et si

\ € /
nous substituons pour Q( s) un polynôme de degré m dans (i3), le
degré (lu membre gauche sera m et celui du membre droit m + i, d'où
contradiction.
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