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«ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE »

' , SUR

LA POUSSÉE DES TERRES ET L'ÉTAT ÉBOULEUX 0,
' AVEC QUELQUES IDÉES GÉNÉRALES SUR. LA MÉCANIQUE DES SEMI-FLUIDES

ET APPLICATION DE CES IDÉES AUX CORPS^ PLASTIQUES;
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SOMMAIRE, — L Équations aux dérivées partielles, pour les états ébouîeux par détente
horizontale voisins dç la solution BanMne-Levy, dans le cas d'un terre-plein à surface
libre sans pente moyenne .—ÏL Mise en compte, en première approximation* des con-
ditions relatives à une surface libre horizontale et à, nne paroi plane. — Ïïî.Câlcul^d^^^
deuxième approximation de la poussée-lîmîte exercée sur un mur vertical par un ferre-
plein à surface libre horizontale. — IV. Profil de rupture d'un terre-plein horizontal, à
couches plus rugueuses dans le voisinage de son mur vertical de soutènement qui
commence à se renverser. —• V. Coup d'œil sur le même cas d'un terre-plein horizontal,
soutenu encore par un mur vertical qui commence à se renverser, mais, en outre, par
une paroi limitant le massif à Famère, parallèlement au mur. — V I . Intégration gra-
phique, dans le cas d'un terre-plein à surface libre ondulée, indéfini à l'arrière et
maintenu à Tâvant par un mur courbe. —VIL Rappel sommaire de résultats antérieurs,
concernant soit rétat ébouîeux de masses pulvérulentes, soit leur état élastique : uni-
formité de F écoulementdans les sabliers; extinction du son par un milieu incon-
sistant; etc. — VIÎL Aperçus et hypothèses sur la Mécanique des semi-fluides en
général. — IX, Application aux corps plastiques : lois approchées de Tresca sur le poin-
çonnage et récoulement des solides.
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I. — Équations aux dérivées partielles, pour les états ébonlenx par détente
horizontale voisins de la solution Rankine-Levy, dans le cas d'un terre-
plein à surface libre sans pente moyenne.

I. Le Mémoire que je me propose ici de compléter avait pour but
d'établir les lois et les formules qui se sont montrées les plus utiles
pour la pratique, dans la théorie presque nouvelle encore de Vétat
ébouleux des masses pulvérulentes/telles que du sable. J'y ai surtout
insisté sur le cas d'un massif à surface libre plane, déformé pareille-
ment dans tous les plans verticaux parallèles qui le coupent suivant
ses lignes de pente et contenu en avant par un mur ou une paroi de
forme également plane, perpendiculaire a ces plans verticaux ou
coupant la surface libre suivant une horizontale. Il suffisait de consi-
dérer, à partir de cette intersection où se prenait l'origine de deux
axes coordonnés rectangulaires des x et des y contenus dans un des
plans verticaux, la coupe du massif par ce plan ou, plutôt, la couche*
sablonneuse de largeur constante i qu'il bissecte.

Puis, en faisant abstraction des perturbations dues au voisinage (lu
fond solide sur lequel repose le massif homogène et pesant proposé,
celui-ci pouvait être supposé indéfini en profondeur soit vers le bas,
soit en arrière. Et, lors de l'état ébouleux provoqué par un commen-
cement de renversement du mur, chaque tranche mince fictivement
découpée dans le massif, suivant l'intersection du mur et de la surface
libre, par deux plans infiniment voisins ainsi émanés de l'origine,
offrait des dispositions mécaniques analogues sur toute la longiieur du

1 , rayon vecteur1111 r 'qu'on,; y. m eriarfc dans, lé •plan1, des1 '.•xy^ et/que 'son angle
polaire 6, f a i t ^^^^^u^ x positifs, y définissait. Car, en tous les
points (^j), ou (ry 9), de ce rayon vecteur, la plus petite pression
principale (proprement dite) était simplement proportionnelle à la 'dû-.
tancer à l'origine et orientée de même•y ou affectait la direction défîme

--par •un'azimuf^angle 'ipolaîre)1^':^^^^1:1^^
. à-dire, fonction ^n^^wCTr^ 9. Il j^vait-donc/lieu de'/préférer aux

; -deux'^ariablesiindépeadantesi-^-et^ies'coordo^ polaires ̂ .O1.1 Et1 1

c'est ce que, j'ai fait dans toute la suite du Mémoire.1 / 1 1 - , ; 1 / . • ^ ^ . ' ^ ^ 1 1 -

± Mais soit quand surface libre ou paroi, cessant d'être planes,
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deviennent des cylindres à génératrices toujours normales au plan
des -xy, soit quand , avec paroi et surface libre restées planes, on
introduit une nouvelle surface (encore normale au plan des xy),
comme, par exemple, une seconde paroi à quelque distance en arrière
de la première, la parité ou, plutôt, ^similitude des conditions de
l'équilibre aux divers points d'un rayon r disparaît; et les coordonnées
polaires perdent leur supériorité. C'est pourquoi je reviendrai ici aux
coordonnées rectilignes.r et 7, dans l'étude plus complète, que je me
propose d'y faire, des modes d'équjlibre4imite voisins de la solution
Bankine--Levy, 1 1 ' ' ' ' 1 " , 1 ' 1'. . , 1 - ,

Toutefois, pour conserver aux formules le maximum de simplicité
possible, je me bornerai au cas d'un massif s'écartant peu (ou médio-
crement) d'un terre-plein horizontal; de sorte que l'axe des .y normal
à la direction générale de la surface .libre soit vertical et devienne un'
axe de symétrie dans la solution Kankine-Levy. Aut rement d i t , le profil
de la surface libre pourra bien être une courbe ondulée (irrégulière-
ment même), mais il aura sa pente moyenne nu l le , I7axe des x ainsi

'vertical sera d'ailleurs dirigé vers le bas à partir de l ' intersection
horizontale du, mur et de la surface libre, tandis que l'axe des y , encore
normal à la même-intersection, sera horizontal et, partout, plus ou
moins voisin de la surface libre.

Dans la solution Rankine-Levy correspondante, ou appl icable au
'terre-plein,horizontale la pression principale proprement d i t e la p l u s

1:1 forte, ;vertiçale;par: raison, de symétrie, ou sollicitant en chaque point
l'élément plan horizontal, équilibrera le poidsil.rde la colonne sablo.n-
neuse superposée, et aura ainsi'ia'valeur ïl<z*,'tandis,-que la pression
principale la plus faible, cféiai èbouleux par détente, soll ici tant Télé-
ment plan vertical, sera, comme on sait, le produit de ïîx par le
facteur

i — sincp , -/TT ÎP\ - , ' , • .
' ' 1 1 ! ——————-L !— lî infy 2 } —_» — S • !' l i i l 1 1 1 1 l l i l • 1, ——, m 1,1 L» i " » '. 1 1 . ; " 1 ' 1 : 1 , . , 1 1 1 1 1 1 . ' , , i+ snicp ^ 1 , ° \4 , a / „ .' • • 1 1 11, , , 1 . 1 , ! , ' ^ ,

Pour abréger, nous. appellerons a la racine carrée positive de'ce facteur,
c'est-à-dire., que'nous poserons:1;, ,1, 1 1 1 : 1 • .-1- ' ./' . !1/1 : ' 1 1 " , 1 1 ' 1 1 : 1 1 • 1 1 1 / . 1 ,

( ï ) /yc , îp\ ' . / i — mw -a=tang ~ — I ^i/———:—L-1 , ,- ! 1 , "\4, a/ ,, }/ x-+-$»ny
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Les trois composantes principales de pression relaies <^ W N., T,
N,, seront donc respectivement, dans la solution Rankme-Levy,

—Ha-, zéro, —a2!!^.

Ajoutons-leur les petites parties
IIn.t, lïf, n/îj,

fonctions inconnues de x et de y, qu'il faut y joindre pour obtenir les
solutions voisines cherchées ; et nous aurons d-abord a porter ces valeurs
totales

; (2) ' N.,==H<-^+^). T=IH N,=n(-^+^), .

dans les équations indéfinies ordinaires de l'équilibre,
! 1 - dN, (?r „ ^T , r fN^_

: (3) : rff^^^"' ^4-^ --0

11 vient simplement

,n ^+^=0, ^+^--0.
(L») dx dy dx dy

Quelle que soit la fonction continue t de œ et dey, elle admet
toujours une certaine intégrale o en x et en y, ou fonction primi-

tive frfy fï^z'; et l'on peut écrire

: - : d2® - ; • ' . : , ; , - ' : . 1; ' : ! '
/\(5): : : - Y ;:,:.-:1,,,^^<^

Dès lors, les équations <;4) prennentles formes

; • , : d / rf^X rf /„ , df2ro^ —n

^^•y'

et montrent que / î ^ n y ont les valeurs - y ~^^^
ment augmentées de deux certaines fonctions /"(y)» /,' (dî) ne dépen-
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dant, la première, que de y et, la seconde, que de x. Ajoutons impli-
citement à - or deux fonctions primitives /'(r), /.(a?) dont f " ( y }
f,(x) soient les dérivées deuxièmes, ou, en d'autres termes, désignoi^
désormais par - rs la somme qui s'appelait -^-^/(y)^-/,^)^ ce
qui ne changera rien à la dérivée seconde oblique en x et y de la
fonction rs et laissera, par suite, subsister l'équation (5). Il viendra
en tout, comme intégrales obligées de (4), les trois relations

(6) , ^ ^ ^ - ^ ^ ^ ̂  ^ __ d^
; , : . ^ - d x d y ny-~d^•

Les petites inconnues n^, f, -n, du problème s'exprimeront donc au
moyen d une fonction auxiliaire unique a ou, plutôt, de ses trois
dérivées partielles secondes; et les formules (2) de N ,̂ T, N seront

(.) N.=-n(.-̂ ), ,,n ,̂ N,.-n(«.,̂ ).

^ 1 •

3. Il reste, pour régir la fonction w elle-même, la troisième équation
indéfinie de l'équilibre-limite, celle qui caractérise l'état ébouleux ou
exprime, pour chaque point du corps, l'égalité, à l'angle de frottement
intérieur donn^ç, de l'angle le plus grand y' qu'une^ression y fasse
avec la normale à l'élément pian qu'elle sollicite. Or, si l'on prend
sin^omme mesure de cette obliquité maxima des pressions au
point (a?, y), on sait que son carré est donné par la formule

(8) ^ >--(N.-N^+4F , _ 4(W-r^> .; '
• ' (N^+N^ -I (N.,+N^ i '

Substituons donc, dans cette formule, à y' l'angle connu y, ou bien
à sino/ la fraction ̂ , et, de plus, à N,, T, N,les expressions (7);

pms efFectuons les calculs et réduisons. Il viendra pour l'équation
cherchée en ©.aux dérivées partielles du second ordre,

^(S-«'y°)[(.-«.)-(^-^:)]-(,^,,(^y,



6 J. BOUSSÏNESQ.

Comme nous supposons petites les dérivées secondes de ^ 1<"
deuxième membre, non linéaire, est du second ordre de petitesse; ef
l'équation, résolue par rapport à la première parenthèse, du premier
membre, montre que celle-ci estaussi du ^cond ordre; que, par suite,
son produit par la partie —j- — a2 —^ de la quantité entre crochets est
du troisième ordre et sera négligeable même à une deuxième approxi-
mation. En divisant par la quantité entre crochets, il vient donc :

i° A une première approximation,, l'équation simple de d'AIembert,
cl^ d^

(10) , :-T— ^a^—r;/ 1 1 ^ - ! , , i l l ! l ! ; , . "w , ! dy1 .

2° A une deuxième approximation \ l'équation, des moi ns complexes
(ce semble) parmi celles qui ne sont pas linéaires,

. . , d^ a^2^ _ 1 4 - ^ 1 f d^ Y_ i f ̂ d^y 1 , 1 . 1 1 1

dx1- d y 2 i — c^- se \dx dy ) ^ sin y \dx dy )

II. — Mise en compte, en première approximation, des conditions
relatives à une surface libre horizontale et à une paroi plane*

4. Laissons pour le moment de cô t é / l e , terre-plein à surface libre
courbe, ,ou prenons,^ comme équation du profil supérieur, ,y^o; et,
voyons ce que donne alors la relation (10) de première a p p r o x i n t a i i o t i ^
applicable dans tout l'angle dès coordonnées oc, y posi t ives, du moins
quand le mur est vert ical .
\. L'intégrale classique de réquation(io)ded\Alembert est, avec, deux
ton cti on s /arbitraires ' d^u ne1' .seule11 variable /chac une1-, •f, f^ ' ^ . don fc 1 a d é-
rivée seconde seule^ figurant dans les-pressions, aura, de l ' imporfcancCy

1 1 ('la ) : l l l î l : / : l 11111^:.1 ^,;;•;^ ; 1 1 1 1 , :1 1 1 1 1 /1 1 ,1 1 1 1 . rs =/(IJI.— ax}^f^y 4- ax). ..'::.:, ^ 1 1 . ' 1 ^ 1 ; 1 1 1 1 1 1 1 ^ . 1 1 1 1 ,

.'/Il^ên'Tésultera^d'après1^.),;1. l ' ;:. ' lf l-' l. l- 1 1 1 1 1 1 1 -'':.' r ; 1 ' 1 1 / : , ^ 1 1 1 1 ' 1 , 1 1 1 , 1 ; 1 1 1 1 1 1 , 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 ; \ 1 1 1 1 , 1

\1 1 : 1 1 1 : ,1 1 1 '1•1 -^^-'•''^^^.Y'N^^-n^
W 1 1 ' 1 1 1 ^^^^[^ "/'(^l-ll^l)^^l(yll^al^):|, :1'1•1.'111,\ 1 1 1 : 1

1 1 1 1 1 , N^-n^t^ +-7//(7 - ax) ̂ f'[ (y +, a^)]. ; 1 1 , 1 ^ 1 1 , 1 1 ,
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Et si Von porte ces valeurs dans le second membre de (8), pour voir
jusque quel point elles rendent différente de sin y, en (^, y), V obliquité
maxima sino/ des pressions, puis que Ton divise le résultat par la
valeur f——7) de sin2®, en observant que———est tang®, il vient\l -+- us'2/ T î •1 2âî (D 1

immédiatement
; 1^ 1 ': s i ^ 2 ?^ , I I T /y(^-^)~-//;(.r+^) 1 2

v H/ sin2? rtang^^+/ //(y~a^)+/^ t

Cette formule montre que l'écart entre ç' et cp est bien du second
ordre de petitesse," c'est-à-dire de Fordre des carrés et produits
de f\y ~ ax), f\ (y + ax\

5. Déterminons maintenant les fonctions/^ et/7, parles conditions
relatives soit à la surface libre x == o, soit à la paroi, dont le profil: sera
une ligne descendante émanée de Forigine et plus ou moins voisine
de la verticale.

L'annulation pour œ==o, dans (i3), de N^ et de T, donnera
/"(y) == °» / ' [ (y) == ° P0111' toutes les valeurs positives <le y et aussi,
par suite, / " { y — ax) === o, f'[ (y -h ax) =. a en tous les points du.

, massif • où passent - respectivement les deux familles de ! droites
^-y'—^^^^onst.^y -4- a<r.==const ̂ i s sues de la surface libre ^==0.
IILes::seeondes, l^+^^=.const., de ces droites, toutes descendantes,
qui font d'arrière en avant Tangle ^ — j avec les ̂ positifs, bâtaient

évidemment tout le massif; de sorte que la fonction/^ disparaît par-
tout des formules. Quant aux premières^ y - ax-= consL/qui, en
descendant, font encore l 'angle ^ — 9 avec les ̂ positifs, m^cVwant. , 1 ! 4 2 !

en arrière, elles balaient toute la région des x et y positifs, à Vexce?"
tion du coin, ayant sa pointe en haut et la grandeur d'angle ^ • — X

• , • 1 1 • q. . à

comprisentre la première verticale y•=o^etla (îroùey — ax^-o émanée
de r origine.

Si, donc le murn'est pas confiné dans ce'coin, s'il a un fruit îniêriewr
^excédant ̂  ^'est-à-dire tang;(^ — ̂ \ •h fonction f ' ( y - o^),elle-
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même sera nulle dan's tout le massif. Et" il n'existera pas de solution
voisine de celle de R.ankine-Levy, qui, par suite, contienne quelque
élément arbitraire ou disponible, pour permettre de vérifier la condi-
tion relative à un tel mur.

6. Ainsi se trouve démontré, tout autrement que par l'emploi des
coordonnées polaires, le fait que la solution Rankine-Levy est isolée
pour les murs rugueux à/mit intérieur excédant une limite déter-
minée (ici a). D'où il suit qu'on ne peut pas alors exprimer le glisse-
ment du massif contre le mur.

D'ailleurs; les deux familles de droites j±a,r==const, faisant
l'angle î — ^ a y B c lé profil (ici vertical) des plans soumis à la plus
faible pression principale proprement dite, c'est sur les éléments plans
ayant pour profils ces droites mêmes que se produisent les pressions
les plus obliques, celles qui font avec eux l'angle minimum - — ç^ ou
avec leur normale prolongée l'angle maximum ç.

•.En particulier, la seconde famille, y — ax = const., donne la direc- -
tion des plans sur lesquels la pression exercée^ en arrière d'eux,, par
le gros du massif, est dirigée vers le ba$ ou indique le glissement cor-
respondant au renversement du mur en avant et à la cliiite de la masse
sablonneuse. Si alors on mené celui de ces plans qui. monte à. partir
du bas du mur, il sera le plan naturel de rupture le plus voisin possible ,
du mur, tandis que l'autre, plan de rupture issu aussi, ' inférieurement,
de la même arête de base1 du mur, appartiendra à la seconde famille^ •
y 4- ax == const., sur laquelle la matière .du^ros111 fcl;,Inâslsif•lll-lsitlxé1 à

•^l'arrière'agit, lâu^'lcantrâire,:l de'ba's. en ;^h^^ ce .sera la
;matièrellltôéffîe'lldu^•œmlllcomprils;(ave^^^ entre les1 deux '
.-plan^d'e^Tiipturé.'t'qûi.press^^^
;':lall/s:0ïî:'l:arrièrélll.' '111!.111 ,1111 ::11\1 •111;:11;•' ' 1 1 1 ; ; 1 : 1 1 , :1 : 1 ; 111:1:11^ /' ; 1 • ; 1 1 1 1 . / ^ . / 1 1 , . 1 1 ' 1 1 : : 1 ^ : . 1 1 : 1 1 1 1 ' ̂  ^1:1-: : '11::1: : 1 1 1 , 1 ; ' 1 1 1 1 : 1 1 ; ' ^ i 1 ' 1 : 1 1 : 1 1 1 - : 1 : 1 : 1 1 1 1 ' 1 1 . -1:; ' : ' . 1 1 : 1 1 1

•'^'^/Quânt •'âu'.sable.compris, entre, le mur'et 'llelll'prelmier plan1'1, de •rupturey1' 1 1 .
''ïl^:;est'-emp;ê:cbé'ldû:lrôuIerlïerslle;basl:/du^
^daat.de^'cêlui-ci'^e corpls:.''lav,ec4uill,lldûl,':moiBslldurântllle&l,pr^ ;
instântsde lâcliute. ' . 1 ' 1 1 1 1 - ' ; 1 1 : ^ 1 1 1 1 , , : 1 1 ' 1 : 1 1 / ; : 1 ' : 1 1 1 1 : 1 : 1 1 : . 1 1 1 ' 1 : 1 1 ^ 1 r : " 1 1 1 1 / 1 1 1 1 1 1 - 1 1 : : ' : , 1 , ' 1 : '

.(-^.^•^.^-Pâ^ cas d'iift mur à fruit intérieur ^moindre que^y, et :sup-
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posons-le, par exemple, vertical, afin de nous borner au cas le plus
• pratique*, Alors les droites descendantes y — cw==. consL de la pre-

mière famille;, issues du mur •y== o en avant de l'origine, ou entrant
dans le massif non plus par l'axe des y et la surface libre, mais par
l'axe desi x et la paroi, fournissent tout autant de valeurs de/^y—a.r),
disponibles pour exprimer, en y faisant - y = o, la condition relative à
cette paroi rugueuse. Elle consiste en ce que le rapport de la compo-
sante T, dirigée vers le bas, de la poussée ^ du massif sur le mur, à sa
composante normale ( — N ^ ) , devra égaler la tangente de l'angle y du
frottement extérieur. Les formules (ï3), d'où f\ (y + ax) a déjà
disparu, et où l'on fera ainsi y === o, donneront

(i5)

d'où

,af^—q^)
tan g 9: ^[^^f^cw)}'

„„., . {—ax) tango?f" (— asc} = -———-——— -' i .4- ^ t ang<p

11 en résulte que la fonction f ^ Ç y — a x ) ^ nul le pour les valeurs
positives de sa variable .y— aXy aura, pour les valeurs négatives de

•cette variable,, l'expression ' 1 1

^{re1):11:-. '^1::1 ' -1-^ : ' 1 . 1 ^ 1 1 1 1 1 / 1
l l v l l i" '. : ; 1 1 - ' , . 1 1 1 1 1 ^ 1 1 1 1 1 . 1 1 . ' / ^ 1 1 , J i i . ' - . 1 1 tlll-^";aiang91„ \ , • , 1 1 1 1 1 1

laquelle, à la l imi téy — ax = o, s'annule elle-même et se trouve, par
conséquent, continue de part et d'autre de la droite y — aoc == oy
où change sa loi de variation.

Et la composante normaleP == — Ny, ^par unité d'aire, de|a,poussée,
d'équilibre-limite exercée sur le mur sera, à , la profondeur av:-ea1

faisant y'^ <> ^ans, la troisième fbrm.ule (i3),. , . „ "- . ' • . , ' ,

/ \ 1 1 1 1 1 : r^ : 'rr \ l i l f ^O'tangCp \ • ,̂  1 1 ' 1 , O2 : . 1'' l : l l l l l l l i l : " 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 1

( 1 7 ) . 1 : - , V^iie^x i—^————0 -— } i^ï ix———————. i - 1 ,
, ; 1 . 1 ! 1 1 1 1 1 \ 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 ; 1 1 1 ^ \ 1 1 i — ^ ^ V d n g ç o / ^ , . , i^'a.taTigo. ' 1 1 . . 1 1 ' , 1 1 ; ' , • 1 •

. '. .Continuons l à l appeler^ le. rapport constant l^j-,et, l l .e,n- nous rappe-;1

:-1 1 •.^w.'À/^rm.^C^ ), XXXV. — JANVIER 1918* \\ \ . , — ^ 1 , . ; 1 \1 , 2 ! .1 1 1 :
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30 ^ ! , . , . • . ! 1 ^ . . .

lanterne ; ^ ^ ' / .——:—! ! ! : • ? 1 — SIn$1 . ! (7 =: y TTsintp' , ! ! ,

d'où - , ! ^ • ̂ ^ ^ ï_4-3i , ino
. ' , , i <+- a tangcp ̂ 1 + T^riîÏo ̂  ̂  -+" ;sin ©^

i l v i e f t d r a l . ^2-Z^S- . 1 1 ! •
( ï 8 ) ' ! . ' l i4" a sin y5

comme nous rayions trouvé tout autrement dans le Mémoire que com-
plète celui-ci [première formule (80)].

8 Toutefois, nous n'obtenons ainsi qu'une première approxima-
tiJh' approché par défaut. En effet, nos formules attnbuent bien a
mïssiî son vrai angle \ tant de frottement extérieur contre le mur
^eu^que clé internent intérieur dans toutes les parties du mas.d
aule.'que le coin d'angle^ - îcontigu au mur, avec sa pointe en
haut Mais, dans ce coin même, où la plus grande obligé accordée
P nos équations à ses pressions intérieures est la valeur vamb

Ô sino' définie par la formule (i4), cette formule montre que le
sable dont elle exprimerait réquilibre-limite serait hétérogène quant
^ ses frottements intérieurs et aurait justement, en chaque endroit,
comme angle de ces frottements, l'angle même <p'qui s'y trouve réalise.

Or on voit que ç' y excède partout ?, mais de moins en moins, le
Ion"- de chaque droite y - ax = const., à mesure qu on s y entonce
dans le massif. Car la formule (i3)deN,, changée de signe,représente
une pression proprem^^, c'est-à-dire essentiellement positive, w
qui exiee que la somme sans cesse grandissante x +,/ " (y - a.v),
oùrfy-^)nevarie pas en chemin, soit déjà positive au départ
/pour y=o^ Le dénominateur x +f"{y - ax), au .dernier terme
WiA), fait donc décroître, de haut en bas, ce terme vers la limite

•zéro, et ̂  y tend vers ç.Ainsi l'angle 9' reçoit ses plus fortes valeurs
à la paroi y= o, où la formule (i4) devient, vu (i(>),

,' sin2®'1 __ '. 2____î___.
: . : : ; .îu^^

1 1 - •- . •.. 1 ' 1 . .• • • • 1 1 / : 1 ;' • 1 1 ' : 1 1 1 - 1 1 1 1 1 1 1 1 \[^ 2 / 1 1 ^ 1 ! !
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et donne ,par conséquent,
sinco(19) sinq/: TT 9 '
.4 "" ̂cos

L'équilibre-limite exprimé par nos équations est donc celui, d'un
massif idéal, hétérogène quant à son angle de frottement in té r ieur
dans le coin saHonneux contigu au mur, où il met en jeu des frotte-
ments plus forts que ceux de notre massif homogène et propres à
réduire ou abaisser la poussée-limite exercée sur le mur. Celle-ci, telle
que l 'évaluent nos formules (17) ou (18), se trouve donc inévitable-
ment trop faible/dans un rapport d 'autant plus sensible (du moins à,
en juger par l'écart relatif de sinç/ à sin^); , que le cosinus de
l'angle j — - du coin est plus au-dessous de l 'uni té .

• Ainsi, ce serait tout au plus pour des angles y donnésy de frottement
intérieur,, dépassant de beaucoup les angles usuels, et tels, par exemple,,
que y == 74° ( qui réduit ^ -- ^ à 8° et son cosinus à 0,99 ) ? que l'on

\ • 4- 2 *• "•• j

pourrait se1 contenter'de cette première approximation. Et cela même
est douteux; car, dans le vois inage de ç == y:)0, les sinus var ient beau"
coup moins vite que les angles, et ce n'est plus par Fécarl relatif de
silice à.siiTîp qu'il convient alors d'apprécier celui, de ^ à ̂  ( 4 ) . ,

III. — Calcul de deuxième approximation de la poussée-limite exercée
sur un mur vertical par un terre-plein à surface libre horizontale.

9. Il y a donc lieu de passer à une deuxième1 approximation, en
recourant à l'équation, aux dérivées partielles correspondante (n).
On, observera que le 'dernier membre de, 'celle-ci, étant du second
ordre de petitesse/ne^se trouvera pas1 altéré 'dans une proportion1, qui
soit, sensible à ' c e degré d'approximation,,, si .l'on y substitue à la
dérivée^—^sa première valeur, approchée,, actuellement connue,

(1) On verra ôffectivenieru plus îoin;(n° i4; que ce n'est pas au voisinage de la valeur
•&,5=^0° que notre première 'âpproximalKm est le 'plus1 précise. , 1 1 1 1 1 / 1 1 :,11. 1 1 , •1,
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Cette valeur est, d'après (12), en observant que f\ (y -\-ax) s'est
annulé partout et que f'^y — w) a l'expression (16) dans la seule
région où il ne s'annule pas (savoir? le coin y—ax<^o contigu
au mur),
/ ^ d^T^ ,,,. , a tango) , .(20) , ^^.af^r—a^)=————°~—(y—ax).

' dxdy v " ' i + a tango v '

SîTôïi pose, pour abréger,

( ' j î \ : • _ J-h-a2 / atango) V^ sino
{ 1 1 ) C—^-———— ————"•--——-——- — / " " , _ , ._i — a 2 \ i 4-(2tang9/ (i 4-2 sine?)2

et que l'on appelle T ( x , y ) la fonction

„' (22) 11, 1 1 1 1 1 1 F^.J)^^7^^^. 1 1 1 1 11':111 1 1 , 1 ^ . 1:
1 ' ^ , 1 1 , . , <5£î

le dernier membre de l'équation (i i) prendrala forme F(^, y), expli-
cite en x ety; et l'équation (i i), devenue non seulement linéaire, mais
presque aussi facile à intégrer que celle de d'Âlembert, sera

/ 2\ •^2^ o^2^ n /:;(^)' : , ; - 1 ^••^^^^^y^ , , . 1

i0. Nous n'aurons à la considérer que dans le coin, i ndé f in i vers le
bas, où est négative la variable y — a^; car on a vu que, hors de cet
espace angulaire compris entre.l'axe des x 1 (paroi) -et la jiroite
y — ax= py les ^condition s relatives1 a la,,su rface'' libre ̂ ânntîlen t 1 1 1 en ^ ^

;;tonte;rigueurleslltroîslllderivéeslse:conldelsl:lde ̂ eti'^^'etj^'y'Téduisantîîï-
-11 a'-une^fonction1 linéâire.de^^et'j^qu'il'^'y'a m'ému aiiciin inconvénient1

:/â:;,annuler'';eiïe-même^;potîr'
^^.secô'nde.s^ seules, entrent111 :danl:s•le^;lformulesl-{7)\des::pT0S:sionBllllll^ ; 1 ; 1 :1 1 1 1 ; . ' /1 : 1 1 1 1 ;1

'^^//t'il/'n'yaura'donc/plus'dê^surfa
-du .côté y — axi^ Hyles'jpression s. ̂ serô utiles, mem es: de part 'et d'autre';; ; 1 .
ce^ui obligera les1 dérivées, secondes/^e''11^1^1,^1^
suite, si on ie désire, Ile.s':dlériTée^prêm^ères:^:puisqu 'est fait1 abstra'c-1

-tion^'de/ia.^partie.lraéaire^1^^^^ quil'iaudra -
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adjoindre à (23) seront donc, outre celle qui concerne la paroi,
, ,. , . / drs dis d^rs d^rs d2rs5\
(24) (poury—a^==o) vj, -7-? —> ——, , , ? —r = o.' v ' \ dx dy dx^ dxdy dyi )

il. Pour intégrer, il sera commode de substituer aux deux variables
indépendantes x et y les paramètres, que j'appellerai u eU, des deux
familles de droites y ± 0^== const., en posant

(.5)

/ uz=.y-^-ax^ ^ ^ y — ^ ^ ^

d'où

U — V 1 ! U 4- t/'

la u ^

Les formules pour transformer les dérivées partielles seront donc
! 1 ! ! ! ! ^L— ! fjL^'^L} - 1 ^L^jL'jL 1 ' ! 1 ' • !

dx \du dv ) d y d u dv
et

^ _ j _ / ï j^_ d \ 1 1 d^ _ ^( -zl ^L. ' id\
du " " 2\a dsc dy / dv ~~~~ 2 \^~ ̂  J y j #

Ces deux dernières montrent que les dérivées premières et secondes
de CD en u. ^t 9 s'annulent, sur tout le côté ^ = = 0 - d u coin comme le
font, en vertu de (^4), ses dérivées en x et y . Quant aux deux précé-
dentes, elles donnent à l'équation (23), divisée par — 4 a\•la forme
'^yf^ll^ rf2^ ^\ ï (^ d^rs 1 , d^\ _ ^ î . p / 1 '' . 1

4 \ du^ 2 ̂  ̂  "" d^ ) • î ^ die "• 2 5(̂  + ̂ "/ ~ — 4^ (^ y )5

/^^est-à-dire ^ , 1 . ! ! . ! ^ ! ; 1 1 1 1 ! ! ! ! , ! ! ' ! ! ! [

W -^=-_Ff"^l,^t^Y
dudv ^a2 \ 20 9. /

Multiplions par dv> et intégrons le long des droites M=cons t , (qu i
balai.ent.tout l'espace angulaire :con,sidéré),apartirdu côté même •?== o:
où s'annulent1 tô et ses preinières dérivées^ jusqu^à m point intérieur ,
quelconque. Ïl viendra

^.6tô)' : \ 1 • „ 1 1 1 : 1 , ^ ; : 1 1 1 1 1 1 1 ^ 1 ^ —1 ̂ F/fi^,1^^)^.1 1 ^ 1 , , 1 ' 1 ^ 1 ' 1 1 1 1 ' 1 : 1 ; 1 1 ^ 1 1 1 1 1
1 / — ; 1 . •.,..1,1 1,. ,^.1^1 ,, ^a2' j \ :2a ., i i i . 2 ) , ^ 1 , ^ - . / • , ! !
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Celle-ci, multipliée par dii^ pourra être intégrée à 'son tour, le long
d'une droite quelconque y = consL, jusque un point (u,v) quelconque
du coin, en partant, pour fixer les idées, de la droite u^o
(ou y + ax == o) extérieure au massif, mais en ajoutant une fonction
arbitraire, ('(?), de la variable qui ne change pas durant cette intégra-
tion. On remploiera d'ailleurs la formule obtenue que dans te coin
même ou u,v, u - v (cW-à-dire 2ax) sont continus et ne donneront
lieu qu'à des intégrales finies. Nous aurons donc, avec la fonct ion
arbitraire f (^ à déterminer tout le long du côte y = o par la condi-
tion relative à la paroi,

i r" r\. / ^ " — ^ u-}-^\ ,(.7) ^f(.)+^ daj^[^———)d^

On pourra, une fois effectuée l'intégration double, y réintroduire,
grâce aux formules (^S), les variables x et j.

12. Substituons donc dans (27) à F(^, y ) l'expression (22), c^-st"
à-dire 2âc—^-- La première intégration, en v\ donne

/ P2 ,, U \^c^u^^-^ë^^

comme le vérifie âne différentiation immédiate par rapport a ^\ et,
grâce à l 'intégration en u, vérifïâble de même, l'équation (27) prend
la forme, explicite en u et ̂

• !1 ''•1 : , l l l ( l l ^ l : l l l ' ] l ^ . l =f ( 1 1 ^ • 1 1 1 1 1 ' 1 ' ,

/ ::"'; :;11 '11.1 ' Portons enfîn dans celle-ci les valeurs (25) de u^v, CE nous aurons1 1 ^ •

^^ï-^'ftJ"

11 en résulte, par dédoubles différentiatioas assez laborieuses, mais
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ne présentant aucune difficulté :

^ = .,-(,-«,).«[̂ -Z±--.,,-».)lo,» -̂(,̂ ,,l.,̂ ],

dlTS - ^ i.,_,,~,\_ „ \ _y-ax , , , . . , a x - v , ,, , . .v+fl .n
(•3o) ^/^^^'''(J-^)-^ -y-^+(y-ax)loga^^+(y+as)\osl

dîvs " »„ ,.. ...̂  , c r 3 , , , , , ^-y
lax

S- '•' (r---)+^[J(v--)+(y--)iog^-(,^.)iog^]

Ces formules, à part leur terme en f(y - ax), contiennent bien,
partout, ou lefacteur r—aoc, ou le facteur log^ +^? comme il le, , , ! "' , : ° lax
fallait pour leur annulation sur le côté y == aoc du coin ; car les deux
termes de la première qui semblent faire exception,

! 72 , ' : : , . v -{-ax ! . ,1 1 1 . • 1 c — , ,et. 1 —cû^———, •• 1
! ., ^ , • 1 : 2 ! ' . \

•\ . ï r ' ( y—ax } (i Y ^r ax}- reviennent ensemble a <?————^-——'-- 1 '! ! ' ! Î/A? , . ! - , ,
On portera donc ces trois dérivées secondes de ^ dans les for-

mules (7) de N^, T, Mp pour avoir les trois composantes cherchées de
pression.

13. Bornons-nous à évaluer celles-ci contre la paroi y==o. Les
dérivées (3o), en désignant par e la base des logarithmes naturels qui
figurent dans les formules, s^y réduisent beaucoup et donnent

/ . -^1lif^ax)+x(i^clog-^\,
l \ ' V^VJ

r c~\
( 3 î ) rÏ=--—îlaU'f^-ax)^-x-\,

L ^J

.N^^na^l'^-^+^fï+dog.^VI*' ; ' . : 1 :

L À \A?7J
1 ! 11 1 1 ' T ! •1 : ' ! " 1 1 1 '' Le rapport ;(pour,y==,o), •_ -̂ devant y égaler tangy, .on trouve ! - :

'aisément que cela revient'à prendre , 1 ' 1 ' 1 1 1 " 1 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 " 1 1 1 1 : : l l i l i i i i i : ^ 1 " : 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1"1: ,/

( 3 2 1 ) 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 : •(^(^y^ .11(^cw) 1 fi+.-l fcoty + ̂ 'lo^^^ 1 > 1 1 1 1 1 : : ' l i : l 1 1 1 1 1 1 1 1
1 ' '•! / a+Qoi(f[ ^a\ r 1 ^vV) 1 '\' . .'
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ou, par suite, à choisir comme fonction arbitraire f,

(33) (poiiry-(7.f«>) i ' " ( y — a x ) .

- JLZZ^L. f, + ̂  Ycolco + a a log -l- \\ '~~ f f - 4 - c o t © t _ 2û^ yeyj
• .. St

Eo comparant celle-ci à (16), on voit que la deuxième approximation
vaa ioa t é l e s t ennesenc ( 1 ) .
5 La fonction fÇy-a.) s'évanouit d'ailleurs tout le long du
côté y-^=o du coin. Par conséquent, les formules (3o) les
dérivées secondes de ^ y annulent complètement ces dérivées h les
pressions s'y réduisent bien, comme hors^ du coin et comme il le lalldit,
à celles de la solution Rankine-Levy. ,Les pressions (3i) près de la paroi deviennent finalement :

(34) (poury==o)

.M- ——n^——Ti -c (atang? + log|-J .x i+alang®L \ 4 / J
^II^a^ang?/^^g4\,

i -l- a tango» \ e }

.^--"^—fi+clog4).î~ i+atangy\ e )

14 Comme (-Ny) désigne la composante normale P de la poussée
par unité d'aire, la deuxième approximation a pour effet, comme on
voit, de multiplier cette composante par le facteur binôme
. . ! ! 1 1 1 ! ! ! 1 " ' ! i i l ., ^ ! ! - ! ! ! ! ^ ^ 1 1 1 .. 1 ' :

(35) I+c]og4=^+"(-I4-log4)c=I+(o>3863)c '

ou de l'accroître de la fraction (o, 3863)c de sa prendre valeur
approchée. Notre coefficient k, c'est-à-dire le rapport ̂  devient

(t) Vu (33) et (îo), les expressions générales (7) de N^,Ny, ï sont encore, comme à
la première approximalion, homogènes du degré i en x et 7 ; d'où il suit que, le long. cl un
même rayon vecteur r, elles sont proportionneUes à r et ont ainsi leurs rapports mutuels
fonction seulement de l'angle polaire 6. Il en est donc de même de l'arimut des pressioHs
principales et de celui des surfaces de rupture, encore honïotbétiques par rapport ai on-

ginfrO. , : , • • : : i . ' ' . ^ ' - : i : ; 1 / ^



MÉCANIQUE DES SEMI-FLUIDES ( SABLES ET CORPS PLASTIQUES). 17

donc, vu la formule (2 ï ) de c,

/ n / , . , ï — s i n c p [" /, 4\ smç 1
w ^TTTii^L^V^^^TTTiT^J

^_._ll^r s)—ï^—}.
i - h ' s s m c p L . ( i + ^ s m o ^ J

Le terme qui suit l 'unité dans le facteur entre crochets mesure, en
quelque sorte, l ' u t i l i t é de la seconde approximation, puisqu'il exprime
le rapport dans lequel cette approximation modifie le résultat cherché;
mais ce serait p lu tô t sa petitesse qui garantirait la rapidité clé conver-
gence des approximat ions successives et leur légitimité.

A cet égard, on vo i t que ce terme tend vers zéro, assurant ainsi la
sécurité de la méthode, pour les petites valeurs de cp, mais nul lement
pour cel les qu i sont vois ines de 90°, con t ra i rement à ce qu'une vue
superficielle de l 'équation (19) aurait pu faire augurer. Et il y a lieu
de remarquer qu'i l at teint ses valeurs les moins petites pour des
angles y de f rot tement vois ins des angles usuels. Car, en écrivant ainsi
son fac teur variable,

s î n © / i /—;—\~2

(37) (r-^sincp)2 """ \^/sï

on. voit que la quant i té entre parenthèses est la somme de deux
nombres posit ifs ayant le produit constant 2, somme m i n i m u m quand
ces deux nombres sont é^aux ou quand chacun est \/2; ce qui a l i eu
pour ^ —: 3(,)°. Le facteur (.37), ainsi maximum pour ç = 3o°, est d'ail-
leurs très peu variable pour toutes ses valeurs usuelles; car i l décroît
.seulement, de g à -, quand1 ç grandit, de 3o° a 90°^

Par .exemple, pour 9== 45°, il. vaut

r , j • 3 \/2 •— 4 5 /- o !
^-^___^_ — .̂ —.—.,, . \ . . r": —r——- -^ -\f^ — a =: o, 1 2 ï 3,
^(r+v^)2 "" 3v^-+" 4 2 2

, quan t i l é q'ue le maximum -ou o,ï23 dépasse seulement de 0,0037,
^/î. &,7Vom^(3), XXXV.—JAIKVIEH xcj îg, , . ^ / ^
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Et l'expression (36) de k, devenue

(Iv^^l^+^s^s)^^""2)^

est accrue d'une fraction de sa valeur
1 1 ! ! ' ! 3

! , , ^ ! , , /ï'o== -\fï— 2 ï== 0,1213

de première approximation, exprimée par

(o,3863)f^v /i—?.\==o,o4686,
! - 1 .' 1 1 1 1 : . 11'-1 ! ! 1 1 1 1 1 . 1 ' 1 1 ' . 1 ' 'Y2 1 1 1 • 1 . . ! \ - . - ! . ! 1 / !

ou valant en tout
(Q^ses)/3^—2)2^0^0 0 5 6 8-

Cela porte sa valeur à 0,1270.
Pour a)== â^0»^ du sable expérimenté par M. Gobin, le facteur {37)

est 0,124.6, bien peu au-dessous du maximum o,ï25, comme on voit.
Son produit par o,3863 étant o,o48i3,le dernier facteur de l'expres-
sion (36) de k est i,o48i3; et la seconde approximation renforce la
valeur À:o == 0,2081, trouvée antérieurement, de ses 48i3 cent-mil-
lièmes; soit, en tout, de 0301002; ce qui laporte à 0,2181.

là. Pour juger du degré d^approximation ainsi réalisé, on peut
chercher à quel point font varier 9', dans la relation (8), les nouvelles
formules des pressions, qui seraient évidemment exactes s'il s'agissait
d'un massif hétérogène où l'angle de frottement extérieur serait 9,
mais, l'angle ç7 de frottement intérieur/partout égal à ce que donne
cette équation (8). Il faut surtout considérer la valeur de ^ à la paroi,
le plus loin possible de la région d'homogénéité (à angle de frotte-
ment ç) qui^ comprend le gros du massif, savoir, tout ce qui est hors
du coin ou au delà du plan y. == ax. Or, à la paroi, y' résultait, à une
première approximation, de la formule (i 9), revenant à prendre

' 9'= 49°56^ 4:; pour 9,== 45° et ^=3yif,Q -pour y=J40,1 soit,: des';
, écarts^'—9 respectifs'de40^ et'^x^S.,;::; :• /..,.; ' : 1 ^:ii ' 1:. /
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Le calcul est beaucoup plus long à la deuxième approximation, où
les formules (34) donnent des valeurs de (— Ky), ( — Ny) et T respec-
tivement proportionnelles à

ï i — ( o , 6 i 3 7 4- a lan^co)c—————, / ,.0^, ' ? ï et tango?a2 i-+-(o,3863)c ° • '

ou bien^ proportionnelles, en appelant K le premier de ces trois
nombres, à /
/ o , .. ,.. i ï —(ô ,6 i37 -h a tanû'o)c
(3^ K=^ .+(o,3863)c 1 I et tangy,

a et c ayant les valeurs ( ï ) et (21). Il est visible que la formule (8)
devient
/.^ "* ! • . , /K,--i\2 /atangcpN2
(38) sm^^^J+^-^).

„ Le calcul donne, pour y = 4-5°?

a == a tangy == o^^2? c=: 0,1 ai 3, K=:4,8733? sîn2^^ 0,55087,
y^ 47055 /,2, '9^—cp =: 2° 55^ 2;

et, pour cp == 34°,"

.^ .=o,53î7 , a tangy^: ô,3586, c==:o,i246, K==:2,965g,
sin^^ô^ôi^^,, ly /=:36057 /,3, 9 /—ç l==2057 /;-3. • /

On voit que l'écart ^ — y, qui serait nul pour une solution exacte,
décroît respectivement,, quand on passe de la première approximation
à la deuxième, de 4°56',4 à 2°55',2 et de 5°ï7',8 à2°57',3, ou, en
d'autres termes, de ^ô^à iyS^a et de 3ï7 / ,8à 177',3.La diminu-
tion: excède les ^ pour ç ==45°, les "i4- pour 9=340;^t la deuxième.
approximation n'a pas été inutile. Mais ^ elle ^ous laisse encoreloin du '
but, qui^consisteraiià annulerl^écart y ' - — y . , , ^ ,, , ; ' 1

iQ, 'On pourrait 'donc tenter une'troisième approximation,/ où
Inéquation . ,(<:))1,11 divisée, par le:-;11 facteur' entre .crochets .du/premier
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membre, prendrait la forme

,,\ ^ .̂  i+q2^/^ vr i /^g_^^M
^ ^"^Ty'T^^U^y/ L (i-^')A<r2 ^yJ
et où, au deuxième membre de celle-ci (89), on substituerait aux
trois dérivées de CT leurs précédentes valeurs (3o), dans lesquelles
(^(y— ax) a l'expression (33). Cette équation (39) rentrerait donc
encore dans le type (a3) et admettrait de même l 'intégrale (27), mais
avec une forme bien plus compliquée pour la fonction explicite F^y)
et, par suite, avec des dérivées secondes de la nouvelle fonction CT
bien plus pénibles encore à évaluer.

Aussi, comme déjà les calculs de deuxième approximation deve-
naient parfois rebutants, conclurons-nous ce Chapitre de nos re-
cherches par une simple application de Fantique règle de double fausse
position (ou plutôt supposition) à notre coefficient k de poussée, en
faisant l'hypothèse naturelle que cl'assez petites erreurs sur ^ sont pro-
portionnelles aux erreurs correspondantes sur k.

Pour un angle de frottement ç de 45°, une première approximation
nous a donné

k (ou A'o) =o,ï3i3 avec un écart v>1— 9 == ^gô'^î

et la deuxième a accru k de o,oo568 en faisant décroître cp '— ç
de ^ôV^ ~ 175^ = i^i7^. Une réduction de 296^4? ^I111 aurait
annulé Fécarl ^ •— ©, aurait par suite accru, proportionnellement^ k de
la quantité

o, oo568 x^-4^ o,oi 39.1 1 1 1 . 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 ! ' ! 1 . 1 1 ! ! ! 1 - 1 ' 1 1 1 1 1 î 2 i , a , 1 1 1 1 v , . ^ .:

D'où résulte pour k ta valeur, ainsi rendue (en quelque sorte) pro-
bable, ' '' ^ 1 1 - ', , . ^ ' ! , ; . • „ ' ; 1 , / . 1 , 1 ^ 1' 1 , 1 • 1 , , , • /

Â'=:o,ï2i3+o,oï39=:o,i332,

quand o==45°. Or la moyenne des deux estimations les plus resserrées
faites, Fune par défaut/l'autre par excès, dans le précédent Mémoire
que complète celui-ci, avait donné (à la fin du n° 36), 7c •= o,i36o,
qui setrouve, comme on voi4 plus fort seulement de 0^0008.



MÉCANIQUE DES SEMI-FLUIDES (SABLES ET CORPS PLASTIQUES), 21

Pour o == 34°y ce qui est peut-être le cas le plus usuel cfuii massif
sablonneux, l'accord est encore meilleur. La première valeur ap-
prochée AO de k y ayant été ^==0,2081, avec "^ — <p = 317^8, la
deuxième y a ajouté 0,01002 et a réduit de HO, 5 l'écart (p /— ç. On
aura donc, comme correction totale à faire sur 7^,

3i7,8
0, 01002 X ———•==. 0, 0227 ;i4o,5 7 ^

et il viendra k= o, 23o8.
Nous avons trouvé dans le Mémoire précédent (n°50, p. 7$, à la

note) k = o, 231 ; mais c'est, avec une décimale de plus, ^ == o, ^309,
résultat à peine supérieur au nombre actuel (1).

IV. •- Profil de rupture d'un terre-plein horizontal, à couches pins
rugueuses dans le voisinage de son mur vertical de soutènement qui
commence à se renverser.

17. La complication et en même temps rinsuffisancede la deuxième
approximation font ressortir l'utilité des massifs fictifs à équilibre-
limite facilement calculable^ quoique hétérogènes quant au frottement
intérieur dans la région contigué a une paroi, du moins toutes les fois
que l'on peut, pour ainsi dire, intercaler, comme je l'ai fait dans le
Mémoire précédent, le massif homogène proposé entre deux, pas trop
différents, de ces massifs1 hétérogènes de même figure que lui, mais
dont l 'un développe des frottements plus intenses que les siens et,
l'autre, des frottements moins intenses. Aussi, me bornant encore au
cas du terre-plein horizontal maintenu par une paroi verticale, revien-
drai-je à un tel massif hétérogène, pour y étudier la surface de rupture
qui, à partir, du bas de la paroi censée un peu ébranlée par détente ou
vers Pavant, s'y produit en s'éloignant de la paroi et/en remontant jus-
qu'à la surface libre. ! !. ! ! ! ! 1 1 ' 1 1 ^ 1 , ^ y' .

( 1 ) J'avais déjà effectué celle seconde approximation dans une Note publiée en 1884 au
Recueil des Mémoires de la Société des Sciences^ de F agriculture et des Arts de Lille
(4e série, t. Xffl,î885, |L 70$ à 7xa). . ^ ^ , • ' , . !
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Nous savons que te profil ascendant de cette surface fait partout,
dans le plan des xy, l'angle ^ •— 2-? du côté des y positifs ou du gros
du massif, avec le profil même, dirigé aussi vers le haut, de l'élément
plan soumis à la pression principale proprement dite la plus faible, et
qui se trouve vertical au sortir de la région d'hétérogénéité, là où a/ se
réduit à y.

Les modes d'équilibre-limite considérés acceptant toujours les for-
mules (ï3), le rapport, û2, de Ny à Na, y est constante tandis que celui
des deux forces principales correspondantes Pa, P ^ , qui se confondent
avec Np N^. sur la droite y-=ax et au delà (ou plus loin du mur),
prend une valeur variable a', si l'on désigne par a' la quantité

. , , 1 ! 1 / , , /TT c/\ /i — sinq/ '(40). 1 • • a^tang 7 ~ - ^ 1 = = i / — — — — L ?' • \4 2 / V i-hsmcp'

analogue à
' : 1 1 ! ! . ( ̂  ^\ ! !

^tang^-^

Appelons (3, au point (^,y),Tangle, compté positivement en tour-
nant vers tesj positifs ou vers le gros du massif, que fait avec la verti-
cale ascendante menée en (a?, y), le profil (tiré vers le haut) de l'élé-
ment plan le moins pressée angle nul à la limite y==.ax et s 'éloignant
graduellement de zéro à mesure qu'on se rapproche du mur (ou.
pourj<^a^) . La force principale correspondante P^ sur son côté
regardant lesj positifs, considérée uniquement dans sa direction telle
qu'elle serait si cette force était une traction (alors qu'elle est une
traction négative^ une pression proprementdite)^ î^h donc les deux
angles respectifs 7r — |, ? avec les x et les y . L'élément plai) perpen-
diculaire, sur sa face regardant les x positifs, est soumis à l'autre
force principale Pi, qui, assimilée de rûême a une traction, fait les
angles 1/^+jS avec les ^ et les j. , , . ' ' , ' , \ • : !

Dès lors, par rapport au système des axes rectangulaires^ P^ , Pa, les ̂
positifs ont les cosinus directeurs cosp,smp, et les y positifs ont les
cosinus directeurs - sini, cos[î. Par suite, d'après des formules élé-
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menta i res de Cauchy, bien connues, les deux composantes, suivant
P< et Pa, de la pression que subit l'élément plan normal aux ,r, sont

Picosp, ' P s s inp ;

et celles de la pression sur félément plan normal aux y,

—P,sio(3 , Pscosp.

Il faut projeter sur les x et les y les composantes de la première de
ces pressions pour avoir ses deux composantes normale et tangen"
tielle N ^ e t T , projeter de même les composantes de la seconde pour
avoir T et N^. Il viendra donc

N^PiCOs^+P.sm2^ =l>ï^pî+pt^p\w^,
3t 2 ,

N^Pisin'p+PiiCOS^ ^p l+p2-p l '~p^cos2f3,
•" 2 1

Ï =(-P^+P2)cospsinp=p^^ , •

'" On peut remplacer ces relations, par leurs trois combinaisons évi-
dentes . , , ! , :

/ N.,,+N^==Pi4-P2, N^-N^==(Pâ—Pi)côsa(3, !" , '
(40 1 : ! . 1 ! ! . 1 1 ' 1 1 ; ^T 1 1 1 ^ ,11 - . .. 1 1 1 1 ; 1 1 1 1 ! , 1 . 1 1 1 ' 1 1 '; , , ̂ . .^ç^^t^g^ „, ̂  .. , ,

où il importe d'observer que, toutes les forces étant ici des pressions
proprement dues, les quantités P^ P^, N^, N^ sont négatives, mais les

'deux différences1 P a — P o N^—Mc positives;, car il, est entendu
que ( — P a j e ^ t la plus petite des deux valeurs absolues de ,P^ et dePa, ^
e t :(—N^)y la plus-petite des ^deux valeurs absolues de N^ et de N^

! ^l'S.1 Divisons1 maintenant la seconde/équation (.41) par la, première,
e^n/tenant compte ' d u 1 fait-que, d a n s , la question étudiée, N^ ' N y sont

•entre eux.eomme/i .est;à a^etP^ Pg comme l'est à1^2 .1 Si, en1 outre,
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nous nous souvenons des deux formules

i — a2 . . i— a^ . ,———-==sin<2?, . ———r-==sm(p,1-4- a2 ' ? i+ a^ •
nous aurons

(42) sino :=smo/cosa6 ou ces 26===——'. •v ' ' 1 , 1 r sln9 /

Donc l'arc 2^ nul à la limite y==.aoc du coin sablonneux contigu
au mur, sera ai^u à l ' intérieur de ce coin et s'y trouvera d'ailleurs7 0 i/

positif ou négatif, suivant que, dans la troisième équation (41)5 la
valeur (i3) de T sera positive ou négative..

Pour traiter la question avec toute la généralité désirable, nous
attribuerons à l'angle de frottement extérieur^ ou angle de frottement
du massif contre le mur, toute valeur constante possible ci, distincte,
par conséquent, de cp; et alors les équations (i5), (16), qui déter-
minent la fonction/^ contiendront tangç^ au lieu de tang®. L'équa-
tion (16) prendra ainsila forme

(43) (pourr<^) f"{y-^ax)= ^ ^ ( y - a x ) .
j ~v Ci Idlll^Yi

La fonction/ / /sera donc négative dans tout le coin d'inclinaison à
contigu au mur , circonstance liée évidemment au fait que Téquilibre-
limite considéré se fait par détente horizontale, avec glissement des
couches vers te bas. Comme, d'autre part, la fonct ion f\ (y+ a x " )
s'annule partout, la formule (ï3) de T donnera T > o.

Ainsi Fangle aigu 2^ sera positif; et il viendra, d'après (42),
comme angle (S fait avec la verticale ascendante, du côté des y positifs,
par le profil montant de l 'élément plan le moins pressé, ^

i r r \ 1 : : : 1 1 o i : ; : , sin<ï» , . 1! . ! 1 : :( A 4 ) : : . • : 1 1 1 1 ' ' ' 1 . \p == ~-arecos——~- ; • . . ! ' -. ; ! - ! ^ , • . - 1 1 1 . ! : ; , ^ . ', 2- ^ 1 1 , s i n y 1 , , 1 1 1 . 1 1 1 , -,1 • ' 1 1 1 . 1 ' , . : y 1 1 1 1 . 1 1 ! ^ 1:

Or les deux systèmes d'éléments plans séparatifs de deux couches
sablonneuses qui soient sur le point de glisseï1 mutuellement font
l'angle j - ̂  respectivement^ de part et d'autre de cet élément plan
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principal; et comme il s'agit ici des éléments plans de celui des deux
systèmes dont le profil ascendant s'éloigne du mur ou est du côté
des j positifs, l'angle de , ce. profil avec la verticale ascendante excé-
dera P de"^ — ^-Appelons à-cet angle total, dont la tangente sera visi-1

blement le coefficient angulaire, changé 'de signe, ou le rap-
port ._^v ^e ̂  courbe demandée de rupture; et Pon aura, tout à la
fois,
/ r K\ ^y • TC a)'(45) , ^=--tanga, , a=^—^+^, ,

formules -dans, lesquelles (S recevra, la valeur (44) ou mieux encore
sera relié à 9' par la première (42). Comme ç est constant, une dil'Fé-,
rentiation immédiate de (42) donne ' - 1 , . - -

'•d (f'
d^ T : tang9 / tang2,(3;

et il vient, par suite, en dérivantTexpression (45) de a, : :

(,46)1 1 . 1 ^J^ï—tangy^tangaiS. • •

Le'derni.er membre de;^elle-ci vaut î à la limite j==^ du coin,
.QU : [31 == o. Il.est'donc positif'dans1,11:1 ll:ell•coin::l.mlêmle^,l;tout 'au .moins- .à
l'entrée ; et a y grandit avec ? quand dn va vers le mur.

;' 19. Mais reconnaissons que ce second membre de (4.6) y sera. même
positif partout, jusqu'au contact, du mur. Et,,1 à ce propos, pour chaque

: point ( ^ y ) 'du coin^évainons1: l'angle, y', qura. icI.iUn1' rôle essentiel,'
,e^,fo)action<^e..ljll'azimultl,6,d:u:pôirl:t(^l/y),lalximll^^^

. 1 le .rapport d e y. à ^.'Laformule (14. ).»1 où f"^ s'annule1 et où Von ̂ portera ;
'lâ.'valeur (431)ll'de/^,:Ie;;fait,l:conln:âitre•;'llûtl:illlllvie'nllt immédiatement-,111,;'1111,

{47) l l':- l l l l: l l l l l l:' l l l l l l' l l l' l l l l l l l:;smVI^1 1 1 1 1 1 : ' 1 1 1 , : 1 1 ' 1 1 1 : 1 ^ : 1 1 1 1 1 1 • , ' , ' 1 ; : 1 : • . , 1 : ; , 1 1 1 1 ^ ; 1 1 i 1 1 1 ' " " 1 1 1 1 1 ' ' , ' : : : ••';;' 1 1 , - 1 1 - 'kwtïr+itang^/ 1 1 1 . ' , , 1 1 , : 1 ; 1 ; 1 - ; 1 1 1 , 1 1 , . 1 ; ^ 1 1 , . -
..:' .llllllll:,;;^»^..Jfe,/,^oyml,/ll;l(^ ,, 1 1 1 „ 1 1 1 , - ; 1 ; : ; 1 1 ' 1 1 l ï l ; ' 1 1 ' 1 , , 1 ; ' 1 ^ ;1 .i^^-..^.-'1,', " , , 1 1 1 : 1 1 1 ' 1
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. On voit que si, à partir de l'entrée du coin où tang 0 =a, le
point (^ y) recule vers le mur, ou que tango décroisse de a a zéro, le
dernier terme grandira de zéro à <rcos^tang2?. ; et ?', ? croîtront
sans cesse, jusqu'à deux limites supérieures, se réalisant contre le
mur (pour 6 == o), que. nous appellerons respectivement $ et [.„. bn
particulier, la valeur de .' la plus grande, <D, aura, vu 1 expression
ï-sw9 ^ ̂  ^ ç^ de son sinus donné à volonté par l 'une ou
i -+- sin œ '
l'autre des deux formules

(48) sia'^^sin^+^cos^lang^^sm^-Ki-smoîUang^i.

Visiblement,dès que 9.diffère de zéro, ̂ excède cp et croît avec ̂ .
Mais une circonstance plus cachée consiste en ce que y. atteint <l>
quand sin®, devient v'siny, sanscesser d'ailleurs, au delà, de se
maintenir analytiquement au-dessous de $. , , , ,

Éliminons, en effet, par(42), sin ̂  de l'équation (47) préalablement,
divisée par sin2 (p. Nous aurons

1 — tang2^ / a — ta n g 0_ \2 ̂
cos'ap""14 ' tang2 9 \i + tang ®i tang 0; '

ou bien, en remplaçant le premier membre par i+tang2'^, puis
supprimant le terme commun i, extrayant les racines carrées et
observant que tangap est positif comme cosafJ,

- langy,/ a-tange V
^9) ^'^'^-'tangî^+tangyi tango/

Alal imi teO^Q.où^^Poetî^^/cet teformu

• : : . 1 : : ' •1 1 : - taiiga p1

. (5o) (angap«==acotçtaQg9i; d'où lang©i=-—^—t.angspo.

Or, l'équation (4a) donnant, à la limite Q = = o ,

çin4 01 / « sin9 a? V
(5') sm^=ï^ , (d'o^tang^^^^^,,^^»
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i l résultera aisément, des secondes équat ions (3o) et (3i), •

• i —' lî lilîj — coi!^êl±,^2?tan^22^
iang'^ "" 1 1 • \ 1 ' ' • a ^ c o ^ o ^ " , ' • 1

Le second membre de celle-ci, multiplié haut eï bas parcos21^,,
devient, en y remplaçant crços2^ par' (i - s iny ) 3 et sin^^ par
i—cos^ll^ puis réduisant , ' ^ ' " • .:1

l^cos^jSo"- sino ' â 1 ' , ,
L(i — si n y ) ces a po „ ' , ! . ' • , '

^ On a donc, en défini t ive, pour relier t a n g y ^ à tang $, la formule
simple 1 !

(3^) • ! ! tj^gl?t _ ^ _ 1 ^ cos^po—sin? ̂  , 1 , . .
: , , tang^I) ' L(î.—s l in9) lcos2pJ^ ' /

qui n'est, du reste, que l 'application^à not re , terre-plein horizontal,
• d 'une formule générale du M'érooire précédent ('). ' 1

^ E l l e ^ m o n t r e q u e , si l 'angle y, du frottement extérieur, év idemment
! incapable, au po in t de vue physique, d'excéder jamais <&, a t t e i n t cette

.limite supérieure, la valeur la plus faible de cos^p^celle q u i ' s e p r o - •
duit contre h rnur, co s 2^, égalera, précisément ys iny . , ' ' - . . ! '

20. Cela posé^'an'gle © i 1 sera lopjoiïrs'censé.pris. tel que s in^^ se
trouve compris en t re 1 zéro/et, Vsin y, e t . que, par suite, sm$ '(plus
grandque sinç);le,soit entre s i n ç e t V^inç/Or^dansces c o n d i î i o n s , le '
second membre1 de ( ^ 6 ) sera bien partout positif d a n s le coin d/hété-
rogénéité, .ainsi, qu'il a été; dit, près, du .mur comme a.' l 'entrée
où [3 -=o.. Car,; si, en. s 'é l<) ignantd l e .^e .n . t rée , . :9 'e . t ,2p , l qui . . .croissent
alors.. ensemble, gra,ncli.ssaien t . asse% pour annu le r le second;: membre

( 1 ) Page 44/C'esl la forroule figurant à la note 4e ceUe page 44, où s se confond ici
avec 2po? d'après la formule (44 ) ci-dessus et la définition même de cose (rapport de
smo'à'sm^1)./11 , • 1 1 : . 1 '. 1 1, ^ , , ! ^ ! , 1 . 1 1 . . 1 \ 1 ; ; ' 1 . 1 . 1 1 1 1 1 1 . . . . : , : . . , 1 ' 11" 1 ' ' '11 1 ' 1 ' . 1 : : " , 1 1
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de (4.6), c'est, visiblement, parce que o' et 2? deviendraient complé-
mentaires, ou qu'on aurait cosap r^sin1^ et, par suite,, diaprés (4^)?
sirro'^ s in® ; ce qu'on voit n'être possible tout au plus que contre le
m u r m ê l 1 û l e , p o u r y / = , $ ^ l , , • l ! . - : , ' ! : 1.

Ainsi l'angle a varie dans le même sens que Ç3 et grandit sans cesse,
quand la tangente de l'azimut ou angle polaire 6 du point (x, y) varie
de a à zéro. - 1 1 1 ' , :1/ -. 1111:', ; ^ , , /! - , 1 1 1 1 . ; . • 1 ! ^ 1 / ' 1 \ 1 1 1 1 1 , , 1 . • 1 . !

C'est dire que cet angle a de la surface de rupture avec la verticale
ascendante décroîtra, en même temps que pi, quand, partant du bas du
mur et montant vers la surface libre, on suivra le profil de rupture.
Celui-ci sera ainsi concave vers le haut jusqu'au sortir du coin d'hété-
rogénéité par le plan j== ax, où il deviendra la droite d'inclinaison a
(sur l'axe des ̂  négati k ), symétrique de y = ax par rapport à la ver-
ticale menée au point de sortie^

21- Étudions maintenant l'équation différentielle (45) du profil de
rupture. L'ânde a y étant la somme de fi et de f ^ — y < ) dont la tan-

, 1 1 ,Jr ! , ; 1 1 • !' , ! lç- 1 : . ', *' : 1 1 . 1 ! 1 ! ' ! , , - ! . ! ! • ! ' 1 . \4 ^ / .

gènte^ est définie par la formule (4o),onaura

(53)
dy _: a^tangfi
^1"^.1 ^—-a^tangjS-'

Substituons-y, d'une part, à a' sa valeur tirée de (4ô)? où siny'
sera^81"^ d'après (42); d'autre part, à tang^, son'expression clasBique'
en'lcos:2^.,,Bref^l,lfaisons-y , . ^ 11, ,. , ^ ; ' \ , 1 1 1 1 , //11,1, '111,1/,,1•1., :11 '1; 1 , :„ 1 1 ; : 1 1 1 .'.1.,.,1':1 "1 1 : 1 1 : '1-1 : 1 :1 1 1 '1 .

: i i " ^ , — : l i 1 1 1 : 1 1 1 ^ : : 1 / ' l: l' l-7cos26— l ls lmî& : l. l l. l l l l : l ' - : l l / l l l :• l l 'n ^ ''/i—^cos^'lS11 : •/. l l l l i l 1 1 : : 1 1( 54 ) : <,t:a'=\/^^^
."^Le'''seconde; mem-bre11- -de^ÇS^S) lsera\•ainsi:l'un;e::foIrétion,;exlpiicite^,:ldel:•l,
. l.'unique/.variable1' co's^.p, lfonctioa\compliquée.,liil'l:elstl,vrâi,'.de^;rad1caulx
'carrée multipliés: 'entTe:,euxl.lOrl,lll'pouTII'détermitterl;cétte:lu^;iqu
^•àuMiimre^vréquâtion':^^
^^par'Ç^^'et^^^ raci'ne.-câTréa.^et1:
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appelant, pour abréger, m le rapport donné lang(pl.
, - ^ - r ' tangcp . , ;

.(55) • 1 ^p—— ^+jtang^ • ^ • _ ^ , • • ; •
^(.r+ytangœi)2^^^^— a^

Introduisons à la place de x, comme nouvelle variable indépen-
dante u, qui croîtra de zéro à i entre la paroi j== o et la l imite y=ax
du coin d'hétérogénéité, le rapport

(56) u=^^ cToù •y=a^u et ^^a^+^^V-^^ dx \ dv ]

', La valeur (55) de cosap deviendra

(57) ' : 1 1 ; , 1 ' - 1 ces. (3=___1 ^lang^+i.^1 . : , ^ ^ ^ : . ^ ' 1 .,'
V(i/^tar)gyi"+" i)3"^- w^a^r—^) 2

D'ailleurs, le second membre de l'équation différentielle (53) est
maintenant, grâce aux formules ( 54) et(57)de a ' , tangp etc'os2^
une fonction irrationnelle mais tout à fait explicite, — aF(^), de la
nouvelle variable indépendante , si l'on pose

(.8) . tanga o,,; ^±J^=.F(«); .
; ', , 1 '1 . ,.' , • • ! . . ' i — a ^ t a n g p 1 . , " • , / : :'1! 1 1 .1 :

- et cette 'équation l,(53)/oùl x, seradésormâis'iafo-nction'-de111 u à.cal'culer,111'1
adm.ettra .i mm éd iate^i eut la: séparation d es variables',':: pu is ; l'i ntégrale
.générale,, réductible à ^ u n e quadrature mnique , avec la .constante arbi-1

traire'1/1 d'intégration, ' 1 1 . 1 : 1 1 1 1 1 ' 1 l i l : ••11 . 1 /1 ' 1 • 1 '
/ y v , x fïu du
(59) : • ; .: log7=^,,^^

li.est11 visible qtie./.désigne/l.a'projfondeuT'Çsoiis'.ia1 surface libre ) d'où
;I'îonlllveut.qule,lpa^te:,cofttre•1,e\mur:ll^=.,;ô•l^ profil de rapfuredeman dé.
'Il 'éman'e e:'n:\elÏet/;/évide1Bmel^'t,'uu^:tlellpTofil^ly^ï^e'^

1 conque ;. elfc1oluslll,lleels'plrôfîlsllllsoln thomôthéti:q nés,''par rapport ^l'origiae7'
1 .située 'à l'i nterseetio n du mur1 ̂ vec-la' surface- libre..,,. , 1 ; 1 . 1 : ^ 1 1 : 1 „: .-1 ;...1 : : 1 1 , ' .1 :. :; '.;' - 1 . 1 :
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22. La différentielle qui reste à intégrer dans (59) contient deux
radicaux carrés, qui portent eux-mêmes, rationnellement, sur te
radical figurant au second membre de (57) et où la fonction soumise
au radical estdu second degré.L'intégrale en est donc hypereiïiptique,
sinon même (plus probablement) abélienne, et d'un calcul difficile.
Aussi me bornerai-] eau cas où le paramètrea de la question sera censé
assez petit, par rapport à l 'unité, pour qu'on puisse négliger partout
ses puissances supérieures à la moins élevée qui apparaîtra.

' T _„_.„ ff 2

Souvenons-nous que sin y, exprimé en fonction de a, est ——-^; d'où
il suit que

2Œ , ! - 1 " 1——Ce , . : ï, — rt3

cosy==———ï?, \a: tango:=——— - et - a t a n g ® i = = ^ — — — •
'! ! 1 1 ' ! , ! ï —(— Ci" ' • ' ' 1 - ! - ! ! ! 21 . ! : ! ' ^ <s

Cela posé, la formule (57), qui peut s'écrire

,, T m^a^iï—uY T^ r m2^!—//)2 - T 2

- ' COS2&=Jr+————-—————— = 1 4 - -—————-————L— î
i l (î+^tang^J ^LZL^rnu^\

. , 1 1 ' 1 1 ; ' 1 , : i',' . 1 1 ' ; 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 1 : ; , 1 -l. 1 1 \ 1 1 1 1 1 ^ 1 a l , 1 ) J ! I J I .

deviendra successivement, par une application finale de la formule du
binôme,

' ^ r / s ./ ^ — a • vr^ 1 . , j ï — u \ 2
cosap == î + 4^ a \ ——— j , = ï •— 2 m'a1 ———— •[_ \9.-\-inu] J \2~hm?/ /

•Lesexpressions (54.) de ̂ , t angR^-où sino se trouvera réduit à:,i — 20%
deviendront

, ( 60) •a!1'^————1/(4 — m2) + (4-4- a m} mu\ Un g 6 === ^ ————- ;'11 :, " -^ ̂ m^" , ', 1 ' ' 1 ' ^ 1 1 , . : / •, ; ; 1 1 1 . 1 / „ blr 1 , 1 a -h -m^ 1 7

d'où il résultera d'après (58), pour F(^), en négligeant au dénom i~
'^llalteuriel:•telrma en 'a2,'l'expression',1.1111:11:1:' ^ 1 1 . ; : 1 : : 1 1 1 1 1 ^.1 1 , 1 , ; - . 1 1 ' 1 1 1 ' 1 1 1 : ' 1 - „ ', , 1 1 1 1 '

/(g^.1'^.:.';:1^"'1111?^^^
. . - 1 1 ^ 1 ' 1 ^ 1 ' . \ ' r , 1 1 1 1 1 , / 1 ^ 1 : 1 / , 1 ' , • i l l l ; 1 / , 1 111 ';1 '1^' ; ^ 1 1 1 1 ' , ; 1 1 1 1 ' 1 \ ,3; -^-\m.u : i i i i i i i ' ^ ' 1 : , ; 1 1 ,/ . 1 1 1 : 1 1 1 ; "1 1 ' ' 1 1 1 1 1 ; ' ; 1 1 1 ' 1 1 • : 1 : ; \ / 1 1 '1 ^

( 1 ) Voir, dans unô note, à la fin du Mémoire, ce que serait rexpression de 'F(//.)/sl l^on
ne supposait plus a très pêri^
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La quadrature à effectuer dans (09) sera donc

(62) f1' du = C11___________^-^mu)du
JQ u + •I' 0) 1 Jç m -+- ( 2 — m ) u + mu2 4- \/(4 — W2) 4- (44- '2 m) mu '

23. Achevons le calcul dans le cas le plus intéressant et à peu près
le seul qiu soit pratique, celui où l'on prend 9 , = ® et, par suite,

, m== r . Il vient alors , . ' '

(63) ^u — ^ Jr u^du
1 . , ^'^^W^^+u^u^^S"^' , • . , ,

Faisons ' " : • ! ! . ' 1 !

(64:) V3-i"6^=^; d'où a==^( r -~3) , da=-tdt. • •

Nous aurons 1 , , . , / ! , ! / , . - . . :

/^ , : ^ _^__ ̂  lî l±j2î  -^ '; ^(^+9)tdt
" 1 ' u^f'{u) , ^+36/ 1+27 '~ ( ^4 -3 ) (^—3/ / â+9/+9) '

OrTéqu.ation 1 . , ^ ' . 1 ' .
^-^ â^.+g^+g.^o, , 1 .

réso lue ,en-posan t d'abord, pour faire évanouir le terme du second.
degré, l = T •+ i (ce qui donne la transformée r3 + ÔT -+• 16 = o) et
on ! appliquant ensuite la méthode de -Cardan, conduit à la racine :

réelle , ! ^ ! ' /1'.1,, /^ 1 ; • 1 ; ' 1 1 1 : 1 1 : 1 ; 1 1 . 1 : 1 : 1 1 ^ 1 ' : 1 1 1 1 ' 1 : 1 1 / 1 1 / : , / _ 1 : 1 . 1 1 : 1 ' \ -• ' : 1 1 1 / - 1 1 , ' . , / 1 - 1 /
' 1 1 1 . 1 1 11 ' ! . ! ! ! ' : 1 ! . 1 1 i- I 1 i \ 1 - : 1 1 ' ' , / • 1 1 1 l i 1 : 1 ! ' • 1 1 • 1 1 1 1 .^ï-?)'ou y désigne .
' . . , \\ , , / \ /3 :—2\/2== 0,5557 environ, . ' , ,

ety par su i te , / 1 ^ : ^ ^ ! : . • ^ ! •, , , . ; , .
, ^ , _ /^;T4-: i==—0,739 ,à très peu près, ! . • 1 ' •

..On, .reconnaît alors, •en introduisant' le nouveau, fa,cteur réel ̂ 4- 05759, ,
que. l'expression -à intégrer devient- sensiblement : . : 1 -

; , 1 1 1 . '•i ••du ^ ________^(^-^^tdt' ; ' ^ 1 1 ; ,1 1 . \ 1 : ' . 1 1

. 1 1 / 1 ^ , ' ̂  + y(^} ^^[T^^S^^^^^^^^^^^^^^^ (^-13,759^ 4-1 r,853y . 1 1 .; , : , 1 - 1



32 . , ^ J. BOUSSINESQ.

Enfin, la fraction rationnelle du second membre, décomposée en frac-
tions réelles aussi simples que possible, donne, à très peu près,

{fifi\ '-1 ^u _ . (J?5)^ - ̂  o^^cU o y 9247 ^ dt 4- o ) 702:^ ̂
\ ' M4-F(^)~"" î 4 -3 ^+0,759 ^—3,759^-4-11,853

L'intégrale indéfinie en est

J^ ^î(u) ̂ ( ï ?5 ) log(^i• 3) - (0^^^ log(^ + °^59)
1 , 1 ' ^ ! 1 ___________________ ! j__ - QQ , 1

+ (0,9247) logV^— 3,759^+11,8534-0,8461 arc tang-——— •1 1 ; , ! . ! , ' , , -SE 5 oaq. ! 1

La quantité sous le radical revenant évidemment iki(—=•—Ï-9^!9,,. •ï 1;.1 ,,,. ' 1.1 . :„. 1^ • , - ! ^ , 1 1 1 , , . ;.1,11 , : ! 1 1 ^4-o ,759
nous prendrons en tout, comme intégrale indéfinie,

[
1 1 1 1 , 1 1 1 1 , 1 ! ! ! ! ! - ! ! ! ! ! : / «-„ •i gg i ,

log (^4-3) l»3(<4"o,759)"o>887(^- S^+g^+g)0^2^846^^

Faisons partir l'intégrale de la limite ^ ==o, c'est-à-dire de ^== \ /3 ,
et passons des logarithmes aux nombres. L'équation (Sg) fourn ira
enf în .à t rès peu près, la solution cherchée du problème :

! (6,) Ï= /v[3^V^^^^^^ j^g y^^ •
Y \ ^ + ^ / \ V 3 + o , 7 5 9 / \^-3^+9^9/

^^0,s4rc(an,^^arctangl^

24. ïl importe surtout, dans la question, de conna
du point où le profil de ru
champ d'hétérogénéité; car, au delà de ce point où se termine la

partie ̂ coufb'e-11 du1'profil,^ le:. Tôaltel:lldel.l;;ltôIui•^cil^^est.^al':d^
^^rjque.de^la'^imite'.mêlne:;1^'^^
^'dante^^u'oB^'y'^mè'n'e.-'^t'/l'ordon
libre, vaut, par suite, le double de l'ordonnés
question. Il suffît donc de faire ^=1 ou, d'ap^^^^
lal,formule:l/(67).^ll''l,l''ll,:l;l:l.:l,,ll' • ; : ' 1 1 1 1 1 , 1 , 1 1 1 : 1 : 1 1 ' ; 1 1 1 / 1 : : 1 1 1 ' ' 1 1 1 : 1 1 1 1 • : • 1 1 ' 1 : ', 1 \ 1 ; 1 1 1 : , 1 1 " : 1 ' 1 • 1 1 1 y l i : , 1 ; : , : 1 1 1 1 ' ' : 1 ^ : • 1 1 1 1 , 1 1 1 1 ; 1 • 1 . : : 1 1 1 ' 1 : : 1 , .1-
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Or, en remplaçant

v/3+3 par ^-732. „ ̂  ^V'3 V3.4-3 Pat-^--0^887; ••,i^,4g,^,gpar^^o.5^

J-h 0:759 3,750 - : 1 1 1 1 '
vîTo^' ou ^ ,7^7^ P^ sa valeur 1,509,

^"~^8 8nar -h-UJL —————- î , 8 8 — i / 3 o,i48
.,884 P^MSÎ^0-38835'' -M8^

cette formule (67) devient
.•y
y == (0,7887)^ (i ,5o9)°.887 (o,5773)0 '463

^ ç•-"ôîî(•'»•fi(arctang:o,388354"ttrct<1,D}?o,08l32)

On trouve respectivemei-it, pour les deux arcs tangente, si^ïS^i
et 2056/,27; soit, en tout, a/^io'ou i45o', et 0,422 en multiplantpar
la valeur absolue -^^ ̂  o, o 002 909 d'une minute. On aura donc

y == (o, 7887)l>!> (i, 5o9)°'887 ( o,5773)°>462 e-».3»7.

Enfin, le logarithme décimal de 0,5773 étant (- o,2386o), son pro-
duit par t'exposant o, 462 sera (- o, 11 oa3) ou T, 88977 ; et l'on aura,
d'autre part, comme logarithme décimar de e-0.357, le produit
(- 0,357) (o, 43 429), c'est-à-dire (-ô,i 5 oo4) ou T, 84496. Le reste
du calcul n'offrant aucune difficulté, il vient finalement

(68) ^=0,5478.

Par suite, l'ordonnée correspondante y ==a,sc de l'extrémité de la
partie courbe du profil de rupture aura, à très peu près, la valeur
o,5./t8 ai-, et celte del'extrémité du profiltotal de rupture, sur la sur-
face libre, en sera le double, (1,096) al. Ce sera la distance, au mur
même,de la faille qui se trouvera dessinée sur ïasurface libre, si le
profil de rupture part bien de la base du mur, située à une profondeur

: ^ ^»B. ̂ /fl̂ ?ro., (3). XXXV.-^^ 1 1 ' 5 ::
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donnée l. La pente moyenne du profil de rupture par rapport à la
verticale ascendante en est le quotient par /. On aura donc, vu qu'ici
les tangentes sont assez petites pour pouvoir être confondues avec
leurs arcs,

(69) ^ moy. a =:( 1,096)0 ==(1,096) ( ? — |)"

25. Cette valeur se confond presque avec l'estimation que j'en avais
faite (bien avant d'avoir dégagé l'équation différentielle explicite du
profil de rupture) dans les deux articles des Annales des Ponts et
Chaussées^ de i883 et 1884, cités (n08 45 et 46) au Mémoire dont
celui-ci est un complément. Fy avais obtenu, en appelant <& la plus
forte valeur dey, celle qui se produit à la paroi et dont le sinus résulte,
dans notre analyse actuelle, de la formule (19)?

(70) moy.a=j^-î)-i(^

Or, ici où

et où

on à

d'où

De même

d'où

] — a 2 ,sm cp == ———r = i — i a-1 i4-a"

/ T T (f\ _ i ' __ a2

U 2 ) ̂ '^/Tr^^1'"^'

3siu<Ï»=:l — "a2;
3

sin2(ï-<t)=3a2 et $=ï—ai/3.
\ 2 / 2 v

1 siïi21^7r — ç ) =: i — sin2^ == ^a2 ;
\2i /

o ^ ^ — a a 1 et 1 1 $—l^:l=:(â--..^3)^
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La formule (70) devient donc

, 2 , . v 7 -h \/Ï , ., /77 <P\(70 &w) m o y . a r r ^ — ^ - " — ^ = ( 1 , 0 0 1 0 ) 7 - — - -
0 l \4 2/

Le coefficient numérique 1,0915 n'est guère inférieur à celui, 1,096,
que nous a donné Fintégration de l'équation théorique (53).

J'étais arrivé à la formule (70), d'une part, en admettant que le
profil de rupture avait, même dans sa partie courbe, une direction
moyenne assez peu différente de sa direction finale, pour atteindre la
limite y == ax vers le milieu de la hauteur /, et, d'autre part, en assi-
milant à un arc de cercle cette partie courbe. Malgré l'imparfaite justi-
fication de ces hypothèses, dont la première est, d'après (68), erronée
d'un dixième environ, leur ensemble se trouve, on le voit, assez bien
confirmé, au moins quand on se borne aux petites valeurs de a,

V. — Coup d'œil sur le même cas d'un terre-plein horizontal, soutenu
par un mur vertical qui commence à se renverser, mais, en outre, par
une paroi limitant le massif à l'arriére, parallèlement au mur»

26. D'après ce qu'on a vu vers la fin (Article X, p. 71 à 76) du
Mémoire complété ici, il y a tout lieu de penser qu'un massif sablon-
neux, sur le point de s'ébouler de haut en bas, se comporte comme
s'il était indéfini au-dessous et en arrière de sa surface de rupture,
pourvu qu'il s'étende effectivement jusqu'aux régions où se forme
cette surface lorsqu'il existe bien au delà. Il suffira donc que le profil
de rupture construit ci-dessus ne rencontre aucune paroi ni surface
libre, en arrière du mur, pour que l'équitibre-limite comporte les lois
obtenues.

Mais supposons maintenant qu'une seconde paroi verticale, paral-
lèle au mur même, ne laisse, en arrière de celui-ci, au massif sablon-
neux, qu'une largeur uniforme L, inférieure à l 'étendue horizontale
du profil de rupture naturel, c'est-à-dire, par exemple, à içOgôaH pour
les petites valeurs de a et une hauteur H de mur. Que cette seconde
paroi soit fixe, ou qu'elle soit, elle aussi, mobile autour de sa base et
(par exemple) en sens inverse de la première, il sera alors impossible
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que le profil de rupture reste le même; et il semble inévitable'que,
partant toujours du bas du mur, il joigne à un certain niveau au-dessus
la nouvelle paroi, pour côtoyer ensuite celle-ci jusqu'à la surface libre.
L'équilibre-limite cherché devra donc satisfaire à une condition définie
de plus, savoir, celle de glissement du sable contre cette paroi, sur
une étendue qui comprendra tout au moins la partie verticale ou finale
de la surface de rupture. Nous supposerons d'abord, pour fixer les
idées, que le glissement du sable s'y fasse vers le bas; ce qui arrivera
inévitablement si la seconde paroi commence, elle aussi, à s'ébranler
en se renversant en arrière, mais ce qui pourrait également arriver,
dans certains cas, sans qu'elle fût ébranlée.

Admettons à Favance dans les régions adjacentes du massif, partout
ou l'exigeront les formules (8) ou (ï4)î les degrés précis d'hétérogé-
néité nécessaires, quant à l'angle variable ç' de frottement, pour que
nos intégrales (12), (ï3) de l'équation linéaire (10) et des équations
indéfinies de l'équilibre continuent à être applicables, rendant ainsi
relativement facile le calcul de l'état ébouleux que Pon a en vue.

Alors les conditions d'annulation de N^ N;p T à la surface libre
continueront a donner f'\y— ax}^==. o, f'^y+^x) = o, tout le long
des deux faisceaux de droites y =p ace == const issus de cette surface
libre, ou, par conséquent, pour les valeurs de y-zç-aûc comprises
entre o et L. C'est donc seulement dans les deux coins contigus aux
parois, ayant leur pointe en haut et leur côté oblique incliné de d=<%
par rapport à la paroi respective/ que l'une ou l'autre des deux fonc-
tions/'^/J différera de zéro, pour y prendre une valeur arbitraire sur
chaque horizontale de la paroi correspondante, va leur t ransmise
ensuite? dans le massif, toutle long de la droite y q= ax= const. qui
en émane, jusqu'à son intersection par l'autre paroi à un niveau plus
bas 'de— 1 1 1 ^ - 1 1 '/ ' : 1 1 1 : 1 1 1 1 111:- - 1 1 1 1 1 1 1 : 1 1 11 1 1 • 1 1 1 : ' '' ' • 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ! 1 1 1 1 1 • 1 1 1 ''1. .- , a , 11 . 1 ! : 1 l l i ; , 1 1 1 1 1 1 : 1 , , - :. ! !. . , . : 1 11 1 , , ! . 1 ! . 1 1 1 . , 1 • , 1 : 1 ' 1

27. Nous supposerons ici la hauteur totale, H, du mur mobile y ==o,
depuis sa base jusqu'à la surface libre, plus grande que le qaotient -;
de sorte que'le coin contigu à la seconde paroi y ==L englobe à son
intérieur toute la partie inférieure du mur y == o dont la distance à la
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surface libre excède -? ou que cette partie du mur j == o soit atteinte
par les droites y +ax == const. issues du haut de la seconde paroi
j==L, et soit, pour ainsi dire^ atteinte aussi par les valeurs corres-
pondantes de la fonction f[{y •+- ax)^ préalablement déterminées
sur cette paroi à un niveau plus élevéde - que leur point d^aboutis-
sement. • 1 ! ! . ; , , '•

Admettons d'abord, par contre, que la hauteur totale H ne dépasse
pas le double de — Alors les valeurs de l'autre fonction arbi-
traire f^Çy—ax)^ qui se déterminent de même au haut du murj==o
et se transmettent ensuite le long des droites y — a;y==consL en
émanant, s'y transmettront effectivement jusque la paroi f ixej==L,
à la profondeur -; et, n'y étant pas nulles, elles contribueront à déter-ci . . • ' ! •
miner les nouvelles valeurs de f^(y-+- ax) s'yproduisant à cette pro-
fondeur. Mais l'influence indirecte ou ultérieure quelles auront ainsi,
sur f"^ après cette sorte de réflexion contre la paroi y ==. L, ne s'exer-
cera pas sur le mur y = o, qu'elles n'atteindraient qu'à la profon-
deur a""1? jusqu'où il ne se prolonge pas.

Sur ce mur j==o, la fonction /// (7 -ax), qui s'y réduit à f'{—aoc),
paraîtra donc seule jusqu'à la profondeur ^; mais, au-dessous, il y
figurera aussi les valeurs de /^qui auront été déterminées sur les par-
ties hautesde la seconde paroi j=== L. De même, près de celle-ci j== L,
f[ existera seule (en tant que différant de zéro) jusqu'à la profon-
deur x == -? pour être, plus bas, associée aux valeurs de la fonction/"
issues du haut du mury = o.

28. Nous aurons toute la généralité désirable, en attribuant aux
anglesde frottement extérieur du massif, contre le mur y = o et contre
la paroi y = L, deux valeurs constantes op^ ©2, distinctes de 9 et entre
elles. La formule (16) deviendra donc (43), comme au n0 IS, mais
seulement jusqu'à la profondeur -^contre le mur y = o, c'est-à-dire
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entre les limites y- ax ==oetj-â!a;=-L; et il viendra

(7,) (dey-^=oàj-^=-L) ^(j-^)= ̂ ta^^ (y-^).

De même, poury== L, Faction du massif sur la seconde paroi aura
comme composante tangentielle, dirigée encore de haut en bas, — T;
et si l'angle de frottement extérieur y est ©3 (comme il vient d'être dit),
taneyiy exprimera le rapport de - T à - N,., c'est-à-dire, d'après les
formules (i3) prises avec f"=^ o jusqu'à la limite ax == L, le rapport
de

IIa[-/;(L+aaQ] à ^-{x^r f'[(ï.+ax)}.

On aura donc

( d e ^ = o à a ^ L ) ^^^=tangç,
1 ® 1 1 : 1' '

relation d'où l'on tire

(72) (de a^=o à a^=L) / Î (L+ÛC^)=
— a^tangya
î4-a tang îp2

tanë02 [L~(L+^)1.ï + a tangçs L

Et cette formule donnera l'expression de la fonction f[ entre les
limites L, 2L de sa variable y -4- ax, si l'on observe simplement que L
est la valeur de y sur la seconde paroi/ou que y -^ax varie de L
à L + a<r le long de celle-ci.

Nous aurons, en résumé, comme expressions de /^nécessaires a
considérer dans notre étude actuelle des circonstances qu'offriront les
pressions au voisinage du murj = o, les deux suivantes :

(73)

(de y + ax! == o à y -h ax = L) / [ ( y 4- ^^) = o,
(de y-+-^^=L ày4-<^=^^L)

/;(-'•—— -TTSiF^-^-'l-
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29. Considérons maintenant la fonction f\y — a^), que BOUS
avons déjà déterminée : i° entre les limites y— ax==L etj--â^==o,
c'est-à-dire à la surface libre x=o où elle s'annule; 2° entre les
limites y — ax = o et y —a.y== — L, c'est-à-dire contre le mury==o
jusqu'à la profondeur-- Pour pouvoir évaluer les poussées d'équilibre-
limite exercées par le massif sur les parties du mur plus profondes, il
nous faut encore connaître la même fonction/" pour les valeurs de sa
variable allant de y — ax •=- — L àj — ax = — .2 L. Nous observerons,
à cet effet, que la fonction/^ y a les secondes valeurs (73), réduites,
v u y = = o , à

(74) f[{ax)= tang?a [L-ax).v l ' ' i+atangya' /

Or la condition de glissement relative au mur y == o, savoir

T-^^-==tangyi,

y devient, d'après les formules (i3) (p. 6),
^y^^)^(^) __^

fifi atângyi,^^.f'^ax)+f[{ax)

ou bien, en résolvant par rapport à/^— ax),

(75) ^^^)^(-^)^ngy^i^^ta^^^^^^
' v s I • 4 - a t â n g 9 l î 4 - a t a n g • y l • / l v

Substituons-y à /^(a<r) la valeur (74) et nous trouverons

( (de a^'===L à ax^= 2L)

/1 1 , ,1 [ 1 1 /^^)r. tang^ (^) . 1 ; 1 / 1

(76) </ v / î 4 - a t angy î \ /

: 1 1 1 1 1 1 1 1 ^ 1 1 ' ! : ' : _ <i —aun^yi) tangua1 1 ^ ^^^
' " ( i-h a taDg<p,)(i-h a tang 92 ) v

Enfin, en remplaçant — a^ par y •—a<r, nous aurons la formule
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cherchée de la fonction f" entre les limites — L et — 2 L de sa va-
riable :

f (de j — a x - ^ — L ^ y — a x = — s L )

\ . ' f^y^ax)= tangyl { y - a x ) . ,
(77) - J v7 / ï+atangçi^ /

1( 1. / 1 1 ; ( i—atang? , ) tangç , ^ ^ ^ .
f (î-4- a tangî? i ) ( f - l -a tang9i i ) l/

On voit que l'influence de la partie supérieure de la paroi y == L, où
s'est déterminée la fonction f[ employée ici, se répercute, pour ainsi
dire, sur la partie inférieure du mur j== o, ou vient de se déterminer
la nouvelle expression (77) de/', et que cette sorte de réflexion d'in-
fluences d'une paroi sur l'autre s'est traduite par l'addition, aux deux
équations (76) et (77), de leur dermer terme. .

30. Reconnaissons enfin comment de telles transmissions d'in-
fluences, entre les deux parois parallèles, modifieront la composante
normale, (— N^.) ou P, de la poussée par unité d'aire, sur la partie
inférieure du mur j = o assimilé à une paroi mince et rigide mobile
autour de sa base. La troisième équation (i3) y donnant

P==^a2[^+/'(-^)+/Ï(a^)],

il résultera de la dernière formule (73) et de (76) ou (77), en intro-
duisant finalement, comme nous l'avons fait jusqu'ici, le rapport k
de P à ILz*,

1 - / . o\ ( ' • i ' i i • i i : i l l l : l l l ï^ L\11 • P 1 1 1 1 . , 1 1 ! 1 . a^ . 1 1 : 1 r 1 1 1 1 1 ^tanëq!4 / ! W\..(78) ( :pollllurlll.2?ll>: - • lii- ̂ - w • 1 k = ——————;1! i1—.————^-î-^f i^— ) ! .1
-' .' .•A 1 : ; 1 1 1 l,:,.-\,,;a^l.lllll,l iia?11 . ; . 1 1 1 1 1 1 - . 1 : : 1 1 ; 1 1 ; 1 l lï+•alî'angyl.L\/ l.; ï^atangy^v11, , axj\

On voit que l'influence de la seconde paroi y = L réduit la poussée
par unité d'aire, sur la partie inférieure du mur y ==o, d'une certaine
fraction de la valeur qu'elle y aurait eue dans le cas d'un massif indé-
fini, fraction exprimée par le rapport

1 1 : 1 { ^ û y ' 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ' ' 1 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 ' ' 1 1 1 1 1 1 ' ' ^
1 1 1 ; 1 1 ' 1 1 :^ ' , 1 / ' 1 1 1 1 1 1 : 1 1 : : 1 1 1 - , ^^'i^^'tangya.V':11..11^^/':11 : ' 1 1 / 1 ' , / 1 ' ' ' ï / '1 1 1 ^ 1 1 1 1 1 - 1 . ' 1 --.-,
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et que ce rapport lui-même, nul pour cix= L, croît avec la profon-
deur oc, à partir du niveau x = -3 jusqu'à la limite

(79^) aun^2 .- l'+atang-^a

atteinte à la base du mur, pourvu toutefois que la hauteur totale H soit
précisément le double de,"-. que nous avons choisi (actuellement)
comme limite supérieure de hauteur.

Pour apprécier l'ordre de grandeur de la fraction (79 bis)^ on peut
fixer les idées en prenant

,, , , ï — a 2 atan^co i — a 2
co.=: 02== Q d ou a tan£?cp==——— et ——————= -———.
' ' ' ^ , T 2 i + < 2 tango 3—a2

Cette fraction décroît de - à zéro quand a grandit de zéro à son
maximum ï , ou quand ç varie de 90° à zéro.

Si l'on multiplie la formule (78) soit par Tixdx^ soit par
ïloçdxÇîl—oc), puis que/après avoir dédoublé le second membre en
ses deux termes, on intègre le premier terme depuis <y=o jusqu'à la
limite supérieure H (excédan t—) et le deuxième termç jusqu'à la

même limite, mais en y partant seulement de la valeur - où ce terme
commence à exister, on aura soit la composante normale tout entière,
$ ces y^ de la poussée par unité de longueur du mur y =o, soit le
moment de cette poussée. Et l'on reconnaîtra facilement que, d'une
part, cette poussée, d'autre part, son moment, sont réduits, par l'in-
fluence d e l à seconde paroi y==L, de deux certaines fractions des
valeurs respectives qu'ils auraient eues avec un massif indéfini, frac-
tions exprimées, pour la poussée, par

(80) aatangcpg / .L V2

: + a tangtpa \ ^H/

et, pour son moment, par
(8,) ^langcp, / _ _ L y

, 1 , , ,:' \ ! \ ï - 4 - ^ t a n g y 2 \ - 1 aii/
Ânn, Éc. Norm., \ï), XXXV.1—'FÉVRIER 1918. . 1 ,
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.Le moment étant ainsi diminué dans un îBoindre rapport que la
poussée même, le point d'application de la poussée, résultante sera
plus haut que le tiers de la hauteur au-dessus de F axe de rotation,
censé placé à la base même du mur y== o, c'est-à-dire à 'la base de la
face postérieure de ce mur.

: 31. 'Nous avons supposé dirigé de haut en bas le frotte'ment (— T)
du massif contre la seconde paroi y = L, ou attribué au rapport

! de (•— T) a (—N^), pourj == L, la valeur positive tango^ comme il y a
tout lieu de l'admettre quand cette paroi, en s'ébranlant pour tourner
vers Famère autour de sa base et s'écarter du massif, ou encore en
s'en éloignant par translation, tend à créer entre elle-même et le
massif un vide où la pesanteur ne peut manquer d'entraîner vers le bas
les couches sablonneuses ôontiguès. Le cas contraire où l'ébranlement,
dirigé vers l'avant, aurait poussé cette paroiy=Lcontre le massif et fait
refluer vers le haut le sable voisiny de manière à renverser la direction
de son frottement (—T) , se déduira évidemment de la même analyse,
grâce à un simple changement du signe de 92* Et alors ce sera un
accroissement de poussée, représenté d'ailleurs par les mêmes for-
mules (79) à (8i),que subira le bas du mur j=== o par le fait de la
seconde p-aroi. Y ^ 1 ^ : 1 1 ' , : - :^ ' . ! , l : l i ! , / ' \1'11 1 1 . , 1 1

Cet accroissement se produirait sans doute encore si cette seconde
p aroi, aa lieu de se transpo rter en avant par rotation ou par trans-
lation, se déplaçait un peu v e r s l e bas, dans son propre plan, et y
entraînail les couches sablonneuses, qui réagiraient dès lors vers le
haut; de même qu'un léger déplacement de la paroi vers le haut
aurait sans doute fait réagir le sable vers le bas et renda positif le

'frottement^—1111!:).', , 1 1 1 / 1 , , ' . 1 : 1 1 \ ' 1 : • ; / . 1 1 , ^ . 1 ^ / ; 1 1 : : 1 : 1 1 1 1 • 1 • • 1 - : 1 1 : ' 1 1 : 1 1 1 ' 1 1 : 1 ' . : 1 : 1 1 1 1 , , . , : 1 : 1 1 : 1 ' 1 1 1 1 ' : 1 ^ - / •. : '1 '11 :: ' 1 1 l i l

II importe d^observ^ nos équations d^état ébou-1

leux, étant des formules de ^?/7y
les pressions statiques qu'il subit, ne portent aucune trace des mouve"

•lmentsl-â.,l'occasionl•dlesquels: -se'^ produisent''; ces ̂ d^rni.ères11-forces. "Et1^,11

voila pourquoi les mêmes équations en N^, Ny et Tpe^^^u
d.es.w^luvements.très^-divers^^mais-presq

'.difïeren ces'' qu'ils111. ofÏT^nt'entre:./eu;xl,:l;,ljoule;nt:l,ici'./^
nuances modifiant très peu les formules, ou sont représeri
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inerties négligeables en comparaison de la pesanteur. L'élément pro-
prement dynamique des phénomènes, qu'elles constituent, ne devien-
drait sensible qu'à un degré plus élevé d'approximation, au sujet
duquel je me contenterai d'apporter, vers la fin de ce Complément
(Article VIII, n0 60), quelques indications ou suggestions bien impar-
faites. Celles-ci même auront surtout pour but la mise en œuvre des
vitesses, quand elle sera possiblesans introduire les inerties, c'est-
à-dire les produits des accélérations par les masses.

Ces réflexions ne s'appliquent d'ailleurs pas uniquement à l'état
ébouleux.Elles s'étendent, comme on le verra, à Fêtât plastique des
corps malléables, autre genre d'équilibre-limite, qu'offrent les solides
lentement déformés, par d'assez fortespressions, d'une manière con-
tinue mais pouvant, à la longue, comprendre les changements de
figure les plus étendus.

3S. Cherchons encore comment on pourrait déterminer les profils
de rupture qui dépendent à la fois des deux fonctions/" et f'[. Bor-
nons-nous, du moins en premier lieu, à la région supérieure du massif,
et même aux niveaux, ̂ < ï- :-1? où il existe, entre les deux coins hété-

3 C? , , 1 1

rogènes d'inclinaison ^contigus aux deux parois/une région homo-
gène où s'annulent/'7 et /^ région dans laquelle les deux profils de
rupfcurepossiblesfont, en chaque point (^, y), de part et d'autre de la
verticale ascendante et en montant eux-mêmes, l'a
déjà vu, aux n0' 19 et 20, que si, de cette région intermédiaire, on
pénètre dans le premier coin d'hétérogénéité, en s'approchant du
mury^o, l'angle î—f de ces deux. directions devient- '1—y', et se

rapetisse jusqu'à ^ — $ contre le murj==o, tandis que sa bissectrice
s'incline, par rapport à la verticale ascendanteetvers le gros du massif,
d'un angle positif {3 croissant jusqu'à la valeur ^

' l i l l i l l l i l 1 1 1 . 1 : 1 ; 1 1 1 1 1 1 1 • '1 l l l l l i l . 1 : ; 1 ' 'sino? 1 : l i i l ; 1 : 1 1 1 1 1 1 1 : 1 1 1 ; 1 ' 1 '1 : 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 - " : ' ; 1 1 1 1 1 1 1 : ' 1 1 ^ ^ 1 1 ' 1 1 1 ' 1 : ' : . , ' . '1 1 ; -1 1 • : 1 1 :
1 , eôTOme.eoai^us1,---^1-,,:.1,;:'^;:1:1,1-1,:11.1;1:^, ,,,1;,1', 1:1,/,,1::, 1,;;,:1;\^,.;: ;,';1,;,. 1,111,::1.1 , : : : 1

1^1 III^Pâr:suite,enl.chaquel,plôint;(-la7,'^):,:du leR:deux,pro-11;
'll/.:fîlslldelrap:turellpo;ssibles^let\montan:t;:&^ la verticale'ascendOTte,
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'TT , 03'du côté du gros du-massif, les deux angles (S ± { - - yj- Le premier
profil, que nous aurons d'abord ici à considérer comme aux n08 19
et 20, et qui s'éloigne du mur y==o, correspond au signe supé-
rieur -l-.

Quant au second profil, l'angle ? - (j - ̂  qu'il fait avec la ver-
ticale ascendante, négatif dans la région d'homogénéité où (î s'annule,
approche de zéro à l'intérieur du coin considéré où (S et ç' grandissent,
mais en restant négatif jusqu'auprès du mur. Car, s'il pouvait quelque
part s'abaisser jusqu'à zéro, 2 ? et y' y seraient complémentaires :
cossp y égalerait donc sinç\ et l'équation (4^) y donnerait
sinc/:= \/sinç; ce qu'on a vu, au n° 20 (p. 28), être possible tout au
plus contre le mur.

Dès lors, ce second profil, suivi en montant, est dirigé vers le
mury=^ o; et la valeur absolue, que j'appellerai a', de son angle avec
la verticale ascendante, a la grandeur

w «•=a-^)-?.
^ étant lé même, comme ç', pour les deux profils possibles qui se
croisent au point (^,j). Cet angle oc' du second profil avec la verticale
ascendante décroît donc à mesure qu'on s^approche, tout en montant,
de la paroi y = o; en sorte que le second profil possible de rupture est,
comme le premier y concave ver sie haut.

33. Cela pose, notre profil de rupture, censé parti d'un point de
cette paroi y= o assez haut pour atteindre la région d'homogénéité
qui existe jusqu'au niveau ^== —? la parcourra suivant une partie

1 ! / / , !, ! ^ . 1 1 , — , , . ,2i CC 1 1 '1 1 , ^ . , ! ! ! , ! ,

rectiligne d'inclinaison a, c'est-à-dire faisant avec la verticale ascen-
dante l'angle ^ — ^; '.et il arrivera ainsi à la surface libre, vu qu'il est

! • ' l 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 . 1 1 . I I I A I ! • 1 / 1 , ^ 1 1 1 1 • . • 1 1 ' 1 1 / ' ! 1 : 1 : ! ! ! 1 1 1 , 1 - ' • 1 1 '1 1 1 1 '1 1 1 : ' ' 1 : ! ! l l l i 1 ' 1 ' 1 1 1 , 1 1 1 1 1 1 . , 1

en avant du bord oblique du coin d'hétérogénéité relatif à la
paroi j= L et que, cheminant parallèlement à ce bord, il ne pourra
le traverser ou pénétrer dans le coin.



MÉCANIQUE DES SEMI-FLUIDES( SABLES ET CORPS PLASTIQUES). 45

Mais imaginons qu'il vienne juste d'assez bas pour aboutir comme
asymptotiquement à ce bord même; et supposons qu'une'mimme irré-
gularité accidentelle du massif le déplace très peu vers l'intérieur du
coin d'hétérogénéité, en lui en faisantfranchir presque tangentiellement
le bord oblique-Une fois devenu ainsi intérieur au coin, il ne pourra y
suivre que le second des deux systèmes de profils se rapportant à la
paroiy==L,le seul qui se dirige, en montant, vers cette seconde paroi.
Ce sera donc une deuxième partie courbe du profil total, concave vers
le haut comme la partie inférieure de début, et qui se terminera plus
ou moins haut à la seconde paroi.

Arrêtons-nous un instant sur ce profil de rupture composé. Soient:
d 'une part, po et (^ les deux valeurs de p relatives respectivement au
mury = o et à la paroiy== L, valeurs définies, d'après (5o), par les
deux formules

(83) tang2(3o==acot<ptang 'cpi tangap^acotytangcpii?

d'autre part, $1 et <&2 les deux valeurs correspondantes de <&, que
détermine la relation (51) en donnant

. ! ! ! ! ? ,
/ o / \ . A sinç . „ sinœ - 1 -\Q(\) • sin<&i=——-!—/ sm<I>2:=——"^T»

COS2(3o 2 COS2(3o

Les deux angles oc^ et o^ faits avec la verticale ascendante par le
profil complexe ou composé, à ses deux extrémités inférieure et supé-
rieure, seront dès lors, d'après la seconde (45) et d'après (82),

(85) '^j-^, ^j_î._^

La tangente au profil total tourne donc en tout d^une paroi à Fautre,
pour se rapprocher de la verticale, de l'angle

:1:1'; 1'1,1' ^ ,' 1 , ! ,, l.la,-<=po4-l^ol+^^^ ..' l i l - ^ ^ - • - : 1 1 1 ' :' ' ' 1 1 - • ! ! • , - 1 1 , 1 i& • ,

Par exemple, si l'on fait les hypothèses usuelles,
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d'où
fang2(3o=tang2|3.=a et (3o= l3;,=— f^—-2 ' ) '

,4 \^ 1_|. .û /

cette rotation'atteint la valeur^ — ^ soit 28° dans le cas du sable., ! 1 , ' 1 , 1 .1 1 , 1 1 ' ; , ! ! 1 1 ^ 1 2 ! ^ . ! !1 ! !

ordinaire où ç == 34°" Et l'équation (84) donne alors

' 1 : 1 ! ^n: $2. =39° 3.7^8; a^Sg^ïSi; ao^f i^ j^T.

34. Au-dessous du niveau .2?==== —? les deux coins d'hétérogénéité20 0

se pénètrent mutuellennient jusqu'au delà du milieu de la largeur L,
tout en laissant encore près de chaque paroi, tant que l e niveau ne
s'abaisse pas jusqu'à oc= -5 un espace angulaire de plus en plus
rétréci (avec sa pointe en bas) où existe seule une des deux fonc-
tions/^/^ et où sont, par suite, des profils de rupture partiels, res-
pectivement homothétiques de ceux qui existent, plus haut, sur les
rayons vecteurs émanés de l^ntersection de la surface libre par la
paroi voisine.

Mais la partie intermédiaire, maintenant courbe, par laquelle se
rejoignent ces fragments ou bouts de profils, a son équation différen-
tielle (45), ou (53) avec les valeurs (54) de a et de tangjS, d'appa-
rence un peu plus compliquée. La rilison en est que, dans l'équation
définissant cos 2?, tirée de (42) et de (ï4), savoir

( 186 1 1^ 1 : l l l- :" l l ; l l l l l l lcôs2 1s l~ l l , , [f^y- ̂ )-/^y+ ̂ )p cot2? > 4 - 1 : : ' : - 1
^^^^^^^^ •^^..^^^y.^^ >111,,^,,. ; 1 , 1 1 1 1 1 1

'les,: ...fonctioa^1' •1:/^ et/^ ont actuetleme l'expression (71) et la
deuxième (73)3 dont aucune ne/annu^

Toutefois, si l'on transporte l'origine en un point (A, B) convenable
et qu'on appela

• , ; 1 ; : ' , 1 . 1 1 1 • 1 . : . . ; . 1 1 1 , 1 .:•';; '11:;•:':.1•1,/ '11 ' ;^:111,^^ := IÀ\+

ôo pourra déterjniner A ef B de manière que, dans (86)^^
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expressions linéaires placées entre crochets deviennent, de plus,
homogènes en C e t Y], par rannulation des deux termes constants; et
alors ces 2 [3 ne dépendra, finalement, que du rapport 4: == u, analogue. ^ it,11 .!

au rapport-^- du n0 21. Vu que doc-=. d^ et que dy == dr\^ l'équationdsc , 1 1 • 1 •
différentielle en ^ et Y] sera donc intégrable par le même procédé qu'à
ce n° 21 l'équation différentielle en oc et j.

Par exemple, si, faisant les hypothèses usuelles ç , = = : î p 2 = î p , on
désigne par À la fraction 2a ang? \ qu'on a vu (au n° 30, p. 41) êtreG s. • i + a t a n g y i x — / 1/

toujours inférieure a la limite •| qu'elle atteint pour a == o, les expres-
sions indiquées de/'7 et/^ deviendront

^=À^-^' f^^-y-a^
d ' o ù - ; ^ - 1 ^ ;

(87) f"-f^(y-^ .+/^/;=(.-^(^^^).

Dès lors, transportons l'origine au point, plus élevé que la surface
libre et équidistânt des deux parois, dont les coordonnées sont

(88)1 ! ! ; ; , 1 1 1 • : 1 1 i i i 1 1 1 1 1 1 1 1 : 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ' • A1^111-^1:1^.11' 1 1 ^'B: =1• I L I ;111 :1-; . . ; 1 ' ^ 1 1 1 1 1 1 . ' - 1 ; 1 : : 1 ;", - 1 1 ^; ;, ' 1 1 1 1
, ' ' ... 1 1 . 1 - - : . - 1 1 1 1 , • 1 1 . 1 1 : . 1 . • 1 1 l—^-W1:. . 1 1 ' . 1 . 1 . : / •1 '1 :1 2' , ^ 1 1 1 1 1 : . 1 1 1 . : : 1 1 \ . 1 ; 1 . ,; ^ • 1 1 , ,

et l'expression (86) de cos 2 [3 deviendra, en ç et Y],

(89) : co.^=[,+^^4,

où 1 ^ . l l i l l i 1 1 1 '1 . 1 , . 1 1 1 : 1 : 1 1 . ! ^ , \ : ! ^ ! -, 1 . 1 " - 1 1 / / 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 , 1 1 1 11.1 ^ l l l l : 1 ' 1 1 1 . ^ ; / 1 1 1 : 1 ' ' 1 1 1 1 ' 1 ;, ;
1 l i l l l i 1 1 ' ' 1 . . 1 ! 1 1 1 1 1 - 1 1 À c o t c o 1 1 1 1 1 ' - 1 1 • . 1 1 ' ' , 1 ' 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 ' 1 4<^' : 1 1 1 l l l l i 1 1 1 . : 1 1 1 1 1 1 1 1 • 1 : : 1 1 1 .- ' . 1 '••1- . 1 1 1 1 . 1 1
^^ • 1 - ; 1 1 ' 1 1 • : . ; 1 \ : . 1 1 • 1 1 \1111;111,1——Y ,1,'-:1 ^:h\ valeur::1—,——^:l==:l<31cos^. ; ^ 1 1 1 : • :11, .1, , , : 1 1 -

En raison•lde^.îévi:dentel^ymétriel•des:l:prelssionsl.l:p^
'cale. équidistante1.'' de ̂  '-deux ^parois^^^^ètte^expressîon.'^Sg)^

1; moins'compliquée^qiie'^Sy111).1.:.1'' ' l l l i 1 , 1 1 1 1 1 1 ' ; 1 : 1 1 1 . : : , ; , ; 1 1 1 1 1 , . 1 1 1 1 : ' 1 ' 1 1 1 . ^ 1 1 / , ^ 1 1 1 . ' : - 1 ,̂  ; 1 1 1 1 ' 1 1 : 1 . 1 1 : . • 1 ; 1 1 1 : 1 1 : 1 / : ; ' 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 1 , , ; 1 - . 1
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35. De plus, si Fon suppose a petit, comme aux n0® 22 à 25, Fécart
' i — cos2p est. très sensiblement 8a2^2, tandis que, sinç étant i — 2a2

à très peu près, les formules (54) donnent environ

a^ a\/i —. ^ M 2 , tang(3==2a^.

Par suite, l'équation (53), où dy = rfïp dx = d^ devient

(89^) — ^-=0(20 + \ / ï—4^) .

On observera que, vu l'expression (88) de A, sensiblement égale
a — — , et la ffrandeur des abscisses x à considérer ici, qui excèdenta v A

—? les valeurs de ^ seront plus ffrandes que 3—> tandis que n ne
20 D 2^ •l *

varie que dans une partie de l'intervalle compris entre =F -L. Le rap-

port ^^ n'atteint donc pas la valeur absolue ^ et le radical \/i—^u2,

restant supérieur à v^ = 0,7454? dépasse toujours notablement û ^ e n
valeur absolue.

Le petit coefficient angulaire, -r.—^ de la tangente au profil de
rupture qui s'éloigne du m u r y = = o , inclinaison, partout positive, de
ce profil par rapport à la verticale ascendante, augmente avec u,
comme on voit par (89 bu), entre le plan L —y==a^ , limitant le
coin émané de la paroi y == L, et le plan y = ax l imitant le coin
émané du mur y ==o; d e s o r t e que, dans la région dont il s'agit
ici, intérieure à la fois aux deux coins^ le profil de rupture en question
n'est plus concave vers le haut, comme aux deux'bouts'y mais bien
cowexe. Lacourbure y change donc de sens. Il n'y a, d'ailleurs, à
aucune des deux limites L — j == ax^ y == aa!, discontinuité de la
tangente; car celle des deux fonctions f^f^ qui disparaît au delà,
atteint graduellement la valeur zéro a la limite même.

Posons^ dans (89 bis) r\ == a^u; et éliminons T] pour former entre Ç
et u une relation analogue à (59), En appelant Ço la valeur, que l'on
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peut supposer donnée, de £ sur l'axe vertical de symétrie y = -^ L du
massif, nous aurons

1 ^ r " d ^log^-=—.l ————,
^o Jo S M + V I — 4 ^ 2

L'intégrale figurant au second membre s'obtiendrait sans difficulté en y
égalant le radical a i - — iut, où t serait une nouvelle variable. Mais
cette quadrature ne paraît pas offrir assez d'intérêt pour que nous nous
v arrêtions*

36. Au-dessous du niveau x= —? les calculs deviennent plus corn-a l

pliqués, puisque chacune des deux fonctions f'\ f'[ s'y accroît de
termes dus à la répercussion, sur chaque paroi, d'influences issues
des points de l'autre plus élevés de — Aussi nous abstiendrons-nous
d'y entrer dans les détails. Nous remarquerons seulement que les
valeurs extrêmes (3o et [̂ p <Di et <I>^ de (3 et de ©', valeurs relatives aux
parois y == o et y = L, continueront à être les mêmes que près de la
surface libre. Cela résulte de ce que, pour y == o, par exemple/la con-
dition relative à la première paroi donne directement T == — N^tangçi
et que, d'ailleurs, d'après ( i3) , ,Ny égale partout a2!^. La. troisième
formule (4i) donne dès lors tâng2J3o; et, en y joignant (4^)? on a

. . -y , 2 a2 langui " 1 ' sin<&i i(90) lang26o==————2J-1? ——- ==———:—,— ' & 1 0 ï — a 2 . sino? cos^FV

formules d'où l'on conçoit que 2?^ et (S>^ se déduisent, de proche en
proche, par de simples considérations de continuité, en faisant croître
graduellement^*.

Si, en particulier, ç^ ==• ^2, il y aura symétrie de l'état physique de
part et d^aufcre de la verticale y = —? sur laquelle l^angle (S ne pourra
que s^annuler. ^ 1 , ' ; , •. ! ! 1 - ! . 1 1 , ^ !

II est probable qiA des profondeurs x assez grandes, après un.
nombre plus ou moins élevé de répercussions d'influences d'une paroi
à l'autre, avec addition, chaque fois, de nouveaux termes aux deux

^^.^ A^rw., (3), XXXV.—i^muMi 191^. ! . 1 - '7
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fonctions/'^/p les angles p et ç'' se régleraient de manière à ne plus
dépendre sens ib lement de .z*, tandis que les pressions Ny, Ny, T ten-
draient à croître, le long de chaque verticale, proportionnellement à la
profondeur x ( î ) .

VI. — Intégration graphique, dans le cas d'un terre-plein à surface libre
ondulée, indéfini à Famère et maintenu à l'avant par un mur
courbe.

37. Abordons enfin l'étude d 'un terre-plein dont la surface libre a
son profil O p ^ B ^ B ^ B a C . . . {fig^ î) affecté d'ondulations assez longues

Pig. T.

ou a pentes modérées, de part et d'autre de l'axe horizontal des y, et
dont le mur de soutènement est également courbe. Pour simplifier et

(1) .Pavais déjà résumé pluâienrs des résultais établis dans cet article V du présent
Mémoire, au n° lit d'une étude déjà ancienne ayant pour titre Sur la poussée d'une masse
de sable) à surface supérieure horizontale, contre une paroi verticale ou inclinée^ qviQ
contiennent, aux dates des 17, 24, 3i mars et 7 avril ï884, les Comptes rendus des
séances de l'Académie des Sciences,
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aussi pour fixer les idées, nous supposerons que le profil O ^ M de ce
mur s'éloigne de plus en plus, a partir du haut, de la droite OQ du
massif inclinée de a = = t a n g ( ~ — l\ par rapport à la verticale des-
cendante Ox; en sorte que toute parallèle à OQ, telle que (SB',
issue d'un poin t du mur, ne rencontre ce dern ier en aucun autre
point.

Soit OQ^ la symétrique de OQ par rapport à l 'horizontale Oy, ou la
droite d ' incl inaison — a quand on la suit en descendant de Q7 vers 0;
et imaginons que, d'un point quelconque B(^,r) du massif, on mène
deux parallèles BB(, BB^ à QO et à OQ\ jusqu 'à la rencontre, ou de la
surface libre, en B< et B^, si le point B est pris au-dessus de OQ, ou de
la surface l ibre, pour BB^, et du mur , pour BB^, si le point B est pris
au contraire clans l 'angle QOM. En d'autres termes, BB, et B1L sont les
chemins ascendants des deux famil les de droites y—^T==const.
etj -4- ax~==^ const., qui conduisent du point intérieur quelconque B à
la frontière du massif. Nous appellerons respectivement / , /n 4 1e8

ordonnées verticales x des trois po in t s B, B ( et B^, ordonnées se,termi-
nant en P, I:\, ?2 sur l'axe des y et positives quand elles sont menées
ainsi de bas en haut, comme dans la f igure, négatives clans le cas con-
traire,

Cela posé, nos intégrales (12) et ( t3) s'appliqueront à l 'équilibre-
limite provoqué, chez un tel massif, par un commencement de renver-
sement du mur, pourvu que les deux fonctions /"(j— ax\ f'.^y+ ̂ )
aient leurs carrés négligeables ou que, s'iln'en est pas ainsi,1 le massif
présente, quan ta son angle cp' de f ro t tement intérieur, précisément les
degrés d'hétérogénéité exigés aux divers points par l'équation (1/1)
( P - 7 ) -

Admettons que cela soit. Alors l ' annula t ion de N^, N^ et 1 à la sur-
face libre y exigera» d'après la seconde (i3), l'égalité par iout des deux
fonctions/ / / , f"^ tandis que la première et la troisième (i3) deman-
deront leur égalité commune à "-" -^', si x désigne l 'ordonnée verti-
cale du point considéré quelconque de la surface l ibre*

38. On aura dès lorsy évidemmentî pour notre point intérieur B,
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quand il appartient à l'espace principal QOC,

(91 ) x^l, f^r-ax)^-^, /;(j4-^)=;~~
-A -"

et, par suite, d'après (i3),

(92)
(-N,)^--^), T=îia1——1^

(-N.^n^-^V

Quand le point B est pris, au contraire, dans l'angle QOM contigu au
mur, en B/ (par exemple), les valeurs de x et de f[(y-^r cix) sont

rencore (91)? ou représentées sur notre figure par /' et par — -2- Mais
il n'en est plus de même pour/^y—^), qui reçoit, enB', sa valeur
relative au point du mur j3 où aboutit la parallèle à QO issue de B'; et
cette valeur de /// en ? reste justement disponible pour permettre de
satisfaire à la condition de glissement du sable contre le mur,

A cet effet, supposons, pour simplifier, le mur vertical en [3, de
sorte que la poussée, par unité d'aire, du massif contre le mur ait la
composante tangentielle T et la composante normale (--Ny). Nous
devrons avoir, si o^ est l'angle donné de frottement extérieur,

(en (3) T=(-Ny)tang^ ou - /'-+- /;= a(^+/^/;) lang^

c'est-à-dire, en appelant À, X^ les deux ordonnées verticales x des
points P et ^, puis substituant à xy /fleurs valeurs (91) et multi-
pliant par 2,
, , . ., ' / — â y — Â a ^ c ^ a ^ + a / ^ — X ^ t a n g î p î ; ,

d'où
' (93)-(enp) 1 . f"^ ^ango^ ̂  ^a tang^^^ , ^ .

~ • ' . , t / : : v 1, • i,,-h-atang9i . i+atangy, ^ , , ; ,

On voit comment, une fois dessinés, ou définis graphiquement, les
deux profils de la surface libre OB^BaC et de la face postérieure OM
4n mur, 4ôs coiEistructionsgéoniétriques extrêïueiBent simples feront
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connaître les pressions d 'éqiâi l ibre-l imite existant en tous les points
du massif.

Celui-ci seraiiomogène à très peu près (avec ç pour angle de frotte-
ment intérieur) dans sa partie principale QOC, pourvu que les pentes
de la surface libre et, par suite, des sécantes comme B/B^ joignant ses
divers points, n'aient partout que de petites valeurs. Car, s'il en est
ainsi, la différence des deux ordonnées l^ l^ sera toujours faible com-
parativement à leur distance, qui est de l'ordre de la distance même,
/ — -—— sensiblement, du point intérieur considéré B à la surface

fif_ f"
libre. Le rapport " ^ 1 ., sera donc petit dans ces conditions; etx ""'"./ ' / i
l'on pourra négliger son carré au second membre de l 'équation (i4)?
ou réduire a/ à y.

39. Évaluons maintenant la composante normale (— Ny) = P de la
poussée sur le mur par unité d'aire de sa face postérieure, en nous
bornant au cas simple où cette face, verticale, a son profil OM suivant
l'axe des x.

Donnons-nous l'équation de'la surface libre sous la tonne ^===F(y).
Et observons qu'ici, pour les divers points P du mur, à abscisse verti-
cale x == À, la seule ordonnée verticale à considérer de la surface libre
sera celle, À^, du point py correspondant, dont la distance y à, l'axe
des x est sensiblement O ^ x a ou a\. On aura donc, pour les
points (3.>,

, " , , ' ^=:F(<aÀ).

Par suite, la première et la troisième des équations (91), complé-
tées par (93), donneront ensemble, gpur tous ces points p , .

(90

ï=r f"^ avàW^ ^ i--^tang9i ^ ( a A ) ^
1 1 ,' î " i -4-(21 tâtnîrQ3^ > i -+- a târiû:a)< , 2

qtangcpi . ^ i - — a tang^i F ( a À )
i -^- l l(21tangçl > i -4- a tang<pi , 2
^ F(a?Q
a . \ 2/;

Enfin, la composante normale cherchée P ou 1 ( — N ^ ) de la poussée
par unité d'aire,-en py sera,'d'après la troisième1 formule (i3), tomteg
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réductions faites, ^ ' '

(95) ^^ang^--1^-

Aux diverses profondeurs À, elle est en raison directe du fac-
teur ^ — F(aX), projection verticale de la distance ^2 qu'il y a du
point considéré ^ du mur au point correspondant ̂  de la surface libre.
Comme toutes les droites (3^ sont parallèles, c'est, en définitive, ta
distance même à la sur face libre, estimée suivant la direction des droites
de la famille y'+aoc=wmt,, qui mesure proportionnellement la
poussée par unité d'aire aux divers points p du mur, comme si le
massif était divisé en longs filets prismatiques inf iniment minces, tous
orientés suivant cette direction unique, et que chaque élément super-
ficiel du mur dût porter une fraction déterminée du poids de la colonne
sablonneuse qui s'y appuie ou dont il est la base oblique. Et l'on
trouve naturel qu'il en soit bie.n ainsi; car c'est suivant les direc-
tions ±a des deux familles yq= ax == const, directions se réduisant
à la seconde pour les points du mur, que paraissent se transmettre
intégralement efforts ou influences dans les questions abordées ici.

40. 11 viendra pour la composante normale tout entière,

$cos9i== fpcft,

de la poussée par uni té de longueur du mur, depuis À == o jusqu'à u n e
profondeur donnée H, et pour son moment total,

. , ' „ i ' ^ ^ , , ^=^(H-À)^

les expressions suivantes :

a2 ("H2/y2 [" Ïî2 r ~\<ecosc^ii——-——^-/ F(^)^ ,
i+alang^ L 2 J, J

1 /y2 rH3 /4Ï "I^^H——— a ——— n l l ^ l l / : (H—?Q^(aÀ)<a•
»4-alang0i L 6 Jo J

i y:cosc&i== u——l ' • i -{- <
(96) a^__ri?

^ ,,. ,-,-.alang,0i \^ ^
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Si, par exemple, le profil OC est la sinusoïde

A • ^yx ==:—A s m — î
JL

à ondulations de période 2L, débutant par une convexité et d'une
demi-amplitude verticale A petite en comparaison de L, on aura

(97)

/. „ a2 rH2 A L / 7^H\1çecôS(pi=H—————— — + — i --cos—— ?• ï + < 2 lang'Oi L 2 T T ( 2 \ L /J
„ TÏ ^ [H3 AL/ , , L . 7 i a H \ "OÏL == H —————— -7-4- — H — — sin -7—j + a tangîpi ^ 0 rc a\ 71 a L / _

La poussée est accrue en moyenne par le fait de la première con-
vexité, comme on pouvait le prévoir, tandis qu'elle serait diminuée
si A changeait de signe ou si la convexité était remplacée par un
creux. " ^ ^

41. On peut voir, au paragraphe IX de mon travail de Y Académie
royale de Belgique^ souvent cité dans le Mémoire précédent, travail
de 1873-1875 ayant pour titre Essai théorique sur F équilibre des massifs
pulvérulents y comparé à celui de massifs solides^ et sur la poussée des
terres sans cohésion, aux. pages 127 à î33,que la même intégration gra-
phique des équations de l'équilibre-limite ramenées à celle (10) de
d'Ahymbert^ s'applique au , ca s 1 non seulement de notre terre-plein à
;pente moyenne nul le , mais aussi d'un talus ondulé d'une pente
moyenne quelconque. Le système d'axes rectangulaires des x et desj
qui main t ien t à l'équation en ^ sa forme simple (10), et qui se trouve
toujours orienté su ivant les d i rect ions principales de la solution
Rankine-Lévy, devient alors oblique par rapport à la verticale; ce qui,
à raison des deux composantes X et Y qu'acquiert1 apesanteur, com-
plique assez notablement les formules des pressions.
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VII. — Rappel sommaire de résultats antérieurs concernant soit l'état
ébouleux des masses pulvérulentes, soit leur état élastique : unifor-
mité de l'écoulement dans les sabliers ; extinction du son par un
milieu inconsistant; etc.

42. Le même Mémoire de l'Académie de Belgique contient encore
d'autres problèmes assez intéressants d'état ébouleux, parmi lesquels
il en est deux(§X, p. i45 à i56) qui fournissent des applications de
l'équation en j^ aux dérivées partielles du second ordre, propre aux
massifs sans pesanteur, équation portant le n° 11 (p. n) dans mon
récent Mémoire des Annales, dont celui-ci est un complément. C'est
rigoureusement que cette équation (n) les régit, à la différence de
l'équation (9) du même récent Mémoire, aussi du second ordre en y,
mais où figure de plus p, et qui y est devenue à très peu près (p. 77
et 78), pour les états ébouleux voisins de la solution Rankine-Léçyy
l'équation linéaire (38) ou (4o) en ^ seul, parce qu'on a pu alors y
remplacer, sans erreur relative sensible, p par sa valeur de cette
solution même. Au contraire, dès qu'on fait abstraction de la pesan-
teur, la même équation (9) se réduit rigoureusement à (i i) et permet
parfois de déterminer à part l 'azimut y^ c'est-à-dire l'orientation,
partout, des deux pressions principales, avant de s'occuper de leur
grandeur ou de la pression moyenne p .

Or il est permis de négliger ainsi la pesanteur, quand on exerce en
tous sens, du dehors, sur le massif? des pressions très supérieures à
son poids. Tel sera, par exemple, et c'est justement le premier pro-
blème dont il s'agit ici, le cas d'une masse sablonneuse, indéfinie (ou
censée y remplir l'espace) entre les deux faces d'un angle dièdre, et
comprimée fortement par deux plaques rigides qui> occupant ces faces,
sont mobiles autour de la charnière constituée par leur intersection,
lorsque, en outre, des contre-pressions extérieures convenables, exer-
cées sur les parties du massif très distantes de cette intersection/se
trouvent sur le point ou de faire ouvrir Fangle dièdre, ou de le laisser,
au contraire, se fermer. Ce sont éfidemment deux équilibres-limite
analogues, le premieiv à celui de la poussée des terres contre un mur,
le'second, a celui de leur buttée.
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43. On y prend l'intersection fixe des deux plans rigides comme
axe des z ou, dans le plan normal des déformations, comme origine
des oc et des y . L'équation (i ï) à appliquer est alors

, ,. dï) dE , . . .
(98) ^-^-Â-A,y^o,

où D, E, A,,^ désignent les expressions

,-. î / c / c o s a y cl sin ayN
D = - ——-——^ 4- ——-,—x},a \ doc dy /

^ ( d sin a y _ ^cos27\ A , -- ^X ^X
2 ^ ^ û(y ) ' ï/-'~ d^ dy2'

Mais, en raison de ce que la divergence rectiligne des profils des
deux parois, à part ir de l'origine, permet de supposer semblables,
dans le plan des xy, les états physiques tout le long d'un même rayon r
émané de cette origine, l 'azimut % de la pression principale (proprement
dite) la plus fa ible ne varie qu'avec l'angle polaire 0 du rayon; en sorte
que les dérivations en, x et y de y ou de ses dérivées en. 0 se font par
les formules

cl _ sin 9 cl d ' _ cos0 d
, dx ^~ r dQ? . dy r dQ *

D'autre part, les deux dérivées de r en x ety sont, comme l'on sait,
cosO, sin 9. On aura ainsi, presque immédiatement,

-r, „-. cos('2"/~ Q) d'^ _ sint^—^) d^
• 1 , .17 —— '————————————"—— —TS, 7 Jù —— '"••——————————""—— '~—î-r dQ r da

et/ensuite,

dfi dE c o s ( 2 7 — 2 0 ) ^ 7 s in (27—20) / dy\ dy
___ __ __ —— ____^, ^'_______; ___^ i_, v ^______; ( 9 __ -) _i.- l _^

dy dx~" r2 • dQ^ r2 \ " d ô j d ô ' -

1 1 1 •1 1 • • A 2 . -11^% 1 ' 1 ^ ! ! ! 1

A X — — ,..2 ^02° . ! . , "

L'équation (98) devient donc, après suppression di], dépoininateur
Ànn, Éc^ Norm,, (3), XXXV, — FïiYïW 1918, . 1 8
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communr 2 ,
,- , ... /- i^2 ' / dy û?cos(27 -— 20 )
| .COS(27 . -2@)-A-J^+^————L^—————=0

ou
^j^[COS(^~^)-^] =0;

et elle a comme intégrale générale

(99) ^ [ c o s ( 2 7 — 2 9 ) ~/ . ] -—const .

Or telle est précisément, aux notations près, la formule (i5>8) de
mon Mémoire cité de Belgique, formule d^où se déduit aisément la loi
des azimuts, donnant y soit par un arc tangente ou circulaire, ou hyper-
bolique, soit par un arc cotangente hyperbolique, qui ont cette tan-
gente ou cotangente proport ionnelle à la tangente circulaire de y — 0.
La différence ^ — 0 , qui joue ici le rôle de variable indépendante et
que j'appelle a dans le Mémoire cité, est l'angle fait, en chaque point,
avec le rayon vecteur r prolongé/par la pression principale la plus
faible.

La même intégrale (99), mais réduite à la solution singulière ou
asymptotique ^— 0 == consL, s'étend (p. î5o et ï37 à 189) à l 'anneau
sablonneux remplissant l 'intervalle de deux cylindres circulaires
solides conaxiques, de longueur i ndé f in i e , l'un plein, l'autre creux,
sur lesquels s'exerceraient deux pressions normales unifônnes, et
dont l 'un serait , par exemple, fixe, mais, l'autre, susceptible de se
contracter ou dilater uni formément suivant les rayons, de manière
à faire varier en longueur les lignes matérielles radiales et, par suite,
également, mais en sens inverse (vu Pincompressibilité);, les lignes
matérielles circulaires normales à ces rayons.

44. On peut considérer aussi (p. i45) le même anneau sablonneux
remplissant l'intervalle des deux cylindres, mais soumettre l'un de ces
cylindres (l 'autre étant, par exemple, censé fixe) à un couple de rota-
t ion croissant autour de leur axe commun, jusqu'à production de
l 'équilibre-limite de glissement du massif contre ce cylindre tournant,
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H est évident qu'alors l'angle ^ - -0 = a de la pression principale la
plus fa ible avec le rayon vecleur r est indépendant de 6, ou le même
partout à égale distance r de l'axe,, mais fonction, de celte distance r.
Jl faut donc, dans l 'équation (98), composer 2^ de deux parties,
l'une, 28, se différentiant en x et y comme le faisait / ci-dessus,
l'autre, 20, se différentiant par les formules

d , - d d , . - d—=:(cos0 —r — = : ( s m @ ) — .dx ' dr dy ' ' dr
•h

II vient, successivement,

,, C O S ( S 4 - 2 a ) da , . ,1) ^——l—————L -. sm/g; 4-. ̂ ^\
r dr

^ s in (@ -4-20] c/a ,„ ,
E == ——-————' 4- -y- cos, 0 4- 2 a )r rfr v '

et, après quelques réductions immédiates ,

rfl) rfE ï d / . da \^. ^ — _ ^ n 3 <% ̂  .̂ (^g a a 9
r/y a.r /< a/1 \ dr )

A A / ^ ^ ï d [ da\A^=A^+.)==^^.

L'équation (98), multipliée par r et changée de signes, devient
donc
f ^ d F • da / / J0 00 ) -7- slïl a a "+• r ——, ( ^'-O8 />- a -+" A ) == 0 .

Intégrée, elle donne , en appelante ' la constante arbitraire, puis sépa-
rant les variables, mu l t ip l i an t par 2 et in tégran t une seconde fois (avec
une nouvelle constante arbitraire c),

r2 /'(cos a a 4- /cW/2a|og — 4- 1 ..——:————L-—— = o, ^
' ! .1 0 c J ! sm ïa—^ , . ,

La quadratures'y faît,exactementpar l ' introduction'de tanga comme
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variable d'intégration. Or telle est bien, précisément,, la première des
deux équations (ï56) (p. i/p) du Mémoire cité.

Je n'insisterai pas- davantage sur cette question ; car mon but n'était
ici que de montrer comment l 'équation (98) peut permettre de déter-
miner (plus ou moins complètement, suivant les cas) l'azimut des
pressions principales, dans les déformations planes des massifs pulvé-
rulents sans pesanteur à l'état ébouleux.

45. Un autre exemple, plus important mais sans doute difficile.à
calculer, d'état ébouleux est fourni par l 'écoulement du sable dans
un de ces sabliers dont se servaient les anciens pourmesurer le temps,
vase de révolution à axe vertical et a paroi latérale polie convergeant
intérieurement, sous d'assez fortes pentes, vers un orifice horizontal
d'un diamètre très faible par rapport à celui des parties supérieures
du. vase même. On remplit celui-ci^ du moins jusqu'à une certaine
hauteur À au-dessus de l'orifice, d'un sable homogène dont les grains
aient leur diamètre un peu comparable au diamètre de l'orifice, de
manière à permettre la sortie s imultanée de plusieurs grains» tout en
rendant insignifiantes leurs vitesses de chute à travers les sections
horizontales, bien plus grandes que l'orifice, situées au-dessus de
celui-ci à des hauteurs très faibles par rapport à A, mais supérieures
au diamètre de l'orifice même.

Dans ces conditions, on peut admettre que presque tout le sable du
vase, à l'exception de celui que contient le bas du goulot, est à l'état
ébouleux en ce sens que les accélérations y sont négligeables tout en
maintenant V équilibre-limite, ou que les pressions y neutralisent à très
peu près la pesanteur.

L'expérience a montré depuis longtemps (sans quoi l'usage des
sabliers n'annit pu s'établir) que la vitesse verticale moyenne à travers
l'orifice y devient vite quasi permanente^ et qu'elle se règle ainsi, pour
un sable d'une finesse donnée/d'après la figure él les dimensions du
vase au voisinage de l'orifice, mais non, sensiblement, diaprés la hau-
teur h du sable dans le vase, tant que celle-ci reste un peu grande par
rapport au diamètre de l'orifice. L'écoulement se trouve donc assez
uniforme, pour que cet orifice débite des volumes de sable à très peu
près proportionnels aux temps et susceptibles de les mesurer.



MÉCANIQUE DES SEWÏ-FLUîDES ( SABLES ET CORPS PLASTÎQUEs). 6l

46. Il y a lieu, dès lors, de penser que nulle pression appréciable
n'est exercée par la masse pulvérulente sur les file/s semi-fluides de
sable, à leur naissance un peu plus h a u t que l'orifice, ou, en d'autres
termes, à la traversée de la surface intérieurement concave, en forme
de calotte intérieure au vase avec contour appuyé sur le contour même
de l'orifice, où les vitesses, insensibles à l'cimonï, cessent de l'être a
Vawl. Car une telle pression intérieure, qui serait transmise sur la
calotte, par la masse pulvérulente, aux grains de sable libérés et leur
imprimerait une vitesse initiale perceptible, ne pourrait quatre en
rapport de grandeur avec les pressions générales s'exerçant sur les
couches inférieures mais encore étendues de cette masse, pressions
de l'ordre des poids superposés ou des hauteurs h de charge.

Appelons a-y pour abréger, la calotte fixe en question, convexe vers
le vase, au-dessus et autour de laquelle il y a équilibre-limite sans
vitesses appréciables; et admettons que l'orifice, d'abord fermé, avec
repos partout dans le vase et son goulot, soit ouvert à un moment
donné. Cette surface cr deviendra évidemment, à l ' instant où passage
sera livré au sable sous-Jacent^le siège de pressions décroissantes pro-
voquant , dans les parties du vase qui entourent le goulot depuis et
sous un certain plan horizontal fixe, l'établissement d'une série d'états
d'équilibre où le poids des couches pulvérulentes supérieures à ce
plan, poids représenté sur celui-ci par des pressions verticales p pro-
portionnelles à À, sera tra.nsmis de plus en plus aux parois entourant
la calotte et de moins en moins à la calotte même, de manière à la
décharger tout à fait dès que l'écoulement est réglé.

Malheureusementy l'expression analytique de ces équilibres-limite
doit excéder nos moyens d'intégration de / l eu r s équations aux dérivées
partielles; et il est difficile de savoir si quelqu'un de ces équilibres-
limite permettrait à la pression sur o" de s 'annuler tout à fait.

S'il en était un qui fût dans ce cas, il resterait utilisable pour des
hauteurs de charge h quelconques, ne dépassant pas toutefois les

'limites au-dessus desquelles se trouveraient modifiées les propriétés
de la matière pulvérulente- En effet, le poids du sable entourant le
goulot est insignifiant, eu égard à la grandeur des pressions p exercées
sur le plan horizontal qui limite supérieurement la région considérée
ici. On peut donc le négliger; ce qui rend homogènes les équations de
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l'équilibre-liœite pour celte, région, soit indéfinies, soit définies ou
relatives tant aux parois, où il y a glissement, qu'à la calotte cr sup-
posée sans aucune pression. Dès lors, elles ne cessent pas claire satis-
faites quand on accroît dans un même, rapport, proportionnel à A,
toutes les composantes des pressions exercées aux divers points
(^y, s), à commencer par celles, ^ existant à la base supérieure (').

Toutefois, l 'impossibilité à la fois pratique et théorique, pour un
talus sablonneux censé indéfini en longueur, de se soutenir sous des.
pentes supérieures au coefficient de frottement, rendrait fortement
.improbable l 'existence d'un tel mode d'équilibre-limite- s'il s'agissait
(Forinces d/un diamètre comme infini par rapport à celui des grams^de
sable. Mais il faut justement observer que, dans les sabliers, l'orifice
et même la calotte cr qui le recouvre ne sont pas d'une étendue telle
qu'il faille, pour les occuper, beaucoup de grains de sable; et l'on
conçoit que ceux-ci, se présentant à la fois pour sortir, s'arc'boutent
mutuellement, à la manière de voûtes capables, par leur résistance
momentanée, de neutraliser là petite fraction, encore subsistante
peut-être jusque-là, de la poussée intérieure. Ce rôle doit leur être
puissamment facilité par le f a i t que les déformations de la masse
sont, ici, de révolution, et non pas planes comme dans nos calculs; en
sorte que les grains n'ont, pour se dégager, qu'une dimension sur trois,
la dimension verticale, et non plus une sur deux. D'où une bien plus
grande difficulté (de l'écoulement) qui suffirait peut-être, à elle seule,

.pour permettre l ' annula t ion des pressions, sur l'orifice sans faire inter-
venir l'étroitesse de celui-ci,

Les grains de sable semblent donc ne devoir à la surface a, se déta-
cher ou,tomber qu'^o/e/^w^^en^quelque sorte, fauted'un enduit léger
pour les unir ; et la petite vitesse sensible qui les anima à la traversée

1 de.l'orifice serait uniquement due à leur hauteur de .chute depuis1 le
pomtde cr d'où elles descendraient.

( i ) C'est à peu près ainsi que j'ai raisonné au n^ 42 bis (p. îo3 Qi io4) de mon
Mémoire de Belgique, où j'ai abordé celte difficile question dç récoulepwnt du sable par
un orifice on contrasté si marqué avec rôcoulement d'un liquide efc avec la loi de Torri"
ceîli. / ' . 1 1 , ! • : 1 1" , , .1'' • • ^ ; , ! 11 ^ , ^ ! ! , , . . , - !
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47. Le raisonnement suivant 'permet de se rendre compte, presque
sans calculs, de la différence profonde qui existe, à ce point de vue de
la transmission des pressions, entre un fluide en équilibre, où la pres-
sion se transmet intégralement dans les sens horizontaux, malgré des
parois verticales quelconques interposées mais laissant toutefois sub-
sister dans le milieu des trajets de niveau continus, et u n e masse
sablonneuse où, au contraire, de telles parois verticales, même in f in i -
ment polies, permettent de réduire autant qu'on veut la pression.

Pour ne pas sortir du cas simple de déformations planes, imaginons
une longue auge rectangulaire, à parois latérales infiniment polies
comme son fond horizontal; et, après avoir enlevé une de ses deux
plus petites faces verticales, divisons-la par des cloisons également
polies rectangulaires, parallèles à l ' aut re pe t i te face, mais n 'a t te ignant
pas tout à fait le fond, en un certain nombre n d'auges par t ie l les , dont
chacune communiquera avec la suivante par l'orifice vertical de fond
que1 présentera, sur toute la largeur le bas de la cloison intermédiaire.
Nous admettrons que le fond commun se prolonge encore un peu

l après le ^ ièmc orifice, de manière à y former, sur toute la largeur, un
rebord extérieur horizontal, capable de porter une couche sablonneuse
de faible épaisseur.

Cela posé, appelons A, A/, k\ h'\ * . . les hauteurs un i formes de
sable que nous déposerons dans ces auges respectives; et cherchons
comment devront être réglées ces hauteurs, à part la première A qui
sera arbitraire, pour que l'écoulement soit sur le point de s'y faire de
la première auge à la seconde, de la seconde à la troisième; et ainsi
de suite, jusqu'àla ^ititmt auge, o u ï e sable intérieur sera, de même,
tenu juste en ' équ i l ib re par une épaisseur, h^, de sable déposé contre
le n"'"16 orifice sur le prolongement extérieur du fond.

Les pressions verticales uniformes exercées, pa'runité d'aire, sur la
plus basse couche sablonneuse de ces auges seront, évidemment, îlh
pour la première, IIA" pour la deuxième, IW pour la troisième, etc.
Si donc nous considérons le prisme élémentaire (ou mince bouchon)
de sable occupant, par, exemple, le premier orifice, avec ses deux bases
matérielles verticales d'amont et d'awl, légères couches superficielles
pulvérulentes donnant respectivement dans la première1 et, la-secoude

' auges, et sollicitées (vu l'équilibre1) par deux pressions homontale-s F
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égales et contraires, qui sont pressions principales en corrélation avec
Tlh et 'IIÀ' dans les deux auges/la première de ces bases tendra à
sortir de la première auge et, la deuxième, à entrer, dans la seconde.

La matière sablonneuse se trouvera donc/à l'arrière de la première
base, localement dilatée suivant le sens horizontal, mais contractée
verticalement; et le rapport

i — s i n o , , /TT • o\ „———:—" = tang2 7 — - = a2

i 4» sin 9 \ 4 2 /

de la plus petite de ces pressions principales proprement dites, à la
plus grande, sera celui de la force horizontale F à la force verticale ïlh.
On aura donc

F=-IlÀa2.

Mais, au contraire, la seconde base, qui tend à pénétrer dans la
deuxième auge, y comprime locat&ment devant elle le sable, qui se
détend dès lors verticalement; en sorte que F y est la plus forte pression
et II// la plus faible, ou qu'on y a

,, II//F:
a"

Par suite, les deux valeurs de F, égalées, donnent

( l o i ) h ' ^ z a ^ h .

On aura de même, en considérant les orifices suivants et la ten-
dance, qui s'y produit, à l'écoulement vers le dernier orifice,

A^^^Â'rra8^ h'^a^k'^a^h, ..., hW=a^h.

Comme a est moindre que ï , les hauteurs successives de sable
maintenant l^quilibre-limite tendent vers zéro et, pour^ assez ffrand,
une légère couche pulvérulente, obstruant le dernier orifice sur le
rebord extérieur du fond, suffira pour empêcher partout récoulement.

Par exemple, s'il s'agit dé sable ordinaire, où îp==34°,
ci^ tang ̂ 80^ 0,53.17 .et ; a4 ^0,08 (environ), il ••suffirai de : dwx
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auges ou deux orifices pour donner 0^-= a8 === o,oo6388, c'est-à-dire
pas beaucoup plus qu'un demi-centième.

48, La première et majeure partie de mon Mémoire de Belgique
concerne les états d'équilibre élastique se produisant dans les couches
supérieures, c'est-à-dire peu profondes, d'un long talus plan sablon-
neux où l'état mécanique est censé ne varier qu'avec la distance à la
surface libre, lorsqu'on suppose la masse d'abord sans pesanteur et
tout entière à l^étal naturel, puis soumise peu à peu à une pesanteur
lentement croissante, de manière à passer par une suite d'états
d'équilibre n'outrepassant jamais ses primitives limites d'élasticité,
contrairement à ce qui arrive aux massifs ordinaires de sable, dont
les éléments sont déposés successivement les uns sur les autres, avec
d'innombrables chocs et sans que jamais leur ensemble se trouve à
l'état naturel- On ne pourrait, ce semble, expérimenter ce phénomène
avec quelque approximation qu'en composant le massif d'une poudre
insoluble dont les grains auraient une densité à peine supérieure à
celle de l'eau, et en le laissant non seulement se déposer, mais aussi
se tasser peu à peu sous une eau en repos (et, par conséquent, à de
très faibles pressionsentre les grains de sable), puis se sécher par lente
évaporation superficielle ou par lente infiltration du liquide dans les
couches profondes du sol.

Sans me préoccuper de l'extrêmedifficulté, s inon de l ' impossibili té,
que présenterait la réalisation de conditions pareilles, mais me plaçant
aux points de vue habituels, hypothétiques, de la Mécanique ration-
nelle, j'ai pris comme expressions des forces élastiques du sable celles
qu'a démontrées la grande Note (n° l, p. 2 à 7) du récent Mémoire dont
celui-ci est le complément, c'est-à-dire les formules convenant à un
solide élastique beaucoup plus déformable que compressible (conser-
vant ses volumes) et où le coefficient de rigidité (y. de Lamé), au lieu
d'être constant, se trouverait partout proportionnel à la pression
moyenne actuelle?.

J'ai reconnu que le talus indéfini proposé admet alors, suivant un
ensemble de circonstances produites au loin, une infinité de modes
d'équilibre élastiques, fonctions d'un certain paramétre e, où pressions
et déformationSy partout orientées de même et ne variant tout au plus
' ; ^^^.^^orw.^^Sî /XXKV.—MARSx^iS. ; . , . , - , -9
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qu'avec la distance à la surface libre, lui sont simplement proportion-1

nelles, quant aux pressions^ mais n^en dépendent pas ou sont uni-
formes, quant, aux déformations. Le paramètre s y représente l'angle
que font respectivement, avec la verticale et avec l'horizon, dans
chaque mode d'équilibre, les deux systèmes, perpendiculaires l'un à
l'autre, de droites matériellesnon contractées ni dilatées (par la petite
déformation), inclinées à 45° sur les pressions principales ou les dila-
tations principales, et dont l 'un, le plus voisin de la verticale, pour-
rait donner, par une de ses droites, le profil d'un mur plan immobili-
sant les grains contigus du massif dans leurs situations d'état naturel.

Lorsqu'on tient compte de la limite (supposée invariable) d'élasti-
cité pour la dilatation principale positive, l'angle a) du talus avec
l'horizon est toujours inférieur à ç; et ces modes à9 équilibre élastique,
pour chaque valeur de o, se trouvent tous compris entre les deux
modes &'êquiiibre-limite découverts par Macquorn-Rankine, qui n'en
sont que les cas extrêmes (').

Il y a même, sauf toutefois quelques différences ou particularités
notables, une pareille série de tels équilibres, aussi avec limites ana-
logues de pente de la surface libre, pour les solides élastiques et iso-
tropes ayant cette forme de talus plans indéfinis, et qui se seraient
également trouvés à Fêtât naturel avant d'être soumis à leur poids
(notes des pages 31, 45, 63, 87 et 88 de ce Mémoire de 1876).

49. Enfin, considérant que les ébranlements accidentels auxquels
est fréquemment exposé un massif sablonneux doivent, à ta longue,
altérer sa contexture ou changer l'état naturel de ses particules,
j'émets, au paragraphe VIII du Mémo ire, ropinion qu'un massif sou-
tenu par un mur doit finir par atteindre le mode d'équilibre le plus
stable possible, c'est-à-dire le plus voisin de Pétât naturel ou compor-
tant les moindres déformations élastiques, compatible avec le degré
de résistance de son mur de 'soutènement.1': J'apprécie1 d'ailleurs "w
degré d'après le moment de la pousséequi renverserait en bloc le^^^m
par rotation autour d'un axe donné tel qu'esta

( 1 ) foir les n09 8 e i 9 ( p - î 3 e l i 4 ) d u M é m
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antérieur de sa base. Je peux alors déterminer aisément la valeur de £
pour laquelle la-déformation élastique est la plus voisine de zéro, ou
quel est, dans chaque cas, le plus stable des modes simples d'équilibre
élastique considérés ci-dessus (modes où la déformation est partout
Uniforme).

Je fixe1 ainsi, pour un mur rectangulaire vertical ne résistant au ren-
versement que par son poids, soit l 'épaisseurminimum qu'il doit avoir
pour ne pas tomber,, eu égard à;sa densité', et à la pente tangco du talus
qu i l 'affleure, soit aussi l'épaisseur beaucoup plus grandequi permet
l'établissement du mode le plus stable compatible avec la déclivité co.

Mais je n'avais pas assez remarqué, lors de la rédaction de ce para-
graphe VI I t , que les choses sont lo in d'être aussi simples dans la nature.
Car il doit être in f in iment rare : i°-que, près d'un mur soutenant un
massif en talus plan, l'état physique du massif soit indépendant de la
distance à ce mur et seulement fonction de la distance à la surface
libre; 2° que la contexture qui se produit à la longue comporte l'exis-
tence d'un état naturel pour l'ensemble du massif. De telles hypothèses
équivalent à des simplifications énormes, capables de dénaturer tes
problèmes en les idéalisant outre mesure et .en supprimant.d'impor-
tants détails. Il est possible cependant qu'elles fournissent une
esquisse des phénomènes, précieuse en a t tendant mieux.

50. Les mêmes réflexions critiques atteignent, jusqu'à un certain
point,, bien '.des1 calculs d^équilibre^élastique^.faits'.par'ies'^géom^t^^^^^^
relativement aux petites déformation s'quc: produit11 la^pesanteur'dans
les solides. On y admet d'ordinaire l'existencey poar un tel corps tout
entier;, d'un état naturel logiquement antérieur à l'application de cette
force. Or cette hypothèse n'est cependant justifiable, elle ne comporte
de contrôle, que chez dey solides ou très légers, ou de faibles dimen-
sions, assex^peti.ts^en'un'mot, pour que les. déformationsdues à leur
poids soient insignifiantes, /cornparativeinentà celles, dont leurelastk

/cité les.rend 'capâblesBan.s/dépasïement'de/sesl/imites. Alors seulement-
/nous' pouvons1 les' -faire 'entrejrdans, ^dês-'cotistructions ^beaucoup11 .'plus
•gran41es\qlu'Bllx-m:êmelsl^/\o:ù':^^3,lfiguréBltlll:l'pr^ :à e'1- si. m pi es-1

'éléments d,e lvolum.e,;\^et:leslll;pl.pi:dls,Jltô's:;;dé,fbrm:ant/ln^
ll:lyl:supportentlyl''îï:e/'lsont,:plml•lellr ne/ saurai ties^



68 J. lîOUSSÏNESQ.

débarrasser qu'en les transportant loin du globe, dans les espaces
célestes.

Supposés même ainsi petits, on ne peut guère y admettre un état
naturel, c'est-à-dire l'absence de pressions tant intérieures qu'exté-
rieures, que lorsque, si ce sont, par exemple, des matériaux de con-
struction, ils ont été extraits du milieu d'une vaste carrière d'appa-
rence uniforme, où la vraisemblable variation graduelle d'état entre
points voisins permette de les assimiler à de véritables particules, con-
stituées de même dans toute leur é t endue ; en sorte qu' i l suffise d'y
annuler les pressions de superficie pour y faire évanouir en même
temps les pressions intérieures. Et si ce sont des métaux, des corps
produits après fusion, il faut que leur solidification ait ëti lieu lente-
ment, sans courants, presque à la fois dans toute leur étendue; sans
quoi on ne peut guère y atténuer suffisamment les disparités, les iné-
galités intérieures et, plus tard, les particularités (comme écrouissage,
énervement, etc.) dues à l'histoire propre de chaque région, que par
l'opération du recuit, c'est-à-dire par une multitude de fusions par-
tielles y ramollissant et fluidifiant successivement toute la matière, de
façon à uniformiser peu à peu sa con texture et à effacer les tensions
purement locales.

51. Mon Mémoire de Belgique a passé presque complètement sous
silence les phénomènes de mouvement pouvant se produire, dans les
masses pulvérulentes, avec accélérations sensibles dont il faille tenir
compte, comme seraient, par exemple, les mouvements vibratoires.
C'est seulement dans une Note (p. 96) que j'en ai parlé, pourobserver
qu'à Vêlât naturel (ou abstraction faite de la pesanteur) leurs compo-
santes de pression, non linéaires par rapport aux déformations et à la
pression moyenne ^considérées à la fois, sont impuissantes à leur
donner une élasticité appréciable, analogue à celle des solides ou des
fluides compressibles, apte, en un mot, à leur faire transmettre, avec
une vitesse ou célérité finie/les ondes d'amplitude infiniment petite,
c'est-à-dire (plutôt) très faible. Vu la petitesse extrême de/?, dans ces
mouvements mjp s'évanouit avec les déplacements mêmes; vu aussi,
par suite, l'annulation, avec jo, du coefficient de rigidité p lui est
proportionnel, ces milieux s'y comportent donc, à très peu près,
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comme un solide isotrope sollicité à vibrer transversalement, mais où
le coefficient d'élasticité mis en jeu par de tels mouvements serait infi-
niment petit : circonstance d'où résulterait FévânouisseBient de la
vitesse de propagation et, par suite, l'impossibilité, pour les ondes, de
se transmettre, à peu près intégralement, dans le mil ieu. Aussi l'expé-
rience prouve-t-elle, comme je rai observé dans la Note dont il s'agît,
qu'un massif pulvérulent étouffe le son.

52. Toutefois, s'il en est ainsi dans les couches supérieures du
massif, oùp n'a pas de partie permanente notable p^ due a leur poids
et, par conséquent, antérieure aux vibrations considérées, cette partie
permanente po, proportionnelle, dans un terre-plein horizontal, à
l'ordonnée verticale comptée en partantde la surface libre, devient, au
contraire, suffisante, aux profondeurs assez grandeSipour conférer au
milieu une élasticité ^=mp^ appréc iab lee fc permettant ainsi, aux
feuillets matériels parallèles q u i s'y trouvent, de réagir contre des
glissements mutuels qui leur seraient imprimés. D'où une étude, qui
reste encore à faire, d^un genred'ondes complètement inconnu tant aux
physiciens qu'aux géomètres. On pourrait s'y borner, en premier lieu,
au cas d'un terre-plein homontal et qui, aux époques t négatives, se
trouverait en repos, avec surface libre choisie comme plan des xy et
même, d'abord, avec pressions réduites à la pression moyenne d'équi-
libre ̂  ===— ' I l s , pourse mettre en mouvement à l ' instant / == o, par
l'effet d'une perturbation rapidement survenue à la superficie.En -s'y
guidant sur l'analogie avec les ondes dues, dans un l iquide pesant, à
un trouble init ial de la surface libre, on formerait sans doute assez
aisément les équations aux dérivées partielles de ces sortes de petits
mouvements ( < ) . On remarquera qu'elles deviennent identiques à
celles des ondes liquides ainsi rappelées (dites ondes par êmersion et
ondes par impulsion superficielle^ quand on pose m = o et, par suite,
(x ==: o ; ce qui réduit le massif pulvérulent à un fluide incompressible»

(1 ) On y emploierait les formules générales qoe j'ai données au paragraphe 1 de mon
Mémoire de 1869-1872 sur la Théorie des ondes liquides périodiques et vers la fin de la
Note complémentaire 3 de ce Mémoire (Tome XX du Recueil des Savants étrangers de
l'Académie des .Sciences- de'Paris}.,^. '.1\;11,11,.1 . 1 1 , 1 , 1 ; 1 ' , / . 1 1 • 1 : 1 1 •1 1 , 1 1 1 1 1 ; ' 1 1 ' ' i l i l 1 ' : 1 1 • 1 1 1 1 ^
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VIII. —"Aperçus et hypothèses sur la mécanique des semi-fluides
en général.

\ 53. Une assez lointaine analogie de toute particule Sablonneuse,
tassée jusqu'à un certain point, avec une particule solide isotrope
beaucoup plus déformable que compressible, nous a permis, au début
de ces études (^, d'obtenir, pourja particule sablonneuse ou, plus
généralement, pulvérulente, des formules de pressions élastiques où
subsistent la dépendance et la développabilité des pressions, en fonc-
tion entière des déformations éprouvées à partir de l'état naturel, mais
sans la loi de quasi-proportionnalité ou de quasi-linéarité due à Tabbé
Mariotte ou à Hooke, é t a l a condition de mettre en compte, pour tenir
lieu de cette toi, le fait de l'absence de rigidité à pression nulle. Cela a
suffi pour faire attribuer à la particule pulvérulente, tant que les pres-
sions sont modérées, une rigidité [x= pression
moyenne jj; après quoi, l'extension, à la même particule sensiblement
incompressible et soumise à des déformations planes, de la notion d'une
limite A d'élasticité quant à là dilatation principale positive ^, nous a
conduit à l'équation caractéristique de l'état ébouieiw, ou à la connais-
sance de ['angle clé frottement intérieur^ que ne peut dépasser, sans
amenerVëboulement de la particule, Y obliquité d'aucune pression inté-
rieure ou superficielle, l&t, du moins pour les déformations planes, la
mécanique de cette catégorie de corps semi-fluides que sont les masses
pulvérulentes, s'est a ins i trouvée ébauchée, unif iée même, en quelque
sorte, avec celle des solides isotropes.

Qr on ne voit pas qu'il ait été Mt.jusqB'à présent, sur les m^a
pntvéroîentes, des observations, comme seniént par exemple des
mesures de la troisième (ou intermédiaire), pression principale Pg/
obligeant à sortir de l'hypothèse simple des déformations planes. On
est, en attendant, assez porté à penser que, si la pression intermédiaire
principale Pa difierait de la ̂ ^/tw^

^ment'intérieiir^n'éprouverait'pas,

(1) ^cw(p* 2 à 7) le préçédout Mémoire que complète celui-ci,.
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t ion d'état ébouleux, entre P,i et P^, resterait sensiblement la
mème^') .

54. Mais les ^ solides, eux aussi, peuvent constituer une: seconde
catégorie de semi-fluides, c'est-à-dire couler^ se laisser déformer ou
pétrir indéfiniment, avec plus ou moins de lenteur, sans tendance
notable vers les formes ou structures antérieures, et même sans se
briser, grâce à des pressions suffisantes en tous sens qui s'y oppose-
raient à la rupture^ à la brusque séparation des particules contiguês.
Et ces écoulements, où se conserve encore, très sensiblement, la den-
sité de la matière, mieux même que dans les masses pulvérulentes,
comportent des lois approximatives accessibles a nos observations,
ainsi qu'à nos calculs, lorsqu'il s'agit de corps mous ou maHéables, iso-
tropes, comme le plomb, les pâtes céramiques, etc. Leur 'fluidité, leur
équilibre-limite interne, dit étal plastique, paraît se produire, de même
que chez les masses pulvérulentes l 'équilibre-limite ébouleux, dès que
les trois petites, dilatations élastiques, principales <)^ ();}, ^ des1 parti"
•cules, à somme algébrique supposable encore nulle, vérifient une cer-
taine relation où la plus grande d'entre elles (en valeur relative) ^
atteint une limite positive A d'élasticité, sans doute fonction, jusqu'à
un certain point, du rapport des deux autres 53, ^. . ° '

Dans le cas de déformations plaues où l'une de celles-ci,^, s'annule
et où, par suite, ^ == — ^ , , l'état plastique semble donc devoir se réa-
liser quand la différence ^•— 1 ^ des deux dilatations principales
extrêmes devient le double de la. limite A' d'élasticité. Or la théorie
générale des petites déformations continues d'une particule nous
apprend : i° que la différence ^ — ^ mesure précisément le plus

,grand .glissement relatif G de couches parallèles de la particule, les
unes devant les autres, ou, ce qui revient au même, la plus forte incli-
naison {obliquité relative) prise par deux fibres de la particule issues
d'un même point 1 et 'rectangulaires primitivement(à l'état naturel),

/.l'une de1 ces fibres^étanfc primitivemeat normale aux couches parallèles.
dont il s'agit et l 'autre1 étant prise,, 'dansl'une „ des ̂ couches,, suivant

Un trouvera ci-après une Note sur cette question, à la fin du n" t)B (p. 74).
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le sens des glissements; 2° que ces fibres de plus grand glissement
mutuel (ou mieux changement angulaire) G, sont les deux bissectant,
dans l'état naturel, les quatre angles droits des deux fibres principales
extrêmes (à dilatations (), , Sa) suivant lesquelles s'exercent, après la
déformation, les deux pressions (ou plutôt tractions} principales la plus
grande et la plus petite, PÎ , PS.

Celles-ci, et la pression principale intermédiaire Pg (dirigée sui-
vant la troisième fibre principale, normale aux deux autres, et à
dilatation ^a), admettent, comme on sait,vu la quasi-incompressibilité
admise qui donne sensiblement ^ +<)3+ ^2= °? î^s trois formules

(102) ( P ^ P 2 , P 3 ) - = — — / > + ^ . ( 3 l , S 2 , ? 3 ) ,

où jx désigne le coefficient de rigidité du solide. Et ces équations (102)
font bien voir que, dans le cas de déformations planes où 53== o
e t ' < ^ = — ^ , la pression principale intermédiaire P,^ égale, comme
chez un milieu pulvérulent, la moyenne arithmétique des deux pres-
sions principales extrêmes P^ Pa, ainsi que la pression moyenne/?,
changée de signe.

D'ailleurs, la plus forte composante tangentielle T^ de pression, en
chaque point de toute particule élastique isotrope, est celle que sup-
porte l'élément plan normal à l'une quelconque des deux fibres à plus
grand glissement mutuel (ou changement angulaire) G, et se trouve
dirigée suivant le sens .de l'autre fibre, en faisant un angle de 45° avec
^ traction maxima P^ au même point. Enfin, sa valeur est

Çîo3) 'T/,=.^(P,-P,)=^(^-^) :^ :^G•., ; ' ; 1 . 1 . ,
' ' ' ''' £1 • , , 1 , ! • ' , , „ , ! , ' - ' ! 1

Ici/où G == 2À lors de déformations planes produisant l'équilibre-
limite ou état plastique, on aura donc

^^^^^^^.^'^^'^^-.'-^^^^^^^^^ , •'^^ 1 . 1 ' 1 1 ' ^ : . 1 1 ; : 1 , ' : 1 1 1 - 1 1 1 ; 1 1 1 ' 1 1 1

Ainsi, dans un solide malléable isotrope soumis a d es déformations
planes, V état de fluidité ouplastiqueseracaractérisé par une valeur
constante 2 ̂ A, que rappellerai K, de la plus forte composante tan"
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gentielle de pression à l'intérieur de chaque particule, ou, ce qui
revient au même, par la valeur constante 2 K de la différence y existant
entre les deux pressions principales extrêmes P,, Pa.

55. Or de nombreuses expériences deTresca sur le poinçonnage du
plomb tendent à montrer qu'il en est approximativement de même,
dans d'assez larges limites, sans que les déformations restent planes
ou sans que la troisième dilatation principale ^3 (intermédiaire entre
^ et c^) s 'annule : K s'y est toujours montré, pour le plomb, plus ou
moins voisin de 200^ par centimètre carré.

Pour concevoir la vraisemblance ou, plus exactement, la possibilité
d'un tel résultat d'observation, il convient d'observer que le rappro-
chement des molécules dans les deux sens perpendiculaires à celui de
la dilatation < ) , , et non pas seulement dans celui de la plus forte con-
traction (~-c)2) ,doi t naturellement accroître la cohésion de la parti-
cule, c'est-à-dire y favoriser la conservation de la contexture actuelle
ou la tendance de la matière à y revenir (quand elle n'en est que peu
écartée) et, par conséquent, retarder la production de l'état plastique
ou faire grandir la limite A d'élasticité. Or voyons quelle est précisé-
ment la proportion suivant laquelle A devrait croître ainsi avec (— ^3),
pour maintenir K constant.

La contraction (—• ̂ ), quand elle est positive, se trouve moindre
que (— ^2) ̂  à pl115 fort^ raison, inoindre que <^ —^. Quand elle est
négative, o u q u e ?3 est positif, ^ est moindre que ^ et, à plus forte
raison, moindre encore que ^ 4 - — ^ . Donc le rapport, que j'appellerai £,
de (— <);J à ^i— ^2 a toujours sa valeur absolue inférieure à l 'unité,
Cela étant, posons

(io5) (_^)=Ê(^-s,).

Dès lors, l'annulation de la somme ^4-^+<)2 exprime l'égalité
de /i ̂  £)^ a (i + &) f— ^); et ron forme aisément la suite de râp'-

•; ports égaux ,1 ; - ^ , ! . ! , ' : ,1^ / 1 1 1 ^ ; 1 : 1 : 1 1 / 1 / : ' 1 ; ; 1 : 1 , , 1 . '\1 1 ; 1 . 1 1 1 1 1 - , 1 1 , 1 ; •1'

(106)
1:,, , 1 1 . - 1 1 [ ,'^r ' 1 1 . 1 1 1 - — ^ 2 1 1 ^i—^a1_1::1—^s1 , 1 1 1 1 / ^ 1 : .'lli "•

1 1 ; 1 1 1 1 1 . 1 • " • l ^ ' E ^ 1 : — £ \ 1 2 . , 25^ 1'\.. : ! , , 1 ' 1

Ann, Éc. Norm., (3), XXXV.;— MARS -J0i8., . „ , , „ 1 1 , , . ^ ; , 10
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!1.en résulte, pour la deuxième expression (io3) de T^,-2-^11; et
l'on a, q u a n d ^ atteint la l imi t e A de fluidité,

(107) T//, ou K=; ̂ —.
- I --h £ , • .

Donc, quand les déformations-1 cessent d'être planes, ou que s'écarte
de zéro la contraction principale intermédiaire — c\, il faut, pour la
conservation de Vaction déformairice K de fluidité, que la l i m i t e d'élas-

ticité' A grandisse comme le binôme i + s-, lui-même croissant avec
cette contraction intermédiaire (-" c\). On voit qu'une telle propor-
tionnalité approximative de A à i 4" s n'avait rien d'impossible,
puisqu'on avait prévu pour A des variations de mêmes sens que
pour i 4" £ ( < ) .

56. Quelque chose d'analogue doit se produire dans les corps durs
et cassante aussi peu déformables que compressibles : parlons-en un

(1) Les mêmes considérations s'appliqueraient évidemment à une particule pulvéru-
lente, en faisant alors ^ ==/?2p. La relation (107), doublée, donnerait

' ! ^ ! 1 . , ! ! ' • ! ' ! ^ .y. ! y. 1 1 tî'm A ! ! • 1 ' ! ! ! ^. ! . ! ^ - 1 , , ! ! P i — PQ==: ^ n — — — — . . 1 ! . ! -. 1 !

' Ï.4-6 • 1 ! ^ -

Et H résulterait, d'autre part, de deux formules (102), vu finalement (106) où ^i^ À,

'•;,,'., 1 — — 1 , , 1 ;111^14-P,-~^0+^3)-—^llfïll•-lll^^ • : / 1 1 1 1 1 1 ; ' 1 1 1 1 : 1 1 1 1 1 :
1 1 1 ; ^ . 1 1 '1 : 1'1 1 ' 1 1 l i i - / 1 1 ^ : , ! ! . ! •, - 1 ' 1 1 • 1 1 , . 1 1 , . ! ! V:'1 1 ^-+- £ / - 1 , ; , ! ! 1 ' :

En divisant celle-ci par la précédente et appelant <? l'angle de frottement intérieur, dont
le sinus est le quotient de Pâ— Pi par Pâ-+-Pi, il vient

ï 1 1 4-. £
•sursp '. % znA

oïl bien
.ï,.^, , 1 1 1 . 1 . ,ï.—/sin1^.11:'!

' 2WÀ •1.,' 1 ' '-."sinç1 . r-4-.e1

••La constance ciû sinîp <?.̂ ê encore, on 3e voit, y^e A ^ 5 varient dans ̂ les mëme^ sew,
: ^comm'e^on a-lugë'vraisemBlabIe^qu'ils'&nt,11,i::1'11 ' < 1 1 1 ' ; 1 ;'.:il! 1 1 1 1 , 1 ; iil : : i i. ^ :'. - ^ . ' 1 , ; - 1 1 • : . . 1 1 1 : - , 1 1 1 1 1 1 : 1 / 1 : 1 1 1 : : 1 1 ' i - ':,.'l'lll:.l:j:: l i l '.
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instant , quoique ce soit peut-être en dehors de notre sujet propre, qui
est la semi'fluidùé. On sait que, si la particule rigide considérée est
isotrope, et que 9 y désigne la d i l a ta t ion cubique ^ 4-^3 + ̂  où
figurent les trois dilatations principales ^, ^3, ^2 rangées ici par ordre
de grandeur décroissante, les formules des trois pressions élastiques
principales correspondantes P ^ , P;p P^ seront, avec les deux coeffi-
cients usuels d'élasticité de Lamé, À, a, reconnus sensiblement égaux
dans (es corps durs (verre, acier, etc.),

(108) (P^^P,)^Î,9+^^^^).

11 est assez- naturel de penser que la rupture s'y produit,' comme les
états ebouleux et plastique dans les équilibres-limite des masses ou
pulvérulentes ou molles, au moment environ où la plus grande dila-
tation principale ̂  va y dépasser la limite positive A d'élasticité de la
particule, et que cette limite elle-même croît quand <),.}, ^ sont ou
deviennent des contractions cubiques de plus en plus accusées.
Toutefois, l'expérience montre, comme l'a remarqué Barré de Saint-
Venant en plusieurs endroits de ses Ouvrages/que Fon se forme une
idée approximative, asse^; juste, de leurs ruptures statiques (amenées
lentement) 'par extension^ compression longitudinale ou écrasement^
glissement simple ou cisaillement, et aussi de leurs ruptures analogues
par flexion et torsion qui sont réductibles aux modes précédents,
en y admettant pour ^ une même limite A d^élasticité dans tous ces
cas, sorte de constante spécifique de la particule tant qu'y subsiste la
contexture actuelle.1 -1 ,,;' . ! l l l , l i l l l l l ^ l ,111 ' 1 1 ' ; 1 . 1 : 1 1 1 1 1 1 1 , 1 1 / 1 1 . 1

Soit d'abord le phénomène de simple extension suivant Si, avec
pressions P;p P^ nulles entre/îbres longitudinales contiguës^^^ désigne
ia di latat ion ï\\ de 'celles-ci et (— ^)leur contraction latérale com-
m u n e ^ — ^ ) ou (—1^1).?.on1, aura O^?» -{- 2( /dans l^s'formules (108);
et l 'annulation xleT^oii dePa donnera 1 ^ 1 ; ; 11: -1 1', /.• ,11 ^ ^ , 1 1 1 , • 1 1 1 ' 1 : / 1

; 1 ' 1 1 ^ : \ ; 1 / ' 1 ..^.^^^^^^o^/.^/c'esl-à-^irû \'111;DI;4-12().+ ̂ )y=:û; 1 ' ' ,. , \

^d^ù11'':;;;/--':,,'111'^ l f^ ' : l . l l : l• l l , . l l l l l ; l ' l ' l l l ' ; / . : 1 ' - : 1 1 : : : 1 ; 1 : . ; 1 :

1 1 1 1 < Î 1 091 1 ) 1•^
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Après quoi, la traction longi tudinale ,

PI =: ),Q 4- 2 r^ z= H À 4- 3 JJ. 4- à /" H c\

devient, par l'élimination de y grâce à (109),

3 À + 2 ^(no) p^-^^L^

Exprimons-y que, c) atteignant la valeur A, P^ y é^yzfe larésistance <R.
des fibres à la rupture (par unité d^aire de leur section droite); et
faisons finalement X = p,. Nous aurons

( i n ) (Rupture par extension) ^=. —.——^piA^: -^.A.

Si, au contraire, la fibre est, longitudinalement, non plus tirée, mais
pressée, ou que ^ soit négatif, ce sera alors y, positif, qui égalera A
aumomentdel'ec/'a^meTi^-et ( — ? ) vaudra, d'après (109), le produit
de A par 2—— t- Appelons-y alors cR/ la résistance (— Pi ) à cet écra-
sement; et il viendra, d'après (i 10) et (i 11),

( ï ï 2 ) (Rupture par écrasement) ^==.'9.—^^.=4^,1 1 . A

c^est-à-dire le quadruple de la résistance à l'extension (i'isotropic étant
admise).11 '1 ' , , 1 1 1 ' ^ 1 , • ' 1 , ,, / ! 1 : , , . ^ ;,'1,: ' , 1 ' ' 1 1 , 1 1 / 1 1 ;, 1 1 1 1 1 1 / 1 ' 1 1 ' 1 1 1 1 1

Enfin, le cas de rupture par cisaillement ou glissement simple de
couches parallèles (rune devant l'autre), est celui où, la dilatation
cubique Ô s'annulant, ce qui réduit les forces élastiques (i 08) du
corps dur à celles (102) d'un corps malléable^aw pression moyenne p y
les fibres longitudinales de notre particule subissent uniquerïient sur
leur section droite, d'âpres là formule (io3), l'action tangen
Tw=P-&= 2 (J.A, amenée par le glissement G (petite obliquité actuelle
de ces fibres sur leurs sections normales /î^^^fe?). L'obliquité Gr
dont il s'agit est, en efifët, corrélative à une dilatation A d'un système
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de lignes matérielles de la particule inclinées à 430 sur ces sections,
en même temps qu/à une contraction égale (— <)) == A de la famille de
leurs trajectoires orthogonales, dans le plan du glissement. La résis-
tance a la rupture, que j'appellerai aJ\ n^y est donc autre chose
que T^ au moment où G atteint la valeur extrême 2À; et l'on a

( i i î ) N (Rupture par cisaillement) ^r^apA.

Cette résistance ^//, comparée à celle, <fFi, de rupture par extension,
donne donc le rapport
, ,. ^ -2À4-2/J t 4( Î I4 ) , i^sTz^r
Et, en effet/des fils de fer où l'on avait, par millimètre carré, ^l=4okgî
ont fourni la résistance au cisaillement ̂  = 3^ ( s ).

57. La complication devient plus grande pour les particules ductiles
admettant, dans leurs déformations sous des efforts lentement crois-
sants, une période étendue ^élasticité imparfaite y où leur contexture
interne se modifie sans cesse et où elles s'écrouissent, c'est-à-dire
accroissent peu à peu leur limite d^élasticité pour le genre d'efforts
auquel elles sont soumises. Elles les subissent ainsi sans se rompre et en
cessant peu à peu de couler, pourvu toutefois qu'ils ne grandissent
que jusqu'à un certain point. C'est dire qu'il existe alors un vaste
champ de phénomènes où se produit, avec des valeurs de K (ou de T^)
très inégales^ la semi-fluidité^}^ déformation permanente^ c'est-à-dire
non suivie de retour (si ce n'est très incomplet) à une configuration
antérieure, quand on supprime les efforts.

On sait toutefois, depuis Coulomb et Gerstner, que si, à un moment
quelconque de ces périodes, on compte les déformations à partir de
l'état naturel de la particule pour la contexture actuelle ou effective-
ment existante, d'une part, cette contexture ne cesse pas d'être

( î ) Une noie ultérieure (à la fin du n° 78) permelira de s'expliquer comment le fer,
sans être cassant, peut .ofeir le même rapport qu'an corps cassant, entre ses deux résis-
tances à la riipture par cisainenaent et à la rupture par exfcensb^^



n^ • ^ ^ BOÎJSSîNESQ,

voisine de Fisotropie, et ({lie, d'autre part, les deux coefficients d'élas-
ticité À, [M se conservent à peu près les mêmes, comme la densité;
seules, les limites d'élasticité changent notablement (1).

58, Mais revenons aux masses ou pulvérulentes, -ou plastiques, et à
l'équation caractéristique de leur équilibre-limite, qui est,, en appe-
lant ©l'angle de frottement des premières, K la pression tangentielle T^
de fluidité des secondes,

(n3) _ , ^^=sin<p, P^P,=2K. 1 '

Dans le cas particulier où le plan des deux pressions principales
extrêmes P.,, P^ est parallèle à un plan coordonné, à celui des ocy par
exemple, ces équations s'expriment aisément au moyen des compo-
sante s'orrfmaî/w de pression, N^ N,., N^ T^, T,, ï^ relatives aux,axes.
La première est,d'après (8) (p. 5),

.(iî6) l \ •^(N^—N^ 2 +4T!- . (N^+N, . ) 2 s i l i 2 y=o 1 , 1 .,'

et lîi seconde? grâce à des calculs analogues,

(n7)- ! . , ' „ ''\ l ';'(^-N,.)12+4ï!=4K- : • ;./

Mais supposons quelconque la direction du pian de P^ P^ Alors,

( i ) D'après d'assez nombreuses observations micrographiques, faites sur la stnicLure
et les déformaLions lani élastiques que permanentes du cuivre, du fer, de l'aciûr et
d'autres métaux, celle période d'élasticité imparfaite oa d'écrouissage tiendrait à la dis"
sémineition, dafis lear pâte amorpîîe, d'assez nombyêluxïîristayx microgeopique$, donL les
couches pariillèles glisseraient, à densité constanï.e, l^s w§s sur les autres, suivaul leurs
plans de clivage, et d'autant plus^ on avec de fines stries d'autant plus nombreuses^ que
les pressions déformatnces et, par suite, la limite d'élasticité ou l'écrouissage croîtraient
(îavantaa;e. Un métal où la pâte amorphe ne serait pas mêlée de pareils cristaux, resterait
donc heau^onp pins isotrope et pareil à lui-même, après^^^ d
nentes queleonqueâ : ce qui y entraînerait non seulement la conservation des coefficients
d^élastiôité^ qui existe déjà (à fort peu près) dans tes métaux précédents, mais aussi
celle des limites cl'élasticité Tel paraît être notamment le plomb, 'auquel, par suite, nos
théories simples exposées ici deyront s'appliquer bien aliôûx qu'au fer et au cuivre,
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pour former l'équation exprimant, sous formé entière, au moyen des
six données N, 1\ l'état ou ébouleux, ou plastique, on partira de
l'équation bien connue du troisième degré en P, dont les trois coef-
ficients, pris alternativement avec signes contraires et avec lyurs
signes, ont les valeurs respectives
(n8) p^p^+p^ P,P,+P3P,-4-PJ\, PiP.P.,

et sont d'ailleurs des fonctions entières .homogènes des premier, second
et troisième degrés en N^ Ny, N3, Ty, 1̂  1\. Puis, on réduira à une
fraction u n i q u e l 'une ou l'autre des deux sommes de trois carrés

. ^ /p^p^y /P^-P.Y /p^pA2 /( 1 x 9 ) î\p^pj ^ p ^ + p j ^ i i ^ + p j ?

( ( ^~P3) â - i - (P3~P l ) 2 +(P l -P2 )^

fonctions rationnelles et symétriques qui doivent être exprimables au
moyen des trois (118); et l'on fera de même pour les deux sommes
des produits deux à deux, et pour les deux produits trois à trois, des
mêmes carrés respectifs, au nombre de trois dans chacun des deux cas.
Alors on pourra (sauf la longueur des calculs) former assez aisément,
en N^, Np N^11!^ Ty, Tg, les coefficients des deux,équations du troi-
:sième degré qui on t comme racines soit les trois premiers carrés, soit
les trois derniers» II suffira donc, finalement, de substituer à Fin"
connue, dans ces deux équations respectives du troisième degré/les
valeurs sin2^ ou 4K2 qui sont, d'après (ii5), l 'un des mêmes carrés.

Il ne serait, d'ailleurs, pas facile d'utiliser ces équations générales
du troisième degré ; et nous n'en ferons ci-après aucun usage.

59* Comme, en outre, l'écoulement des semi-fluides considérés se
ferapresque toujours avec des accélérations négligeables, les pressions
exercées sur chaque élément de volume neutraliseront la pesanteur,
dont nous appelons ici X, Y, Z les composantes (par unité de volume);

'et ron aura les trois équations indéfïnies.d'équiiibre- ^ • , , , ,1 . 1 : / 1 -

( ï20)

/"CW^ ^ï.11' ^Ty ^ 1 1 • : 1 1 1 . 1 1 1 1 : . . 1 1 1 1 1 1 1 ^ 1 1 . '^Ny'1111^^1111 ' .^1 ' ; 1

" 1 _£.^ _' •+;—— ;4- X.^o,'1 :•..,.—.+ —L.-+" -r^ -+-Y:==:..:o,.
• d x ^ 1 - , dy ^.ds.'. - \1 . 1 . .'.^'y dx..\^iii/.dy. .,1 ds • 1 1 . . 1 1 1 ; 1 - 1 1

. 1 1 1 1 1 \ l•l.l^llllll'l,:lll:':llll;ll•'rfï^ 1 ' . 1 1 1 ;'.1'1 : 1 . 1 : 1 1 : 1 1 . 1 1 ; • 1 1 1 ' . 1 1 1 1 1 : '""r^111-!-11,—^'1^ -—.-hZ,==o.,11 1 ; 1 1 1 1 , . 1 1 . 1 1 ; 1 . 1 .1 , • , . , 1 ; 1 1 1 , 1 , ; 1 1 . 1 : dx'\ 1 dy l l i ' 1 . 1 1 d z ' 1 ; , . ; 1 1 : i l , . . . , ! ., ^ 1 1 1 1 .
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A ces équations se joindra, si iiy ^, w désignent d'ailleurs les petites
composantes actuelles de la vitesse en (.r, y, s), la relation ordinaire
de quasi-incompressibilité ou de conservation des volumes matériels,

, , du d^ dw
( ï ^ i ) , • , — -4- — 4- — == o.
' ' dx dy dz

Cela fait déjà cinq équations indéfinies entre, les neuf fonction s incon-
nues ^, P, w, N^, N;p N^ T^, Tp ïs. Et il ne reste plus qu'à en trouver
encore quatre.

60. On les formera en essayant de rattacher les déformations effec-
tives ou totales de chaque particule, indéfinies en grandeur et jamais
terminées quoique opérées lentement, à ses presque imperceptibles
déformations élastiques actuel/es, productrices des six pressions où
mieuxtensions N5 T, et qui distinguent la configuration interne pré"
sente delà particule de ce quelle serait si l'on y supprimait actuelle-
ment ces six forces. Sa situation même ne changerait alors que peu,
pourvu que son centre de gravité restât en place et que les trois fibres
rectangulaires principales actuelles, à dilatations élastiques ^, <)a, ()a,
y conservassent leurs directions effectives.

Les six déformations élastiques relatives aux axes coordonnés,
lesquelles comprennent les dilatations ^, ̂  c\ des trois fibres qui
sont parallèles aux x, y , s dans l'état naturel ainsi considéré, et leurs
glissements relatifs (ou petites obliquités présentes) g\., ffy, gz, se
trouvent, comme on sait, reliées aux m; forces N, T par les deux for-
mules triples d'isotropie

_ ^ ( N ^ N ^ N , ) = Î . ( ^ + ^ ^ ^ ^ ^
1 1 • 1 1 : 1 1 1 1 1 : ; 1 ^ • (T., T,,T,)=p,(^/^^ • ^ 1 1,11; ,,

qui donnent, notamment,

( 1 2 3 ) ^—^ —'̂ IZlM —J^11111—. :gr111^ JH
Nj..—1^1 '"" N,— R^ ~" 2T^ ^.î Ty;", 2T^

D'autre part, si l'on appelle à la dilatation élastique de tout élément
rectiligne matériel de la particule, émané de (^ y, ^) suivant le sens
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dontles cosinus directeurs (actuels,, par exemple) sont a, (3, y, on a
aussi la formule connue

( f 2 4) ^:^^asi+^•P2+ l^y2+^,6y+^7a-^^a(3.

Enfin, la vitesse effective •ou totale D avec laquelle s'écartent, dorant
l'instante les deux extrémités matérielles de cette fibre ou élément
rectiligne, est, comme on le sait aussi,

(1.5) B=^+^4-^
dx dy^ dz t

(d^ dw\ , f d w d u \ ( d u d^\ .+ ̂  + j y ) Py-4- ̂  + ̂ ) r- + (^ +^}^
Cela posé, il est naturel cF admettre que, des diverses fibres émanant

du centre de gravité de notre particule isotrope, les plus étendues éîasti-

quement sont aussi celles qui s'cdiongent actuellement le plus vite; en

sorte qu'il y ait proportionnalité, quels que soient a, (3, y, du sexti-
nome D, ou (i25), au sextinome ^ ou (124). Or, si Ton fait successi-
vement les doubles hypothèses (^ y) == o, (y, a) == o, (a, ?)= o, il
vient ainsi les trois rapports égaux

i du i dç' ï dw
^ clx 1 <5y dy9 ^L ~dz'

(126)

Cela. permet, de faire; abstraction désormais, dans le . rapport'3^1 des
trois premiers, termes des sextinomes. Après quoi, l'annulation' âlter-
native d'un seul des trois cosinus, a, j3; y donne à son tour, pour le
rapport constant, les trois nouvelles expressions
(î^\ JL/^^^\ î' (dw , ^^ ï f d u dv\

- ( I^ ^^^^^..'^^^^i5,/ ^(^^^f
Mais dès lors, des six rapports égaux (126), (127), on peut extraire

le's cinq/suivants : • ,, , < 1 . , ! !,; / , ' ' 1 ^ , ' , ' ! , : ' : ' i ' • \ .
<^ .̂ ̂ Ï dw du civ dw dw du du d^

/y ' ^gA :,,^___ê.111^1^___^l:rr::l^l+:^ll—l:l^ "^^^ _ ;^111+1^ , • 1 1 : 1 1 1 1 1

1 1 ; 1 1 ' ^ : 1 1 ;•:':1\ ̂ -^, •; •;,^-^.11:•~1^, ,•1; ^1-::•::1,~'•11 ',.1^1111: . ^ ~ 1 ] ^ ; , /.^ : - '

et il suffîra de substituer dans ceux-ci, aux dénominateiirs, té
. 1 , 1 Ânn. Éc.mrm^ '(.S^.XXXV. —.ÎMARS1:^!^.1 1 / 1 1 1: 1 '^ , ^ : , 1 1 1 : : 1 , , 1 1 ^ 1 : . il .': , '
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minateurs proportionnels des cinq fractions (i23), pour obtenir, entre
les vitesses ^5 ^ w et les forces N, T inconnues, les quatre équations
indéfinies du prohiènie qui manquaient encore :

civ chv dw du dv dw , dw du du dv
dy dz _ dz__dûû _ ds dy __ dx dz _ dy dx

^^i N,—N3 ~" "N'̂ ~N7 """TT" == ""îr;^'^ir""",
C'est Barré de Sâint-Yenant qui a posé' le premier ces relations

remarquables. Il y arrivait en admettant que la pression exercée sur.
chaque élément, plan matériel, dans le corps plastique en train de se
déformer, a sa composante tangent ie l le suivant la 1 direction même où
glissent actuel lement , sur cet élément plan, les couches contiguës qui
lui. sont parallèles ( i ) .

La1 proportionnalité admise cliez les diverses fibres matérielles éma-
n a n t d'un même point, entre leurs vitesses présentes de dilatat ion et
leurs, petites di latat ions élastiques actuelles, entraîne non seulement

• les égalités (128) et (129) de rapports, mais aussi1, évidemment, la
coïncidence,/dans l'espace, des trois directions., rectangulaires princi-
pales^ twi^Qw les déformations,élastiques que pour les .pressions et
pour les vùesses de déformation. Il y aura donc, en particulier, conti-
nuité de-1'étatphysique et. des pressions, dans les couches minces
séparant la matière pulvérulente ou plastique devenue semi-fluide, de
celle qui ne^serai t déformée q^êlastiyuement.

( 1) Si, réquation caractéristique ( i ï 5 ) continuant à subsister, on n 'admettait pas, dans
Ifô cas d'un corps plastique, la conservation des volumes semi-fluides, d 'une part, les
trois premières (122), d'autre part, les s ixrapports égaux (1-26) et (1-27 ), permettraient de
compîéter,respectivenient, les proportions (i^) et ( ia8) par les sixièmes rapports

du dv dw
1 1 1 : ' 1 1.' . ' /. 1 1 1 1 , •____^^r 'èy'^ïz____,11 \. dx dy dz i i i l , 1 1

• ! : ' i i i - \ __^^. <M _, N ^N^ c l l : l : .^•+-ùr+'^~t ' 1 1 ^
; , -/ , ; ! ,3X.4-^^vi•s;r ' is^+jN^I^ ^ , ;

II s'adjoindrait donc à la proportion (i"29) le nouveau membre
1 1 ' 1 , : 1 , . 1 \ 1 1 , 1 1 1 : 1 ' 1 ' 1 . 1 1 1 1 1 1 ' • ^ , 1 • \ 1 1 , , 1 l i du ! dç 1 ! da' 1 . , • 1 :' ; ' . 1 1 1 / ^ . , ' 1 1 1 1 . ! ' - . 1 ' '

(I2i)tô; : 1 ^:+^'t"^ ' : • / :.: .\, :' : ;

: ; - ; . 1 . : ; , ^ \ ,^^<^+N^N,)^^^^
L'équaUon ( i % i ) eorrespondau cas limite B X + a p i =='x.
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6i. Outre les équations indéfinies, il y aura des conditions définies^
c'est-à-dire spéciales à la surface des corps. Elles consisteront : i° pour
les points où la pression ex té r i eu re sera connue, à égaler les compo-
santes respectives des forces que supporteront les deux faces .d 'une
couche superficielle; 2° contre une paroi fixe où glissera la matière
semi-fluide, à y supposer la/vitesse de même sens que la composante
tangentielle de l.a poussée exercée sur l 'élément de paroi continu, 'e t à
égaler à un coefficient constant, censé connu, de frottement extérieur,
le rapport de cette composante tangçntielle à la compo-sante normale
de la .poussée; 3° pour les. autres points, à s 'y,donner, à. chaque
époque,, les petites composantes Uy p, w de la vitesse. Ces derniers

' seront no tamment les points d'application des/organes rigides opérant
la déjormation ou le pétrissage d^une matière p las t ique (tels qu 'un
piston ou un poinçon, qui refouleraient cette matière, les tenai l les ou
Fétau/qui rétireraient, etc.). „ . •

On remarquera l'absolue nécessité de ces troisièmes, condit ions,pour
le calcul des grandeurs absolues de u, y , w et des déplacements; car
les équations indéfinies (r2i) e t , (i.^c)), homogènes, pa r ' rapport
à u, p.;. w ou p lu tô t à, leurs dérivées premières en ,r, y, S y sont propres
à déterminer tout au plus les. rapports mu tue l s de ces composantes, de
vitesse entre elles ou aux divers points de la masse.

E n f i n , le corps.. reste généralement à d'état stable, ou de contexture
persistante, dans une, régi on plus ou moins/grande. On obtient l'équa-
tion de la surface variable qui sépare cette région,, de1, celle, de. 'serni-

•fluidité, en exprimant que la1 limite d'élasticité. A, commence précisé-
me.nt à y être atteinte, ou,, qu'elle l'es.t'presque' /un peu à côté,, là où la
matière ne1 coule1 pas . , , ' , ! ! 1 1 • ! ! 1 , „ , 1 1 ! ^ ; 1 1 1 1 1 : ' 1 1 ' 1 ! . . ' , ! ! , 1 . .

Il faut remarquer, en effet, que les déformat ions soit persistantes^
soit élastiques var ient , comme1 je viens de ,1e dire (p , 82), .avec, cont i -
nuité dans toute l 'étendue du corps, don t l 'état se t ransforme graduel -
lement d 'un1 po in t aux points voisins (pourvu qu'il,n'y, ait pas rupture) :

-seulement, les secondessont insens ib les .ou-peu s'en faut , tandis que,.
/les premières, à1 raison' de'ieur; durée indéfinie1 , peuvent dépasser des
' limites quelconques. , On. .voit' d'ailleurs 'que . .nous contin.uons à s.up'-

. poser ïiégligeabfe1,, .dans.,1 nos 'corps /.plastiques :(n0. 54), la région ;
; intermédiaire,,, : s i . , étendue cire;^ certainâ: /métaux , , -où la.- lïiâtière,, ': à
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• l'état d'élasticité imparfaite, serait en voie ou de s'écrouir ou de
s'éneryeî\ c'est-à-dire de modifier ses l imites d'élasticité incessamment
atteintes, , ! '! . ,

62. On peut voir dans un Mémoire démarré de Saint-Venant^ au
Tome de 1871 (2e série, t. XVI) du Journal de Mathématiques pures et
appliquées^), comment les formules ci-dessus conduisent aisément
aux lois de {^torsion d'un cylindre circulaire et à celles de [^flexion
égale d^ un prisme^ quand les déformations dépassent les limites d'élas-
ticité. D'autres travaux du même éminent ingénieur et académicien,
insérés dans les Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences^
ont traité : i° un cas particulier très remarquable de déformations
planes, savoir (t. LXXIV, i5 avril 1872) celui d'un anneau cylindrique
dont les fibres parallèles à l'axe s'écartent de cet axe, symétriquement
tout autour, en conservant leur parallélisme et leur hauteur ; 2° encore
la torsion d'un cylindre circulaire (t. LXXIII,ao novembre 1871), avec
calcul de la dètordon qui se produira si l'on abandonne finalement à
lui-même le cylindre tordu (2).

Je publiai vers la même époque,en y employant, dans le plan des xy
(plan de déformation), les coordonnées curvilignes orthogonales
définies par les deux familles de cylindres isostaliques (ou plutôt
orlhostatiques) auxquels donnent lieu les déformations planes d'une
matière semi-fluide, de poids négligeable, à équilibre-limite caractérisé
par une relation finie de la fbrme/(P^ Pa) == o, une série de travaux,
mettant en vue d'intéressantes propriétés de ces cylindres (3), ainsi

(1)Complément aux Mémoires du 7 mars I<S70, de M. de Scdnt-Fenant^ et cîu
lïjlun1870^ clé M. Lévf^ sur les équations différentielles indéfinies du mouvement inté-
rieur des solides ductiles : équations définies ou relatives aux limites de ces corps; appli-
cation la torsion et ia flexion égaîeîles n*'812 et 13

^ ' ' d e , ce1 Mémoire.)11 : •:11'11; /•• 1 - 1 1 ^ 1 , ' 1 \ / - 1 1 ' .1-1:,^ .11-11', 1 1 ^ , 1 1 ^ , : 1 1 . !/
( 2 ) Ce dernier calcul me semble néanmoins devoir être complété, à raison de ce qu'il

n'y est pas tenu compte de Fêlâtde tension élastique maximum des couches semi-fluides
, 1 ôu.en'équUtbre-limile. ; 1 '. , 1 ' 1 1 1 1 ' — 1 ; : , . \ . 1 1 1 ; 1 ' 1 1 1 1 ' ! 1 ' 1 ' ,/,/'1 ' 1 : 1 1 1 ; 11'.,: ' 1 1 1 1 / ' 1 1 1 : 1 . 1 1 1 / 1 1 , '1111-:' , ; 1 ,\ ^ : , 1 : ; 1 : 1 ' 1 1 1 : 1 1 ' 1 , , 1 1 , 1 ' : / 1 1 1 - 1 ' : ,

(3) Mêmes Comptes r e ^ î d u s ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ et 'a9:janvieri8721, ..p. :î^ ,'et îiB; 't.LXXVir,'1
^septem^rô1 lll8713,llp.::,667:î;t.l,ILXXVHï,^16 •et;'123 llffîal^sllllI8174,:l;pl.;7157 et1 .^'Sô^^.'t.'lXXX1;,'11

Ie1' et i5 mars 1875, p. 546 et 623. Les intégrations n'y aboutissent (en série de solutions
simples à termes de forme trigonométrie
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qu'une équation aux dérivées partielles du second ordre, ana logue à
celle des cordes vibrantes , mais à, coefficient variable ( ' ), condensan t
en elle les équations (121) et (129) ci-dessus,, pour les déformations
planes.

Malgré la simplicité au 'moins apparente de ces équations, presque
toutes binômes ou au plus trinômes, et souvent intégrables, il n^en à
été tiré jusqu'ici aucun résul ta t pratique (2) : aussi me contenterai-je
de renvoyer le lecteur qui désirerait, en pousser plus loin l'étude aux
endroi ts indiqués des Comptes rendus.

IX. — Application aux corps plastiques : lois approchées de Tresca
sur le poinçonnage et l'écoulement des solides.

63. Je me contenterai .ici de démontrer, dans' la mesure où -i l
semble possible de le faire, les formules par lesquelles Tresca, a essayé
de représenter les résultats de ses nombreuses expériences de poin-
çonnage sur les métaux et principalement sur le plomb. , , ! :

! Dans une première catégorie d'observations, le1 bloc qu'il s'agissait
de p o i n ç o n n e r / à su r face ' t an t / supé r i eu re que latérale l ibre d e , toute
pression (sauf lç fragment de la'première partie occupépar la base du
poinçon)., consistait en un cylindre circulaire p l e i n , de rayon d o n n é B,,

condition de renverser le problème^ c'est-à-dire de se donner comme variables indépen-
dantes, par exemple, la pression principale minimum avec son azimut, qui définissent
chaque état physique, et, comme fonctions,les deux coordonnées .r/j du point où se
trouve réalisé l'état physique dont il s'agit.

{^Comptes rendus, t.'LX.XIV, 12 février ï87'2, p. /po.
( 2 ) Toutefois, les deux dernières Notes citées (des Ie1 'et 15 mars 1875) concernent une

question d'un caraôtère sinon pratique, du moins assez concret, mais que j'ai reprise peu
après, à la fin de mon Mémoire de TAcadémie de Belgique, par remploi des simples coor-
dopnées polaires. C'est le problème, dont il a été parlé plus haut (n08 4.2 et 43), de Pétât
ébouleux produit dans l'angle dièdre de deux plans rigides, mobiles autour de leur inter-
section. La formule (99) ci-dessus (n° 43), qui s'intègre en prenant îa coordonnée 6 pour
fonction inconnue et l'azimut relatif % — Ô de la pression la plus faible comme variable
indépendante, donne bien un exemple de ce renversement des rôles naturels signalé à
rayant-dermèrô Note, quand il s'agit d'intégrer les équations de ce ^enre d'équilibres"-

' 1 limite., 1 1 ' ,1 .1 1 :1 1- 11.1'1''1,1'11;1 [ 1111:,1" 1 1 1 ' 1 . 11'11 - 1 : 1 ' . 1 , ' ' 1 1 1 ' ' 1 1 \ 1 1 1 • 1 : , ^ . 1 1 : 1 1 1 1 1 1 - ' - : 1 : 1 1' 1 1 1 ' "-11 ' 1 ! 1 1 1 '
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posé sur un large plateau horizontal;, rigide et poli. .Celui-ci é ta i t ,
souvent percé, sur tonte son épaisseur, , d'un orifice circulaire à bord
vertical, dont l'axe coïncidait avec le prolongement in fé r i eu r de l'axe
du bloc, que nous prendrons pour axe des ^. Enfin, le poinçon, placé
au-dessus, r igide et poli comme le plateau^ était constitué par un autre,
cylindre circulairede même axe que le bloc, et d'un rayon donné , Bo,
"à.'peu près égal à celui de l'orifice.

La hauteur ou épaisseur H du bloc à poinçonner se trouvait suffi-
sante pour que, tout au moins dans une première et assez longue
phase du poinçonnage, la région supérieure du bloc, dans sa partie en
contact avec le po inçon et devenue semi-fluide sous une épaisseur
notable, se déformât comme si le plateau, relativement éloigné de
toute cette région, était continu ou sans orifice, les couches horizon-
tales de cette région supérieure s'aplatissant, dans leur partie placée
directement sous lé poinçon^ et s'y dilatant uniformément en longueur et
largeur,, sans'cesser d'être horizontales, 011 les fibres •vert icales s'y
contractant en hauteur) mais grossissant de même dans les deux sens
latéraux, sans cesser d'être verticales; et, cela,.dans t o u t o u , presque
tout l'espace entouré par le prolongement inférieur de la surface laté-
rale cylindrique du poinçon à travers ces couches semi-fluides.

Quant aux partiesdes mêmes couches horizontales primitives du
bloc, situées actuellement (durant l ' opé ra t ion ) hors de ce prolon-
gement inférieur de la surface latérale du poinçon, ou dont les
distances r à l'axe des s excèdent Eo?00118 imag ine rons leur matière
fictivement décomposée, à chaque époque t et pour un ins tant inf in i -
ment petit ^/^ en nouvelles couches horizontales, d'épaisseur ac-
tuelle , . dz, qui seront, ' d ' i n s t an t . en instant,, remaniées 'de , manière
qu'on puisse considérer sans .cesse,, dans1, un plan, méridien .quelconque
où ils .se meuvent, les points matériels venant y occuper successivement

•chaque point (r, ^) de l'espace. Comme ces. couches ne subissent .sur
leur face supérieure aucune traction ou, pression ..sensible N51 il ne. doit

'y -avoir, chez elles aucune tendance {du moins ;notable)à,,s^.aplati:r. Mais,
^sou.slapression.pro/pT^w^^/.^ parti es centrales1,, ..latéral e- •
.menfdîlatées,' qui les compriment suivant les rayon.s r .issus 'de:', l'axe y
: leurs1., .anneaux. IBlélîlenlaires.l,:conlalxiques.,l•l!l.de. rayon, '.•..int.érileur-'r.'^.de:
'largeur horizontale àr ,et de hauteur ûte., -s'éloiguen.t^d.e'.l'axe'ety'âgran-
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(lissant d'autan i leur rayon, s'allongent et se tendent en provoquant
sur leurs sections méridiennes dr dz une traction normale, que nous
appellerons N^ par unité d'aire, de signe généralement contraire à la
pression proprement due, — N,., s'exerçant (aussi parunité d'aire)
sur la face verticale interne ou concave arcr dz de chaque anneau.

64. Le difficile1 était d'établir la transition entre le cylindre central
ou axial, censé uniformément soumis à l'écrasement, et, l a 'pa r t i e
annulaire du bloc, dilatée sans doute par la partie centrale, comme .on
1-e suppose, mais ayant aussi chacune de ses couches horizontales
entraînée vers le bas1 par leurs parties centrales qui s'abaissent, et
soumise par conséquent, sur sa tranche, ou face concave ^r^R^dz^ à
une action verticale tangentiel le, négligée ici. Pour éluder la difficulté,
du moins quan t au cylindre central, Tresca imagine (implicitement)
le bloc de/à diçùé en ces deux parties^ axiale et annulaire^ qu'il conçoit
susceptibles de glisser, l'une sur L'autre, sans frottement mutuel dans le
sens verticale et se t ransmettant seulement pression, et vitesse'normal
actuelles :à travers leur surface cylindrique commune., D'ailleurs, la
matière du cylindre central, sortant, à chaque instant, à travers le pro-

' longement inférieur de la surface latérale du poinçon, est censée
aussitôt incorporée'à la partie 'annulaire, de/manière à assurer la fixité,
en projection horizontale, de la frontière séparaliye des deux blocs
partiels. ' . ' , ! , ' , , ,

La difficulté paraissant insoluble, à raison des impossibles calculs
qu'amènerait sans doute laînise en, compte des vraies actions tangen-
tielles exercées à travers'cette frontière, acceptons Y hypothèse simplifi-
catrice d'une pareille division en deux blocs partiels sans frot tement
l 'un sur l 'autre, malgré l'altération profonde qu'elle apporte au pro-
blème. . , ! ^

Dès lors, sous le poinçon, ou pour r<^Ro, la pression d'écrasé"
ment Pg du poinçon provoquera,, sur tous les éléments plans verticaux
de chaque couche, horizontale semi-fluide, u n e 1 pression uniforme Pô,
horizontale aussi,•et évidemment inférieure à P^ de la constante/de.
fluidité ûK.Or cette'pression Pc,..ainsi transmise à la face concave

.verticale sirR^ dz des couches horizontales, extérieures, .va •comprimer'1
! horizontal ementy pourra Ro, les anneaux élémentaires successifs, à
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rayons r de plus en plus grands, de ces mêmes couches. Pour un
tronçon d 'anneau, de longueur interne rr/co, compris entre deux plans
méridiens voisins à azimuts respectifs co, co 4- d^y et ayant comme
section normale, suivant son plan de symétrie vertical mené par l'axe
des ^, un rectangle d r d z , les trois pressions (ou plutôt tensions) prin-
cipales seront sensiblement, en un point (r, z) de cette section nor-
male, N,. suivant â^r, N^ suivante enfin Nco suivant la normale au plan
de symétrie, avec iN/, négatif/Ne.) généralement positif et N5 à peu près
nul. La différence 2-K des deux forces principales extrêmes sera donc,
ici, ]NL-~ N/.. , . ^ , . , .

65. Cela posé, le même tronçon ou élément de volume, rd^drch^
est ainsi soumis presque uniqueiiient, sur ses faces;, à quatre forces
normales, s'exerçante deux, dans son plan de symétrie et suivant dr,
savoir

(tSo) —N/ . r r fœ<fe (sur sa face interne ou concave),

( i3 i ) ^ rN;. -4- ' , r dr J cky dz (sur sa face externe ou convexe);

mais, les deux autçes, î^^drds, de valeur pareille, suivant deux nor-
males extérieures aux deux faces planes drdz qui font l'angle ^-d^ de
part et d'autre du plan méridien de symétrie. Or la résultante de ces
dernières est visiblement dirigée aussi suivant dr, dans le plan de
symétrie, et vaut'1 ! ^ ! ; ^ ! - . :

( î32) 2^•^N^COsf î+^^=-1 1 1 : 1 1 1 , ! 1 . „ 1 ^ 1 1 ; 1 ' 1 1 1 : ,' 1 . 1 1 ' 1 : 1 ; . ' ' \ 1 2 1 / „ ^v ^ , ' 1 1 : ' 1 1 1 - 1 ; 1 ' , 1 , . 1 , - 1 1 1 1 ' ^ 1 . ^ . "

Enfin, les trois forces ( i3o) , ( i3i) , (i32) s'exerçant suivant le
même rayon r, la condition de leur équilibre est que leur somme âigé-
brique soit nulle; ce qui donne

(rsa)'^:^^^
• ' • : \ 1 ' 1 ' 1 / 1 1 ' • i i • : i i . i i : d r i i i l ' : •1 . , : . 1 1 ' \ : , 1 1 . 1 ' ' .: 1 ' i 1 ' ' 1 ' 1 1 ' 1 1 ^ 1 . ; 1 1 1 ' 1 ' : : 1 1 1 r . ; : 1 ' : 1 r - 1 \ 1 : - • ' : 1 " .• .-. 1
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Multiplions par dr et intégrons à partir de la l imi t e inférieure

r ^ R o , où N/.=-Po==-P3+2.K,. .
Il vient

(134) N/ .==-Po+2Klog— ^~P , ,+2K. f i4 - l og—Y 1 '
11 o \ "o/

La poussée déformatrice exercée par le poinçon augmentera, natu-
rellement, jusqu'à ce que l'état semi-fluide ait atteint le bord r==B.^
où la pression (— N,.) s'annule sur la surface latérale. Supposons que
l'observation ait lieu à ce moment, où la poussée déformatrice deçient
constante. Alors la formule (ï34) s'applique même pour r== B ^ , et le
troisième membre de (ï34) s'y annule. On aura ainsi la pression P^
(par unité d'aire) de la base du poinçon, qui est capable d'opérer le
poinçonnage du bloc. Et la charge totale, ou force F= rcB^P^ qu'il
faudra imposer pour cela au poinçon, sera, par suite,

(135) (surface latér. libre) F =9.Knl\l ( i ̂ lûg^Y
\ ^0 1

Telle est la première formule donnée par Tresca, comme résumant
toute une série de ses expériences, et à laquelle il est parvenu au
moyen d'évaluations de travaux assez obscures ou difficilement intel-
ligibles. • . 1 / 1 1 1 ' ! •1, ••:,, '. , ./11. , : 1 1 - . , - 1 1 , 1 ' / 1 1 1 1 / 1 , .111 '1 ,

66. Essayons main tenant de nous former une idée approchée des
déformations,que nous supposerons très petîtes, subies par les mêmes
anneaux, en nous bornant d^aîlleurs au cas simple d'un plateau con-
tinu infînimentpoli , .z = o, et d'un bloc d'assez faible hauteur H pour
devenir, presque dès le début, semi-fluide dans sa totalité.

Alors, sous le po inçony où la contraction en hauteur sera partout
pareille et la dilatation latérale, uniforme en longueur et en largeur,
le principe de la conservation des volumes donnera évidemment une
dilatation linéaire, suivant les rayons r, moitié de la contraction verti-
cale. Si a désigne le petit abaissement donné du poinçon jusqu'à une
époque quelconque ty ou - cette contraction» la dilatation linéaire
\ :.,''/\,^n.l^,,^ml,l/{3}/XXXV,.—,MARSII9I^^ ! ^•-1, ' 1 1 - . ' ! 1 1 1 1 1 , 1 ; 1 1 1 , ' l a 1
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correspondante du rayon du cylindre centra l , qui était prnrniive--
ment "Ro, sera donc — et il en résultera, pour- le petit accroissement

y R .qu'aura subi ce rayon, -"—ir- C'est Fexpression des parcours, vus en
projection horizontale dans leurs plans méridiens respectifs, le long
desquels aura été refoulée par le cylindre central la face verticale
ou concave de l 'anneau le plus extérieur de chaque couche, celui dont
la distance à l'axe était \r= R^. ^ , !

Pour chaque po in t matériel (r, z ) des anneaux considérés, où 7'*, ' z
seront ici les coordonnées primitives (distances initiales, r, à l'axe et, ̂
au plateau), variables indépendantes caractérisant ou définissant, à
toute époque, ce point mobile, nous appellerons, d'une part, o, le petit
déplacement horizonieil^ accroissement de la distance à l'axe, d^autre
part, o", le petit déplacement vertical (accroissement de l 'ordonnée ^),
déplacements se, produisant tous les deux dans le plan méridien
primitif., 1 1 , , / . - ^ , ' ,

Les trois/petites dilatations éprouvées par la matière d'un anneau
quelconque, suivant la verticale dz, su ivant le prolongement ^r'du
rayon r et suivant un élément r(Rû de longueur de l'anneau, seront
r e s p e c t i v e m e n t , : ! , • 1 " . • . , ^

1 clo' do • 5, - ^ —, . el ! -? 1 ^
, , , ! dz cir r , ' 1 ! ! ••

cette dernière s 'obtenant par la comparaison de la longueur actuelle
2 T : ( r - f - û ) de l ' anneau à sa longueur p r imi t ive 2 -r.r.
, Les deuxinconnues à e t .â ' se /détermineront : en premier lieu, par
les deux condi t ions définies, l 'une, déjà obtenue ci-dessBS^ l'autre,
évidente, • •1'1. : ' ! , 1 1 1 1 1 ^' 1 ' , ! 1 ., 1 1 - 1 1 , , , 1 1 1 , - 1 1 1 1 , ! ! ' , . ! . '

(î36) ! (pour/rr=R^ S^Q^^^ • / (pôur.s^o) ,^^^; , ,; •: : -

en deuxième, lieu, parl'équatio'n ^ indéfinie, ( I ,2I : ) , ,e t :par^e lsystème•d 'e ,
proportion's^isQ1), 1; ': '11 ' '111 / 1 ' 1 ,,111 . • ' l ï l 1 , 1 1 ; ; /1 ,1 ' .1 ' '1 1 ;l'i :.11: ':1^.1 i:1111, . , /' 1 1 1 " : . 1 - 1 : ,'
.' Pormons celui-ci, pourl.e point (r, ̂ )1,1 en i.rnaginant,1 'par' exemple,:

HÎT axe^'des'11^: paraHèle\ à l'arc'-é lé men taire,, rll^l:/;qui'lpourra':dès^
s'appeler ^'..et^on'-axe-de
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prolongement s'y confondant avec dy; et observons d'ailleurs que,
pour toutes les fibres matérielles émanées d'un même point, leurs
petites vitesses s imultanées de d i la ta t ion et de gl issementmutuel sont,
à chaque instant, proportionnelles aux minimes di latat ions et glisse-
ments1 totaux depuis le début : ce qui permet de remplacer, dans toutes
ces équations qui sont.homogèneSy les vitesses de déformation par les
déformations mêmes. En raison de la parité 'des phénomènes tout
autour de l'axe des ,s, les relations . indiquées (121) et (129) se rédui-
ront, en ( r , z), aux'trois suivantes, seules distinctes : ,

dôf do S _ ï d.rà
d^ cir r /• dr

' dô do' da' Ô do , dô'
f di\ dz dz r dz d/'
j .^_^' == is[:ZTN^ = o •

( i37 )

où le dénominateur zéro du dernier membre tient à l'hypothèse 1^== o
qu'on a faite, c'est-à-dire à" la qual i té de pression principale attribuée
ici. à N/< et, par suite, à N5 (1). !

.67. Cette hypothèse simplificatrice, qui. nous a déjà conduits à
admettre la division du bloc poinçonné e n . un cylindre central de
rayon R^ ,et un bloc partiel, annulaire;, susceptibles de glisser,verticale-
ment1 sans frottement 'l'un contre .l'autre, offre donc aussi l ' incon-
vénient de donner , pour le bloc annulaire^ trois équations indéfinies
distinctes1 entre deux inconnues seulement, ^e t o'; ce qui va nous
obliger à sacrifier que lque chose des données du problème et à intro-

'du i re ainsi de: nouvelles hypothèses,' pour rendre compat ib les-ces
équations. En. vue de ne rien compliquer, renonçons à sauvegarder la
Viherté complète de la surface supérieure, .en nous permettant d'intro"

(1) On n'a pas à s'occuper des deux dernières équations (137) pour le cylindre cen-
trale qm les vérifie idenliquement par le l'ait même de son écrasement uniforme dans le
sens vertical, avec parité d'expansion latérale en lôngtieur et largeur. Car, 3 s'y trouvant
proportionnel à / " et indépendant de ̂  . a ' indépendant de /*, enfin NO) égal à N/., les deux
premiers membres sont iden tiques et le troisième a la foroie -.•
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duire1 des pressions verticales N,,, les mêmes sur toutes les couches,
c'est-à-dire indépendantes de z, afin qu'elles se fassent exactement
équilibre sur les deux bases de tout anneau élémentaire et ne modi-
fient ni n'ajoutent rien aux deux équations indéfinies (i33) existant
entre les pressions. Toutefois, gardons Vessentiel de cette l iberté de la
surface supérieure, en nous imposant Vcmnulation moyenne de ces
pressions N^ sur toute la surface, c'est-à-dire la condition

/,RI /ï/-==Ri
( î38) 27i:| Nsrrfr==o, ou j N^.r^o.

^Ro ^ / ' = = R o

Enfin, pour continuer à n'introduire ni glissements, ni, par suite,
composantes tangentielles T,,, T/ou T^ astreignons les dilatations

J ^1 C •
verticales -T: à recevoir partout une valeur constante „ ( i ) , ce qui,
vu la seconde condition définie (i36), donnera

W '!. ,; 1 / ' 1 1 ^ 1 , 1 â^1^-' - ^,:1 ^,\^. , 1^ 1 1 ; ; ' 1

Alors, les déplacements 8 ne dépendant d^illeurs que de r, le
dernier membre de (iSy) prendra la forme -; et il ne restera,
d'après (137), pour déterminer S et N^ ea fonction de ^ que deux
équations indéfinies. La première sera

• ! !1 ! ^ ! , . , ! ! , à. r ô ! ^ ! /'• ! ' , ! ! ! ; ^ !

/ ! ' ! ' ^ , ! ' ! !, ; ! 1 ! 1 , ~~dr~' ^~icy ' ,''/ 1 • 1 _ .• :. ; 1 ' . ; 1 , 1 ^ , 1

et, avec la première (i36), elle donnera

^) ^^^-A- '
La seconde est une proportion, que l'on simplifiera en y remplaçant le -
deuxième rapport par un nouveau/résultant de raddition, Ââ^^èa^,

( r) Qn pourrait d'afeord supposer seulement ^ et c indéperidants de r. Onpblieadrait
alors Péqualioa(ï 44) ci-après, qui impHqne la constance de c.
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des termes de cette proportion. Il vient ainsi, vu la valeur 2.K
de Nco — N/.,

(•<•' ^(ë-H)^-^-^

N^y est donné par la première formule (i34)? qui , en éliminant Pô clé
manière a faire annuler Nr pour r== Ri , devient

(142) .- 1 N^Klog— 1

•"-'•i . .

Substituons de plus à §, dans( i4i) , sa valeur (i4o); puis résolvons
par rapport à N5. Il viendra la formule de cette pression normale, à
exercer sur la base supérieure,

(i43) ^-^^^li^^^Ê^
Enfin, la constante c s'y déterminera par la condition (i38). Or, on
trouve, grâce à une intégration par parties, comme valeur du premier
membre de la seconde (ï38),

r . / . ,,2 \/-=:Ki ^/t tR'*_n4^
Kf(Ri-^)+(/-log^-r" ^^JL^ol

L , ^ 1 , \ / Avl / y- '==Ko, • CÀ -t- C/ ^ A»y J . . ^

_ / ïc R t -R^ r>,,_K?V.
-^(.aT^-ÏRr'"1101^^/'

et il résulte, de son annulation,

. . . . 3c aR^ , R^
(I44) ; a-^=R^=^logB|•

Après quoi, la formule (i/|3) de N5; devient complètement explicite :
l l . l l i ; ! ! 1 ! ' .11 1 1 . ' 1 1 1 1 • . . ! / 1 ! / 1 ' , y â 1 1 1 ^ 1 '1 r>pâ.,.211 .' ^ 1 T î 2 \ ^ , :/ • 1 ^ , 1 1 ^ ! ! !

(i45) N,=K(i+iog-+^^^^,. 1 .:. . ^ , , , . . • \ 1 , 1 , - 1 ! rii ^. .Ui—^no ^ ^ ' i x ^ / , ,._^ , , 1 ,:

68. RetrancIioBS-eri la valeur! (U^) de X- "et nous aurons^ pour là
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. différence N^-- N/.,
/ / iR. \ '\'~ •fc"" ï " / MA ^**' , JD.A \
( Ï 4Ô) • ^-^-^-(^B^

expression qui décroît quand r grandit; car le logarithme qui y figure
est visiblement négatif. Sa plus grande valeur correspond donc
à r = R o - e t sa plus petite valeur, à r = = R ^ 'Si, pour abréger^ on:
appelle î +v le quotient, supérieur à l 'unité, de R^ par R^ ces deux
valeurs extrêmes de la différence N^ — N^ seront

( 1 4 7 ) K[^ jQg(^^]. iJz--^1"^10^^^].

Considérons-y les deux fractions iog(1'4"^ ̂ Ïi10^1-!̂ , qui a la
^ l' , . ^ ^ "y ! . ! "i; ^ , , l ' • ? - ••

limite inférieure v =o, valent l'unité. Leurs dérivées premières en v
ont le signe des expressions

•,048) :, :, y—,(^ l+y)]og(I+v),• 'u—^log^+v~log(i+^), .'

qui figurent à leurs numérateurs respectifs et qui s 'annulent
pour v == o. Mais les propres dérivées de (i48) sont

( î 4 9 ) 1 . , •—logO-^ ^-(^^)log(^^);
2 ( f + v )

La première est négative et, par suite, la première expression (148)
rest aussi, pour v>o . Or, de là, il résulte que la seconde (149) et
puis la seconde (148) le sont également. Donc les fractions consi-
dérées111,' ! ' ' ! 1 ! : ^ 1 1 . ' . 1 ' ' ' ^ 1 1 ! ! ",1 ^, 1 , 1 , i , 1 '1' : i l 1 ' 1 ^ / ' / !

1 , 1 ! 1 1 "^ 1 , 1 1 . 1 , 1 1 1 1 1 log(l-}-^) \/ l4-^Iog(l+^) , 1 / 1 : : ^ l i l 1 1 , , 1 1 1

1 . , • " 1 1 1 , '̂  •: :1- î l i ! 1. ;. , ' , ^ ^ •1 ^ 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 ' 1 , \ 1 ! .

décroissent constamment, à partir de leur valeur initiale i, quand v
grandit à partir de zéro; et comme elles restent visiblement positive
les deux expressions (147) sont toujours comprises entre zéro et K.
Ainsi, la différence N^---N^ n'atteint jamais la valeur absolue 2K qui
pou rrait seule lui permettre de se substi tuer a N^ - N/. comme plus
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grande différence entre forces principales, et, par suite^ rendre dou-
teuse Féquation N03— Nr== ^K admise à la base de nos^calculs .

69. La valeur (i^p) de N3 a, comme dérivée par rapport à r2, le
produit

r r 5 o ^ K ̂  , Wi lo^W ̂ r^ v^^io^^(I50) RÏ^^RT^ '^Kiy-iiL^"
dont le signe est celui de son facteur binôme, décroissant, comme on
voit,

J";./T^f^l^i-^l- à .-V-î lî t̂de ^7^L-1^^ à .L v J ^
(pour r allant de RQ à R,) , et, par conséquent, toujours posit if . Cette
dérivée étant ainsi positive, X, granditdepins r = R o jusqu'à r^= R ) ,
en prenant aux deux l imites les valeurs respectives

^r , 1 / — ' iog(i-+-^n ,,[" ,. ^i+^io^i+^T 1 '
( i5i) K î.- logVi^^——^——•J. .^[^^^————i————j* , . - ,

La seconde est comprise entre zéro et K. Quant à la prennère, qu i
.est nulle pour v = o , , sa dérivée en v a le signe de

I_ ( l ^ . v ) â + ^ ( i + ^ ) l o g ( î + ^ ) ,

expression nul le pour • v = o'et dont la propre dérivée a le -s ignera
facteur ^ . • 1 ' , 1 , ! , , . ! ; 1 ' . ' : ; 1 ' ! 1 1 1 1 1 1

• — y + l o g < i + ^ ) , ;; / 1

encore nul pour v = o , m a i s évidemment décroissant et négatif (car
sa dérivée a le signe de — v). Par conséquent, la première expression
(i5i), négative, se trouve bien avoir signe contraire à ' la seconde;'et
la force N^ est une pression proprement dite près du cylindre centrale
une traction près du bord extérieur r == Bi.,
••.Telles sont donc les actions verti cales ,'N^, qui rendent'possible Ici
conservation de la forme plane 5 à • ch aq u e co uche ho rizo n tal e de la

.partie .annulaire11 "du :lè^oc.l:ParVsuite/.lâll•lliberté'com,plète 'de lâ'su'rfaeè1
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supérieure autour du poinçon, parla suppression des poussées (— Na)
que nous y supposons ainsi exercées autour du cylindre central, et des
tractions équivalentes PL près du contour, entraînerait un soulèvement
de la première région et un abaissement de la seconde, ou rendrait
comme tronconique, avec pente en dehors, cette surface supérieure
annulaire.

Si la pente que prendrait la surface supérieure rendue ainsi libre se
trouve dirigée vers le dehors^ c'est en conséquence de notre hypothèse
d'un cylindre central sans action tangentielle sur la partie annulaire. Le
sens en est effectivement renversé par l 'entraînement qu'exerce sur
celle-ci, de haut en bas, le cylindre central.

70. Tirons enfin de l'équation (i44)? écrite

052) lQg([4^)
3v

^ . Rf ^
, O U ^ = — - 1
< ^o y

la valeur de la constante c à introduire dans les expressions (139)
et ( i4o) des déplacements vertical et horizontal S^y S. Il vient

|i53)

,_/ — l o g ( r - + - v ) ces •
~" 3v- î - log( i -^v) I I î

— l Q g ( l + v )
3^4- log( ï -h v ) '

o = aRo^ 3V iio ̂  'og(ï+^) _^} ^
2H. [3v-h log(l-4-^) r 3^+ log ( J [4 -^ ) KoJ

Les couches horizontales s'abaissent;' car on voit que ^ est négatif.
En appelant a'rabaissement de la surface supérieure annulaire/valeur
de (— à') pour . z = H, nous aurons, aux linnfes respectives r== Ro,1 1 1 1 . ' ' ! ^ ! 1 1 . - : . ' \ 1 1 • . 1 ! \ • ! ! 1 , , , ___111 •1 " 1 1 . . 1 1 1 1 . ! 1 1 1 ï> ' , ' 1 1 1 . 1 1 1 ' 1 • : 1 . 1 1 1 1 ' 1 ^R,r = Ri , -s == H, vu la valeur {/i -+- v du rapport —?

J l ' 1 1 , - ! , - ' 1 - - - • 1 1 '1 ,' 1 1 1 1 , 1 , ! - ! ! ! 1 ! 1 ' 1 . ! ! ' ^ ' • « ^ Û 1

(L54)

0.=
3^-+-\/I -h 'ylôg(l '+-^)aRo

' m: 0^=:: 3^ 4- log(i -4-^)1 : • 1 \ / i4- -y
aîog(ï -h v) __ ., lûgO -+- ^)_________•^H.

"^v^lôg^i^^ R O '"S^.-f-log^'r+v)

Le volume,
\^CRtlw,ltg^%/^:.:^:u;?.^RI^
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de la matière appartenant à la partie annulaire primitive et refoulée
au-dessous du niveau final de sa surface supérie-ure, égale bien l'excé-
dent de l 'anneau total a^R^H sorti par la surface latérale primi-
tive 2'ïï.Ri H, sur celui, s î rR^SoHy qui est sorti du cylindre central. Car
on a, d'après la seconde ( î54)?

T> 'N ,> ^ 4/——— -r» -v 3 y - 4 - V ï 4-^ log'(i-1--^)
R.o, oa iW^^RoO, 3^^^ ;

d'où
TT/T» ^ T> ^ \ TT 0 ^ ( — — î 4- (/I -+- l;) I0g'(l -+• V).27rH(R,o,-R,o,,)=^HRoOo^——3^^g^_^^——-•

Oî\ ici, le second membre est identiquement

TCR^(—î. -+- vT^rï)^7,
en raison de la dernière valeur ( î 5 4 ) de a'.

Remarquons, sur la troisième formule ( î54) , la petitesse de rabais-
sement de surface, a', de la partie annulaire, par rapport à celui, a, de
la partie centrale. Par exemple,clans le cas simple R < = = 2 R ( p O ù v=i5,
le logarithme^ népérien de, i6 valant 2,7726, a' n^est environ que les
58 millièmes de a.

71. ïresca a contrôlé,pour le plomb, la formule (i35) en mesurant
directement Ry, R^ et F dans chaque observation. Et, dans ses deux
dernières séries d'expériences, faites avec un soin particulier, il a
obtenu des valeurs de K comprises entre ïpo1^ et 211^ par centimètre
carré; ce qui donne K = 200^ en moyenne, avec écarts possibles
d/uîT vingtième environ en plus ou en moins (1).

Mais il a opéré aussi le poinçonnage d'autres blocs cyl indriques
massifs et épais, en enchâssant ces blocs dans un cylindre creux rigide,

( î ) yb^'IeTablôaii de la page 191 du Mémoire sur le poinçonnage des métaux^ par
H. THESCA, au Tome XX (\^i) dn Recueil des Savants étrangers de l'Académie des
Sciences de Paris î îa partie théorique, où sont considérées les forces enjeu, comprend

•les pages, 160 à^îm'du Mémoire*/: • • • , , : : 1 1 ; 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 - 1 : 1 1 : ,' . - , ^ ' ! 1 1 / . ! 1 , ,
,:; .: Ànn. Ec, N'orm., (3), XXXV, — AVRIÏ, 1,9-18, \ ', , 1 , ^ 1 îS 1 1 1 , 1
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poli, d 'un ravon intérieur égal à leur propre rayon R,|, et limité inté-
rieurement par le même plateau rig'ide avec ou sans orifice central.

L'expansion de la matière semi-iluide ne pouvait donc se (aire que
par refluement au-dessus de la surface supérieure annulai re , du moins
dans cette première phase du phénomène où les parties inférieures du
bloc rie sont pas encore a t t e i n t e s par la déformation permanente (et
même toujours quarui i ln 'y a pas d'orifice inférieur),

Voyons comment nous pourrons, au prix d'hypothèses' simplifica-
trices ^ analogues à celles du cas précédent, mais encore plus larges
peut-être, aborder parla théorie cette catégorie de faits. , •

72. Et d'abord, nous con t inuerons à admet t re la division spontanée
de la matière1 devenue serni-ilmde (sous.une épaisseur notable) en un
cylindre central, de rayon R^ écrasé uniformément par le poinçon, et
un cylindre annu la i r e de pareille hauteur, glissant sans frot tement
sur lui (dans le sens vertical) et dont il refoule encore horixontale"
ment, suivant les rayons r, la face concave^ de rayon R(). Le cylindre
central presse doue cette face concave, de contour û'n.Roy. encore -avec
une force normale P^= P^—•2K (par uni té d'aire), contre tes, anneaux
élémentaires extérieurs axR^ drdz des couches annulaires, de hauteur

,/actuelleAî àTèpoque t. \ ' . ' , ;119

Sous cette pression.les anneaux successifs ' i ^ r d ' r d z ^ à rayons inté-
r ieurs r compris entre 'R,o et B^, éprouvent d u r a n t 1 un temps assez
court, dans tous leurs points matériels, un petit .déplacement hori-
.xontal positif o, suivant les rayons /'. Or ce^léplaceinent^fonction de 7*
et, qui porte de27:r à i^(r + o ) la 'longueurde leur face concave, ou
interne,, imprime, ainsi à un arc'élémen'taire rd^ du ''contour' de cette
^facela petite dilatation ̂  en niêrne'temps qu'IlMt/contracter la. îar-

(
1 1 ' 1 1 ' , l l i • ! , ! , ! , 1 , - ! • ; 1 1 1 ! 1 ' • 1 • ! 7 '''' \' '. ! ! ! ! ! • 1 . ! ! ! ! 1 1 1 1 1 1

^geur des anneaux, suivant rfr,/de 1 1 — ~2:) et 'qu'il'soulève les mûmes ^
points, suivant1 les ̂ ,d'un petit déplacement â^généralement fonction

/d^e^r^et^d'e'^.-impli.qiiant^J.a.d^^ ' , ;
. : IJ,;:'Seule inent,; ici où/la1 fâce'extérieure:convexe. 2-n; ̂ 'dz est empêchée
:•de:se\di'llatelt/eu;ll:ongueulr;par.lfî'll:cylilndTe,;^igid,ol^^^^ qu'on1

,supposel,!ld;ïâillleurs,,lilnfîlnilmelntlpoii\onilsans;l^
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pour r = = R , ; d'où,, pour pareils déplacements û^de la face concave,
d iminu t ions b ien p lus rapides de o q u a n d r grandi t , c 'es t -à-dire con-
tractions- ( — < ~ ^ ) plus fortes s u i v a n t ies rayons, et d i l a t a t i o n s - plus
faibles suivant les arcs rdw, que dans le cas d 'un bloc à surface laté-
rale libre. Mais, par contre, vu la conservation des volumes , dila-
tations — plus grandes dans le sens vertical, su ivant lequel s'exercent,

Ct •3

maintenant encore, des pressions N^; ins igni f ian tes . ^
Toutefois, pour pouvoir, garder IN/, et ?L comme forces pr incipales et.

satisfaire ensuite à la dernière équat ion (1.37), nous devrons sup-
poser S'indépendant de r, comme dans le cas précédent, et, atin de
m a i n t e n i r a insi horizontales les couches de la région annulaire qui
l 'étaient à l 'origine, in t rodu i re sur toutes ces couches de nièmes pres-
sions normal.es.Ns;, réglées convenablement en fonc t ion de '/\ Seule, la
valeur moyenne de N^ sur toute l 'aire Tî (R^—,R;) de chaque couche,
sera annulée , p o u r sauvegarder autant -que possible l 'état de liberté
admis de la sur face supérieure.

73. Dans ces conditions, a p p e l o n s - G / s u r u n e couche a n n u l a i r ei '\i
déterminée, la valeur constante de <—', et considérons les deux équa-, \ ! ! <"Y •c?1

t ions (137) subsistantes. La première, m u l t i p l i é e par rdr et intégrée
à par t i r du bord e x t é r i e u r / ' = = ' B I où's 'annule a d o n n e r a • ; . , ' .

, ^C/B|_^
0 " 2 \ /"

d'où

f d^ CAR2 \ ô <YBr .Y
^ . ;,1 ^^^^, ^^^j, ^

''et lâ 'deuxième équation (137), 'deviendra, en y remplaçant encore:, le :
second rapport par celui que donne l 'addi t ion, haut et bas, des termes

-des'deux^",1;11 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 1 ; 1 , 1 ' 1 1 : 1 / • ' :'111' 1 1 1 1 : ; : , 1 1 1 1 1 1 1 ! 1 ; 1 1 ; , . 1^; 1 .' 1 . 1 ^ ' 1 ' 1 , .

(i56)
N.-^^'.-^N^-N.

^^r^'",--^^'-

^ HE pi

^^^^
^y^yrp^'^ 1 1 . ; 1 .



Cette proportion montre que les deux différences N^ — N/., Nco — N,,,
dont la première est positive (puisque N,, est peu 'différent de zéro
et Nr fortement négatif), ont le même signe plus, et que la première
est la plus grande tant que r excède ^ R i \/1^ c'est-à-dire 0,57731^,
mais la plus petite au-dessous de cette limite. Quant à la troisième
différence entre les forces principales, savoir N s — N^, il est visible
que, tantôt positive, tantôt négative, elle n'est, en valeur absolue,
qu'une partie de la plus grande des deux premières à l'endroit con-
sidéré. ! ! , - ! , . , , ; ' '

II y aurait donc lieu d^égaler à la constante 2K de fluidité,
tantôt N5 — N^ (près du bord convexe), tantôt N,,, — N/. (près du bord
concave, ou de r = = R o qui sera, en.général, notablement inférieur
à 05 57731^ ); et ces doubles formules, se raccordant d'ailleurs
pour r= 0,5773 Ri, entraîneraient inévitablement une certaine com-
plication des résultats (1)'. Mais comme déjà la question a comporté
la substitution d'une moyenne aux valeur» individuelles de la
fonction N3 (dans l'expression de l'état de liberté de la surface
supérieure), on peut bien admettre austâi la parité de N'a et de NO), de
manière à garder les équations (i33) et ( ï34) du cas précédent, en y
ajoutant la nouvelle relation, à peu près vérifiée en moyenne^

(157) N , = N Q , = 2 . K + I N / . = = ( 2 K — P J + K l o g — . . : 1 ,! , ! ! ^ , 1 1 ! . 1 1 iio

Ici, Pô ne se déterminera plus par la condition d'annuler N/. sur la sur-
face latérale r=R^ qui n'est pas libre maintenant, mais par celle qui
consiste dans l'annulation moyenne de N^ sur toute la surface îc(R^—R^)
des couches annulaires. On aura donc

! ' 1 1 1 ' 1 1 . ! ' 1 ! ^i ' 1 ! ' - ; ! ! , . 1 , , ^ .
^ " , • , . , 2 r1. N.rrfr==.o, \ ' 1 ^ '̂  . :'/^R-.

(1) On verra au 11° 83 (p. ï î j ) , ou les vraies équations seront mises en œuvre, que la
complication des calculs y est moindre qu'on ne pouvait le craindre et, surtout,que le
principal résultat reste simple»
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ou, vu le dernier membre de (1.37),

( P O ^ K K R ^ — R D ^ K R I f ^og-—^—
^R, -^O ^O

et, comme la fonction primitive de log^ est uïo^u — u^ il viendra

(Po~ ai.) (R? - 1^) = K fr2 log— - ̂ Y^1 = KRi loê-^ - K (R?—R^
\ KO / / • = R ç •"o

c'est-à-dire, en réduisant, puis résolvant par rapport à Pô, -

( r58) Po^K(i4- R . ̂ log|i)-
\ Al l —— " <) •il 0 /

On en déduit P,,, qui vaut Po-h-^K, et enfin la pression totale F,
ou P^TïB^), capable d'effectuer le poinçonnage du bloc :

(159) (surf. latér. inextensible) F = KTT R^ ( 3+ r ^ _^^ ^ëïT;
'̂  Xl ^ lA y Al 0 /

C'est précisément la seconde formule qu'a obtenue ïresea, encore
par des évaluations assez obscures de travaux des forces intérieures en
•jeu dans la déformation. A cause de l'égalité admise ci-dessus deN;
a. N^, qui n'existe, même en moyenne, qu'avec'une assez grossière
approximation, on ne doit pas s'attendre àtrouver cette 'formule aussi
bien vérifiée que la précédente (i35) du /-îas où le bord était libre.
Aussi les meilleures observations de Tresca (!1) y ont-elles donné
pour le plomb des valeurs de K variables depuis 176^ par centimètre
carré jusqu'à 221^, valeurs présentant, avec la moyenne précé-
dente ^oo1^, des écarts, en plus ou en moins, deux fois plus forts
environ que ceux qu'avait offerts la formule (i 35).

74. Substituons dans (157) la valeur (i58) de Pô et nous aurons la
^ pression variable N, à exercer ! sur les. bases .des couches annulaires

(1) Wr, comme plus haut (p. 97), le Tableau de la page 191 de son Mémoire.



Ï02 ! , ^ J. BOUSSÏNESQ.

pour niaintenir leur horizontalité :

(160), N^K(i+log--^——^^
\ r^ ni — RO "-o 7

. • :. ' ^ , ' -iji lo^ log(^) 1,
. ^ l - - -T î o & ^ .(-I + V/l-^)|- .. „ -,-. , l

Quand r grandit de Ko à B-i, cette force N3 croît de

(,6,) l K f,- ̂  ̂ ^l =.K fi-v/TT-. I+vr:n; ̂ ^t^l- 1

L ^(- i+^1+^)1 • L 1 : . . a " • 1 ^ .1
à , ! 1 ' . 1 1 ' ^ ! . . ^ ! ! '

(,6.y Kf i - ^g^"1-^- 1^K | i ^ J^V/IT1; ^ëO-^L 1
v " 1 ' ' I ^-i+^i+^J L ^ -< J

La secondede ces limites est positive; car la fraction qui s'y trouve
retranchée de i dans la parenthèse est la moyenne de deux, •

' ",: • — ' iog( î4-^) V l4 -v l0g( l+^ ) - 1 1 ; 1 , ,;1 ^, , ,, , ç^ , ^ ^ ^ ,
, . ! ' ! , ^ •,/ , ' .v ! ! ! ! :

qui ont été reconnues plus haut (p. 94) inférieures à l 'unité. Mais la
première, (161), où la même moyenne se trouve mul t ip l iée par y i + v?
est, au contraire, négative. Autrement d i t , on a, en m u l t i p l i a n t

,par1 ûv, ' . ' ^ ! 1 . ! , ! ! ! 1 . / , ! ! , , . ! , ^ , ! , . ! !

: ( l63) . , , 2^ .—( \ / l - 4 - ^ - 4 - l + ^ ) l 0 g ( l + y ) < 0 î : • ! .

et» en effet, d'une part, le premier membre de cette inégalité s 'annule
p o u r v = = o . D'autre part, sa dérivée en y, calculée et réduite, a le signe
du facteur' 1 1 . , , ^ ^ , 1 1 1 1 , 1 • ! 1 1 1 1 1 ; 1 1 '1'11' 1 ; 1 '' • ':.' 1 ' 1 1 ! 1 1 1 1 1 •• 1 ; 1 , : 1 1 1 ' 1 ' , 1 1

a ^ i - l - ^ l ^ ^ ^ — Ç f ^ 2 ^ i ^ ^ ) [ o g ( i ^ . ^ ^

inlui:'Iui-ffl•êlme,plô"ulllrl•v'== o'.mais'dont'ia^ro^predBrivée,'^''.-11'1.11- ^ ' l . i l : . , 1 1 1 1 1 ; ' 1 1 1

: . 1 ; 1 ' 1 . 1 : 1 1 1 1 : 1 1 1 1 1 ' : " 1 " 1 ' 1 1 : 1 1 : 1 1 / 1 1 1 1 / 1 1 1 : : 1 ' l l i 1 1 1 : 1 1 1 : 1 1 1 ' : 1 1 1 l l l ; l l l l :__1^ l l l l' l l : 1 1 1 1 1 1 ' r l i l '^•'•-^ogtj1/-^1^) ^ : 1 : , ' 1 1 : M \ 1 1 : . 1 • 1 1 1 1 . . ; , • 1 1 : , . ; 1 ^ ' ;;. , .
1 ; ,;11 ' 1 ' 1 ' ^ ' ? ; ; 1 ' • 1 1 1 ; ; 1 1 1 1 ^ . \ - ' : ' , ' - 1 1 ; : ^C\/TÎ^^ ,'li:-+'v-ll;;l,' 1^^1;^^,^';1'111./.,,1^:;^^
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a tous ses termes négatifs. Donc, le premier membre clé (i63) est
essent ie l lement négatif et décroissant (vers — co) quan t v y va de
zéro à c^. , . ^ , ;

Ainsi, la force verticale N3 propre à maintenir l 'horizontalité des
couches annulaires est encore (comme au n° 69) une pression propre-
ment dite près du cylindre centrale une traction près du contour.

Supposant enfin continu ou sans orifice le plateau inférieur, et assez
petite la hauteur H da bloc pour que la déformation se produise,
presque dès le début, jusqu'au fond js == o, cherchons le petit dépla-
cement vertical S'de la couche horizontale quelconque dont l'ordonnée
primitive était z. ' ;

Pour un petit enfoncement a de la base du po inçon , le refoulement
latéral SQ du bord concave de chaque couche annulaire sera évidem-
ment d o n n é / c o m m e dans le cas précédent, par la première for-
mule (i36), ou vaudra î—— Ce sera donc la valeur du second membre
de (i55') pour / -= ï t ^ ; et l'on tirera de là , ' comme dilatation verti-

, p ' do1 ' ^ ; ! ! ;cale i, == —5 , ^ .
dz 1 1 1 ' : ^ ' ! ! ! , ! . ! 1 • ' 1 ^ ! !

W) ^.RT^^ ;(^où• ^W^^

En fa i san t z = H, on aura le relèvement de la coucha supérieure ; et le
volume soulevé au-dessus de. la surface libre primitive en •égatera le
produit par T:(R;— R^^savoir 7i;RJo^ comme il était évident. ' ;

Observons que les déplacements à, o', uniquement liés à §o, 'R.o, 1 ,̂
n^ dépendent pas des' pressions'N/./ N^.N^ ni , -par suite,;de l'hypo-
thèse approximative N ^ = N ^ faite ci-dessus.1

^ 75. La méthod'e1 précédente" sacrifie la proportion (î06) ou, du
moins, la r édu i t à ce quelle est pour r=^ o, 5773Ki. Si l'on voulait en

.tenir complesans'âccroîtreBensiblem-eî'it la complication, on pourrait
substituer^iixdeux.difïereneesN^—'-^N^^^^^^
à tour de rôle, leur moyenne arithmétique^moins variable avec r, dans

'/chaque11 région, que'ce ile:.̂  entre1 eliBs.qui1- y.ehange : ;et 'o'n lui/attri^
'-'buerâit'âlorsy'quel'.qae'.^oit ''r.'sa^ valeur relative à r = o, ̂  jï K^ : de11
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sorte qu'on négligerait la variabilité démette moyenne, au lieu de
celle de N^—N^,.

En appelant ail cette différence N ^ — N^, on aurait ainsi

(165) ^ N ^ - N , . = â K + U , N^- iN^aK-U.

Après quoi, la proportion (i56) donnerait

/^ -^ 2K Sr^Rj , , . PL--N, 8K R? i ^
(166) ^T-IRIT^ d^^si ——__=^^^

Dès lors, la première équation (i33) (p. 88), toujours vérifiée
pourvu que la pression principale N3 ne dépende pas de z, deviendrait
immédiatement intégrable en r. Et l'on aurait, en observant que — Pô
est la valeur de N/. à la limite inférieure r === Bo,

/ . , „ ^ 4 K , (Rj4-R;; ) r 2

(167): . • . ; . ' 1 , 1 1 Nr=~po+^log^

Enfin, la première (i65) donnerait à son tour

, ,o, \, r> r r 4Kr-2Rï , (Rf+Rg)/-2 ' ](i6b) N.=-P.4-4Iv+^[^^4-Jog^-^-J;

et, grâce à l'intégration indéfinie, qui se vérifie immédiatement,

r\~ (Rf4-R;i)«1 , , (Rf+R^) ; / ,,„, ,,,.,
j L'^RliR.i^l)] ̂ =«lo8-^^ -Rriog(Rî +a) +const.,

- 1 . . . • 1 1 1 /'*/'==RI ! ! • 1 • , . : ,, .^ , , l . ^ ! :. ! ;

la condition / î^T5û?.^2==o ferait connaître P^. En réduisant la
^ ! , . :, Jr=Eo ! ; ! ', ^ 1 : ! ! IJ , , •1 . , ^ ; ! ; 1 , 1 /, 1 1

partie logarithmique du résultat et divisant par Rf — R^ il vient

/ . , y, ,„ 4K siRJ , / sR? a R i R o \
•; ( r69y\ l: l l l:: ,; l p lo=4K-

Finalement, la pression sons le poinçon, pression qu'on peut
appeler P^ étant 2 K+ P^ on aurait, pour la poussée totale F^ TT: R^ P^
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du poinçon,

(„»> ^K^[3-^,^(^^)],,

(1) Pour calculer dans (170) la quantité entre crochets, on posera

Kf=^(i+s), R5=^( i -s) ; d'où ^=^±11, g=R|__R|;
'.>. It. î -T- l\ Q

et cette quantité entre crochets sera

3~J^ +IyIog[(I+s)v/^rTi].

Le logarithme y figurant est naturel ou népérien, c'est-à-dire que, si, réservant la nota-
tion log pour les logarithmes décimaux ou vulgaires, on désigne par L ce logarithme
népérien, il s'obtiendra par Fane ou l'autre des formules

l o g L ( - r o u ' ~ ) = o,36T22 "4- log log ( x ou — ) ?\ x / ' \ x )

dont on choisira la première si x excède l'unité et la seconde si se est moindre que i.
Première expérience de Tresca signalée dans le texte (p. ïo6). — On trouve que s y

vaut 0,54776 efc, son inverse, i,8%56. La quantité entre crochets étant, par suite,

3 " ( ï , 8837)L ( t ,%949)==^5 î32 ,

la formule (170) attribue à F' la valeur
(5,o%64)K7;Ï{g.

Quant à ( 1 7 1 ) , ou la parenthèse vaut

c'est-à-dire, ici,

cette formule donne

3+1 fL+A^l±l,
1 1 /2 \S, 1 ; 1 1 / . 1 ——'S1 ^

3 < 4 - ( i , 4 i a 8 ) L ( 3 , 4 ^ 4 ) = = = 4 , 7 3 S - 2 ,

F==(4 ,7^^K^:R§;

le coefficient 4î738a y atteint les 0,94^7 du précédent 5,0264.
Deuxième expérience signalée dans le texte. — On y avait £ = 0,92308. La quantité

entre crochets, dans (170), devient alors
: , . ' ' ! ,1 ,1 ' -1 1 ,1 .1 , . ,3—(^^^(o^Soôy^S^iSg, 1 ;: / 1, ' 1 1 ; / 1 1 1 1 1 1 : 1

et la formule (170) est
:-1,1., ! 1 1 1 1 > - ^ 1 : . , ! ! 1 ; , , ; F ^==C6,8378)KTCK^^. ' ; 1, . . 1 , , , ' ! , 1 1 , , ^ ' ! '

Oi\ dans (171)5 la quantité entre parenthèses est, en même temps,
;,,l•;^ll^:l^;,;\,_31^(^:o41^:66.)^ /' , :-,/1,

Le coeffîeientï 6,353i, est ici les 0,9291 de ceim, 6,8378, qui Qgure dans F.
1 1 . 1 : 1 1 ; \ÀYin.É€.Norm.,{3}y XXXV. l l— IAvRIL : ̂ iS.' , ^' ; 1 ' , . ^ . 1 1 1 . - , ,, U 1 ' " ,
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La formule de Tresca (i59), plus simple, était

( 1 7 1 ) F ^ K . T T Î ^ f s + . ^ ^ î o ^
\ " l 1 —— "O "0 /

j 'ai comparé leurs résultats (') pour deux expériences que ment ionne
Tresca ('^où l'on avait, dans l 'une, R o ^ i 0 , B^r^SÔ et, , dans
l'autre., Ro== Ie, R, == 5e. Pour toute valeur donnée de K, la for-
mule (171) y condui t à des poussées un peu plus faibles,que la for-

/mule (170);, elles en sont la fraction 0,94.27 clans la première expé-
rience et 0,9291 dans la seconde. Tresca ayant dédui t , pour le plomb,
de sa formule (171) les deux valeurs, de K respectives^G et 221, i l 1 est
clair que la formule (170) Faiirait conduit aux valeurs

176 x 0,943== 166 et 221 x 0,929 == 2o5.

La seconde aurait .été très proche de la valeur moyenne générale 200,
mais la première, 166, beaucoup trop faible.

Une raison d 'un tel écart, raison plausible aussi pour la valeur assez
inexacte 176 de Tresca, est que les deux formules (170) et (171) s^y
trowent peut-être employées trop en dehors de leur champ légitime
d'applicabilité. Leur démonst ra t ion a supposé, en effet, que la partie
a n n u l a i r e d u ' b l o c comprend le rayon r= 0,5773 R, , et même que
celui-ci est une sorte de moyenne au-dessous,de laquel le , / 1 s'abaisse
no tab l emen t . Or, dans le premier exempley Rp at teint o ,54Ri et le
rayon r== o, 5773 R( est bien près de la l imite inférieure (:$).

76. On peut, en résumé, s'expliquer avec quelque approximation
les phénomènes île poinçonnage., en négligeant les composantes tan"
^entiel les de pression exercées., dans le sens du mouvement du
poinçon , ent re les fibres contigués du bloc poinçonné parallèles à ce
mouvement. Pour pouvoi r annuler les composantes en quest ion, et
rnème les glissements correspondants entre fibres '(sauf ,'à travers le-

( î ) Note ci-dessus.1 .. , , 1 1 1 1 . ' 1 1 1 . , • 1 1 1 \ 1 ' 1 . . 1 1 1 1 : . 1 , 1 . 1 . : 1 . ; 1 1 1 — 1 1 1 ' 1 • l l i l 1 : . . l l i . . . ! ' 1 1 , ' . 1

0) Dans le Tableau, cite pliis haut , de sa page 191,
(•'^ On trouvera au u° 83 (p, 117) la formule générale exacte; elle porte le n0 187,
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prolongement, dans le bloc, de la surface latérale du poinçon), on
introduit sur les faces de ce bloc, supposées toutes parallèles ou, per-
pendiculaires au mouvement , des pressions imicpiement normales,
réglées convenablement et se neutra l isant au total sur chaque surface
libre; en sorte que les deux parties du bloc, l 'une centrale, l'autre
annulaire, séparées par ce prolongement de la surface latérale du
poinçon, n'éprouvent que des. déformations simples, laissant inva-
riable dans chacune l 'orientation tant des fibres parallèles au mouve-
ment que des couches perpendiculaires.

Dansées conditions, les pressions principales y sont aussi, par tout ,
parallèles aux. fibres ou aux couches considérées; et. l 'on y expr ime
aisément l'égalité a 2K de la différence des deux pressions principales
extrêmes : ce q u i est la relation admise comme caractérisant la semi-
fluidité d'un corps p las t ique .

II. faut dès lors que les gl issements mutue ls , finis et inévitables^ des
deux parties centrale et annu la i r e , se fassent sans frottement^ ou qu'il
y ait (f ict ivement) rupture entre elles, avec poli parfait de . l eur surface
séparative^/^ dans F'espaceç. car la matière qui , franchit celle-ci est
censée, à, chaque ins tan t , incorporée à la partie vers laquel le elle se
porte,. et dissociée ou désagrégée de celle qu'el le quit te.

Sans doute ces hypothèses, hors desquelles le problème semble inabor-
dable, suppr imen t u n e circonstance impor tan te , e n j e u , dans le phéno-

mène; mais elles laissent subsister les deux les plus capitales, qui
sont l 'écrasement cont inu de. la partie centrale, avec l 'expansion, 'soit '

- p r inc ipa lement latérale, soit latérale et en sens inverse du mouvement
du poinçon,, dans la partie annulaire. Et elles font du poinçonnage un
mode de déformation assez simple, accessible au calcul.

77. Mais quand la plaque rigide suppor t an t le bloc poinçonné porte
en son centre un orifice de même rayon By que le poinçon, comme
nous avons11, dit, un second mode, encore plus s imple, s'oiïre à l'esprit,
en tant que possible au moins théoriquement. C'est le cisaillement du

.cylindre ce'ntral. par le poinçon, .c'est-à-dire le .glissement de toute la
surface. latérale 2Te ;KoH du cylindre central, suivant les génératrices,
avec production sur. elle, de . la .force 'tâ.nge.ntielle maximum T^== K,
réalisant, 'la rupture1 , de. 'ce cylindre 'd'avec la partie1 annulaire, .̂t
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l'expulsion d'une débouchure qui se détache sans avoir éprouvé un
changement de figure notable. Bref, ce second mode est constitué
précisément par l'exagération de la composante tangentielle (même
et surtout à travers la surface séparant les deux parties du bloc)
qu'on négligeait dans le poinçonnage, composante qui devient à son
tour prédominante et simplifie le phénomène en mettant dans l'ombre
l'expansion de la partie annulaire.

Appelons S la poussée du poinçon capable d'opérer ce cisaillement.
Elle y est équilibrée par la résistance contraire K(2TCRoH) de la partie
annulaire que maintient fixe le plateau sous-jacent; et il vient

( i p â ) S^STrKRoH.

Cette poussée, au lieu de dépendre, comme celle, F, de poinçonnage,
du rayon B< du bloc, est proportionnelle à son épaisseur actuelle H.
Donc, tant que l'épaisseur H rendra9° plus grand que F, l'effort (i 35)
ou (159), exercé pour produire le poinçonnage, sera impuissant à
opérer le cisaillement, circonstance bien de nature à indiquer que le
rôle des glissements se trouve encore secondaire; et le poinçonnage
continue. Par le fait même, les courbures prises par la base infé-
rieure TcR^du cylindre central resteront insignifiantes; et tout s'y pas-
sera sensiblement comme si l'orifice était bouché.

Mais, dès que répaisseur du bloc sous le poinçon n'aura plus
qu'une valeur h rendant § égal à F, le cisaillement deviendra évidem-
ment possible, puis, aussitôt après, imminent. Car, dans la nature, où
les mouvements vibratoires et autres circonstances accidentelles
offrent sans cesse des occasions de se produire à toutes les ruptures
d'équilifore possibles et, en particulier, aux modifications de figurey
dites les plus faciles^ exigeant les moindres efforts, ou corrélatives,
pour des efforts donnés, aux plus grands effets, ce sont celles-là qui
surviennent inévitablement ( < ) .

(1) C'est ainsi qae, par exemple, la rupture d'un massif terreux soutenu
Se fait suivant la surface qui laisse au poids du massif le plus d'action possible pour ren-
verser le mur et amener la déformation maximum du système formé par le mur et le

/massif.111 '-11/.'' . . , ' : 1:11'1;1" : 1 1 / 1 , ; 1 : : 1 1 , 1 . ^ • i ' i ' i • i ' . ' i : : \ . i : i ' ' ' i ' i • . ' i • i i \ ; ' . • : . . ' . • . • i i i ^ • i . 11.1:-1• '1.1,':
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78. La hauteur h de la débouchure détachée par le cisaillement
s'obtiendra donc en égalant' ̂ K^^k à l 'un ou à l'autre des seconds
membres de (i35) et de (iSg). La constante spécifique K disparaît
comme facteur commun et l'on a :

( T> \

(173 ) (sarf. latérale libre) h == Bo i + log — ) iKo/
/ f) 'R 2 l^ \

(174) (surf. latérale inextensible) h = Ro ( - 4- -r^——r log— ) •
\2 i-iï — 11; Ko/

Telles sont les formules, pareilles chez tous les corps plastiques,
qu'à données Tresca pour évaluer la hauteur des débouchures ('). Il a
vérifié en particulier la première, (i73), sur des blocs d'une suffisante
épaisseur et assex larges pour que le poinçon n'en écrasât presque
que le cylindre central. Ses expériences à cet effet ont porté ( 2 ) non
seulement sur le plomb, mais aussi sur la cire à modeler, diverses
pâtes céramiques; enfin, même sur le cuivre et le fer.

Les débouchares de ces derniers corps ont accepté sensiblement la
même formule (i73), quoiqu'il y ait chez eux, quand on les déforme
lentement, entre une/phase d'élasticité parfaite et le moment de la
rupture, une longue période, dite à9 élasticité imparfaite ou des défor-
mations permanentes y que notre théorie néglige, où varient lentement A
et, par suite, K, qui, d'après (io4) (p- 72), égale 2piA. La conser-
vation approchée du coefficient de rigidité [j- suffît évidemment, à
chaque instant de cette déformation permanente, pour rendre le
rapport de 9" à F indépendant d e A et laisserles formules (173);, (174)
exprimer Tégalité §=î^. à quelque moment que survienne le cisail-
lement (3).

En somme, le cisaillement des débouchures, dû à l'exagération de
l'action tangentielle du cylindre central sur la partie annulaire des

( 1 ) II n'a cependant indiqué, explicitement, que (173 ).
( 2 ) Voir la page 215 de son Mémoire.
Dans 'âne autre partie du même Mémoire (p. 182), il a reconnu que Fétamest beaucoup

plus résistant que le plomb et qu'un alliage (à proportion égale) des deux offre environ
la résistance K == SSo^ par centimètre carré.

( â ) On s'explique d'une manière analogue comment le fer a pu donner le même rapport
qu'un corps dur et cassant, entre les résistances respectives à la rupture par cisaillement
et par extension (voir la fia du n° 86 ci-dessus, p. 77).
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blocs, nous renseigne sur ce que peut cette action tangentielle, dont le
rôle prédomine ainsi sous les faibles épaisseurs H. Mais il montre/par
le fait même, l 'effacement de ce rôle chez les blocs épais; ce qui nous
just i f ie de l 'avoir négiigédans la théorie du poinçonnage, compara-
tivement à éelui de l'expansion latérale.

79. Outre le poinçonnage d'un bloc cylindrique à surface latérale
soit libre, soit entourée d\in cylindre creux, rigide et po l i , adhérent
au plateau qui porte le bloc, Tresca a étudié rècoulement de celui-ci à
travers l'orifice, de rayon Ry, ouvert au centre, du plateau/lorsque le
poinçon est remplacé par un piston circulaire rigide, de rayon 1^, par-
faitement poli /poussé contre le plateau et glissant sans frottement, le
long des génératrices du cylindre creux (* ) . A ce nouveau problème
s'appliquent les mêmes hypothèses .simplificatrices, relatives à la dis-
tinction et à la non-adhérence mutuel le des deux parties du bloc :

•l 'une, cylindre, central de rayon Ro, l 'autre, annulaire , l 'entourant et,
1 '1 toutes les deux, soumises,, sur les surfaces qui les l imitent, à des pres-
sions uniquement normales, même sur la surface cyl indrique,2 i rRo H,
fixe dans l'espace, séparative des deux parties. Seulement, alors,.les
mouvements horizontaux1 se, font partout en sens inverse des directions
qu'ils avaient dans le.cas du poinçonnage, la matière affluant1 de tous
côtés vers Faxe au lieu. de s'en éloigner, tandis que les mouvements
verticaux ont lieu maintenant de haut en bas (et1 non plus de bas en
haut) dans la partie annulaire, mais cont inuent à se faire de haut en
bas dans le cylindre central. . ' , • ! : . ./ / "lv/ \

11 en résulte, dans la partie annulaire, des contractions f — c9-}1 , , • . . . , ; , . . 1 1 V dz j/ \\ . ! , . . ' ! ! ! 1 ' . 1 1 . .
et ( — ;:)7 a ̂  foi8 suivant les deux sens (vertical et horizontal) per-
pendiculaires aux rayons r, mais forcément, par suite (vu la conser-
vation des volumes), une dilatation €— vers l'axe. Le rapproche-

(1 ) Tresca observe qu'on peut considérer cet écoulement comme 11 a poinçonnage, où le
piston serait censé fixe et, le plateau, mobile de bas en haut contre le bloc plastique/à
la manière d'un poinçon annulaire qui entraînerait le cylindre creux, avec afflux de liant
en bas, à travers rorifice inférieur, de la malière expulsée, devenue ainsi une veine
rappelant-les velaes liquides.
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ment, — S, de leur centre, qu'éprouvent les anneaux de chaque couche
horizontale, en t r a îne donc une pénétrat ion (— â^), à travers toute la
surface 2TtB.JI séparant les deux parties, de la -matière de la par t ie
annula i re , dans le cylindre centra l , avec incorporation instantanée à
celui-ci et refoulement plus sensible que jamais vers le bas, jusque
sous l'orifice, de cette matière du cylindre central, tant à raison de
l'apport qui lu i est ainsi fa i t -par la part ie annulaire que de l'abaisse-
ment directement imprimé à la base supérieure du cylindre central,
par le piston descendant.

Comme la seule surface libre;, celle, -n:!^, de l'orifice, appartient
maintenant au cylindre central, on aura N^== o pour r< Ro. Au con-
traire, les pressions (—N^) du piston^ équilibrées Suivant chaque
verticale par celles du plateau, donneront , pour ? '>R<p des valeurs
•négatives très notables à cette force principale N,..

Sauf le renversement actuel des sens du mouvement et, par suite,
de la di latat ion linéaire verticale C dans toute la partie annulaire,
les formules du n° 73 s^appl iqueront sans changementy 'y compris
celles, (i55), du déplacement hor izonta l § et des deux déformations

^ » "\ 'S

principales^ ^ qui, en dépendent , a ins i que les formules soit exactes,
soit approchées, (i56) et (137), ou encore (ï65), (166), (167) et (168),
entre N/., N(O, N^, mais avec substi tution de — K à K, en raison de ce
que les pressions déformatrices ou prédominantes sont ma in t enan t ,
dans la région annu la i r e , (— N5) et non (— N,.) ou (— N^). Cette cir-
constance y 'assure la valeur absolue 2 K à N,.--N^ ou à N ^ — N ^ et
non plus à N5 — H. ou a N^ — N/,..

80. Par exemple, dans l'hypothèse approchée et, moyenne N ^ = = N ^
qui donne les formules les plus simples, il vient ainsi, à pa r t i r de la
seconde ( ï33) et de la première (i34), avec .renversement du signe
deK, ' ' / ' , : 1 , - ' . l ] l ! ' ! !

(175) N , = — P û — 2 K l ô g — , , • N . ^ N ^ ^ - P o - a K f i ^ l o g — ) ; 1 •
: 1 1 1 , , 1 1 lX() ; • ! 1 ' ! ! ! „ \ - ,A'0/ !

et la constante Pô se ,détermine en observant que cette pression pro-
preraent dite, exercée, 'sur la surface latérale du'cylindre, central, est
justement celle, 2 K, qui produit la, semi-fluidité de ce cylindre, vu la,
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valeur nu l l e qu'y a l'autre force principale extrême N5. Remplaçant
donc Pô par 2'K et observant que. (—• N-) est, pour r>R^ la pression .P^
exercée par l 'unité d'aire de la partie annulaire 'îr(R^ — R^) de la base
du piston, on aura

(176) (pourr>Ro) P,= K (/, + log—V
\ ^o/

Multiplions par Félément Tc^.r2 de l'aire ac^considéréey et intégrons
depuis r== R^ jusqu'à r = R ^ sans oublier que la fonction primitive
de iogu est ulogu — u. Il viendra, comme poussée totale F du piston,
apte à produire l'écoulement du bloc,

( D P 2 |> \

(177) F=KT:(R?-B§) 3+ 2n' log^V
; \ , ^ , ^ ^ ^ ÏX.—— Ain i\n^ 1 • l l ( ) •^O/

C'est la formule qu'a obtenue Tresca, encore par ses calculs difficile-
ment intelligibles de travaux ( { ) . Ses observations sur l'écoulement
du plomb l 'ont confirmée, mieux même que celles de poinçonnage,
(i35) et (îog): car, dans les deux dernières séries d'expériences qui
ont été les plus soignées, K a eu les deux valeurs, presque égales
entre elles et à la moyenne générale, 198^ et 20 ï^ par centimètre
carré. Malgré l'obscurité de ces problèmes, il semble qu'on aurait pu
pressentir, pour elle, ime raison de plus grande exactitude : c'est
qu 'on y a exprimé complètement l'état de liberté de l'orifice, tandis
que, dans les deux cas de poinçonnage, le même état de liberté de la
surface supérieure annulai re entourant la base du poinçon, n'avait
été exprimé qu'en moyenne.

81. Achevons maintenant de déterminer les déplacements à, S'
éprouvés par la matière du bloc suivant les rayons r issus de l'axe et
suivant la verticale ascendante, en admettant q-ue ces déplacements
soient encore petits. Si oc désigne toujours l'abaissement du piston et,
par conséquent, - ̂  la dilatation verticale ^ ^ C ^

( i ) J'avais déjà démontre sommairement cette formule et les autres de Tresca qui
portent ci-dessus les n0813^ 489, i73,174, un paragraphe X de mon Mémoire de Belgique

(p* 140^ ^ô).'1"11-,'1,.:1' , , ' : 1 1 . 1 " '1; : , 1 , 1 1 ' 1 1 - l i l - 1 • 1 1 1 1 1 ' 1 ^ 1 ; 1 ' : 1 l l i i 1 ^ , 1 1 . 1 : 1 . 1 1 1 1 , 1 ' 1 1 1 1 .-11/ ^ - 1 : 1 1 : ' 1 1 '
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nulaire du bloc,on aura,d'après la seconde (ï36) et la première (i55),

(178) (pour r > Ro) â^- ̂  ë=- ̂ (M - r) .

En faisant r== Ro dans la dernière de celles-ci, o.n aura la réduction
absolue, — §05 du rayon du cylindre central primitif, réduction dont
le quotient par Ro sera la contraction linéaire uniforme de ce rayon;
car le cylindre central est déformé de même partout, et pareillement
suivant tous les sens horizontaux. Puis, en doublant et changeant de
signe cette contraction, on aura la dilatation en hauteur, ou VéUrement

~ ' , Y> 2 __ T> 2

relatif, du cylindre central, étirement qui sera ainsi ^ - ' ̂ ' ° et
entraînera, pour les points situés à la distance primitive H — ^ de la
base supérieure, l'abaissement

5 R? - ̂
H IU (R-z)

au-dessous de cette base. Et comme celle-ci, contiguè au piston, s'est
elle-même abaissée de a, la somme de ces deuxabaissements distincts
donnera

(179) (pourr<Ro) .^=- — \m - W -'^)- \ -
^o L .1

Quant à raccroissement S de la distance à l'axe, pour ces mêmes
points du cylindre central, il est évidemment proport ionnel à l'éloi-
g'nement pr imit i f r d'avec l'axe, ou égala - ̂  vu runiformilé des
déformations en longueur et largeur dans tout ce cylindre- Ainsi

(180) (pour r<Ro) ô=- ̂ H^^ ̂

82. Sur la surface idéale et fixe irR; de rorifice, au-dessus de
laquelle N/etN^ sont toujours censés être des forces principales, il ne
peut s'exercer, dans la matière y arrivant et en train de devenir la
veine, aucune action tangentielle, quoique les feuillets horizontaux

: ' ^ Âim. Êc.Norm^{3^ XXXV. —:AVBIL 1918. , 1 • ï o ',:
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qui sont au-dessus ne cessent: de se contracter, tandis que ceux de la
veine ne le font plus, au moins d 'une manière appréciable. Or d'un
tel contraste résultent évidemment des glissements relatifs suivant les
rayons r, entre couches séparées par le plan z == o; et. ces glissements
donneraient lieu sur elles aux actions tangentielles qu'on veut pouvoir
négliger, si la veine n'était pas réputée dépourvue d'adhérence au
cylindre central et sans frottement sur lui.

Donc il en sera du plan s == o, dans notre essai théorique, cemme
de la surface cylindrique fixe séparant le cylindre central du bloc
d'avec la partie annulaire. Ce plan sera censé, à toute époque, diviser
en deux corps sans adhésion entre eux; et même sans frottement
mutue l , les masses plastiques qu'il séparera; et la matière affluant à
la veine sera réputée s'y incorporer instantanément , en perdant son
mouvement propre pour n'avoir désormais que la translation descen-
dante commune à toute la veine. Ce n'est donc plus seulement la
partie annulaire et le cylindre central que devront distinguer dans le
bloc nos formules simples/où N,., N^, N5 sont partout les trois forces
principales, mais encore une troisième partie, la veine, la partie des
^négat ifs , où la matière cesse d'être à l'état de semi-fluidité pour
redevenir solide.

En faisant z =o dans la formule (179), on voit que la longueur
encore petite de la veine, abaissement éprouvé par "la base primitive

"r\ c)

du cyl indre central, est —r5 ^ q116 son volume, produit, par cette0

longueur, de l'aire îrR^ de l'orifice, égale ^B^a, comme on pouvait le
prévoir; car c'est l 'équivalent évident du cylindre matériel plastique,
de hauteur a, que la base n: R^ du piston a chassé devant elle.

83. Mais revenons encore à cette question d'écoulement, même
d'abord à celle du poinçonnage des blocs munis d 'une ceinture rigide,
pour essayer d'y trai ter les vraies équations de ces problèmes, malgré
la complication pouvant résulter de la duplicité d'expression de N/., N3,
N^ depa^tet ld'a lutre ,du l rayon7 1•=•o l , 15773R^. On a vu que la propor-
tion (i'56) conduit, en effet, a y distinguer, dans la partie annulaire
des1 blo.cs, deux régions, Tune, in terne ou contiguê au. cylindre central
et s'étendant depuis le bord concave r ^ R ^ jusqu'au cylindre
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r= 0,5773 R i , l 'autre, externe,, s 'é tendant depuis ce c y l i n d r e ju squ ' au
bord convexe r== Ri .

Dans la première région où. N,, — N/.= ^K, N/. reçoit, la première
expression (i34). Par suite,la proportion (i56) y donne

/ r2 \
N—N,=K(i+3.p);

\ "'-i /

d'où, en é l iminan t N/.?
N^_ p,, + K ( i + 3 — -r- log—) •

\ IA .t " o /

Dans la seconde région, an contraire, c'est N ^ — - N/-. qui vaut ^K. La
proportion ( i56) y donne d 'a i l leurs

4K.RÎ .
J^, 1 ,̂.- ^^,3,.2.

et la première équation ( r 33) y d e v i e n t

^ -^«JM__-oK^-—6^^
^/. -- /. j.̂  + 3 ̂  - ' ^/ - 1^ .4- 3/-2;

Mul t i p l i ons par ^/( et intégrons, , e n i n t rodu i san t une constante 1 arbi-
traire^. Y. Nous aurons

N^^-Po^^Klog^^^,^ ^ ., ^ \

Mais comme le cylindre r==o ,5773R, séparatif des deux régions,
supporte, sur ses deux faces des pressions N/, pareilles, cette dernière
formule de N/.y devient, égale a. la première ( r34) , circonstance assi-
gnant à y la valeur

(i8i) ^^l-

Après quoi,N^, ou ^K+N/ . , se/trouve également déterminé,
Donc, si, pour abréger les formules , on pose

W , • ; ^ , , ; 1 1 1 1 1 1 - ^ 1 1 , 1 1 ; / , ^ • = ^ ? ; \ 1 1 • 1 • 1 1 1 1 1 1 1 1 1 , 1 ' ', ;,1
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il viendra, en résumé :

(i83)

i r- i i •pour —r < - ou i, < •g-
< KÏ d a /
R 2^N,.=- P«+ Kiog-'—, N,= - PO-+- K( r + 3^+ log^);R S / 3R 2
"y

^ /•2 i i \^po«jr^>^ ou.>^)
(i84) y^ yt,N^=-P,+2Klog——^, N,=-P,+2K. i+log——^- •ï —r- 31 \ r —r" ût /

Enfin, Pc résultera de la condition

Et l'on aura ainsi
/ Nsrf.r^o.

^r==Rn

KR 2
(,85), P^,——^ /

n^—noj j^
1 ,L ^

on bien

ïî 2 * \
î 4-3^-4- log —^)A4-2 / ( 1-4- :

^O / </i \
^(x+log ŷ1 \ /-'——— }cli.

+ 0 ï /

-R^fc (j^-^^)^-h-^7^-ilo^+3-)^lî•p^RF^lUa^8^^• i—"o \2 ^o / n § L i - r o c o j^ i0 /^
R?

L'efFectuation des calculs, avec réduction séparée tant de la partie algé-
brique que de la partie logarithmique, donne pour Pô l'expression,
d'une simplicité inespérée,

(186) p:_^/3^^Rg • .Rt .VâR. ^
^ Y^ RI ^Kï-Rj1^^^

En ajoutant 2K et multipliant par l'aire TcRç2 de la base du poinçon, on
aura donc comme formule de la poussée F, remplaçant à la fois (iSp)
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et (170),
(surface latérale inextensible) :

^ ——^lëhA-®-
84. Elle a la forme de (139), mais avec la partie algébrique du coef-

9 -j3 3 i 'V) 2

ficient plus grande de —(L——1 ety par contre^ la partie logarithmique
2 AI <

sensiblement moindre; car le facteur X^L vaut seulement 0568737, au
2 (/?.

lieu de l'unité.
Si on l'applique à la première observation, citée plus haut (p. 106),

de Tresca, où le rapport de 1̂  à Ro était i,85, rexpression entre
parenthèses de (iSQ) s'y trouve remplacée par

3,9,383+(2,8206) log( ï ,27162) =4,6173.

Donc la formule (187) y est 4,6i73K.-n:R;. Comparons-la à celle de
Tresca pour le même cas, 4,7382KT;R^. Le coefficient de celle-ci,
4,7382, est le produit du sien par 1,0262; de sorte que la for-
mule (187) aurait donné à Tresca, comme valeur correspondante
de K, non pas 176, mais le produit de 776 par 1,0262,. c'est-
à-dire ï8o,6, valeur un peu plus rapprochée de la moyenne 200.

Dans la seconde observation/où le rapport de Ri à Ro était 5, la
quantité entre parenthèses de la nouvelle formule (187) est

3^56+(2^o833) log (3 ,4368)= :6 , i3a ï .

Il v ien t donc F .== 6, i32i KirR^ tandis que la formule de Tresca avait
donné 6,353i K'n:R^. Le coefficient de celle-ci continue à excéder le
coefficient de la nouvelle formule, car il en est le produit par i,o36.
Cette expérience, ayant condui t Tresca à la valeur K = 221, lui aurait
donné 229 avec la, nouvelle formule..L'excès sur .la .moyenne 200, qui
était.déjà sensible, se serait légèrement exagéré encore. .

Des^leux formules, approximatives/(ï59) et (170), la plus mauvaise,
où les11 valeurs du coefficient'dépâssent .le plus Tesvraies figurant
dans { ll871)y l se trouve :être. hiseconde, '(r^o), la-moins simple, quoique1
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paraissant, s'écarter moins que (i59) des conditions moyennes des
faits, mais, il est vrai, pour des blocs où le rayon r= 0,577311,
pourrait être censé tenir le milieu dans la partie annulaire ( f ).

85. On remarquera qu'avec la nouvelle expression (187) de F, la
hauteur correspondante h des débouchures serait donnée, non plus
par la formule (174)? î^ais par celle-ci :

<-> -•K^§ H^fè}

Enfin revenons sur les raisonnements des n08 79 et 80, relatifs à
l'écoulement du bloc sous la poussée d'un piston le chassant par
l'orifice du plateau. On y obtiendrait encore les expressions (i83)
et (ï84) des forces N/., N3, mais avec chang-ement de signe de 2K et,

(1) Nous avons implicitement supposé R o < o , 5 7 7 3 R i , ce qui était le cas des expé-
riences de Tresca. Quand, au contraire, Rg dépasse le tiers de R?, il n'y a plus lieu d'em-
ployer les formules (i83); et y se détermine dans (184) par la condition que N/ .=-—Po
( p O L i r r = R o ) , ce qui donne •

n2

ï=3+|r 'no

Alors, dans (i85), la seconde inlégrable définie prend tout le champ d' intégration,
depuis 7 '=== Ro jusqu'à r = Ri. Et la formule (187) se trouve finalement remplacée par
celle-ci, .
08^) P^^K.Rj^^^logYM-^M^?)^

L J K !—^d \ 4 HO 4iM^o /J

qui, dans le cas limite B f = 3R§, se réduit bien à (187).
A cette limite, le calcul de (187)011 de (187^-) donne F = (4,5*233) KTrR(2 , et, la

formule ( îSg) de Tresca, F = ( 4 , 6 4 7 9 ) K 7 r R j , résultat ou le coefficient numérique est
le produit de 4,5^33 par i,o'276.

On voit, par comparaison avec les résultats analogues obtenus à la page précédente, 117,
que la formule (i 59) de Tresca conduit à un coefficient numérique excédant d'environ
trois pour cent celui de la formulethéorique (187).

Get excédent relatif du coefficient de la formule de Tresca sur le vrai vaut encore
0,03^7 lorsque le rapport de Ro à Ri n'est plus que o, i. Mais il tend vers zéro avec ce
rapport, alors que F excédent absolu correspondant devient - ~ • I - -4- logi2- ^4 ) == 0/2498.

. . . , . • . ! • • ^ - ! . 'A ^ ! , \ »> / ! , ! ! \ !



MÉCANIQUE DES SEME-FLUIDES (.SABLES ET CORPS PLASTIQUES). 1 K)

finalement, avec la valeur sK pour Pô. Il viendrait donc, comme pres-
sion du piston pour r>-K^ ' ' '""

âK-+ I U i + 3 t 4 ~ l o g - — ) ( p O L î r t < - ) ?
( Ï89) ^N-)=:=:< ) , ~ ; J

2K+2K. ( i+ log -^—) ( p o u r ^ > - ) -\ 1- i -ô fc^ / \ oy

Et la valeur moyenne de cette pression, sur toute l'aire 'n;(B^ -- R^) qui
est à considérer, serait

^/-R.
1

l l — ^ ' O ^ / . ^ K
K^TiFj (--N.)^
^l ^Oj,.--!^

c'est-à-dire ûK plus le second membre de (i85) ou de (186). Et le
produi t de l'expression ainsi obtenue par ^ ( R ^ — R , 2 ) donnerait la
poussée totale F du pistou :

7 ^ 3 R | ^ ^^IL\
^ ^ 2 Rï^Rî-Rr ^^Ro/

/ \ n ir / g » ^ î-i*i\ / 7 ° "n ^ SA i , V •° A

(190) 1< == K7r( l̂  - R,) .^ + ,- 4- «i———îlog-1—
\ 2 2 it, Ali—U,» '>.l79.

expression analogue à 077)? avec le même coefficient numér ique
que (187).

Dans les expériences concernant les deux cas où le rapport de R^
à Ry était i,85 et 5, Tresca a déduit de (177), pour le plomb, les deux
valeurs respectives K= 198 et K= 201, indiquées encore au Tableau
de sa pag'e 191. Vu les calculs ci-dessus du n° 84, il est clair que la
formule (190) lu i aurait donné

K === 198 x î ;o26 == 2o3
et

K == 201 x i ,o36= 208,

valeurs encore voisines de la moyenne 200 ( 4 ) .

(r) Diverses parties de ce Mémoire ont été résumées dans d ix NOICA insérées aux
Comptes rendus de$ séances de l'Académie des Sciences de Paris : t. 466, p. 6'25, 657,
739, gSo, 978, I O E Ô (22 et ^9 avril, i3 mai, 10, 17 et %4 Juin 1918); t. 167, p. 186,
221, 9.53, a85 (29 juillet, 5, la et 19 août 1918).
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Sur le calcul du profil de rupture d'un terre-plein horizontal
avec mur vertical.

Je n'ai pu, à l'article IV, intégrer l'équation différentielle du profil de
rupture que dans l'hypothèse de a très petit. Si, au contraire, a est quel-
conque entre zéro et r , le calcul devient une quadra ture extrêmement ardue
à effectuer analytiquement. I! y a lieu de poser alors, par exemple, au troi-
sième membre de l 'équation donnant cos'^ (p. 3o),

U = 2 / 7 i a ( î — I I ) , V : = 3 + m ( ï — ^ 2 ) ^ .Rrr^li2-^- V2,

formules où U, V sont ainsi deux fonctions linéaires données de la variable
indépendante u, et, R, la racine carrée de la somme de leurs carrés. L'exprès"

y
sion indiquée de cosap devient simplement •---; et, vu (54) , le second

M
membre, —aV{u)^ de (53), donne

F/1 — î- ̂ v ~~ R sin?) (R -hT) •+\/(V+ H sin?) ( R — V)
° '"ct \/(V -+- 11 sin 9) (R + V7- V/IY""^ R sin y) ( R - V) '

ou bien, en effectuant, sous les radicaux, les multiplications,

V( }— î V/'~U2 si ll ? •̂  V ( J — si " ? ) ( H -4- V) 4"V U2 sj n 9 4- V( î -̂ nTg^^^
a \/ U2sitw+VI(ï4-sin(p)(êl+ÏJ"\/—U"2i^^

. Cette formule contient, comme on le voit, sous ses quatre radicaux expli-
cites, outre des expressions du second degré en u, les produits d'expressions
du premier degré par le radical R. Or c'est surtout de celui-ci que résultera
la difficulté pour effectuer analytiquemeat la quadrature désirée

f" da . ' . . , . f1 du
l ————y. ou, en particulier, l ————.

JQ u+F{u) l ^ u-^~F{u)

On ne pourra probablement ravoir que par une intégration approchée, ou
numérique, ou graphique.
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Remarque sur la note de Ici page 82.

Cette note lie à l'hypothèse, tout à fait vraisemblable pour les corps
mous ou plastiques, d 'un rapport ^ inf in iment pe t i t , l'équation (121)
de conservation des volumes. On ne pourrait guère éviter cette
corrélation, c'est-à-dire garder l'équation (121) sans faire évanouir le
rapporta- qu'en renonçant, dans le n° 60 (p, 81), à la»complète pro-
portionnali té, si simple et si séduisante, des D aux ^, pour les diverses
fibres d 'une même particule, ou bien aux équations linéaires (122) de
l'élasticité, dès l'approche de la limite A.

Complément à la théorie du poinçonnage et de l'écoulement
des blocs plastiques : phase élasticité clé ces phénomènes.

' I. .Reprenons les raisonnements des n08 63 à 70 (p. 85 à 97),
consacrés au poinçonnage d'un bloc plastique à surface latérale libre,
mais en supposant ici que la pression P^ du poinçon croisse très
graduellement, à partir de zéro, de manière à produire d'abord une
série d'équilibres élastiques, où la différence P ^ — P y entre les deux
pressions principales uniformes, verticale et horizontale^ dans le
cylindre central, recevra des valeurs, que nous appellerons 2/0, de
plus en plus grandes. Ces équilibres élastiques, après s'être étendus
à tout le b loc / s e localiseront, d'abord, à la partie annulaire , au
m o m e n t où la différence P^; — Pô == ^k atteindra son maximum iKpar
le passage du cylindre central à l'état plastique; puis ils se restrein-
dron t aux régions de plus en plus périphériques de la partie annulaire,
et disparaîtront enfin quand tout le bloc sera à l'état plastique.

. Les .deux hypothèses de la conservation, d'une part, des volumes,
d'autre part, dans chaque partie centrale ou annulaire, de l'horizontalité
des couches (avec verticalité des fibres), s'y appliqueront^), entraînant

( î ) Toutefois, l'hypothèse du maintien de la verticalité des fibres (ou supposant 5
Ann, Èc.Norm^ {3), X.KXV. "- AVRIL 1 9 1 8 . , , 1 l6
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encore l 'existence (ie Vunique pression normale Pc à la face concave
271:̂ 11 de la partie annulaire* Appelons <)ç la dilatation linéaire du
rayon R() commun aux deux parties et, par suite, 2^ la contraction
double des fibres verticales du cylindre central. Les formules (102)
des forces élastiques (p. 72) donneront, pour la différence P ^ — Pô
ou 2 À" des pressions principales dans ce cylindre, le produit de ly. par
l'excédent de 2^ sur — ^; et l'on aura

(a) k=ï[j.à^

II. L'expression (140), toujours subsistante, de la composante
horizontale o des déplacements dans la partie annulaire, où nous
appellerons cV la petite dilatation (indépendante de r) des fibres verti-
cales, s'écrira, an peu plus simplement,

-(^)Ri—.
et, d'autre part, les formules (102) y donneront, aux endroits où exis-
tera un équilibre élastique,

{b1-) (N^N^N^^-^+a^f^ ,^ )^ .

Donc la condit ion N^^o, ici véri/lable complètement^ fera p égal
à 2 a y ; ce qui, par l 'élimination de p et la substitution à S de son
expression (&), changera les formules de N/. et de N(^ en celles-ci :

(c) N,=-~pr(2îo+^)^+3y1, ^^^[(a?^^)^-^^^^

L'équation indéfinie (i33) de l'équilibre (p. 88) est satisfaite.

indépendant de s), nécessaire pour rendre N/. et M.s pressions principales^ ne rest pas
pour le cakul effectif de S, S', N/,, N^/N^. On n'a eu, et l'on n'aura nulle part ici, à v
recourir (en raison, probablement, de ce qu'on annule ci. priori N3 ou, du moins/sa

^dérivée e n s ) , . . , ••; ,, ',,' 1 . / 1 1 , 1 ^ ^ 1 1 •11, ^ . , ; , ' ! \ ! 1 1 ; ! - ! ! '
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Enfin, la condition N,,= o (pour/ '= R|) déterminants ' , il vient :

(€'}

,,_ ^W ._ W /,R2 . \
' - m + S R ^ °-R-+3W{ ^+ ) 'l0 -r- UA^ AiQ -1- ^1A^

_ 6p.W /HJ \ ^ _ j^\Rïl\2
•^/—R^g^.^^ -I^ "^"'^"-"(I^-i-SRï)^'

111. La pression Pô du cylindre central, sur la face coocave de la
partie annulaire, n'est autre chose que ( — N / - ) à la limite r== Ry. La
troisième formule (c") donnera donc, pour rel'ier cet effort Pô d^ expan-
sion latérale du cylindre central à la force tangentielle maximum
/c == 3 (J,c\ s'y exerçant, la proportion simple

(d)
P , _ 2 ( R ^ R ^ _ _ ^

k ~ R-+3R 2 "4+3^

Pour abréger, j'y ai désigné par i +'/ le rapport dé R^ à R^, racine
carrée de celui qui est appelé i 4- v aux n08 68 et suivants.

A l'état plastique, le rapport analogue de P(» à K, résultant de l 'annu-
lation de N/. pour r == R^ dans la formule (i34) (p< 89), est

( d 1 ) ^=, logj i^log(i+-/) .

Or celui-ci excède le double du précédent ( r f ) ; car on a

log( I+ l^~4^>^^^^ '

inégalité à premier membre nul avec v', mais dont la dérivée,
: 1 ! ! • ^ ( 8+9^ ) ! . : •

( i+^^^^+S^)2 5

est ici positive comme V. ' ,
Considérons l'instant -précis où k devient K, par le passage .du

cylindre central à l^état plastique. A ce moment, les rapports (rf) ne
sont donc pas encore la moitié des rapports (^/). Et l^on peut dire que
le passage ultérieur à V'état plastique delà partie annulaire fera plus que
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doubler V effort P^ d9 expansion latérale exercé sur elle par le cylindre
central,

IV. On procédera exactement de même, à partir de l'expres-
sion (i55) de S (p. 99), où C ==^ si le bloc est muni d'une ceinture
rigide. Et l'on aura immédiatement

M ,^-r), -N^(^3), N.=^-3).-

L'équation indéfinie (ï33) de l'équilibre est encore satisfaite; et
il ne reste plus qu'à déterminer Y par la condit ion §==^R^ (à la
limite r=Rç) . On trouve

<«'' ^W^k' ^HfèK^} ^^-

' Enfin, au l ieu des proportions (d) et (^/), il vient

, Pô 24_4-^ Pô ^+ i r3(^+ ip-2 . . ,1
( 6 ) T-3-Ï-3 Z^-;-[4 ^^r + log^+ I)J?

formules dont la seconde suppose •/-+-1 au moins égal à 3 et se déduit
3

de (186) (p. 116) en prenant -- . comme valeur un peu arrondie de

{/^log ——•=- 0,37488.
. . • ' 1 ^ ï \/2 . ! ,

A la honte V-f-1 ==3^ ou V = 2, 'ces rapports sont •respectivement •i
et 2,5232 (1). Mais, à mesure que v' grandit, les premiers diminuent
et les seconds augmentent, en faisant ainsi croître la grandeur relative
de I1 effort P^ d'expansion dû à l'établissement de F état plastique dans
la partie annulaire.

(') La dernière décimale 2 est ici obtenue en évitant remploi de la valeur arrondie— 3

d'un logarilhnie népérien.
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Lorsque V est inférieur à 2^ ou Ko pi118 grand que 0,577311,, la
seconde .formule (^/) fait place à une autre déduite de (187 bis)^
( p . n 8 ) :

(^ fi^^l^log^-^l.h- s ^ " ïev^+i

Celle-ci, donnant encore des rapports de Pô à K croissants avec v^
ou variables en sens inverse de ceux qu'exprime la première for-
mule {e"\ rend le Pô élastique (pour A=:K) égal au P^ plastiquer
à (2,4o58)K, quand ^=1,5333 et Ro == 0,62831^. Dès lors,poar /^
poinçons relativement plus larges (couvrant près ou plus des ^ du bloc j
où Ro dépasse o,6283R^ le Pô élastique devient le plus grand; et la
résistance à l'écrasement semble devoir être abaissée par le passage à
l ''état plastique de la partie annulaire (4 ).

V. Arrivons enfin au problème de récoulement du bîoCy par rori-
fice central ^R^ ouvert dans le plateau inférieur, sous la pression du
piston à base rcï^ entouré par la ceinture rigide et y glissant sans frot-
tement de haut en bas. Ici, la pression verticale - N^, censée élastique
ou encore assez faible pour ébaucher à peine l'écoulement, n'est plus
nulle sous la partie annulaire T:(IT; — R^) du piston : elle l'est seule-
ment ,y^r l'orifice, c'est-à-dire sous la partie centrale rdV^ où une con-
traction horizontale ( — 5 o ) se p1'0^1111 vers l^6» P^ l'effet non plus
de la différence P^ — Pô, mais de la différence contraire Pô — ï\,, ou
simplement Pô (vu que P^ ou —PL, est zéro sur l'orifice). Et/c=3^^
s'y trouve de même remplacé, en valeur absolue/par —k ou 3[x(~-"<)o)?
ÎQ étant actuellement négatif comme Y. Il est clair que les formules(a)
de k et (e)de o continuent à s'appliquer malgré ces changements de
signe, qui atteignent simultanément.^, 2)o et, dans le cylindre central,
'P^-Po^ 1 ; 1. ' ! ! • l l i l : 1, — ' 1 1 , • .•• 1 ' . ! 1 1 ' 1

La principale difFérence d'avec le cas précédent du poinçonnage

( 1 5 II faudrait toutefois, avantde conclure d'une manière ferme, s'assurer, au point de
vue du non-dépassement des limiteâ d'élasticité, que les formules (//) de N/., N05, Ns
restent bien applicables,
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consistera donc, pour la partie annulaire (comprise entre r = R^
e t r = R ^ ) , dans ce fait que la relation N,-==' — p - J r f 2 , y . ^ y donnera,
non plusj? == 2(J.y, mais '

p=: 2^y — N^. •
II en résultera, au lieu des seconde et troisième formules (e\

(/) ( -N^^^^^^â)-^ N.^^^^-sUN,;

et ces valeurs, portées dans l'équation indéfinie (i33) de l 'équilibre.
(toujours subsistante en-vertu de l'hypothèse de pressions N5 pareilles
sur toutes les couches), n'y satisferont plus identiquement, comme
avaient fait — N,., N^ dans les formules (c), (e) des problèmes de
poinçonnage. Car elles la réduiront à ceci

/ . / , .̂N, ^ dl\ ..
( /) . r^=•o, ^ ^^ ^=^ •. ,

qui sera^ précisément, l'équation indéfinie en N^ ou en P^ On voit
qu'elle astreint la pression P ,==—N^des parties annulaires 7c(R^—I^)
du piston et du plateau, à être indépendante de r, c'est-à-dire uni-
forme sur toute retendue de ces paHies annulaires.

En faisant, dans la première équation Ce) et dans la première (/),
r = Ko, S.= ̂  By, —N/- == P^ il viendra d'abord, pour relier 3^ à S' (qui.
sera ici donné), la même première relation (^) que dans la question
du poinçonnage, mais ensuite, pour rattacher à P^ la pression uni-
forme P^ = — N^ de la partie annulaire du piston, la formule

(H 1 p.-p .y^31^- p . . R j + S R g . -, ^
( / ) • ; P^Po-^ ^ "-^^'^^Rf-Rg - ; , .

Quant à l'effort Pô d'expansion latérale, qui, n'étant contre-balancé
ici par aucune pression verticale ï\ sur le cylindre central, sera plutôt
un effort de contraction vers l'axe, il se déterminera dans ce cylindre
même, où rannulâtion de P^ donne simplement — Pô pour la difïe-
rence1 ̂ k, ou 6 ̂ \\ .des 'forces principales P^, 'Pô. On, y a donc ' ' '

(§-)1 • ' ' • : ' 1 1 • 1 \ 1 1 : 1 \ ./—Po^ep.So111 ou Po^e^ç—^).1 ' ••-• . 1 1 1 ' 1 1 1 ' ' 1 ' \ 1 1 1 1 -
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Et la formule (/") devient

( r) ^ ^^ (-> p 2 \ /. R 2

(^') (po. .n ' / '>Ro) P—^(-^) 3+ ^^'^^(-^ Rj—R][-

Ce sont maintenant les différences

P.-av/^

(où v'P désigne la valeur absolue de /•), et

moyenne de P ; — a K

lorsque le bloc est à l'état plastique, qui jouent le rôle qu'avait Y effort
eocpansifîy dans la question du poinçonnage. En effet, d'après l'équa
tion (^) et les relations (189), (190) de la page 119, si l'on appelle 'no-'} et les relations ( 180 ), ( mo ) clé la page 119, si i on appeue ï\,
cette différence _

p^_2^/ /c 2 ou moy. P.-—-aK,

les rapports -^= et c£l seront justement exprimés par les seconds
V/L2 Iv

membres des formules ( e " } ou (e'"), et comporteront les conclusions

énoncées vers la un du n° IV pour ̂  et ^°- C'est cette parité qui avait
amené le même coefficient numérique dans la formule de poussée du
piston produisant l 'écoulement du bloc et dans la formule de son
poinçonnage.

On aura donc, en particulier,

^r3(^^^^^^ (,î
. „, moy.P.-aK vl L4 (^'+^- -I
(,, __^__= ^^^^L (si.<.).

^ ^ rh ^/^'-l- T
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E R R A T U M ,

A la page 109, modifier ainsi la phrase qui commence ligne 19 :

« L'existence d'une proportion approchée entre A et i -i- s ans (107), à chaque instant
clô cette déformation permanente, suffira pour rendre le rapport, elc, »


