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SUR

UN C A L C U L DE R É S I S T A N C E
DANS

UN COURANT FLUIDE LIMITÉ PAR UN MUR,

PAR M. Item Y1LLAT.

A l;i n^^'>ln()îro de Jc;ïii BtUNCA. dont le jeune'
l.ak'iit. plimi (riiicornpitriiblus promesses. lions
l'iil (••nieve (i;tiis 1 < 1 moment m^mc oi'i l'Ecolt*
Xoriïuilc s'appivtiut ;»- le rorcvoîi.1 iivoc éclat î tn
(•oiicôurs <lo i;)!^. ci1 ti';t\';iU ost, pic'iisoineul:
(Irtii»''.

Dans ma Thèse, pâme tiux Annales scientifiques de V Ecole Normale
(1911, p. 2o3-3iï.), j 'ai déten'niné tous les mouvements a deux dimen-
sions d 'un fknde incompressible l i m i t é par un mur rec t i l igne , cl
contenant un solide derrière lequel le courant laisse un sillage. Tous
les éléments d ' un mouvement, aussi bien géométriques que cinéma-
t iques, se laissent complètement é tudier par la méthode exposée dans
ce Mémoire. Dans un travail ultérieur ( ( ) , J'ai montré comment on
pouvait disposer des arbitraires dont dépend le problème, de façon à
mettre en évidence la forme de l'obstacle solide supposé donné .

A la théorie ainsi constituée on pent apporter, sur un point essentiel ,
un per fec t ionnement no tab leque je vais exposer dans le présent t ravai l ,
avec quelques-unes de ses conséquences. A cet effet j 'ut i l iserai les nota-
t ions déjà in t rodui tes dans les deux Mémoires cités, auxquels je prie le
lecteur de bien vouloir se reporter. (Je désignerai cependant par coi , c^,
au lieu de o,), co' les demi-périodes des fonctions elliptiques qui inter-
v iennen t dans la question, ceci pour la commodité des notations.)

( 1 ) Sur le mouvement d'un solide donné dans un fluide limité par une paroi fixa
(Journal de Mathématiques pure^ et appliquée.^ 191 r , p. 353--{o8).
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Le point de départ de la méthode consistait dans la représentation
conforme de l 'aire occupée par ie f l u ide en mouvement, sur la moi t ié
de l 'aire comprise , dans un plan t== $ + r/]y entre deux circonférences
de rayons respectifs q et un, avec la cond i t ion y < ^ i . En désignant
par Û{C) la fonction arbitraire introduite dans ma Thèse (a rb i t r a i re
sous certaines réserves énoncées p^ige 233), les deux composantes P^.
et fy de la résistance éprouvée par le solide immergé sont fournies
par l 'égalité suivante déduite de l 'appi icat ion d 'un ingénieux pro-
cédé dû à M. T. Levi-Cività :

( i ) p=I^+r[^==:^-T e^df/

Ces composantes restent nécessairement comprises entre certaines
limites, .dépendant de la forme du solide et que j 'avais détermi-
nées (r). •

Or on peut démontrer, , 'et c'est le but de la première Partie de ce
travail, que la composante P^., celle qui est. directement opposée au
mouvement, peut recevoir une forme explicite extrêmement simple,

1 1 débarrassée de tout signe de quadrature. Du résultat obtenu1 se
déduisent diverses applications intéressantes., que. j'exposerai ensuite,
et qui résulte notamment de l 'étude du cas où le solide est constitué
par une lame rect i l igne normale ou oblique au c o u r a n t , et par sui te au
mur . Ces appl ica t ions font l 'objet des deux derniers Chapitres de ce
Mémoire, dont les principaux résultats ont été co.rnmuniqués à l'Aca-
démie des Sciences dans sa séance du 3 février 1917 (2).

. ! ! . ! ^ I. ^ ! , ' ! ' .

Rappelons tout d'abord les propriétés qui définissent la fonct ion Û(Z),
dont nous désignerons par © e t T la partie réelle et le coefficient de i
dans la par t i e imagina i re ;

( î ) Tficse^ p. 23o.
(2) Comptes rendus^ L 164, 1 9 1 7 , p. ^7^.
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Cette fonction ^(T) est, réelle sur l'axe réel ;
Elle prend des valeurs conjuguées en deux points ^ conjugués, c^est-

à-dire symétriques par rapport à l'axe réel ;
Elle est régulière, finie et continue dans toute la couronne comprise

entre les circonférences de rayons i et y, l imites comprises, exception
faite pour les points *( == e^»:

Si l'on place t en un point de la demi-circonférence supérieure
J ' C l ^ i , © devient égale à l ' inclinaison du courant sur ()x dans lé-
plan z , au poin t de la paroi solide correspondant ;

Enfin la fonct ion 0 doit être nul le pour ^ | == y.

D'autre part, si l'on pose pour abréger

/G)i \
? —'3-n— ^3 ) ^ ^ t î

\T: /

la formule (^'7) de ma Thèse (p* 221), peut s'écrire

, p( ̂  loyÇ - ç.);; ) — ^i , . ,^,. AûJi " \IT: '-' / , / ^ i , „ ^ «C^ ̂  _ ,,(̂  iogç -.,) ̂/ ^ i . . \ u VTÎ '°' 7 çp^logç^^)-^ -

ou bien encore

Comme le nombre a, est évidemment réel, et comme d 'au t re part,
en se rappelant que

on constate sans peine que la différentielle df est réelle pour 11\ == <y,
on pourrait espérer tirer un résultat utile, relativement à P, en appli-
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quant le théorème de Cauchy à la fonction ^u-^ considérée dans le
domaine compris entre les deux circonférences de rayons i et.^. Mais.
la nature des singularités aux frontières interdi t cette applicat ion,
comme il est loisible de s'en assurer.

Voyons quelles sont ces singularités, dont le rôle sera du reste
important un peu plus loin.

La fonction e^ J est régulière dans toute la couronne circulaire en
quest ion; on voit. de suite que les po in t s singuliers possibles de cette
fonction sont :

Ç^rc-^ ?=-7, t=—q.

Prenons d'abord le po in t t^e^»; en ce point, 6^ devient inf ini ,
C J devient nul . Mais <?(Q se comporte comme ^a'', en désignant par û[
la fonction particulière in t rodui te dans ma Thèse (p. 23()). El j'ai
d'autre part démontré (1) qu'en désignant par2a l'angle que font entre
elles les deux directions du courant au point de la paroi où le courant
se divise, on pouvait écrire

. ,i'în^_'îl,\"' "i=^ :: '. :, ^^i^^--
C7 -1 10gÇ+ -i7oVT: 0 71 y

I I en résulte qu'en posant
^^^"(ï +/0

ou encore
1.0gÇ==/0-o+Â-,

avec h et par suite k pet i ts , e1^ se comporte comme

^ i '— /f } ao'ii o;'/'i i M < cr,, ,
j7T / ^^^^i——————^^^

/'2(,)j toi ,\

^-T^H1^

(1) /ournal cîe MatJiématùpies, 1911, p. 362.
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2 a
Or cette expression devient infinie comme k 7:. Mais on voit aisément.

.//'
que ̂  s 'annule comme /'; par suite, à un facteur près qui reste fini ,"^

/ F i — 1^
^û-— se comporte comme k 7Î. Si donc l'obstacle solide-présente un
bec devant le courant au point de subdivision de ce dernier, c'est-
à-dire si

T:

, • ^Y

e1^^ tend vers zéro, et le point ^" n'est pas s ingul ier . Si au contraire
l'obstacle présente un creux, ou bien si

7T>a>^

^ û ^ devient i n f i n i ; le point est b ien s ingul ier , mais l'intégrale de h
d^

fonction le long d'un pet i t chemin situé dans la couronne et entourant
ce point tend vers %éro quand ce chemin tend à se confondre avec le
point en question. Si enf in on a a = ̂  c'est-à-dire si le point de sépa-
ration est un point ordinaire de la paroi solide (ce qui est en somme
le cas général), la fonct ion considérée reste finie, et par suite son
intégraie le long d'un chemin infiniment petit entourant le point e1^
tend encore vers zéro dans les mêmes conditions que ci-dessus.

Par une voie analogue, on constatera qu'au voisinage du point <r^S
en posant

logÇn*:— i^Q-^r />',

e1^ se comporte, à un facteur f ini près, comme

2 G)) w; .
Oo + — A-m:

0 ^/C'
\ ;TC y

expression qui s'annule avecÀ-; le pointe-"7' n'est donc pas singulier.
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Passons au point t == <y. Si l'on pose

? == /7 + h

on aura, au voisinage de ce point ,
% . . ^ _ 7 7 ^ ) 3 h À2 À3

^ ifcoi q ïcf- 3q3 ' ' ' 5

en se rappelant la valeur q f o u r n i e par (3). Transportant dans

^iogç^y
d'après le développement bien connu de p u , i l v iendra

/ '^-ïi , .. \ 'coi ( h h'1 A3 V]
pf^logî-^^p ^^-^+^~...)J

_ 7:2 72 / A i A2 \:,•• ^ • —^^v 4 -^^^^ 4 - - - ; 5 , , ; , ,
les termes non écrits dans la parenthèse s'an n ula n t au moins com me fv\
On trouvera de même

/ / c » ) i , .. \ îUT:3^3 / 3/i î le \
y 1 — logC - 0)3 -==- —r— î-4- — 4- - — H-. . . ,
" y-71 7 ÛL}^ \ 2(7 2 y2 /

les termes non écrits s 'annulant au moins comme /i\ De sorte qu'on a
la formule suivante :

h î h'1 a, c»)2 ,, - - , .
- . . - . , , ! î4- - 4- — — 4- ———À 2 + SA3

c'y _ aAT:-^-' î __^ 12 y2 Tr2^2

^ ~ -^/tî TTiTr̂ !̂ ^^
<y 12 (72 Tr2^-

,/ 3A î À2 . , / A / î \^ ! x î -h — +- — + ^ ' A 4———— -̂ ,__ .̂ , ry .̂. , — — — — — — — — p2y 2 ^ y r I-+-^

\ y/
où 9 et ô' désignent deux quantités qui restent finies. O" désignant
encore une quantité de même sorte^ un calcul élémentaire permet
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d'écrire
^/ aÀT^2 i r î h a,-e, ,,, ^.,1:̂ ——^L. — i -4-. - „ -^ ^-L^1 ^- /^ _^ ^//^ ^
^ ^ï ^J [_ 2 (j r:-^ l )

Mais d'autre part, la fonction ûfQ s ' annu lan t au point ^5 on a aussi,'
au voisinage du même point,

^^^^ï+^^Cyî+^rii^^-^Cy)]^....^^,:

d'où en définitive

^ etû^-3y7.[l^^^

-[^"^^^
, iP."(q)—Q'Uq)

3

Le point q est donc un pôle triple avec un résidu égal à

(G) z^y- \a^l ̂  ̂ a'(,) 4- ̂ '^ - ̂ ^1.
&jf | T:-^^ 1 9.Ç "• / ' 2 J

Pour le point Ç == — y, nous poserons '( = — q -h- À,

, lo^=/^^-fA4-^+^
^)i \<7 2<y2 3^3 ' " / ' ' ' ^i ^i

Par sui te ,
/œi . ^ \ / \ ( e , — e . , ) ( . e , — é * . » )

J,^|0ge-^^.p(«.-^=^+ ' y,;____^ •t .

d'après une forinule classique ( :2); d'où encoTe

p(^^-^-a^^ ,,(,,_^ -..-a,

P^logç-0,,)-., (^-^)(^-«3) ^-e^-c^

(1 ) L'existence des dérivôos de û, en un point de la frontière | Ç ] == ^y résultera indirec-
tement d'un paragraphe ultérieur.

(^^TANNJERyôtMoLKîT^/lC^O/îye//^
1 " , , , • ^ÂWI'.^CT Nf)rm\t {3) , XXXV.—SEPTEMBRK •1918^ 1 1 1 1 ' 1 1 . 1 1 ; , 1 33
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et-, d'après un.calcu.l comme ci-dessus,

p j — ^ l o s ^ — c o - i l — ^ i ,„ .
V^ 7 _ g t ( e , - — ^ Q

~7^i, ^ \ '"'11 ( ^—^) (^ -~^ )J^T::10^?—^) — ^ i
^ / - ^^i!_f^^ .^f^^^-^+^^V

&,)f (^——<-':2)(<"1'-^3,) //:i \ '7 Î!5S^ /

On a aussi

' ,,,.̂ ,̂ _,,).,,,:,,,,-,.)=_ î̂ ,.«.
ou encore

,/G.), ,; „ \ a^)l \J:)' —log:( . -G), ( = : — — — — ( ^ — ^ ) ^ ^ ^ )
\ ^ 7: " / „ 7r r/ • ' .

ou enfîn

, ' 3 h i /^ /,,1 r ^l K) /^ r / 7 .x h i — - - — -- -- + 6/r1 î + — + —• —+ 0 A3
2 y 2 7 - J L y 6 7 -

,,,.('^lo,t- ".)——— ̂ («,- ...,)(.,- .,)/.( . ̂  ̂  H- | ̂  "••),

les 0 désiû;nanl toujours des q u a n t i t é s res tan t f in ies pour A petit .
Transportan! dans d/\ on trouve

(If __ 2 A. U j ( ̂ i — É?2 ) ( <•? i — ^3

^~ : , ^ ÎT^2

x 1^' (g i—^i)^r _1 ̂  (g i—r/ i )^ :^ / ^ ̂ ~r : - ( g l — ; a I ) 7 r 2 y 2 __1 ̂  (g i—r/ i )^ :^ / ^ ̂ ^1
L C ^ I — ^ ) ^ ! — ^ ) ^ ^ 2 ( e i ~ ^ ) ( < ? t - — ^ ) ^ JLC^I—^)^!—^)^^ 2 (e i~ -^ ) (<? t—^)^^

xh+^+^^elv^V,
\ y 7' /

c'est-à-dire

^=2:4(el--Yrl)^'-^H-^^•^
Le developpeTOent^lee^^s^oijtient.'du^^este-^is^^ a, puisque
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û{-q)=^

^Û^^ 4-^(_ q)k^ ^[i^^y) _^(-^)]4-....

Par conséquent, il vient

( ^ ) e l^^^=2A[^-^4-^+^^-^0^(-7)4-9v^

Par suite,, enf in , le 'point t ==—<y est un pôle simple pour noire
fonct ion, avec le résidu

(8) 2A(^ -^ ) .

La présence d'un pôle tr iple, sur une des frontières du domaine
d'existence de la fonc t ion ^û^;> empêche v i s ib lement l 'applicat ion
du procédé dont on a parle plus haut. Mais il est possible d'étendre le
domaine d'existence de la façon suivante :

La fonct ion O(^) doit , nous l 'avons vu, être imagina i re pure
pour |^[==y. Il en résu l te .que la fonction ?Û(Z)? réelle sur cette
circonférence, est susceptible d'être prolongée analyt iquement dans
toute l'aire comprise entre les circonférences \t\==-q et ( ^ J = = y 2 , en
assujettissant la fonct ion à prendre des valeurs conjuguées aux points
inverses géométriquement par rapport à l'origine avec le module y2.
En deux points tels que1 m et m, les ̂ aleui^de'ê sontdonc opposées,
et l'es valeurs de î\ égales. . . ^m . "•,

La fonction e1^ est elle-même prolongée dans le nouveau domaine,
par ce qui précède.

Quant à la fonction ^s définie par la formule (2), on voit qu'elle
est déjà, de par son expression analytique, définie dans ce même
domaine; elle y possède la même propriété que la fonct ion ^û. En

.' effet,, si l'on change m en rnf^ c'est-à-dire -^ en q- et. •̂  eii — ̂ ^—logC1

se change ^ e n - 2003::—,1^1 logÇ, et: l'on •s'as'sure- âiséiïient.que ̂  garde sa:
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valeur in i t ia le . Comme ̂  est réel sur l'axe réel, i l en résulte tout de
"^

suite qu'aux points inverses m et m^ les valeurs de^ sont conjuguées.

Ceci posé, désignons par G, G , , €2, les trois circonférences de
rayons ï , y , q\ et considérons l'intégrale suivante :

w '=Fûîrft-{.t•'o^ï•
Gomme, en posant

, , , y^cp^1^,1 ' , , , ! ^ , : • ! :

on sait que ^ est constant sur G, et par suite sur C^ il résulte de ce
qui précède qu'on a -1, 1 , 1 , 1 1 , ' 1 1 ^ - 1 ' 1 1 : . : , , 1 , , 1 1 ^ 1 . . ^ 1 1 ' . :111,. '
^ 1 :. : . ! • / , , :1= Çe^^d^— ^^Q-Trfy, 1 ; : 1 • 1 , ,

• 1 , 1 : ! ! ! ! , 1 1 - ^ c ! ! 1, ^ . l l' l^ l,'t/ l(;' l ! !,/ , • . ! ^ ! • / • 1 1 1

c'est-à-dire : : ' , -•1 1 ^ ' 1 : 1 1 1 1 1 1 1 ' - ^. 1 ^ ' 1 1 1 ! ! - . ' ' . • i 1 ' '1• ^ •

( i o ) 1 : / ' — • ' 1 1 1 .1.^-a1^ r^'sinQrfo., 1 1 , : 1 1 - 1 1 1 : . 1 , 1 1 , , / ; 1 / ^1

;' , . . . 1^ • ; . , .,:., . / • 1 - , 1 ^ ! , ^ ^ : 1 1 1 ,' , ^-'c;'^11 ^ 1 - , ; :\ /; ^ , / 1 ; 1 ' -,1 . ^1 1 ' 1 ' 1 , , , 1 1 1 , 1 1 , 1 ' ^ 1 ' . ,

' . 1 Or la formule (r) peut s'écrire:1"1;-,,1.,, •; , 1 ;/1 1 1 '; - : ; 1 1 : 1 • 1 ; 1 1 : 1 1 ' 1 1 ' ; 1 . 1 1 1 1 1 ; . : ; : : 1 1 : : . 1 1 1 1 , ' 1 1 - '.:. ; ; 1 ; 1 ' , 1 ;

.;, 1 : , ' 1 1 1 ; : 1 1 1 ' 1 ' 1 1 ; . . ' 1 ' ^ : : 1 : /^^(P^^^I.^Ï^^'^^^os 1 , \1;, ,'': •111:1/;: /;,;1 1 : : I I J 1 - 1 : 1 1 1 ' 1 1 1 1 : 1 1 . ' 1 1 ^ -lï 1 , ' ' 1 " 1 l n l ' , : 1 1 1 1 ' . " 1 ' i i i i . '1 ; 1 : 1 '1 1^(: / 1 1•1 ' "1•"- ' 1 1 1 1 : ' ' 1 ; 1 1 - 1 ' 1 1 1 ' 1 ^ 1 : . ' 1 , 1 1 1 . , 1 1 " ; • 1 1 ' ' ' 1 - ' 1 - 1 1 1 . ' 1 ' 1 - 1 1 1 , 1 1 1 1 1 : 1 1 . 1 ' ' 1 . 1
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et elle fourni t par conséquent l'égalité

( t î ) ' 3l\.^ J e-~1 suiôûte.
. . ' ^c

La comparaison des formules (10) et ( i i) . . .nous donne donc le
résultat suivant :

Os) ; ^ . l=^p^ ^ , ' ; _ ! , , . ,

Mais d'autre part,, la fonction e10" -L est-uniforme entre C etC^ et ivy
possède comme points singuliers que des pôles. En outre, l 'intégrale
de cette fonct ion, effectuée sur G et C^ en évitant par de petits arcs de
cercle les points singuliers e^^ et q^e^^ devient précisément l'inté-
grale 1 quand les rayons des petits arcs en question tendent vers
zéro. Par conséquent, 1 est égale, d'après le théorème de Cauchy, à
la somme des résidus correspondant aux pôles compris entre C et C^,
multipliée par lir^ Par suite enfin, nous pouvons écrire

2 P^. = n x somme des résidus.

D'après les valeurs ci-dessus calculées pour les résidus, cela nous
donne ! ! 1 ^ ! ! ! 1 1 . / , . - 1 1 ! 1 1 ' 1 , . ' ' ! ! ' • . 1 . 1 ; 1 ! ! 1 ' . , i ' • 1 1 1 1 1 1 . 1 ' ' : 1 1 1 1 1 , 1 1 1 ' 1 -

^ ^^^"fis}^-
Cette expression semble embarrassée d'imaginaires, alors qu'i l faut

s'attendre à trouver pour Pa;une valeur réelle. Je vais faire voir qu'elle
est en effet réelle, et qu'on a nécessairement

' ( i ^ ) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 , ;1 1 .1 1 ,1 1-.^; ^ l l l l l - ; , : , l l , l •^ l ^(y) , -^-^^^^^^^^^^^^ - \ 1 1 : : 1• 1 \ ,

J'ai démontré antérieurement (1) que la valeur la plus générale pour

(1 ) Jourhal de Matilématiques^ 1 9 1 1 y p. ^77-
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la fonclion Q('0 pouvait recevoir la forme suivante :

;i5)
, .. P'(^logÇ)

^(n=^ f î»(.<)———^——'-,—r^
( ">/0 PM-pfê5)

dans laquelle on désigne par <li(^) une fonction arbitraire, dont la
forme est liée intimement à la nature géométrique de la paroi de
l'obstacle. Cette forme, susceptible d'être remplacée par une autre
plus avantageuse au voisinage de C, est applicable sans difficulté
sur G , , et le"prolongement au delà de C, y est manifeste. Utilisant une
transformation bien connue (TANNERV et MOLK, VII, 3), on peut écrire

(,6) ^^^s)[ Ç(^logÇ+^.) .

+ç^logS-^.)-^fëlogç)1^
V71: ^ } V^ /J

. ! , ' ! , .̂ - ! . ! ! : ! ' ! , ! !

Une première dérivation donne

(•;) a'(»=-^^"°*(.')[ ^'(î;l«s^+^s)
^(^_^)-,p(^)]<<.,

et de même

(is) a"(o=^r^^)! ^(ë10^-^^5)
, . 0 -^fë10^-^^^^^^^

• ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ . ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ̂; ; . . • , : ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ' ^
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d'où l'on conclut immédiatement

('9) ^"(?) 4- ^'(Ç) =- ̂  ^<D(.) [' p'f^logÇ-t- ^,s')

+p'fë^-^.)-^'fèiogïy|À.
V^ ^ 1 < < / x 1 ' * • / J

Par conséquente on a

, Û'^)4-^^)^^^^f^(.)["^(^-^

, / ÛL» i \ , | ,
4- P 1 C.»3 — ".? — 2})'^ dS.

\ rï / 1 J

Or on sait que p'co^ == o, et d'après la périodicité il. v ient

/ / ^i \ / / " ^ i \ / / ^ i \
P ^3 - —— ^ = - jV ——5 - 0)3 =—— j-V — — ^ 4 " ̂  .\ /- / \7 T / \ ^ 7

On en conclut donc bien

^(y)+^(./)=0. ,

De sorte qu'en défini t ive il nous reste la formule suivante :

(-) p^-^^,)

qu i donne bien pour P^, une valeur réelle et du reste positive, puisque
la constante A est négative, d'après les conventions posées au début
(cf. Thèse^ p. 2î3) .

D'autre part, si l 'on revient à l'expression (17) de la dérivée Û'^C),
on en conclut immédiatement

(.1) ^)=-^ r<i)(.)L/^
'<> 1 »/û L \ ''• / \ /" / J -

Mais on a, comme je l'ai démontré ÇT/îése, p. 3o2),
-,111 1 : ' 1 1 1 1 1 . ^ 1 1 1 1 , 1 ! ' • 1 1 1 1 1 1 - 1 1 / ^ 1 1 1 1 / - 7 ^ ^ 1 ; : ' • ' , : 1 1 : : ' . 1 : 1 1 1 1 1 1 , 1 1 ' 1 1 1 1 1 - 1 1 1 ' . 1 : i ' 1 1 , , . ^ 1 1 ' 1 1 .

, (29.) ' •• 1 1 • 1 1 1 / ; 1 1 '':- . 1 1 1 , ; ' : ^ 1 ^(s)rfs^o, „ , ^ , ,' ^, , : 1 : 1 1 1 ! ,, -'
1 1 1 1 . /-11• ; / 1 : 1 1 1 1 1 : 1 1 : 1 ' / 1 1 1 1 / . ! • 1 1 • : , *' 0 , , ! ! ^ , 1 1 1 1 1 1 1 ! l i l i ^Y ^ 1 1 ; '-. 1 1 1 i i l , ,11 ^ 1 1 1 1 , 1 : 1 1 1 , 1 , 1 1 ' „ ,1''
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de sorte qu'il reste simplement

(,3) ^(y)=^^r\ i)(,)rp(^,+^)4-p(^^
^* / t,'Q L \ / \ * / J

Uti l i san t la formule connue

/ L_ \ (Ê>! •" Ê'3)(^>-"- ^3)
p(«±^)= .3+————^^—————.

ot profitant, encore de la même remarque, i l vient enfin .

(al) r^)- ^^-^^-^ / T C ^(^^ .
. l 7;' // f C0(

./ p^-el

Au moyen de .cette formule/nous a l lons établir le théorème sui-
vant:;1 ! , 1 " 1 ' ! ! ! ! ! . 1 1 /. • 1 ' . • 1 ! 1 , ' - , , / ^ - • 1 1 ^ 1 ! ;

Pour tout obstacle de forme régulière Cou, plus précisément^ dont le
contour n est pas ondulé) présentant au courant soit sa coweœité^ soit sa
concawé^la résistance calculée par le procédé précédent nest pas nulle.

AutremeiTtdit, la quantité ^(y) n'est pas nulle dans les conditions
ci-dessus.

Occupons-nous, par exemple, d'un contour convexe devant le cou-
rant. La fonction $(^) sera alors constamment décroissante dans
rintervalle Oy 7 r ; elle sera d'abord négative, puis positive, avec un saut
brusque pour s==s^y au point où le courant se sépare devant l'obs-

^tacle. 1 , ' 1 . 1 , '• , , • : 1 . 1 1 1' 1./; 1 l i l 1 - . ' ^ : - •1 • / - 1 ' 1 ' ! • : ' / 1 1 : 1

Ceci posé, on sait que dans Fi ntervalle en question la fonction

. •'6):i1'11 ^ 1 1 1 1 1 1 .
p^s-'e,
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•va en croissant de o à ^-^-. D'ailleurs {Thèse, p. 2i5), on a

^•—^^r ^ + l > ï ,

de sorte que le facteur croissant ———— reste positif et plus petit
p ^ s — e ,

que i. On est donc en droit d'écrire les deux inégalités suivantes, qui
ne sauraient se réduire à des égalités :

/ • • ' " €^w,s- j r'0/ -^——>-^———^ <D(.̂  !

/ y - ^ — e , p — ^ - ^ - o

et,
"? ^(s)ds i /^

>————————— / ^(A'WA'/ ^(A*)^.
fjl)l Û),

p-^ - .Ç——^3 p-^—^-

Une simple add i t i on nous donne

"j <t>(.y)^ x r2
1 ^^(.ç)^«^ft/ P^—^ P^o-^^0

1 '"'o '
et par suite 1 ' 1 . ! , 1 ' 1 ^ ; . 1 1 1 l i i , ! ! '. , ,1 ^ ^ 1 : - / . 1 ' ., ^ ' / l l i 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 1

1 , . 1 1 : 1 1 : 1 •: . ^(q)<o, 1..1,11/.11-,11.."1'; 1 ; 1 • : M l ' 1 1 : 1 1 1 -
à cause de l'égalité (22). ^ 1 • 1 1 1. / 1/: 1 : . 1 ' 1 ; 1 1 1 . 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 i ' 1 1

Un raisonnement identique montre que pour les obstacles concaves,
c'est-à-dire ceux pour lesquels la fonction $(^) est constamment
croissante dans l ' intervalle o,^ la même inégalité a l i e u : ce qui
démontre le théorème annoncé.

1 1 : l i, 1 ! ' - ^ 1 1 1 1 / 1 1 1 ' 1 1 ' 1 ' 1 1 . ' 1 1 : '1,111' I I . 1 1 ' 1 1 . 1 1 1 1 . • : 1 1 1 1 : , 1 1 1 1"" 11/1 1 , 1 ; . 1 1 1 ' ' ' 1 '

Nous allons appliquer les résultats précédents à un cas particulier
extrêmeixtent iaiportant, qui nous permettra de déduire diverses con-

1 1 ! . ^rin.Éc. Norm^ (3 ),XXXV. —SEPTEMBRE 1918. ,, 1 1 1 1 1 / 34 '
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séquences intéressantes. Supposons que l'obstacle placé dans le
courant soit une lame rectiligne; si nous désignons par 04-a et o — a
les inclinaisons sur Ox des deux port ions de la lame (le point de
séparation étant le point où le courant se divise), j'ai montré ail-
leurs (1) que la fonction û correspondante avait pour expression

. J'̂ ç- ;̂) ^

(.3) aa)=^io^-^——^4-Aî^io^^
^ / ^i , <. û>), \ -ÏT3 0 ' 7T

.^|ogÇ4--^.o}

les constantes a, à, ^ satisfaisant à la condition

(26) i^=ô4-a n.

Dans le cas actuel, nous devons faireî

1 7:

et, par conséquent,

(^7) : ! ! ^ • 1 \=^+ô.
9.

Plus par t icul ièrement encore, supposons que la plaque rectiligne
soit normale au courant., c'est-à-dire faisons o == o, et par suite

W ,^î.

Notre fonction ÛCC) deviendra

.f^lOgÇ-^V

(29) ^O^los-^^—————l4+ïll^l^+?•
^ ^logï4-"-' TC

1 1 VT: . D ^ ^ /

(1) Journal de Mathématiques, 1911, p. 369.,
(^ J^W., p. 363.
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Nous en tirons immédiatement,

(3o) -",„ = ̂  [î ̂  ,og; - ̂  - ; (^ ,„,; ̂  ,„]

et, par suite,
rv / \ ^î 1\ / ^^ ^ / ^^ "1p- ( < / ) = ̂  [îs ̂  - ï) -c ("3 + I1) + ̂ J •

Mais on a (T. et M., XII, 5)

ç (r., + f^) = Ç, ̂  + -n, et Ç (.33 -^)=- - Ï + •r-.-

(l'on

(3Q ^(,)=^^-..^^).

La composante P^ de la résistance est donc égale, d'après la for-
mule (20), à

,. AT: ," r^A2

^-""-y^'-^'T);

c'est d'ailleurs là l'expression de la résistance totale, pu i sque dans le
cas présent la pression exercée par le fluide sur l'obstacle n'a nulle
part de composante parallèle à Oy.

Pour déduire de ce résultat une conséquence prat ique, il est néces-
saire de pouvoir rapporter cette résistance à l'unité de longueur de la
plaque, c'est-à-dire qu'il faut connaître la longueur de celle-ci.

Or, d'après des résultats que j'ai obtenus antérieurement (Thêse^
p. 220), la longueur de l'obstacle est donnée par r'intégrale sui-
vante : . ! , ! !

(Sa) l=A^(e,-e,)(e,—e,Y

,r COi COi , Cùi
^ P^^-P^P'j^

Otïl V / ^l \ / ^1 \2
p ̂  ̂  ̂  ̂  ) ( p ̂  ,ç — ^1 f p -^ s ~- e,l

ds.
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où tout est positif, à cause de A x p ' ^ s ^ o . . T désigne le coefficient
de i dans Q,Ç(,), pour t^e1'. Or on trouve sans difficulté, en se plaçant
p l u s généralement dans le cas où la lame fait avec Ox un angle quel-
conque,

(33) a(e^)==nog-
ûdi ^ W[

, Tr ,' 7T '' ! -

' ^l ^l
—^-h —^o

, 7Î 7^ ,

.Tj, CxJt.S',,
•2Z————^+,S'o,

et par suite nous pouvons écrire

(34)

c..h îi!
7T '2Tji03i.yn

T =: loi;
TT2/ t^i

(7 — .y + — A'o
Y 7: 7: ,

et i l vient pour /
A û . ) l ( e l — e 3 ) ( ^ — ^ ) â

^ <F
û),/ GJ i \

<P -: ^0 — P
ÏJ

. 7T

v^^-^v^'^^c^
71

rfÀ-.

Du reste, coiïmie le quotient
c<j ip^-v ^

TT

<r ^-^o
\ 7T 73: y

reste positif dans tout

l'intervalle considéré, on peut suppri mer le signe module et écrire
simplement

(35) l^'-

COt '"Cx)i ^iï.h
^^s ̂  ̂ s o ) ̂ ^:^-P^^;.P^^ ^

——-—-——————-—-—————-..-..-..—— et s»
l rjt), 0)1 \ / c»Jjt \ / û.)i ^

^^'-ï'0)^^'--^^^'^^
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Nous poserons, pour abréger l'écriture,

(36) ^s=.u

et

(87) ^o=«o-

Puis nous remarquerons qu'on a, en introduisant les fonctions cr^,
^ u

, P^-^=^ • , ,
^j «^-^^r-

(J i H (7^ U 0-3 //
p' a =: — a ———-——— ?u a^u

et aussi (T. et M.., VII, i)
fj(i(. + //,») o-(a -- //„ ' )

p / /o — p u == ———•—;——5————— •" ' ll IJ'U^UQ

Par conséquent il vient en remplaçant

^ , .A(..-..)(^-^ rY^'^^)^^,
(db) "- ^«o(,P"o-^)- J<, ^^u^u

Examinons d'un peu près la fonction
-ISiûi» cr«o-,y

(39) ^(«)=e &>' ^("+"0)^^

écrite sous le signe intégral. On sait qu'on a

0- (M +- 2Ua) =-- e2'^'"4-""' 0-«,

o-a(K + 2ûJa) ==— e^»'"-1-"^ ffat<>
; ^i(«+2Ma)= ^•laC^'-'K'^M (p^o;).

On en conclut, par un calcul facile, régalité

(40) 3(M+3^)=^(.")-
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Formons ensuite
^ ( ^4 -20 )3 ) ;

d'une manière analogue nous obtiendrons, après réductions,

^tû);i^4^/,.,
^(u^2^)=e ^ ^ ( / / ) .

Mais on sait qu'on a la formule (T. et M., XIII, 3)

in
7^0.^ — ^y^ l "̂  — — •

Par conséquent, il v ient simplement.
//„

(4 l ) 9(^4-2c^)=^^(^).

La fonct ion :^(^) est donc une fonction à multiplicateurs constants,
ou encore une fonc t ion doublement pér iod ique de seconde espèce. Or
on sait décomposer une telle fonction en éléments simples, et par sui te
ramener l ' in tégrat ion d'une telle fonction à celle de l 'élément simple
choisie); mais, en général, cette dernière intégrat ion ne peut s'effec-
tuer commodément. Cependant, dans le cas qui nous intéresse, l'hypo-
thèse ^== - donne UQ= Ï-S et il en résulte

(4.2) ^ (a4-2^)= :—9(«) .

Nous verrons dans ce qu i va suivre que, dans ces cond i t ions , l ' inté-
gration en termes f in is est alors possible d 'une façon très élégante.
Nous commencerons par l'étude de ce cas, réservant au Chapitre III
l 'étude du cas général.

A cet effet, in t rodu isons un élément simple de la forme

(43) F^)^/!^^^,

où II est la fonction d'Hermite» Les multiplicateurs p et p.' de cette

( 1) Cf. par exemple, ÂPPEÏ.L et LACOUR, Fonctions elliptiques, p. aâa.
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expression sont fournis 'par les deux égalités •

A =:———lO^p-,
2 < 0 i •

a = —(c*h iog^—^s log;J-).
- l 7T

Nous choisirons les constantes X et a de façon que ces multipli-
cateurs soient ceux de la fonction ^(^) :

II vient

et par suite

p -=. \, p. =-. e "'i

À = Ô , 1 a=— ^^^o,

H (u -+- ^ ^o )F(î^) =A)
îl(u)

Enfin, déterminons A. de telle manière que le résidu de F(?z) au
pôle u •==. o soit égal à un . On trouve de suite

^n Fr^ H^(o)H.(^+2^)
(44) I (a)r= H(..o)H(.) <

D'ailleurs on a
-1 • 'ni"

H^^rrH^o)^^^ â0^,

et, par conséquent, en remplaçant

-^^(^^o)(45) T(u)=e
7 ( 2 ^ / o ) o - / /

cr(M -4- (Di)

Pour UQ == ^! ? ceci don ne

F(M)=^-^
0-0)1 <7^

et ensuite (T. et M., XI, i, et LIV, ï) ' :

; ( 4 6 ) 1 , . : . 1 : . : ' / ; 1 1 . 1 , 1 1 ^ TW^^^^U.
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Du reste, comme on a

p ̂  — <?3 == <?î— <?3 + \/'€?i — e^ \je^ — e^ == v^i — <?3 [ \A?i — e. + V'^i — ^.L
2

l'intégrale à calculer prend, en définitive, la forme
./ ^\

, — — — — — ^ , a'lf.(T.^Uff-[(f-J^—)^ .AV/^=^(^-^)^ r -^, V ^ ̂
^ ^ 1 — . — — — — ————. ^,)iJ ^a^/ /

^V^i—^a-l-V^i—^^'-T"

Ceci posé, effectuons la décomposition de notre fonct ion ^(^) en
éléments simples. Nous apercevons les deux pôles u = co^ et u -= co;,,
le premier simple et le second triple. Le résidu au pôle simple est
évidemment

- . ^. .J.. . ^\î7G)ïi 0"i W^ 0- l C«)2 +

Bo:=ff~W-
0-2 ^h 0-iï ^.2

II convient de simplifier cette expression en vue des calculs ulté-
rieurs. Tout d^abord on sait que

eW o"(û).)-— u )
0'q U ̂  1————————————^———————— •

^^î

donc i l vient

donc encore

e^a'(^— u)
ff^ U-=Z —— .—————-———————- + r^ (72 U ;

cr^a . , ;

eW
cr û)2=:1— ——•2 o-coa

Puis l'égalité 0)1 -h 0)2 + 0)3=: o donne

/ &)i\ 7 ^i^^+^\=-a^+^

et, par suite,
^'\.iif^'•Jr•ii—1 j == l.—•.;e, l,"/c^û()3,cr3—;
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FOU

^-•r,^4-vû,-/3^ ̂  ̂  ç - ^ c r 2 co, o-:2 ̂

0-3^

L'exposant de <? est co^s •+- Y];^, =: — yigCjû^ ; de plus on a

O-i G)^

g-COgG-iCOa ^ o.^^ ^ \ /pG03—^

0-3^2 ^^,y ^p^—^)
0'û}^

c'est-à-dire (T. et M., XIII, 4)

^^ï (^â—-^)^—^

(On se rappellera que \le^—e^ est négatif dans ce système de nota-
tions.) En remplaçant, i l vient pour Bo l'expression suivante

(48) L V<?i — é'2 ^ ^2 ^lBo-^—é?---^^-
(6^— <?;i)v/6^— ^

dont la valeur est évidemment imaginaire pure, et qu'on peut encore
du reste simplifier.

On a, en effet, les formules
a'U] o'ôj:î

" \ / ^ 1 — — ^ 3cr&j^

(76}i) 0'<jtJ3 /——————
e-'^.^rr:— ——M-——- \/^~ 6*3,

aa)i

en les mult ipl iant membre à membre, nous obtenons

e'V^rr^ cr2 Cnjg ^/êi — ^3 \/€^—ê^

et, par conséquent, nous pouvons écrire

i \1 e^ — e^
(49) Bo ^—*

^/e^—e•i(e^—ei)î ' ^

Ann. Éc. Norrn., (3), XXXV. — SEPTEMBKE 1918.
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Étudions ma in tenan t ^(u) au voisinage du point u = co^. En posant

u •=z c*>â4- ^,

il vient
ï7(û.)34- h) cr î (a)3+/^)o•2 (co3--h ̂  +à,

\ 2 /
^ + A ) ==.-..^) —————^^)a|(^A)

Mais on a
a, (6)3 4- À) =1: e'V^(7 c^o-iiA,

^i ( û)3 4- A ) =- ^3/A o'i ̂ s ̂  ̂  •,

o"â(^3+ /O ̂  e^^1 0.^3^1/1,

^^k^-e^^^^h.
O' (ù,3

Transportons dans ̂ {u 4- A) et profitons de la relation

L^
^ 1 ^ 3 — — ' ^ 3 (.}i== ^->

il vient
0-2&CT-^<7|(^ +A

^^)^__^^—————————^2——————^
- CT^ û);î CT;; 0)3 a^/t^/l

Mais on sait que

O'; G)-i CT^Û!)'} , . , ,, „ ., s / ^91 ;! - ==(p^—ei)(pa)^— 6^) i î=:—(ff l—6^) (c^—ea)2 .
O" Çï)'t(7" Cï);î

et, par sui te ,
_. o"2^^Ao-l(^1 +A)

( 5o ) 1 ^ ( 0)3 4- A ) = -,————-————- €•••• ̂  ——————————/- •v "v / (e,--e,){^—e,y a^h^h

Développons suivant les puissances <^ À; on a, en désignant par 6y
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O' ... des séries entières en A,

e-^h ̂  i __ .̂  ̂  + Hl /^ _^ ^ /;3^

^^==1—— ^-^4-ô^4,

^h~=ï~- e 2À Î+ ^A4,
2

^ A = = ï - ^ A ^ + Ô 3 ^ ,
2

cr h~=h-}-Q'h^

^ / ^ l A ^ ^ 1 2, ^1 / ^l , ;"/ . ' ^ G ^ , (AJ1 ^^^ - l - ^ /»» -^ ( y + /^ ̂  ̂  -^ 4' 2À ̂ T^ T + ̂ "^^ T 4" ̂ T^3 T^ ̂  '

d'où par un calcal facile

(3 î ) ^(o) ,4-À)= (^i"^)(^-^y2 ̂
^ ^1 / (x.)i / COi , ̂ 1\ /,xf f lT+^^T^T^ r4 î r3"^"; / /

f/ ^ î \ .^
^[^^^^T

-^.3^^^^^-^^^]^+e0//3|•

De sorte que, si l'on écrit le développement de ^ (cog+A) sous la
forme

^(^+ A)=^-h^+^+ série entière,

on aura pour les coefficients les valeurs
&),

^T
(52) As=-^7——T7Z-=Z^3( e i — ^ ) ( ^ — ^ ) 2

—— i / û), , Cx)i ,, (x,)î

(53) A^^_^(^_^^^3T^T-^^T

\ ( . , ^^"1(54) A , ^ , ^ . , , . ^ ^ ^ ^ ' 7 ^'"'(ei-^Kes-^lA 2
ui , "i ^ "i , _ ^i -." "'"l

- 2-fli ̂ Y ̂ T + ff:'" T + ̂ -i-^ïj •
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En vue des calculs à suivre, i l convient de simplifier l'expression de
ces coefficients.

On a d'abord
.> ûùi , COi / G)i '

^T^T(P"^
et (ï. et M., XVI, 2)

û.),w\ i——— /———
p -^ = <?i 4- v^i — e^ \je^ — e^ :

d'où, sans difficulté,
*V^ l—^- i -V^ l—^î o ̂ l/g^\ ^ ^ _ _ y c-i —— C2 -T V ^1 —— t,3 ^ ^1_ ^

' '"" ^__^(^__^)2 2 '

Puis, en introduisant la fonction i^, on a

.{" -— ? ,.——— —— s:î «,
î7;j /<

ce qui permet d'écrire
. „ r^i
^cr :—

(-' A, =-^^^(,,^ -„).,..,(, ̂ ).

En dérivant l 'avant-dernière équat ion^ il nous vient m a i n t e n a n t

=:—p(//4-û.^),

d^où, en remplaçant encore v^ par Ç^ x o-^?
2 2 3s

// ^l ^1 f\-2 ^1 / ^iM

^V^TL^T-^^'-T)]-
Mais on a p^+^w^^^2-^

^1p-^-^
et

, ,ûûl. , • , ,————! ,———
p— -== e^ v^i—^2 V^i— ^3

2 • ! ! ! • , . ,
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et par suite, après réductions,

( ç^ \ ___________________________ ^___________________________

p o.);s + — \ --= e^ — \/<?i — e^ \/e^ — e^

Donc
,^ . /, Cx>i 1 <ï»i / . „ û-)i ,-——————— /——————\
(37) , 0-3 —— == CTs—— Ks—— — — ^ l - ^ V ' ^ — — ^ V ^ Î — — ^ -

2 2 \, •i y

Remplaçons maintenant o^^ et o"^^ par leurs valeurs dans le coeffi"
*' 2 2

oient AQ; on voit de suite que A^ s'y trouve en facteur et qu'on peut
écrire

(58), Ao^Ajaf^^-^y+^'i^^^Ï7^^

Nous remarquerons que, d'après les formules qui précèdent, les
coefficients A<p Ai , A^ sont tous trois des imaginaires pures.

Ceci posé, si nous revenons à l'élément simple ̂ ^u qui a été déter -
miné plus haut, et si nous formons la différence

^U) — Bo £ lo(^ - ^â) - Ao Cio(^ — ̂ ) + Ai E\o (^ —Oh) — ̂ ïo (u - ̂

nous constaterons immédiatement que cette diïïerence constitue une
fonction aux mêmes multiplicateurs que ^), mais dépourvue de
pôles; cette expression est donc identiquement nulle, et nous avons

A
(09) . ^(//) == Bo £io(« —^2) -+- AoEîo(^ - ̂ 3) —Ai^io(^ —^3) + y ̂ o (u — ^a)-

II nous faut maintenant, pour parvenir à la longueur / de la lame,
calculer les quatre intégrales suivantes :

f. 1 ' 1 ! ! ! ! ! ^i • 1 ! ! 1 1 ' ^ ! - ! • - 1 !

(60) U== ^o ( r /—^)A/ ,
' ' • ! - ! ! " ! ^ ! ! ! ' , . / ! ! ! ' !

, , , ^ • ! ! ! ! ^ ! /,ù)^ - , 1 . : , ! • .

(6 ï ) <t V=r [ ^(U—ù^du
^ 1 1 1 1 ! . , . , 1 . 1 ! . - 1 1 ^o ' 1 ' . , \ ' , ! ! . ! . ' -, ! ! ^ ! ! ! , ' ! , ! ! 1 '
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et .
/,(<)!

(62) W=z ^(/,-^)^/,
• 0

^œ,

(63) X = J ^,(u—r,^}du.
JQ

Les deux premières se ramènent l'une à l'autre. On peut en efFet
immédiatement écrire, en prenant u—(^^ ou u— û^ comme variables,

.ù>i""OÏ2

U= c^udu,
^-û),

,0>,—(») ,

V -= f Ç to^ ̂ •
«/—(i);,

Dans la première intégrale, faisons le changement de variable

ti -4- Sfjôa^ —î^

elle devient, à cause de l'imparité de ̂ ^ et à cause de la relation

&)l-h û)2+ ^S^^ °3

^^3

U== ^ £lo(< ;+ 2û)2)rft\

^-tôa

Mais
^io(^+ 2œâ) =—^lo^S

donc
/»—(^ 1 ' 1 •

V = ^ ^Qitdu.
v (ûa ' :

Dans la deuxième intégrale, taisons de même le changement de
variable

1 1 1 - 1 1 1 1 . ! ti "4- 2&)3== ^,1

nous obtenons
- , ! '.. , • ! . , ^ • , ! ! ^tôg+œi1 1 1 1 ^ . , ,„ !

V==J Çio(^—^^)^
. : 1 ! ! 1 1 1 . ! ,. ^(x)a 1 . ^ ^ . ^ ' .! . 1 1 1 1 ! ' ! 1 . -
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c'est-à-dire^ puisque

cio ( f — 2 c.̂  ) •= ?io ( ̂  -+- ^ ̂ i) = — cio^
^— («>-j

V=:— J 'i^udii.
^w.,

On a donc

(64.) • L Î+V^o.

Pour avoir la valeur commune de U et de -— V, sans être gêné par
aucune ambiguïté de signe» revenons à l'expression primitive de U, et
observons que

Çio(^ — û ù a ) =—£io (« + ^â) =— \/^—- e^ ̂ u'

On peut donc évidemment écrire

—————— /^)1 —————— rtûl -. ( Ci —— <?;, ) Câ2 ̂  t02 ̂  ̂ «
U = - ̂  - ̂  1 ^ u ̂ « = - \/e, —e, ————-——. - — — .

J() JQ —— V <?! —— ^2 ; 402 l i

Mais on a d 'une part __
, ^JQ^ — ̂  ̂ : ( ^/^^ — ̂  !

et, d 'autre part (T. et M.., LXL 3),

^^^=——(^ t—(?2)^2^^32«"

De sorte que , ! , . !

r L r^^datj •=- -••-1
 „„:;„„„„„„„ , — 1 -:—— « ̂ .

, \/€i'—e^Jo ^02 ^

Mais on a main tenant
- //—^irJLji.C()â // —— ——,.,„. . : • . : • „ . , . , .••••"•3

^ , , , ^ V ^ i — ^ s

les déterminat ions des radicaux étant positives dans i ' intervalled'in-
tégration. Il vient donc

^i ;-/ ^
(65) U = = f l ^^c1,^ ,. - du ̂ ï <arc sinci^z)^.1

1 ^ 1 ' ! ! , ̂  V 1 " £'Î12•"1 1 - 1 - 1 ! ' ! ! ! ! ^
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Or, si avarie de zéro à co^ ̂  avarie , en restant réel, de un à zéro.
Nous obtenons donc 'finalement

(66) u=:—^.

Du reste, à titre de vérification, on aurait de même

^<>1 __________ ^Ù>1

V =z J —Cio(^ :-{-• ^3) du ==—y^—é?i ^ i^udu
JQ JQ

— / 1 /;—r f011 —^^(gi-^)^^^~^^1-^ -(^-€3)^^ •

Mais on a
^3 ^ = —— ( ̂  —— €3 ) ^03 ̂  ^23 ̂

et ____ !

. .-V^___ll^
C;fl3 u —— —. . . . .,..:....•- •

V^—es .
Par suite,

/» (») .1 •- / i. . . \, . / ,<,. u da . . . ,„ .^.(67) / , , V^ -^ / ^^ . ^^..(arcsin^^y1

^0 < / I — — ^ 3 ^

et, ^ ,3^ variant de un à zéro,

(68) V=^.

Quant à W et à X, leur valeur se calcule sans? difficulté. On a de
. suite ' . ! ! ' ' , ^ , ! ! !

W== è jo ( î» ) i—^3)—^lo (— ^3) ==-—?io(û)i+ ^3) — £io(— ^3)1

et, comme ^o^ est impaire,

W=Cio^2+ ^10^3 ' 1 '

•e t^parsn i . t e^T. ' e tM^LX,! ) / . . , 1 1 , \ • . ' 1 • ' ,

!/: - ! . ! ! W=v /é?2-—^+^3— .e\^ ., ,
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ou encore

{ 6 9 ) - W = l̂ /^ — ̂  — y^ — />, ).

E n f i n oii a
X - = ^ o ( < > ) i — - ^ 3 ) — — ^ i o ( - - ^ O -

Mais on sait que , ^
^•[Q11^—^âo^^io^'î

don cil v i en t

X -=—;:2o(^ l—— ^O^O^i——ûJg) -|-^(—— ^) tyo(— rx);i).

Mais
H-20 ( G) l —— ^3 ) ̂  —— £20 ( ̂ 1 -+" ^3 ) ̂  ^20 ^-2 -

'ïw(.^i——U^)'= €30 (^1 4-^:î) ==——^0^2'

donc
X == CÏQ ^2^:10 ^'â 4- i:.2o ̂ 3 C30 ̂ 3.

Or "^oco^ et '$;$oCo;( sont tous les deux nuls, de sorte qu ' i l nous reste

(70) 1 1 . . ^ ! ; , X-=o. ! ! !

Nous pouvons m a i n t e n a n t écrire rinté^rale de la fonction ^ ( u } .
On a ! i l i 1 1 1 1" ^ :, " ; 1 ;" ^ , ^ . 1 1 ' ' ' 1 .

(71') . , 1 1^) du ^ l ^oU^AoV—A.W^.^X; / : ^ „ , . : i , : : . : /
^'o 1 1 1 1 , < 1 1 . 1 1 • 1 ! 1 ! ! ! !1 : ' ' " 1 1 1 1 1 ' - ! •1 ! !

donc en ret'npiaçant, , 1 , , , ' , , ' • •

(^) t ^(u)-^^ = l— I^Bo+ •^Ao—/ IÀl(v /<?l—^—V /<? l—^)- l

, .jy ^ , , . ^ - , ! ! -.-

Reiïîplaçons Ao :'et A^ ,aii 'moyen, de Aa en- u t i l i sant les formules (,56)
et (58); i i nous ' v i en t \ / : , ,

(73) ^')l.(«)^^-^B,+<A,j.[(ç^-^

; , ^ 1 , , . 1 1 1 , 1 1 , , ,' ,̂  ^ ; 1 ; / \ - \ „ l l l . ly /——————.1 , /——————\ ^•û)!'! YhA; ( • •
,1,' 1 , 1 ^ ,, ,- • ; 1 1 , 1 1 1 1 1 : . , 1 1 1 ,.•/; / '—av^ i—eâ—^î—^;^^^

, / 1 1 1 1 , . ̂ nn.-'Éc. ^orm., (3) , XKXV. — SEPTBMnm3ï9ïB. 1 1 1 1 ; 1 1 1 1 - ^ 1 1 1 1 1 ' 3 6 ^ 1 1 ' 1 1 1 ^
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E n f i n remplaçons ,B(, et A^ par leurs valeurs, et pour avoir la lon-
gueur /, m u l t i p l i o n s par le coe f f i c i en t

V^—^é 'â——^) 2

(v/^i-—^ + v^i — ^3) ̂ -^

de la formule (47 )• Après quelques réductions, nous parviendrons
finalement au résultat suivant :

La longueur l de la lame est donnée par l ' équat ion

r , c,i rii V2 f '——— /———^ (^ ^i "^iVI(;,/;.) /=-2Ah-(?^-^ + 2 ( v ^ — ^ — v / ^ — ^ ) ç 3 - ^ ~ - .
1. \ " •" / \ 2 2 / J '

Comme on avait pour la résistance à ravancement

(p) P.^-.A^^-^, .

il en résiîlte la formule fondamentale suivante

( y u! ^l\

• P,̂  "^T-T)
/ / f,) ^ ^ . / — — — — — — ——————

7r ^ T- "' T ) + 2 ( V^i — ̂  — V^ i — ̂  )\ -'' „ -" /

On voit que, comme cela devai t être a priori, ce rapport est infér ieur
à l 'unité. ! , :

On sait que lorsqu'on place une l amede l o n g u e u r / d a n s un courant
fluide dont la vitesse à l'infini est normale à la lame, les unités étant
les mêmes que dans le problème ac tue l , le rapport -r- de la pression
totale (ou de la résistance de la lame) à la longueur de celle-ci est
égala la quantité ! ! ^ ! / ^ 1 ! / 1 1 1 , , . ! / ! ' : ' ! ! ! , ; ! 1 , , ! !

. . \ . ;1 , ^ ' ! ! ! ! ! 1 , ! . ! ! ! , , 1 ^ 'ÎT ^ ' ^ ! • . ! . ! !— • • ! .
1 1 1 • , ; 1 1 1 1 1 1 1 1 ,' 1 1 ' 1 1 1 •1,;1' ; 1 / 1 ; ..1^\. ^ 1 , ^ 1 : ' 1 1 1 1 , . . 1 1 1 ;. : , 1 : 1 1 ^

[(y. par exemple, T. LEVÏ-CIVITA, Scie e leggi di resistenza (Circolo di
Palermo, Î Q O ' J . ) : •.111 .1 1 ' 1 1 , 1 ' ^ 1 1 , 1 1 1 1 1 ' ' 1 ; 1 1 1 1 1 , ' ,1',/1111/1.- '̂  1 , 1 , 1 1 ^ ^ 1 ^ :\ 1 1 . 1 1 1 1 / :
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En quoi ce résultat est-il modifié par la présence d'un mur l i m i t a n t
le fluide paral lèlement au mouvement? Telle est r importante question
qui se pose ici d'elle-même. Avant d'énoncer le résultat remarquable
auquel nous al lons parvenir, mont rons comment on v est t ou t n a t u -
re l lement conduit.

Considérons tout d'abord le cas où le nombre y est peti t . Cela cor-
respond, comme nous le vérifierons un peu plus loin, au cas où la
plaque solide est très éloignée du mur , auquel cas l ' i n t luence du m u r

^ " . pest a priori peu sensible; nous devrons donc trouver, pour —'? une

valeur voisine de ——' 11 convient de remplacer si possible les deux
4 -4- TÎ i s-.

termes du rapport considéré par des développements su ivant les puis-
sances de q.

On sait qu 'on a (T. et M:., XXXIII, 8}

! ' r . u -^ l ^00 1(̂  ^ — ^ — — — ^—-—-.
ûûi 20J.i ^ ( P)

U
2 W [

et, par suite, en tenant compte de T. et M. (XXXII , 8),

1 ^ 1 ! 1 1 1 y fiV - ^ ! 1 /r^ ; 1 ' 1 1

^ ^t 'ni ̂  ' s '''\U ^ i '\^ ^^^-i

^ .2 2 " '2 COY ^ / I "\ """ 2 6J1 ̂  I -h- C^11-^
^ 4 ( 7 ) "=1'4 7 .\ 4 /

On en déduit, en ne conservant que les puissances de q j u s q u ^ a y 1 7

inclus, ' ^ ! ! ' ! !- , • 1 ! 1 , , 1 ! ! . 1 1 1 1 , 1 1 !

, ! ^^^^^ ^(^^ ^ ^ ^ _ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ _ ^ -

On'a ensuite les formules

yCi—^'3=: , _ , ^fi (°)) 1 , , . . ,
\ • • ' ' ^ ' ' • . ' : A w i ' ! ' ' ' !

! ! ! 1 ! .. - , ! 1 ! ! , , , , -' ,————— • 7 T ' 1 1 1 1 ! • 1 ! 1 1 1 1 1 ; ' 1 1 -
1 ! l l i . , - 1 1 1 . ' : 1 1 : 1 , 1 , . - ^ ! ' ^e^e^ ——3t(o1).1 1 1 / 1 1 - ' • ' : ^ . . 1 1 1 ' l i i i

1 1 : 1 - 1 , , , , , , .; ^ • - , ! ! , , . ; • ! A W\ ' • • . : ! . :
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et( 'T. et M., XXXVI, i) . -

^3 { o ) = i + ï q_ + a^'* 4- :î /y11 -4- ^ ̂ fi 4- .. . ^

.C7.„ ( o ) =^ i -- 2 y 4- o ̂  — 2 y" -r 2 (71 ft •+•. . . ;

( l ' o ù nous lirons comme ci-dessus

\ / e i — e - î — V e î — ^ 2 - r r 4 ^ ( / / 4 - •;^y•'>4-•^l)-^. 2^134- sç'^ . . .).
^i

En trai isportant dans la formule (76}, nous en concluons immédia-
( •e inen tque-yserédui t , pour q petite à f a valeur—T-^ 5 avec une erreur
au plus de l'ordre de y 1 7 .

Ënvisageon.s encore le cas-limite opposé, à savoir celui où y est
voisin de u n , ce qui correspond au contraire a une plaque voisine du
mur .

Ecrivons tout d'abord la formule (76) . en v met tant en évidence la. . . . '. / ../ ij
quan t i t é ï ( === ^p puis changeons dans nos formules T en —-1., ce\: ^i,./1 / •u ^ ,̂  ^ • -

. qu i^ rev ien tà faire i.ntervenir,:au lieu1 de a[= e^), une quan t i t é an.a"
; 1 1 1 ' • 1 ' ! ! 1 1 i^ ^ \ , 1 • - 1 . ! ! ! ' ' • •

• logue:<7'===e 1 T qui sera très .petite si q est vois in de un . On a alors

î'^ • - 'U

^4
H r 2 [ & J ( o | T ) — — ^ ( o l T ) : |

c. / 1^u
puis( ï .e tM. ,XIJ , l . l ,7 , 8)

^ ( O ' i T ) ^ ^ ^ ^ ! 1 1 1 1 1

•^(•o1:T)=^^/o1 . 1 1 :.., l l•; l l^•v- l• l-, l l\•
;1.^1(^.)1:-1•^^

. : 1 1 1 . 1 1 : 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 . ' 1 . 1 : . ^ 1
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donc •
^^\ ̂  \ " ' } —, ^/'^ 1 î

et,

(78) -7-'
^
/

-)J
\A •

Les formules (XXXVI, i) donnent

^(O — — — ) •--=37'<(I+^+y / f l4-'7"14-...)

S',(o — ^ ) = i + a»7'+ 2 7'14-2 y "•'4-. ..

et

S^ / o - 1) = . - 47'3+ W+^"t - ̂  +^47'* 4-....

On a ensuite, si q, = ]'](i - y'2"^

:, - ̂  ) == 2 (/, <?'^ COS TTC "["J ( 1 + 2 <7'2'1 COS 3 (-• TT + Ç"1" ).7 a ('

et, par conséquent,

^/ ^ —47rûr'2" s i n a ^ T T :
-,- ==-^ia"g<^ +2j rï̂ ^osî TT^ '
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Or, pour r == —» on a
1 qT

de sorte que

7: î — ^ ' 2

tang PT: •= lang' 7- == — i ——— i
' q T , ^^

. T: \-q'sin2P7r= s in—=——-?<•) ^- i
-2^

7T l 4- f/'
COS 2 i^TT == COS— =:1 ———i-?

2T /.i-'3 /y -

-^ _ ^ . / ^i-4 ^^L
' \^__-/^^.-^ , a^'2 , a^^___^

^(^-^ '.+^ L l\,+.^•^-^-^ -,+,^.-^±1:-H^ "
2/7^ 2<y^

De là on dédui t , après un calcul faci le , en arrêtant le développement,
par exemple, au terme en q\

i iX1 — ^-ï \ / . ^ r } ( 1 -±
^g) : —\_————^^ -=:/7r[ï—a^2-^ 2^4- ^q'^ — ^q1'1 •+• 2 </^4-.

i
^

Remplaçant dans la formule (77), on voit qu 'on en t i re pour le
rapport— une valeur extrêmenrient voisine de ——? et qui se réduit
d'ailleurs à ce nombre quand y ' tend vers zéro.

Ainsi, dans les deux cas extrêmes où l'on peut se placer,la valeur
limite du rapport —î est égale à -;——• Gela s'explique tout naturelle-
ment pour le premier cas puisqu'on se trouve alors ramené au
cas du fluide i l l i m i t é ; dans le second cas/la chose s'explique aussi
sans difficulté : en effet, ce cas correspond à u n e plaque très rap-
prochée do mur, en sorte que la presque totalité du fluide s'écoule
du côté opposé au mur; à la limite, là plaque est accotée contre le mur,
et si l'on envisage le mouvement symétrique du mouvement considéré
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par rapport au mur , on voit qu'on peut alors faire abstraction du mur,,
par l'adjonction d'un deuxième fluide et d^une deuxième plaque
symétriques des premiers; ou est ramené encore au cas du fluide illi-
mi té dans tous les sens et d'une plaque normale au courant, ce qui
légitime notre assertion.

Ceci posé, je vais démontrer le théorème suivant :

Quelle que soit la dislance de la plaque au mur, on a toujours

P^ ,4j^ '
/ """ 71 ?

corniUe si le mur était rejetéà Finfini.

En effet, reprenons le rapport en quest ion, sous la forme

^,

•74 uP^
/(80)

+2PJ(0|^)-^(0|T):1

sous laquelle nous Pavons mis un peu plus haut. Et sur les fonctions
elliptiques qui interviennent dans cette formule, effectuons une trans-
formation de Landen^ qui revient comme on sait à changer o^ en ^co,
sans changer 0)3. Posons

(81) 1 1 - 1 - ! 1 1 1 , 1 1 • 1 , 1 ^ 1 ^ Q=^ ^

On a tout d'abord (T. et M., XXXVI, 2)

,;, 1 1 ' ^(ol|T)l—2r|{o.|.T)=^(^^ll-.^.):l,l• ',1^1 1 ^ ' , . 1 ' 1 ; '

.puis/<T.etM;/XLVrL2)1 1 1 1 11: ' .1,1 1 1 1^'^11 , ,1 1 1 ' ; 1 ; 1 1 1 1 1 - 1 1 1 . 1 /11 ' ^ 1 ; 1 ^ 1 ;

- ;1;1''11 . 1 1 1 , 1 • 1 ; ' - 1 1 , 1 1 1 ' '^(^-^^/aQ^Qî,1 . .:• .•.11 • 1 1 1 1 ' , ^ 1
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-, [^ (o | T) - ̂ (o M:l = ̂ (f QS^

•les grandes lettres ayant la même signification que les petites, mais
pour les fonctions construites au moyen du module ^T au lieu de T.

Une combinaison simple des formules (XLVII, 3) nous donne

^(( . |T)=^(oI2T.)^3(2t< |2T)-^(o| 2 ï) 3, ( 2 ̂  ) 2-),

de sorte que

. ^ . ( P T) ^3 ^(^M ^ (o |2T ) ^ (2^ | 2 r )—^ (o |2T ) ^ ( i 3 p ! • 2 T )

^ ((/- [ T) ^(0 | -2T) Sa (^ ^ | 9.T) — ^(O | 2T) ̂  (3 ^ | ̂ )

et
^(0| .T)S3 - 2T ~^(0|.T)^ -|^^u

'-u •%(0 1 2T) ̂  ( - a T ) —— '^(O 1 2T) ̂

Mais on^^(XXXV,2)

' ^ f1 .T-
- V -2

Si(ohr)

.•ï. - 2T o,

puis (XXXIV,, i et 4'

)=0 ,9,T\ =0,

2r) =:S-,,(o| ar),

et, d'après (XXXVI, 2),

S,(o|2T)=2QoQîQ7 ' ,

S3(o|2T)==QoQ|, ^

Sl(o|2T)=2ïr•QgQ' ï ,

^(ohO^QoQj.
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Par conséquent, il vient

••U ^QiiQî
-1"0 QJQi'

ou encore, puisque Q, Qa Qa == 1,

' • - U ^^QiiQî.
&4 ̂

En transportant dans la formule (80), on voit qu'il vient

^ ̂  __.
l 4 + v

Ainsi la présence d 'un mur l imitant le tluide parallèlement au
courant, n'influence pas la composante de la résistance qu i s'oppose
directement au mouvement, au moins pour un obstacle constitué par
une plaque normale au courant .

Ce résultat, spécial du reste a ce cas particulier, comme nous le
montrerons plus loin, est d'autant plus inat tendu que la présence
d'une paroi fixe limitant le fluide a généralement pour effet de mo-
difier sensiblement cette résistance. Prenons par exemple le cas d'un
obstacle symétrique placé dans un canalrectii igne dont l'axe de symé-
trie coïncide avec celui du solide, et désignons toujours par P^ la
composante de la résistance, égale ici à la résistance totale, parallèle
au canal. Il résulte alors des travaux (le M. U. Cisotti {îîendiconfi di
.Palermo, 1909, a^semestre) que le rapport ̂  est donné par la formule
suivante

TC

2ÎÎ!̂/ ^ + — ) a r c t a n g —
.TC, î,i / , : 2"

2Û représente la largeur du canal, les deux jets fluides à l'arrière ayant
Aw.Ec.Norm.,\ï),V/^-—0^ /
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pour largeur asymptotique -î T.. Tous les cas possibles sont ob tenus

quand le rapport -^ prend tontes les valeurs entre zéro et un, ce
dernier cas correspondant a un canal i n f in imen t large. Or on trouve

,, • ! p .
facilement que les valeurs extrêmes correspondantes pour — sont -

7- . - " Pet 7—:—^ et i l est aisé de démontrer que le rapport -^ est une fonction
4 -î~ T: l -ri l

de — décroissante entre ces deux valeurs.
2'iî

Nous verrons un peu plus loin que le théorème démontré ci-dessus
ne se reproduit pas pour d'autres formes d'obstacles que celui consi-
déré dans le paragraphe antérieur. Auparavant, il est bon de noter que,
dans le cas d'une plaque nonîiale au courant , les conditions générales
du mouvement sont cependant profondément modifiées par la présence
du mur. Le point mort, ou point de bipart i t ion du fluide à l'avant de
l'obstacle, prend toutes les posi t ions possibles (suivant la distance du
m u r a la plaque) sur la moitié de la plaque qui avoisine le mur . Cal-
culons en effet la distance ©a du point mort au bord le plus éloigné du
mur.

D'après les calculs développés antérieurement, il es clair que ^
s'obtiendra par la même formule que la longueur/, mais les intégrales
doiven l être prises dans l'intervalle o, c02? au lieu de o, co^. Tout revient

, 2

donc au calcul des quatre intégrales suivantes :

" ' 1 ! J±r ' ' ! 1 ! '
^ . 1 1 1 1 . : 1 ; ! - , ! 1 , /• i !11.1 ' ' 1 ; ! ! 1. ^ • 1 1 1 1 , 1 1 1 1 11 1 !

(82') 1 1 1 , , , • Ui== f l.iQÇu—0)2) rf^, ', / ^ •
! ^ ! ! ! , ' "• , , ! ^0 . ^ . . ! ^ ! !

1 ' ! • ! î*^ '
\. ' 1 ' ! 1 1 ' ! 1 1 r " ' ' 1 1 1 1 l i l 1 ! 1 1 l i l 1 1 1 1 1 1 '1(83) Vi== J '^o{u —^}du,

1 1 . , - . . • ^i» ! ! - ^ i i

! ^ ! 1 ! 1 1 ^ 1 . 1 ; : ! Hli 1 1 / ! ' !

(H) - ^.•:: l:,, I I IW,= l^ l^ l^o(^ l~û>3)rfa, l l l, l. , 1 1 , , ,1 :1• ;1; ' 1 1 , 1 1

I , - ; ^ / .!1 ! '.11 . 1 1 ; •1 . 1 ! ! ^0. 1 1 : ' : . 1 ! ' ! 1 ' 1 1 , i ' 1 1 ^ 1 1 . 1 1 1 \ 1 . . ! . ! ! \ •
•

 ! ! , , ! '̂  1 : 1 1 ' , 1 1 - , ^ !
 !

 : 1 1 / 1 ^ - - ! ! ^ 1 / 1 1 1 ' 1 1 1 1
 : - \ '", i i i

 1

 : 1 ' 1 1
 1 1 ' ! !

 i'

1 1
 1 ' 1 ^ 1 1 ' 1

 ! ' 1 1 1 ' ' 1 1 ' 1 1 1 1 . 1 1 ' 1 . 1 1
 1 p^ 1 1

 1 1 1 / 1 / \ 1 1 / 1 1
 1 :

 : : 1 .-11,1 ;' •
!

,
1 1

 1 /
 1 1 ' 1 1

(^) : : 1 1 : 1 ; 1 , : . •; ,1'., ̂ /x/^.l'.^'loO^--^)^.,111^1^ ... ; 1 : • - 1 1 1 • • 1 1 1 1 1 , : 1 ' .
II ' ' • 1 1 1 ! ' ! \ ! ' 1 1 .':1 ' . • 1 1 1 1 1 ' ^Q ' 1 ! ! 1 1 ^ ,' 1 ;1 • l l i ! . 1 1 ' 1 1 ! ! ' ! ! - . ^ 1
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Les explications déjà données dans les paragraphes ci-dessus y con-
duisent , tout nature l lement . On trouve d'abord

. r'2 y,..udu .[ . /.. œA 7:1I].^L ,.71- ^ _m arc sui kis— ——— P
Jo yi-t^ L V - î / a j

J • /^ ^A ^1V^-î!aresinki3yl - ^J-

Les nombres ̂  ̂  et ^3 ̂  sont compris entre o et i, valeurs extrêmes
des fonctions ̂ ^ et ï^u lorsque u varie entre o et w, ; or on a

ûJi ______
p —— ,—— Q , i^ c^ _ "^___ _ v^ i—ga

! :12 7 "' ^ _ ^^.'"' v^-^-+- \^i- î
' 12

et de même 1 __ , -
>ï ^i y^i—1^
^ 1 : { ^ v/^^+^i—^

. Ceci peut s'écrire (T. et M., XXXf, 2)

^ ^ - ^
^ 1 1 . ^Ï^'^+^S'; : 1 1 1 ' '1 1 1 ; ^ - - 1 1 1 1 , 1 ,

' ' ' ^ ! ! ; ! 1 ! ïa^^-jl—. ' 1 1 1 ^ ' 1 1 1 ' 1 : 1 l l l i 1 1 1

'1;t 'î ^4-ç:S

Mais la transformation de Landen déjà employée ci-dessus nous
donne (XLYII, 2)

ç;(^+^)=^QlQ^

d'où nous tirons, en ne prenant que la racine positive, à cause de la
remarque ci-dessus,

'r û)l — ^Ma . • '
^~^Q^
„ î __ yo gl,
£ 1 3 2 ^Q«QI
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et, par suite,

(86)

(8;)

On a ensuite

HENRI VILLAT.

IL =:— i1— -h ?'arc sin _ •2— i
2 V^QoQI

^- .7T . . Ço^v , == i- — i arc sin -— - -
v^QoQI

w ^ /^i \ .. <- .- / ^i
^ 1=: ^ o i — — —— ^.-ï) +<:10^3 := : :^•10c*33——^lo[c t )3 — ——

c'est-à-dire
Wi = ̂ 10^3 -+- ^V^i — ^ £23 —5

itSi

mais
;- ^1

. ^ cu^
^T û)l

et, par suite,

d'où

En outre, on a

de sorte qu">il vient

(88) •

-r ^l ̂  ^3

^T-^3

. •/—————r (jOi ^TT .» *, .>
i^e^—e^^— = ——q^/^n-

.i -Si \îï Y

———————————— ( ̂  ^

^ o ^ ^ V ^ — ^ ^ — -——^o?1^2 COi

W ~ •" •) •'> 1 /' *> ' *ï \
l=———^(y3——<^) -

2C«^i

Enfin on a successivement

-' /^l \ -,-/ / x - ' r ( ^\ \ -r
^ t o l — — ̂  — ^ o(— ^a) ̂  — ^o ( — — ^3 K

\ 4 / \ " /
X^^

,, l i i /.'"•Jl 1 • : 1 1 : - ' \ ' - : 1 1 > [ ^\ ! i i i ' \ ' 1 ' ' ./-"————— ' , . • Î *>1
C2o( -7 —— ^3 •= ~" £20 {—— ^ ^3: == —— ^ V^l——^3 ^3 "T ?

\ --î / \ 2 / 2

(^)i \ ., Ah \
<;30- ——^——^^ 1 ^== 1 : 1 , • , ,£3<,l——+ COs)

• 1 1 / ' . l•"•li 1 1 ' - , , ' . / - 1 ;: 1 1 ' l i l . ' Y : - ' 1 1 .' /'1 :/
le^—.e^y'e^—e^ Ços—5.
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d'où
- "i

____ ç^y
Xi = — ( V'ei — £3 ( <?s — €.„ ) —— •

.- (DI
-30^-

En remarquant que ^, o "1 est positif, on a successivement

t^^=p(^-^=V/^:::~eî(v^l——<?2-^\/«l——^),

^Ï=i!î^^^+^)-^^^^Q-

„ (Oi TC V'2 •i rk /v>
C: | ( ,——==————?0?ïQ(>Q2,

ji -a C*J )

d'où, après quelques réductions faciles,

'ilT^ CI^(f\C/"^T'olor(89) ' X,=

Les coefficients Bo, Ao, A,, Aa s'expriment du reste aussi facilement
en introduisant les constantes qi et Q(. On a d'abord

/ \ , • „«! Vgl-e8+^l——g3__ ^^ _,MI QgQ^ _
(90) A,=-^^^^^^_^--'^^ , y;,Ï-7^

puis, en vertu de

ĵill̂  o-â ïl y^ _ .^(\/^i - <?2 + ̂ r— ^3)) y^,—, „_ y- ̂  y.^i — .c^\v c.i

il vient1 1 ' ' D 1 1 1 1 1 • 1 :III^I^"i9_-_l^l&->llllll•lll l i i 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 : 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1RQ=— i —»—- ̂  — ^ . . . ! , , ^ , ! , , : ':! ! , ^ • , ' \/e^—ez{e^—e^Y • 2 ^ ^ ; , 1 ^ ^ ^ 1 1 ' : 1.. ; ' 1 1 . ^ ^

'̂  . ,G)i 0? i—g^(^l •—^••-^•/V/gl"-•;:g3)l_.A .t/p _^ t/ff1^^,^ 1 1^:—^0-2—^—.——————————--————————A^V^i—^âV-i ^3^
1 1 , ^ 1 i l l i l 1 / ' , ! 2 • i i l , ! ! , 1 , 1 (^ •—^s) 1 1 ' 1 , , ; 1 , ' : , , ' 1 1 11:,,, , 1 1 1 - , 1 , . : 1 1 1 '

1 . 1 1 1 : 1 , 1 1 . 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 • ''-1:, 1 • 1 1 / 1 1 1 1 1 1 • • 1 . 1 1 1 1 1 : : 1 1 1 : 1 : 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 ^
: ( 9 1 Ï ^ ' 1 ; \ ; ^ : , ; 1 1 , : • , , ^ 1 ^ . , 1 1
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On a ensui te

(92) 1 A,^A,(?

HENRI mLÀT.

^• / ^ 4^ . . - Y 2 0 4 / . — — ._^.A,QoQ^~-
uah ^ Q<;QJQj

^S/^TT 2 €^q,q^

puis

Ao=ÂJ.(Î3^-^)+V /e.^^^/^^
1 \ 2 A /

7T-

(93)
.^^j^y4^^^

9. 2 g!;^î<7,<7\

iAjSQSQîî2-^^),

^^l?;;) •
4- • 1 /

On aura maintenant la longueur .cherchée ̂ , en tnult ip ' l iant
4 expression

par le ôoefficient

BoUi+AoV^A.Wi+^X,

/^— g 3 ( g 2 — < C T 3 ) 2

- 2 Â '

( V^^l —— ^2 -+" V^l "" ^3 )
. ^l

o-y\,V^i

qu^n met faci lement sous la forme

^ ^ qtq^Aq

' ^'MQ^^

Effectuons ce calc-al en profitant des relations connues

^ 1 . ' 1 1 1 . 1 1 1 1 1 ^ , - : ! - ' ' Qo= lyo (? l^^ l 1 ; . / 1 , ' ^ , 1 1 ',
' ' . , 1 , 1 - 1 . 1 , ^ ' 1 , 1 1 ' . 1 ; : 1 ; 1 1 1 1 . , qxW^^ 1 ' 1 . 1 1 1 1 1 1 ' ; 1 l l i i ; :''

nous parviendrons finalement, après quelques réductions que le lec-
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teur rétablira facilement, au résultat suivant :

/ / v . , TC2 î . , , / • . en . <f^ \( 94 ) CT., = - 4 A — ^ ( ] , ; ̂  y ;; a rc si n _ - a rc s î n ————G) T ° ' \ \/ a '71 V i y' 2 y î Q ̂  /

— ̂ W Q^2 ̂  sin - ^^
\/% ^1 V2

« ̂ ^12 ̂  ,^^o^._ W^^qî(qi^qi)[
A Va î

- Appliquons par exemple cette formule au cas où le mur est,, très
éloigné de la plaque, c'est-à-dire au cas où q est très petit. D'après la
fo rmule (73) d\in paragraphe antérieur, nous savons que nous devons
trouver pour CT^ une quant i té de,, l'ordre de y2, ce mult ipl icateur se
trouvant présent également dans ^expression de la résistance.

Effectuons donc le développement de ^ suivant les puissances
de y, en négligeant les termes en y\ Cela revient à remplacer les qi
et (^ par les nombres suivants :

. , .q^^f—q2 + . , . , Q, ,^ :J4- . . . ,
^=1+y 2 +. . , , Qi^ !+.. . ,

^2=: î + / 7 4-y3-^-. - ., -Q^== î + ^^-4-. . .,
. ' ^^i—q—^-+..., , Q 3 = i — ^ - r . . . . , 1 ,

II vient, par suite, sans difficulté
1 l i l i :li . / qï ' V ! TT ' . i l S !, ! 1 : 1 1' 1 ' 1 1 . 1 ,a rcs i r i f — — — = = - + i c i — - ; r r - ^ - . . . ,w^tQiy 4

. / <7,| '\ 'TT . , , 1 8 , ! . . '
arc sin — — — ^ 7 — a y "+";r<7"-+-.. . 1 .

W^QÎ/ 4 3

Kemplaçant et réduisant, nous obtenons ainsi

• ( 9 5 ) ^ ^,^=~4A^f^^4)^+ l^^+.. l .1. : 1 1 : , : 1 '1 . ^ ! , ' : ! . ^î L ! 1 ! 1 ,.' ., ,0 , , ,J - . ! ^ ; ! ! ! . !

Le terme en çf2 nous fourn i t la partie principale de ̂ , qui coïncide
du reste, comme il fallait s'y attendre, avec la demi-longueur de la
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laroe entière; le coefficient de f étant positif (A<o) nous voyons
que Os est plus grand que la demi-longueur de la lame. G est bien ce
à quoi nous devions nous attendre.

III .

La supposition faite dans le précédent Chapitre, qu'il s'agissait
d'une lame normale au courant, a été pour le calcul un très grand élé-
ment de simplification : elle nous a permis en effet de prendre, pour
l'élément simple F(«), la fonction 2,,u, dont les propriétés^ ont
donné naissance à des développements de calcul élégants. Nous allons
maintenant, dans le but d'en tirer de nouvelles conséquences pra-
tiques, nous placer dans le cas général où la lame est oblique au
courant- certaines parties du calcul deviennent notablement plus
compliquées, mais tes développements des paragraphes antérieurs
nous permettront d'abréger l'exposition. ^

Supposons donc la normale à la lame faisant avec 0^ 1 angle o;
nous aurons facilement la valeur de la résistance ; la difficulté consiste
à trouver la longueur de la lame. De la formule (38) nous tirons

aA^-^)^-^ r^-^-i^^i^^-du,
(96) 1=.-————^—————^ ^u^u

Uy étantlié à à par la relation

TC TC , a
(97) ^=s,=^+o.

Il nous faut tout d'abord décomposer la fonction %<«) écrite sous le
signe intégral, en ses éléments simples.

Au point ;<=(02, le résidu de ^(") est

, ; _ î^t"H (j - - • 1 . 1 1 ; , ; -

g "i ' O^MÎ criUg o'2 ((i)2-+-M»)
• ^ i » ^ — - : - ^ Mg e^ i : ; " : '
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ou encore
. . (•/n-^-1^ W ,/ . v^i—^
^=—^' (l)l • 1 1 G-2 C^+/4)——————, r111

( ^ — ^ O v ' ^ — ^
M,ais on a

cr(rx)24-«o) = e^'0 î7û)a o-^/o.

En remplaçant et tenant compte de l'équation

ir^
7)$ 0)1—'/]^j>.)2==—5

on voit que l'exposant de e dans &o est

nî«o • f^ °\^^^+^.^-^^+^^-h^.

En sorte qu'il v ien t
V^i— e^

b^e^^^^^u^——. -——•(^—^yv^""'^
Mais on a encore

• ^ , , -̂r,,(..:),̂  ——^———
. , ,0-i(«.)â,0'3&-»2

et, par suite, ! / , ! 1 ^ ;1 ! 1' , 1 1 1 1 1 ^ , , / - , ^1 1 1 ' 1

^ ! ! , ^ûùa . 1 1 lï_____!___Ki-—i____! 1 ' 1 1 .
^-'^a^s O-2 f,)A •== ,——————- r̂ : —, , , —-......„..,„,„ —, ....... • • , ^ !

o'i^o'a^a v^—e^^.—^, , ye . i—^vÇâ""^ 1 , ; .

Enfin on a finalement pour èo la valeur simple

, _^ ^^0

'0- " (^-<93)•2(98)

Au voisinage du point u=. 0)3 une transformation, déjà employée
dans un précédent paragraphe, permet de mettre facilement ^(o), 4- A)
sous la-for me suivante1' ;' ' 1 1 / . 1 : . ' . 1 1 : 1 1 . ; ^1 ,1/ ' ;11 ^ 1 1 ; . ' '1 , ^1\1, .^ . 1 1 ; ; ;

1 : . 1 . •1:.':;:' 1 1 : '\:' 1 ^ ̂  A ,̂. ̂ - ̂ .) ̂ h ̂  h a| ( «o -h A ) , ;1 1 1^^, '1^ ;li ^ . 1 1

;,111,:1'1 ^ll(l^+IIÀ)==:ll-e ; ^^ ' ^ / - ' v 1 1 : - ' ' ' 1 1 1 1 —or^ i^ j^ 1 ^ 1 ^ ' 1

Mn. '•Éc., Norm.,1 (S ), :XXXV. 1~1 'OCTOBRE 191^. 38
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Or on peut écrire
/ Yîi^îA _ 2 I/Q i'K __ ^7T _ ^

^0^3"— ^ j ———— -^ -^ —— 3

/ Tl, (.Ô.i \

.^-M^^ô

et
o-6^ ________ ï_____

0-Ï ÙJ3 C7.t ÛÛ3'~ (é4—-<?3) (^2— ^3)2 5

en sorte que

/ ^ -^ ^ le~io -^^.h^h 0-1(^4- A)(99) ^4-A)^-^^^^e ———^^———

Nous voyons que cette expression est de la forme

ao a\ a^ , . ., ,u 4- l 4-. „-, 4- série entière en A,
h h1 Ir

et il nous faut calculer les coefficients a^ û^ ^2.
Un calcul simple nous donne, en nous l i m i t a n t aux seuls termes

utiles,

-2-^1' A o^ A 0-3 A o-j ( ̂ o + A )
o"i À ?73 A

ï ( ,/ ,, r 2 ̂ 1^0 '> / "ï
== —— 0\f ^o + À •— —————" ̂  ̂ 0 4- 2 0-3 ^o 0-3 î<o

71 ( L ^1 J

-+- ̂  (^i 4- Î-IL^ ^ crj ^^ "- -Jll̂  0-3 UQ ̂  UQ + ̂  ̂ o •+- ̂  ̂ ô ̂  ̂ o
LÀ ^i / ^i J

De sorte que si Fon observe les formules

. 1 1 ' 1 1 1 ! . ! 1 ' ' 1 / 1 ' . . ' ' ' ' i ' i/'.•^^Q^^^^Q^S^O^' • , ; 1 1 - 1 1 . 1

^ UQ =: (73 UQ [ ÇJ ^/o —— P ( ^3 -h ^o ) ],
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i l v ient pour nos trois coefficients cherchésies valeurs suivantes :

i e ~ 1 ^(100) a^—-—————————:7^«y,
( < ? l - - f f 3 ) ( < ? â — ^ ) 2 •{

/ \ le-10 ., r . •2ïh«o1
(101) ^-^-e^-e^^--;-^

C03) a^- ̂ -^^-e^^^-^^^^^- ̂ y]-

Nous en conclurons, par un raisonnement déjà fa i t ci-dessus, qu'on a
ident iquement

( io3) ^(u) =-: b, t\u - 0)2) -h- ao F(« - 003) - ̂ i F' (a — ^3) -+- ̂  F^/ -- ^a),

et? par suite, en utilisant toujours le même élément simple,

F^):^^^-^^ '
^( ' ï^ /o) 0 ' ^

si l'on pose
^

( i o4 ) , [j a -= l . F ( /./ — ^2 ) c/^,
Jo
/•^

(105) ¥2= f V{u:-—^]du,
! ' ! !, ! ! ; , 1 "0 , 1 , , . ^ ! ! !, , ! ! ! ^ ! - ;, ^ ;

,.\ ! . , - ; 1 , 1 ! 0), ! 1 ^ 1 1 : 1 ; .' : 1 1 1 . ' ^ , 1 : 1 . , , ' ; 1 1 - 1 1

(106) W^J F/(^/~"o>3)rf^ •
1 1 1 ^ ! ! 1 , ^0 1 , •• ^ ' ! ' ! ^ ! ,11 \ 1 1 , ^ ! 1 1

.^, : - !

(l07) •X2= 1 F ' (M—Û33)^,
1 ^•O'^ 1 i l i 1 1 ! ! ! ! ^ ! !

il viendra, après quelques réductions faciles,

' ( . o S ) 1 ^^.(^-^).^ ,• ^,,, 1 ^ , - - ' _ •

1 1 1 :, 1 : 1 ' •1^ +lï^;;lX^2ft311^ l : l l l l l i i : 1 \ 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 : 1 1 1 1

1 1 : 1 1 ' 1 1 '/ , , 1 , ^ f 2 1 / ^ ^ \.1 ':' ' '^t.:/ '1111: 1 . 1 1 1 1
 1 . 1 1 . ^ ,

 :1. ! ' ! . : ; ^

+}€i—p(^^ V a .
• . ^ : 1 : 1 1 , 1 1 ; 1 1 1 1 1 1 1 1 1 . : • L 1 " 1 - ^ 1 . ^ ! - , 1 1 1 - ^ \ 1 1 ' 1 . 1 1 1 1 w 1 1 1 / J i : ! ' ^
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Il reste à calculer les quatre intégrales ci-dessus. Les deux dernières
sont évidentes. On a

W^F^-^-F^^^f^2"0-^ + .--".g("•-":i+2"o)}v v c r ( 2 / / o ) L ^î ^("i—^s) J

L'emploi des relations

ff{2UQ—Ws) ==——ô-2713"" GrûOs^^a^/ç),

0-( 2 ^/Q -+- &)i—— (03 ) -== —— ̂ ^^û4-^^ CT^CTsÇ 3 ^o + ̂ l)^

o"3(2Mo-+-^i) ^ Ç2rt^0 ^30)1 0-2(2/ /o)

permet sans difficulté de mettre cette expression sous la forme

W ^ f0'^'2^ ^(^^o)] ^TC^
2 [_ 0-(2</o) ^(^^o),!

ou enfin , à cause de (97),

(îog) Wî=^^ 5 [ ^o(^^o)—^3o( 2 Mo) ] -

On a d'ailleurs, d'après les mêmescalculs,

F ( û t » i — G , ) 3 ) = ^ 2 o ( 2 / / o ) ^ ^

F(—&)3) == ^30(2^0) ^ô-

Passons à rintég'rale Xa. 11 est manifeste qu'on a

- 11 • • 1 , ' ' . , , ^^^^(cûi—^^-F^-'oh1).1 1 - 1 1 \ , '1.. 1 1 1 1 ' 1 ' 1 1 . 1 .
D'ailleurs ^^=-^^(—>-^
et, par suites

^rî =-^^^.r(&)i1—•û)^)/111 ' • • 6 ) 1 1 1 1 : ' ' - 1 1 . 1 1 1 ,11 ,1 , , 1 , 1 ' ' : , . ; ^ 1 . 1 . 1 1 . ' 1 . 1 ; l l : l l , ; l ^ l - l : l : • l • l l l l l l l : l , : ;
l l l l l • l l ' • : l : ' ' ^ l : l l ' • l : l ; ; l : I I . I F f < ^ ' -
. 1 1 1 • - 1 ' 1 1 1 1 1"1 1 1 1 - 1 ' 1 1 1 : 1 . : . 1 : ' 1 . 1 1 1 1 ' . 1— 1 1 1 1 i l l i 1 1 1 1 ' 1 1 • : : 1 1 1 1 : : 1 1 ' i 1 1 . 1 1 6 ) ! 1 1 1 : 1 / / 1 1 ^ , 1 1 1 ' 1 1 1 , - 1 ^ 1 1 1 1 1 1 1 1 • . \ 1 '1 1 1
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et encore
Flh^^ îl̂ +^u,,),
F(—Mï) "l

F' (—y3)-=t£^o(a«•)e• o f - 2 : ^-+S3(2"o)] •

D'où noua tirons

( 1 1 0 ) X,-=ie'° ^«(a"»)^^^^)-'^^1]-^^"0^^2"0^2^'!!'

Le calcul de U; et de Va est sensiblement inoins simple, et exige
l'emploi de développements plus cachés. Nous commencerons par
remarquer qu'il résulte d'un raisonnement qu'on trouvera dans
Tannery et Molk {Fond. ellipl., t. III, p. i38) que la fonction F(u)
peut être représentée par le développement suivant

(„,) F(«)=-^-[0,01 ^-+001,^1 +^^y—sin-(m<+2m^),
v / ' 9,r,). 20)1 0)i | ^l JM" -"1l- '• , "" /i,m

dans lequel m et n sont deux entiers ̂ û/,? quelconques. Ce dévelop-
pemen test valable pourvu que les parties réelles de ̂  et de ^soient

toutes deux comprises entre la partie réelle de ̂  et celle de - j^ •
Or, Mo est réel, et, pour l'application de la formulew calcul de V, et
de'V, il nous faut remplacer u par u - coa ou par u—fa), . On se rend
aisément compte que, dans les deux cas, les conditions exigées sont
satisfaites. En outre, il est manifeste qu'on peut intégrer terme a
terme la série écrite ci-dessus, car si l'on remplace par exemple u
paru— (03, le module du terme sin^^u 4- ïmu,') est (en posant

^^+^^^=a,^=&)
(1)1 C,-»i " î M l /

V'siii2» cli» b -t- cos3^ sh3 6 = v/ch^ — cos2» <ch6 < y-";

la conclusion est alors évidente. , -
Geci posé, il nous faut intégrer F^ -û )2 )e tF (« -co , ) .Commen-
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çons par déterminer sans ambiguïté la valeur des deux intégrales

TT r^ 7 r ( ^ - - ^ ) ///.»=: —— ? cot —————- dif^
2<jJiJ . 2a)i

TT /l(01 7r(« — ^3) ,(\,==:—— / „ col—————du.
^^IJQ 2^1 -

On a successivement

. 7T ( &) i — uù ̂  )
Sï î l—————————' . / \ / \

9.&)l , / 7^3 \ , / . 1 — < 7 \^=:log—————-—— :=log — lang—- = log — i——-
. —7^2 ^\ ° Wi/ \ ï +? /

2'û)t

et : , • ! ' . ^ ! ! , ' ! ! ; ! ! 1

1 ' . ! . ^<^—^
2û)i , / 7TG.).{\ , /. î + <7\, ^== log—————^——=:log —col—^ ==log- ^——'- ?2 ° . —'ÎT<X)^ " V 2wJ ^\ \ — q jw\ ———
2G)i

et par suite, K et K' désigoant deux nombres entiers convenables,

nr .,, / q3 ^ \(112) u^=— — 4 - 2 < K ' ^ — " 2 <y -+- 2- 4- -— +. . . h
2 \ 0 3 /

( 1 1 3 ) ('!=: nr 4-2^ 'K / • ÎT-+-2(^+ ^-•4- q- 4-.. .).
12 \ ;/ D / •

Les entiers K et K' sont nuls; cela peutse voir de bien des manières;
voyons-le rapidement pour K par exemple. On peut écrire

7:(u — coa) ' ! / , . . . : ' ' .cot-'———- • . - , . - ' ! !

QCOi • , ^ '. :

"7r( « + c»-)s)\ ^—tang————-. ^ ' ! 1 1 ! ! 1 1 1 1 1 , ' 1 - • ! 1 1 - - ! 1 1 .1 - . !
1 1 1 - lil 1 1 i i l • llâû)l l l i 1 1 ; 1 1 : 1 1 1 1 1 1 1 ^ ' ,1 1 1 1 1 1 1 1 ^ 1 ' / 1 1 1 1 • , 1 1 ! 1 1 - ' ^ " ^ 1 1 ^

TTa , 1 — <7 / 7T£< . Ï — q \ { . 1 — Û T . 7 T « '^u. . ï;— a ( nu . 1 — € f \ / . 1 — q . T:U'
-—-4- /——L ! . ( tang——--ï- ï ——^ (•ï +z——'-tang——
o^. T -j- ri \ ^ o/.\, T -}- <yy \, l -h-<7 - O.c.ï.

r—,^.\^. '^.Tra
———l- \ ht n^-2 ——

t ang—+ z1——/- ^ ( tang——-i~ ï ——z (•ï +z——-'t-ang—
-J b 2Cx)t 1 • I +;y __ ! , \ ''"'20)1 I - 4 - g / \ 1-^-^ °2GJ,] ,
1 . 1 1 1 1 • 1 ^ ; L — ^ ' ! / .nu - 1 :, . • . • 1 ^ ; 1 ^ 1 ..- . / ï — . û f - V , 1 '..ïra '1 1 1 ' 1 1 . 1 - 1 - 1 1 ,
-ï,,—;——^tang—-1 1 1 1 1 , ' ' î^i——f-} V à n s ^ — — 1 1 - 1 1 1 ' 1 - 1 1 . 1 1
. :•. î . ^ - q ' 1 ^ ^2^ i ' . 1 1 ' . 1 1 : ' 1 • 1 . : . \ î ^ r € / ^ - ̂ •^û^1'11,^ , ^1 .
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Par suite, dans l'intégrale u^ le coefficient de i est

ce mêmg coefficient est du reste égal, d'après la formule ci-dessus,
à 2K7î — 7r; d'où la relation

2
. 71 U ,s m —duajii -4K=—(i-^)c^i ' ' î T.U ,

î 4- 2(7 COS —— 4- ^2

r,>i /

Le second membre étant évidemment positif, nous en t i rons de
suite l ' inégalité

o<,-4K<(,-^)^=^.

Donc K est nul, d'après cela, puisque ce résultat découle évidemment
de l'inégalité précédente lorsque au moins q est petit, et que, d^utre
part, le choix de F entier K est nécessairement indépendant de la
grandeur de q.

Un ra isonnement analogue montrera que K" est aussi n u l .
On a maintenant facilement

2 71 C l . TC ,- / \ -î /— f sm — [n {u —û)2) -+- aw^o] au

^i J(t ^i
2 71 ,- . - - TC
— • ces — [^(^i— ^2) + <îml(Q\ —ces—(—n^-^- ^mu^)n 0)1 €«)•][

: o (si /^ est pa i r ) ;
1 1 2 1 - TT / 1 1 1 ! 1 1 ^ - 1 ! ! ! 1 ! 1 . . ' . !. ' ! , ! ! , .1 1 • 1 1 1 1 1

:,--cos—(,••-n(^^+9.mu.o) 1 - 1 : : 1 1 1 ^ 1 l i i - - . \ ^ . ,1 1 1 1 1 1 . , 1 , . .
^ lllû)^ , • ' 1 1 1 ; , 1 . - 1 . : 1 1 1 ! ^ 1 1 1 1 1 1 1 : 1 ' 1 1 ' 1 , . 1 1 ,• (ùi n ;

2 . , T 2 ^ ' ï T ^ ^ o / „ „ ^ . . ^ ' m ' ^ ' " o / / ^ ,^T estîmpair): -(--. i)« cos———- (ç^ 4- y""^) + ^ sm———° (ç — ̂ / )721 ^, , 1 , 1 .L, 1 1 ^i 1 . , 1 1 ' ! ' i l l i : 1 1 1 1 - 1 1 ^ 1 1 1 ' 1 ^i 1 . ' - : 1 1 : 1 1 1 - • J 1 !
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et

2TT f 7T— / s î n - — | n{u — c,};î) 4- î ?u/<J élu
fj}! Ju rj)!

== — -1 cos — [ n ( ûoi — ç,.)3 ) + 2 rn^o ] — cos — (— il G.);} -i- 2 mu^ ) >/z ( ûĵ  (y^ ^

==0 (si n est pair) ;
» '

' ^ '
i F imra^ . . . . 27727:^0. 1

=: - cos ———— (<7" + q^1 ) — - 1 sin ———- ((/n — y-^ ) (si n est impair)./& j ç»)i <»)i 1

Nous poiavons donc écrire les valeurs des intégrales LL et-Y^ sous là
forme, ^ ! ! ^ \ ! ! ! - ' ! ! ! , 1 • ! ! ! , ! ' ! '

/ i i /A TT <71: / </3 ^^ \ TT Trr/o(l 14) -. Da=— — — 2 [ q 4- — 4—1- -4- ... 4- - COl ——^
a \ d ^ / 2 û)i

-a sç"^^^')605^^^"-^)-^
1 7î,, W. 1 ' 1 . \ ! , 1 , "

' n impair)

(^) V,= iî+Jy4-$+î54-...Y+îcOl^
2 V 3 5 / 2 Cx)i

+2 V î^^(^+y-»)cOS2m^-.(r-^^^^
"°*" n L c.h &}i1 1 n, m • • i' • ' 1 1 1 :,. ! 1 ; ', 1 1 . 1 1 , , . 1 1 1 ! !

( n impair)

Nous sommes maintenant en noesure d'écrire la valeur de la lon-
gueur f. • Moyennant -le^ valeurs ci.-déss'us de:1: Us'y V^:1 Wa, X^, 'et/écri-
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vant ,?o à la place de TC^? il vient
r û)i

0,6)^=^-<,)^

l Î'TT / f/3 '̂5 \ 7:x)-^-2(<7+-|;+y+...)+^coi.s-,,
^ ^2n//i j

— 2 ^j "^—— [(ç^+ç-") coS2/M5o4-z(y"—^r-")s in2w5o] f
A^ Ïi . • ,

/;, in. i
(/z impair} '

^ ^(2^)[^(..o)-^]-^(^/o)[^

^^^^-^^^(a^)^^^^)-!
\ ^i /

+ î e-^0 Ci — p ( û)3 -4- Uo) -+- -2 ( Ç;^ //o — -01^0 )
L v û)! / J

'̂71: / ^3 //5 \ 7Î
X — 4 - 2 r / + — + — 4 - , . . + - COÎ A'o

- 2 \ 3 3 / 2

^-^ QÏIÎIH i
^- 2 1 ^ ./——— [(^"-4- ^" / i) COS2//^o— ^((y" -—y"") s i l l2W^o] ? •

1 1 ~8— 1 / * ' i 1 1 1 1 1 1 . . - - - , ! / ! 1

n, /M
i w inapair)

Bien entendu, on p'oubliera pas que

Tt • ^ ! '1 1 ' 1 !

1 1 1 : . ! . ! 1 1 1 ! ! ^==^-;+0. , ^ , ^ , , 1 1 : ,

Cotte formule perniettra le calcul de /avec une approximation aussi
élevée qu'on le voudra.

Quant à la résistance de la lame correspondante, elle se dédui t aisé-
ment de l'expression générale de ûCC) dans laquelle on fera a == —

1 1 Orren tire / 1 1 1 1 ' 1 1 ,/ : 1 1 / . 1 ' , : 1 1 : 1 1 l i l 1 : ' - , , 1 : 1 • 1 / 1 1 ; 1 ; 1 1 , 1 1 1 / 1 1 ; 1 : 1 / 1 1 , ; 1 ^ . 1 1 . 1 1 1 ' 1 " 1 " 1 . 1 1 1 1 1 1 ', ' 1 1 ^ 1 1 ^ 1 / ' , -11

^^sK^^-ï-)-^^^-^)]-'^1-
•1:, , 1 1 1 1 1 - ,Ânn.Éc^Nôrni,,,(3),JJ^V. —OCTOBRE 1918. :' ' ' 1 1 1 ' 1 1 \ / ' ' 1 1 1 SQ 1 , 1 - 1 , .
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c'est-à-direû^)^^.-». )-«„„-.- „.)]+î^=-^ (ç.».-^),
et la formule (20) nous donne ensuite pour la résistance directe

( 1 1 7 ) P^-^AT:^^-^)2-

Nous allons appliquer ces résultats au cas plus particulier où la
lame est située à une grande distance du mur, c'est-à-dire où q est
petit. A cet effet nous al lons, dans les expressions de l e t de P.y,
rechercher les termes de moindre degré en y. Comme les calculs déve-
loppés à la fin du Chapitre précédent font prévoir que la valeur de P^;
contient^2 en facteur, nous allons développer/jusqu'aux termes en y3

inclusivement, et nous ferons de même pour P,y.
Tout d'abord i l est manifeste que les sommes qui figurent dans Ua

et Va ne contiennent que des puissances positives de y ; on trouve
aisément

^-^ ^,înm
^ 1——[(y/t 4- q-^} cosa msQ-^r î'(<y71 — q^-11 ) sin à mso]
fi, m

{,n impair)

==^(cos2ào—^'sia2^)+ç3 •5•cos2^-^cos4^o+ ^(7s in 2•s >o—sin4^o) M-.-^
L ° \v 1 -1

y î— [(r/"-+ q^) COS2/71. ÎO— i^g11— q^1) sinaw^l
ri, m 1 1 1 1 . . 1 • 1 . ! , ! ! ! ! ! 1 1

(rt impaîr»

=â r (cos25o+^s ïn2^o)+^ 3 ^ c o s s ^ o — c o s ^ À ' o — ^ f - Q s i n a ^ o — s m q ^ ) +••..
L^ \ /-î

O n a e n s u i l e ( Ï . ; e t . M » , . C V I , 2 ) ^ - ,
1 1 . 1 1 1 ' 1 1 ! , ! ! ! 1 1 , , oo1 ! , . ! ! , ' ! ! ! ! ! 1 . 1 ' . .

^ / 'v ! a ^ i 1 ^ ^ 1 1 .-^TT ^1 (—ly^ 1 . 1 1 1 ^ 1 1 ' 1 1 1 1 - 1 1 ' 1 1 1 ' ^ 1 1 ' 1 1 1 1; ' 1'. 1 1 ,1 1

^(2^) - ———? ̂ —^ i ^ sm^r^ - 1 ^ , 1 1 , , , ^ 1 . 1 1 1 ,
1 1 1 1 1 „ 1 . G ) l , . 1 1 1 . , U-)l '•IBB^ 1 ——- (j ^ 1 1 , , : , 1 1 . ,

' 1 1 ! 1 , ! , 1 , 1 i : i . ' ' l ' : i ! . ' ! - 1 1 ! ; 1 : , 1 . , . ! '1' , 1 ' 1 1 1 1 , • •

• ' : ! i , , 1 1 1 , ! 1 ' . i 0 TT ' i 1 1 1 1 : ' 1 ' ' 1 1 1 1 1 1 , 11 ! ! ! ! - 1 1 1 .

; -•: ; 1 ' 1 ,' ' 1 ^ , • ! ^'—.^.q sîn21^o l-h y2 sin^^o —'^(sin^^ -i-'sin'ô^o)1"!-- • * ] ^
1 ' ' 1 1 1 1 \ 1 . ! 1 1 O)1! — 1 ' 1 1 ! ! , ! 1 ; ! ' ! ! ! • . \
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et de même
Y], ̂  2 ̂  V ^fr K _ — — ^ — ^ — / — g ^ ^ ç

G), co^ ^^ ï —q^
i 1 '

2 T"
== —1 Cç sin ̂ + q^ sin 2^>4- ^(sin^4- sin3^o) "+ • • •1.œi

, 2 Y î i ̂  27r ^s (y''
^ 2 ( 4 — — — — — = : — — > , — — — — Ï 7 : 811-127^,G)^ o)^ ^ïi i — q^

i
<? TT== —\q sin2.?o+ î2 sin4,<>>(1+ <73(sm2À'o+ sirx6.s'o) 4-.. . |.
0)^"

D'après les formules (GVI, 3, et CX, 2), nous avons

, , TM Tï2 aî:2 ̂  r^2''
.,-p(^+".)=-^^-^-i(-')'7-^

î
00

rh ^.T;3'1'^ rqr
4- -J. + -«- y — — - c o s r . Ç o ,

r,,:̂  M^ Àa»à ï — (y^
1

c'est-à-dire

el—p(&)3+^o)=7^+^[^cos,îo+ /72(r+2cos2 '^
40.)^ GJ^

Reroplaçant ̂  par zéro dans cette dernière formule, il nous vient

^—' €3= y7" (1+8^4-24 ̂ ^^aç3'^-.. . ) . - . ^ • '4û)î ^ 1 ' . ! ! , \ ' 1 : , 1 1 / 1 1 1 ; 1 - 1 • 1 1 1 1 , .

I l reste maintenant à développer par rapport à q les nombres ^^/o?
^20\,^^'oJ» ^ ; ÎO\~ '^0 . / "

Les formules (XXX, 9-12), nous fournissent l'égalité

/£?,.—e^^^u _ ^3 ( ̂  ) t , _ ^ ^
^ 0^ ~^(^) V '"" 2 "1 / ?

d'où (XXXI, 2,etXXXlI,3,4) , / , ;' • • ' 1 : ; , . . ', ^
q^ ^ ! __ (i + 2^ COS^o-4- 2<y4 CQS2^o4-. . . ) s __ 1^1-+- 4<7 COS^o •+-4^2 COS2^-^^. ^
'^^^.^"'(ï—aç^cos^^^^œsÂ^^- ""'II—4?cos^+41y2cos2^• l+,..'^
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Mais (XXXVI, ^)

^ 1̂̂  ^^4•2ç4^.. .)2_ ï>-4^4^+4^..^
^•~^(o) "" (ï+^-^^-î-...)' i -4 -4^ - t~4^+4ç 4 -^ . . .

en sorte que nous avons
/' ï — 4^4-4^4-. ..y / i + 4 ̂  CQS.V4- 4^2 cos^o 4-.. A ^

£;î;î ^0= ̂  _^ ^^ ^_ 4^24- . . , ̂ \ ï — 4 ̂  cOSÂ-o 4- 4ç2 COS^o 4- . . . /

i:j^/o=:i — 8 ^ ( i — cos^o)+ 32^(1— cos5o y2

--~32^(3---8cos^•-^8co s 2•?o—3cos3 .^)--^-. . . .

On obtient de mênie

^e^e^ _ .3^) 1,. x - h 2 ^ c o s 2 7 r ^ 4 - ^ ^ c o s 4 ^ ^ + - '
^ ls20 ^i((0 a ^ s i n T r ^ — ^ ^ s i n S - î T ^ - h a ^ s i n S T T ^ ^ - . . .

1 : 1 1 1 1 ' - 1 1 1 1 l l i 1 1 yo^l î .. ! ! • 1 . ! ! : 1 -==,—————————•-———çwu-^
1 ' 1 - ^ ! ! 1 1 1 1 1 ! ' . . . TT ! , ., -ï- : ! ' ! - ! !

(—— X 27^'
1 . . 1 ' 1 , 1 ; , ! . ! . , ! , ' • .3û)} . ; ! ! ! • • ! ' . - , 1 1 !

en désignant, comme d'habitude, par ç le nombre -^^n ylY2?croù

<- : , 71. 7^, 1 -h 9. <7 COS 2^) 4- 2 q ' 1 COS 4 ^o + ' "
<;2o<a^o) = ̂  ̂ j g^ _. ^2 g^ S^o + /}6 si" 5^0 -+-..•

D'aineurs on a

ï ' 1 • 1 1 ï ! ^ 2-^ ! ! ! . 1 1 • ^ ^ ! , 1 ! ! ^
^1 ' ^51(:0^11 ^-^^o^4 ^—_^ 1^^_^^ 1^^^^^ 1 . : .^

<7i '"' 7T ^3(0) ï • + - 2 ^ - i - . 2 ^ + • 2 < 7 9 + . . . l . • l l • ,. , ; -, , , ;

d'où, après quelques simplifications,

. . , . ^(^4) = -^f:—-- — 4 ^ sin^+ ^^sin^— ^^3 s ina^o cos^-4- ...j.'
' " i i- ' i 11 - 2 C»)i \ Slll ^o , 1 ' 1 . , ^ ! ' , ! - ! ! ! ! ^ , - ! ! , ' ! , ! ' ! . , , ! ' '

Pour obtenir enfin ^o(2 ^o)» on a (T< et M- » XXXIII, 12)

; Î"̂ "̂ .,. .-;' • • 1 1 , .:5\(̂  ." 1 1 ,'. - 'M : , •.\t—-'ï q 'C.OS'î.KV -4- ^^ICOS^17^111-4- .-. ^ ; 1 : 1 1 1 : ^ 1 1 . 1 '1

^'(J 1/^011-,11 11- 1 , 1 3Ï^^ /. 1 l/2ç^(si^^ lP:—ç^si^3.^F I I I+; lç l6sin5^
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et, par un calcul analogue au précédent,

^ (2^)^JL( /-——+^/sin^+^2sinî„+8//3sin2^cos^+...j.
2û0i \_SIt ï^o '

Rem plaçant dans là formule (iî6), nous obtenons finalement l'ex-
pression de la longueur / sous là forme

(n8) -4TZ==|^(I+8y+2492+32y3-^-...)
27rA. ( 4

x [ î—S^ i—cos^+S^ î—cos^ ) 2

— 32^(3 — 8 cos^-4- 8 cos2^— 3 cos^o)] -4-- • •

x f_ i î+ îco l^~3f7+^ 4 - "> • •
^ 2 2 \ ^

— ^ ^ / ( C O S S Â O — î si 112^0)

-g 3 ! 4cos2À•o4-cos4^+^(|s in2Alo^s in^ 1 4-<" j j

„ i ( ! l,,,.... — 4 ^ sin^o + 4ç2 sin5o - 8^3 sin 2.<?o œs.?o 4-.. .
a ' ^ s i n ^ o : /

X [—çsin2^+y'2sin4^—y ;Ks i n l• î• ïo+s in6^)•+ '•• •^1
1 , 1 • , ! ! , ! ; ' • ''»

^ 1 f.,, r ,„ +4^ sirKo+ 4 y2 s111^ + 8^3 sn} '2•î<ï cos•<îo Jr " •1 ^ ^ 3 \siri^: 1 ; 1 1 ' 1 1 , 1 1 1 ' , 1 1 ' 1,:1 ^ 1 ':llil : • 1 1 1 ! 1 , /

X [ <7sin2^+^si"4^+? î( s m 2^

—afys in^+^sma^+ î^ s in^^^^
,3 euX (8ç sin.?o + iGy 3 sin 2^0 œ8^ + • •• )

^ ^-zûSi. 4- 2[y cos^+ ?2(î-+- 2 cos2^o) + y;i(cos^+ 3 cos35o) +...]
/ , ! ( ^ 1 1 1 ! , ^ ! 1 : 1 ^ ! / ! \

4- 8 (<f- siiï2^ -+ 2 ?3 sin ̂  sin 2^0 + • * •)

^i!! ̂  îcoUo+ n y +19^•+- • • •\ ^ 2 ^ 3

+ al y (ces 2^0 -+- i sin 2 ̂ o )

^^|4cos^o4-GOs4^-^
' . ! | 3 1 : ' . 1 : 1 1 / 1 . ' 1 1 1 1 \ 1 ^ - 1 1 . \" , ! 1 - ' - ! f IJ ^ , ' 1 / 1
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A cause de là relation déjà rappelée .
' TT „

^^i4"01

on s'aperçoit par des calculs élémentaires que je ne reproduis pas, que
le terme constant pfâr rapport à q, et le terme en q sont tous les deux
nuls. Le coefficient du terme en cf est

i e1^ (
— — [ 2 4 — 6 4 ( l — C O S ^ o ) + 3 2 ( ï — - C O S À \ ) ) 2 ]

/ i'K Tt \ „ , . , . ^x s — - — 4 _ -cot^o ) — î6 cos^(i -4- cosa^o— ^ s ina^)) ,
\ '?. 2 / !

—I6s i^ 2 . y f t+ ^-^ 6(• ^-7 r+ ^ c o U o ) 4-4cos5o(i + cos2^o+ ^"sin^^o) •L \ 2 2 7 J

Après quelques transformations ce coefficient se laisse mettre sous la
forme

"— 4 COSCÎ(7T 4- 4 COS5)*

Le coefficient de y3 est

—— 32(—2COSA^+ 3 COS 3 ^) !— —• -4- - COt. îo)
4 ' - . 1 ! \ '2 ^ / , „;

4- i 6 ( î "— 4 cos'2^) (ï + c o s a ^ o — ( s i n î i . Ç o )

^ - — 2 ^ cos 2 .yo + cos [\ SQ -}~i(- sin 2A'o —" sin 4^o ] [0 L° \0 / J )
+ 8 cos,9o(—- 4+ 5 cos^o)

+ ^^"^u—8cos^n+- ï6 cos^o) ( — ~ + - ^ c o l ^ o )• \ 2 ^ 7

4- i a ( i -(- cos2.îo-i- ^sina. ïo
i i r4 /+ + - .̂ cog ̂  5^ .4-. cos 4-o < - 1 .
b 2 0 \ 3
i i r4 / ./a . . , ^
- + - - CÔS '2 SQ + COS 4^0 •— H 5- SIH 2 ^o — SI 11 4Â\tb 2 [_ o \ 3 ^

ce qui, moyennant quelques transformations que le lecteur rétablira
par des calculs assez élémentaires, se met finalement sous la forme

{ î i c ) ) • ^ I'ÔTT sin S cosâ-h (42 4- 7. j s i n ô =:•) / . . ; : , , , - ^ , ^ ..:^^ '̂. (:^,. - \ .:̂ .
\
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D'autre pari, on a pour la résistance^ d'après la1 formule (117)? la
valeur

P^==:— —^L [çsin^o^-'^sina^-}- ^3(sitj^)4- sin3.ç,i) 4-.. .]2

^"î

=-— —— y2 cosâ(cosô— 'zgsni2o4-...),
^î

P.,et, par conséquent, nous pouvons écrire, pour le rapport —3

i\..__ 4^coso(cosc? — • 2 < y s i n 2 o 4 - . . . ]
/ 4 coso (7 r -+ -coso )—y y -}-...

ou encore

I\. TTCÛSÔ r y—8s in2Ô(7 i : - h4cosô )1
(120 ) — =——^——^^r-r^a 1———^—————?-^———-î-- -*"' / . / 7 T 4 - 4 C O S Ô J [_ 4 ( ^ - i -COSO) - J

Le coefficient de r^q se met facilement, sous la forme

i 6 s i n ô ( s i n ^ ô — 7-,- )
\ 0 /

(7; 4-4 COSÔ)2

de sorte qu'on a
. , ! ^ ! ! ! ! ! ! ! ' P,. 'Trco'sâ:'1 ^ . . ' •1 1 . ! ! ! 1 ' 1 1 . , . ! ! 1 1 1 1 1 1 •

( , 121) 1 —— — ————7————^ -+• £7:^, • • „ . 1 1 - ! , , .v / ! 1 1 : .. 1 , 1 , 1 1 ' , / - ! 7T,4-4 COS.<Î 1 1 ! , Â\• ! ^ 1 , 1 1 1 , / i , ! 1 : , 1 - ! \ 1 1 1 1 . ^ ,

et que, pour y petit, £ est du signe de

sino( siû2^— •3- ) " , , , ! ,. '
- 1 ! : 1 : • 1 1 1 1 \ - 1 1 ! à / ' ^ . ! • ! ! ' 1 1 ' 1 1

Pour y ^ o (fluide indéfini) on retrouve bien la valeur connue du! p ! • . ! , » !

r a p p o r t — - E n général, en posant

• 1 1 ; ! 1 ! 1 1 ! , ! 11. . - ^ ôo==arc lsm.-—:î 1 ! , ! , , 1 ! !

, ' • ' - 1 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 ' 1 ' • : 1 ' 1 1 1 1 . 1 , 1 ' 1 1 1 , 1 ' 1 1 1 1 ' ' 1 v 3 1 • 1 1 1 1 1 1 ' : 1 . 1 . 1 1 1 1 : . \ 1 1 1 1 ' . .'
et prenant la détermination de l'arc sinus comprise entre c e t ^ on aÎI

}
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dans l'intervalle - '-^ +-" de valeurs de ê,
2 2

(m) £=sg•nâ(â2-â,2).

Dans les intervalles - Ou, o et 4-âo, -> la valeur du rapport -£ est
" ' • ! - ! ! v

donc supérieure à la valeur de ce même rapport en cas d'absence de
mur; pour ù = o, bien entendu, la valeur de -Qu'est pas modifiée par
la présence du mur, c'est ce qu'on avait déjà vérifié à la fin du Cha-
pitre II.

Des considérations qui précèdent retenons que, dans le cas d'un
tluide limité par un mur et contenant un obstacle déterminé, la pré-
sence de ce mur peut modifier la résistance éprouvée par l'obstacle,
aussi bien en l 'augmentant qu'en la d iminuan t : cela dépend de l'orien-
tation de cet obstacle sur la direction du courant (ou du mur, ce qui
revient au même). Le fait que cette résistance puisse être augmentée,
même dans le cas où la paroi du mur est éloignée, expliquerait
peut-être, en partie, les valeurs un peu trop faibles trouvées pour cette
même résistance quand on applique la théorie des mouvements glis-
sants en fluide indéfini. (C/., par exemple, N. JOUKOWSKI, Aérodyna-
mique, traduit par S. Drzewiecki; i vol., Gauthier-Vitlars, 1916; Pré-
face, p. xi.)


