
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

LÉOPOLD LEAU
Sur la mesure des ensembles linéaires
Annales scientifiques de l’É.N.S. 3e série, tome 35 (1918), p. 313-392
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1918_3_35__313_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1918, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1918_3_35__313_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SUR

LA MESURE DES ENSEMBLES LINÉAIRES,
PAR M. LÉOPOLD LEAIL

Introduction.

On doit à M. Jordan une première théorie de la mesure des
.ensembles. Une théorie plus complète a été, édifiée _par M. Borel qui-
Fa reprise sur de nouveaux principes et par M. Lebesgue qui, lui
assurantune base élargie, en a donné un exposé systématique. Toute-
foi s elle n'épuise pas encore le problème fondamental. S'il peut
sembler au moins prématuré de s'occuper des ensembles q u i / l u i
échappent.puisque aucun d'eux, comme Ta montré M. Lebesgue, lie
saurait être effectivement, construit avec les moyens actuels de l'ana-
lyse, la question se pose de comparer entre eux les ensembles de
mesure nulle. C'est ce que M. Borel a commencé de faire par une
méthode qui lui a donné d'intéressants résultats (1 ).

Je pose le problème de la mesure, pour une famille d'ensembles, en
me limitant d'ailleurs dans ce Mémoire aux ensembles linéaires. Les
conditions sont.lesconditions habituelles de l'égalité et de la somme;
mais je distingue le cas où l'on exige que la propriété delà somme
s'étende à une infinité dénombrable d'ensembles de celui où Fonse
contente d'une propriété valable pour une somme d'un nombre

limitéd^entre euXy réservant aux/familles qui satisfont,à. la propriété
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générale la qualification de mesurables, appelant les autres semi-mesu-
rables. Sans doute il est précieux que la condi t ion relative à la somme
soit réalisée dans toute son étendue^ mais les fa i ts sont là; d'ailleurs,
même dans une famille semi-mesurable, il est des circonstances où
l'on peut affirmer que la propriété a lieu pour certaines infinités
d'ensembles. Restreignant, le problème de la mesure à telle ou telle
famille, j'ai du ajouter aux condit ions ordinaires celle-ci, que les
mesures des ensembles fussent déterminées par elles.

Disons qu 'un mi l i eu (ensemble non borné) est de translation
lorsqu'il admet des translat ions ou périodes h,, formant une suite qui
tend vers zéro; j 'entends par là que le déplacement h^ superpose le
milieu à lui-même. Un cas particulier remarquable est celui où le
milieu admet pour période la différence d'abscisses de deux quel-
conques de ses points ; j'appelle un tel milieu homogène; à un change-
ment d'origine près, c'est un module de points. Un m i l i e u de transla-
tion est la somme de mil ieux homogènes, de même module de périodes,
et réciproquement.

On étudie d'abord ici des ensembles bornés situés dans un même
milieu de translation. A de tels ensembles s'applique soit la méthode
de M^Jordan, soit celle de MM. Borel etLebesgue. On forme ainsi une
première espèce de familles mesurables ou semi-mesurables.

Les milieux homogènes deux à deux commensurables sont à leur
tour réunis en familles auxquelles s'étend la notion de mesure. Con-
trairement aux conventions faites ailleurs ( { ) il a fallu donner des mots
diviseur et mul t iple des définitions conformes à celles en usage dans
toute théorie de mesure de grandeurs. Pour éviter toute confusion
elles ne sont employées qu'avec les milieux. Des familles de mi l i eux
homogènes on passe ensuite à certaines familles de milieux plus géné-
raux de translat ion.

Envisageons une telle famille. A chacun des milieux dont elle se
compose'sont attachés des, ensembles .bornés.qui,: dans1 la première •
étude, ont été réunis en, un même groupe. De tous ces groupes'formons
un système unique. Il est lui aussi, selon les cas/mesurablô ou semi-

( 1 } t^oir notamment POINCAIŒ, Sur un mode nouveau de représentation géométrique
des formes quadratiques définies ou indefimes {Journal de T École Poiyfec/imquey 1880 ).



SUR. LÀ MESURE DES ENSEMBLES LINÉAIRES. ' 3î5

mesurable et il est. encore susceptible d'extension; à cette démons-
tration est consacré le dernier Chapitre. C'est le résultat fondamental
du présent Mémoire ( î).

J'ai consulté surtout tes travaux de MM. Borel et Lebesgue; l'indi-
cation en est donnée par la suite quand i l v a l ieu.

Au cours de ma rédaction a paru l'Ouvrage de M. de la Vallée Poussin
^Intégrales de Lebes gué ̂  fonctions d'ensemble^ classes de Bairè), dans la
Collection de M. E. Borel.

CHAPITR.E I.
ENSEMBLES APPARTENANT A UN MÊME MILIEU DE , TRANSLATION.

1. MILIEUX DE TRANSLATION. DÉFINITIONS PRÉLIMINAIRES. — NOUS COnsidô"
rons des ENSEMBLES LINÉAIRES, c'est-à-dire des ensembles de points sur une
droite ou de'nombres qui sont les abscisses de tels points sur un axe.

Un ensemble est inclus ou. contenu dans un autre ou lu i appar t ient
si tout point du premier est un point du second.

Nous .appliquons l'expression somme d'ensembles, en nombre f ini
ou infini, uniquement à des ensembles tels qu'aucun point ne soit
commun à deux au moins d'eiïtre eux. 1 ' l i l • 1 ; 1 • '1 1 1 1 1 1 : , : 1 1 - , 1 \ '

Nous dirons qiAm ensemble admet une période ou transkuion hy si
x étant l'un quelconque des points de rensemble l'ensemble x-^rjz.
est identique à l'ancien,, c'est-à-dire si le 'glissement de la. droite sur
elle-même d'une quan t i t é h fait coïncider l'ensemble avec lui-même.
Les deux bornes d'un tel ensemble sont infinies.

On appellera milieu de translation un ensemble qui admet des trans-
lations A^/?^, ...,A^ . ../formant une suite ayant zéro pour limite ou,
plus brièvement, des translations infmitésimales.

Un mil ieu de translation est partout dense.
' ' U n cas particulier très important est celui, des milieux liomogène's.

(1) Les principaux résultais ont été publiés aux Comptes rendus des séances ^e^'Aa-
clémie ' ' d e s Sciences^ 23 juillet 1917.
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2, MILIEUX HOMOGÈNES. — Définitions» — Un en semble de points qui
ne se réduit pas à une suite de points équidistants constitue un milieu
homogène lorsque toute translation qui amène un point de l'ensemble
sur un autre poin t , de même ensemble fait entièrement coïncider
l 'ensemble avec lui-même.

Abstraction faite de l'exception relative à la file de points équi-
distants, on constate les propriétés suivantes :

Si a^ b sont deux nombres quelconques de l'ensemble^ la définition
exprime quÏ/ admet la translation b — a; si a y h y c sont trois nombres
quelconques elle exprime encore que d tel que d — c == h — a appartient à
l7 ensemble.

L'ensemble coïncide avec lui-même par retournement autour du
milieu du segment joignant deux quelconques de ses points. Cela
résulte de ce que, par rapport à un tel point, tous les points de
l'ensemble sont deux à "deux symétriques; car si a et b sont .les1

abscisses de deux points quelconques, puis c u n autre point, le point d
tel ' que d— b == ^ — c appartient à l'ensemble. C'est le seul mode de
coïncidence par retournement. Le retournement autour de l'un des
points de l 'ensemble en est un cas particulier.

Si l'on prend l'un des points comme origine, l 'ensemble des
abscisses est un module, de nombres, et réciproquement un module de
nombres relatifs dé f in i t un tel ensemble de points rapporté à l'un
d'eux pris comme or igine : ce module, c'est le système de translations
qui le caractérise. ! : . : , ; !: . ^ ; ^ .

S'il existe un intervalle limité dans lequel un tel ensemble n'ait
qu 'un nombre fini de points et s iA est la distance minima de deux
d'entre eux, l'ensemble 'se réduit à une série de points équidistants,
d'équidistance À, x^ •± nh, XQ étant l'un d'eux? car s^l existait, en
dehors d'eux, un autre point ^ tel que

1 : 1 , 1 1 ' , 1 - 1 ' 1 , !' \ ^û+/^<.^<^o4-(/9+,i)A, . / 1,;.1' ' ^ 1 . , ;

on en conclurait une translation ^ -~ (ocQ+pft) inférieure à À; Hors ce
cas simple un ensemble qui coïncide avec lui-même dès que l'on amène
par translation un de ses points sur un autre est ̂ /%7^^^Âom^
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Mais, puisqu'il est partout dense il admet des périodes aussi petites
que l'on veut en valeur absolue. Donc :

Tout milieu homogène est un milieu de translation.
Une somme de milieux homogènes identiques est un milieu de trans-

lation.
Réciproquement, tout milieu'de translation est soit un milieu homo-

gène soit une somme de milieux homogènes identiques.

Le milieu OÏL donné admet par hypothèse une s u i t e A i , As, ...,7^» * . . ,
de translations infinitésimales. Un point quelconque a de Diu engendre
par ces translations un mil ieu homogène; 31L est une collection de tels
ensembles dont deux quelconques sont évidemment identiques.

Voici quelques exemples de milieux homogènes : I. Tous les nombres
relatifs;, c'est-à-dire tous les points de la droite; II. Les nombres com-
mensurables; III. Les nombres fract ionnaires dont le dénominateur
est une puissance d'un.même nombre entier; IV. Les nombres algé-
briques réels.

3. ENSEMBLES DE TRANSLATION I^CN MÊME TYPE OU FRAGMENTS D'UN MILIEU DE
TRANSLATION,. —""'Nous diron's qu'un ensemble, dont l 'une au moins des
bornes IV, À" est finie, est de translation, lorsqu'il coïncide avec la
partie d'un milieu de translation comprise entre ces mêmes bornesy
étant entendu que^ si une borne appartient à l'ensemble, elle appartient

"au milieu. Si les deux bornes sont finies^ l'ensemble est dit aussi un
fragment du milieu. Définitions analogues dans le cas particulier d'un
milieu homogène. , , - . ^ 1 1 :11, 1 • .,

Deux fragments sont dits égaux s'ils peuvent coïncider par glisse-
ment- Leurs bornes étant Â^ À" (À'< V) et [J/, ^ Ç^<^) les diffé-
rences À"— A^, ^ ~~- ^ que nous appellerons longueur des fragments
et qui sont celles des segments rectilignes de mêmes extrémités sont
certainement égales. La /réciproque : n'est pas vraie; pour qu'elle ait
lieu il faut encore, et il suffit, que les bornes inférieures (ou supé-

. rieures,1 ce, 'sera là-même condition) soient ,des, points/homologues,
c'est-à-dire^des points, qui viennent en coïncidence par-une, certaine
translati.o.n, da milieu. 'Ainsi, ''dans1: l•l;eVIïlilieu',€onstituélpâr'I,lles, points:
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d'abscisses rationnelles, les fragments (o, i)^ (e^ e+i) ne sont pas
égaux; les fragments (^, ^4- i), (e4- -^-•' ê 4- •̂  ) sont. égaux* Nous
appellerons équivalents .deux fragments qu i on t même longueur.
, • Pour qu'un fragment soit égal à lui-même après retournement il
faut et il suffît qu'il soit symétr ique par rapport à son mil ieu.

Lorsque deux fragments sont équivalents sans être égaux on peut
les décomposer chacun en deux parties dont l'une a une longueur
aussi petite que l'on veut, les fragments restants étant égaux. Soient,
en effet, (a, a-+-À), (?? ? -4~À}les fragments don nés; désignons par c
un nombre positif, petit à volonté ; en choisissant une translation infé-
rieure à £ on peut trouver un point a', homologue de a, par exemple
supérieur à [3 et tel que y / — p < ; £ . Les fragments (a,a.+,^),
(a/, a' •4- A) sont égaux; la conclusion est immédiate.

1 Si deux .fragments sont égaux ils ne peuvent, coïncider après retour"
, nement préalable de l 'un, d'eux que si l 'un d'eux et, par conséquent,
tous1 les deux sont des fragments symétriques. Sinon ils deviennent
•équivalents; tel est par exemple alors le cas des fragments (-n;, 4)»
(10, i4—^Vdans le milieu des rationnels. , ^ •

On sait qu'un intervalle 1 est dit la somme d'une infinité d'autres
lorsque tout point intérieur à 1 est point intérieur ou point frontière
d'un intervalle partiel. Nous dirons qu 'un fragment est la somme à\m.
nombre fini ou d'une infinité de fragments lorsque l ' intervalle qui
correspond au premier est la somme de ceux qui correspondent aux
seconds. C'est là une restriction dans la définition, générale de la
somme 'd'une infinité d'ensembles; mais elle ^ n'est effective, (n° 6)
que dans le cas de fragments qui, au sens,de M. Borel, sont,de mesure
nulle. , • ! ! " ' / .

4. Ceci posé, rappelons l'énoncé du problème de la mesure tel qu'il
a é t édonnépa rM.Lebesgue^ ) :

1 •(TNous nous1 proposons, 'd'attacher, à 1 chaque, ensemble. Elorné/

(1) Leçons sur l'intégration et la recherche des fonctions primitives. GautNer-
'Villars,1?. Ï03.' 1 : - 1 - , 1 1 1 1 ' ' : 1 ; ! 1 1 ' 1 1 1 ' ^ 1 • 1 1 . ' ! ! 1 1 1 1 ; l l l i • : 1 , 1 , , ;. , , ,.1 ; ^ / l l l i . 1 • ,' , ! ,^- „
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formé des points de Ox, un nombre positif ou nul, m(E),que nous
appelons la mesure de E, et qui satisfait aux conditions suivantes :

» i * Deux ensembles égcmx ont même mesure.
» 2. L'ensemble somme d'un nombre fini ou d'une infinité dénom-

brable d'^ ensemblesy sans point commun deux à deux^ a pour mesure la
somme des mesures.

» 3» La mesure'de tous les points de (o, ï) est i. »

Soit alors un milieu de translation SÏL. Si, d'après la théorie que ces
conditions définissent, l 'un quelconque de ses, fragments est de mesure
nul le , ce qui arrivera certainement si l 'ensemble ^L est énumérable,
•nous ne réussirons point par là à comparer entre eux les divers frag-
ments. Modifions donc ainsi, en ce qui concerne les fragments du
milieu JIL, le problème de la mesure.

Proposons-nous d'attacher à chaque fragment F de OÏL un nombre
positif ou n u l , m(F), que nous appellerons la mesure de F, et qui satis-
fera aux conditions suivantes :

i^. Deux fragments égaux ont même mesure.
2^ Le fragment somme d'un nombre fini ou d''une infinité dénom-

brable de fragments [sans pointcommun deux à deux (^ )J a pour
mesure la somme des mesures.

3\ La mesure du fragment (o, ï) (par exemple) est un nombre
positif co.

Si la méthode Borel-Lebesgue conduit, pour le fragment (o, ï), à un
nombre positif, nous le prendrons pour nombre œ et les mesures des
divers fragments seront celles fournies par cette méthode. Sinon, les
conditions ï , 2 et 3 étant imposées parles conditions générales d'inté-
gration,: on sera amènera, modifier ces dernières lorsque la variable1

/ évolue1 dans le milieu ^iv. : , . ; ' " , ; ':. ; ! M : 1 1 1 ' ! 1 : . ^
Observons de suite .que- si la mesure des11, fragments11: est,;possible;

1 elk fourn i ra pour deux fragments. équivalents ! des.. ..nombres , égaux,

( ï ) Cette resirictioli est ici sans intérêt.
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résultat qu'il était indispensable d'atteindre si l'on. fait attention qinm
fragment retourné peut cesser d'être égal à lui-même. La-propr ié té ,
s'établit aisément comme il suit :

Soient (X', A77), ([j/, [//) les fragments équivalents considérés. Choi-
sissonsune translation h (A >o) aussi petite que l 'on voudra. Elle
fournit , à partir d'un point arbitraire, une suite de points du milieu,
en sorte qu'il y en a respectivement^ et q dans les deux fragments de
même longueur / et l'on a

ph^l< {/}+ a)/^ c/h^l< (<7+ a)/?.

D'ailleurs, tous tes fragments de la suite sont égaux. On en déduit
que

m{y'^')-mQf,V)\<îm{h),

m ( h ) étant la mesure commune de ces fragments» Or elle tend
^vers zéro/le nombre de, ceux qui sont situés dans le fragment (o, i)
pouvant être pris aussi grand que l'on veut.

Si la mesure est possible, deux fragments ayant 'même longueur ont
même mesure, la mesure d'un fragment somme de plusieurs autres
est égale, à. la - somme des mesures de ces derniers, les, mesures des'
fragments sont donc nécessairement proport ionnelles à leurs lon-
gueurs. La mesure d'un fragment de longueur l est donc nécessaire-
ment /co. Avec ces nombres, d'ailleurs, les conditions i', 2' et 3' sont
vérifiées : les fragments sont mesurables.

, 'S.1 ÉNONCÉ GÉNÉRAL DU pHOBLÉME DE •LA : MESURE. — Ce premier cas étant
examiné, nous poserons comme il suit, d'une manière générale, le
problème.del.aTOesure* ' 1 1 . 1 1 „ .11 . -' ; '• 1 , ' ^ • ,- ! • ! 1 , 1 1 , , ' . 1 1 1 ;

Une famille ^d'ensembles E de points situés sur un axe x ' x . est dite
mesurable si l'on peut faire correspondre à cliaque ensemble un
nombre positif ou nul, mais non tous ^^&, sa mesure, qui satisfa

^aux.condition^suivântes':^,1'1:'^/1'1'111:1'1 : 1 1 , : - 1 1 ' , / 1 1 :,';.11,"1: , • 1 1 , ^ 1 ' 1 ' ; , . : 1 1 ' , ' 1 : 1 ' / 1 1 ' 1 1 1 1 / 1 - 1 , 1 1 1 / / 1 . 1 . 1 1 1 ' ,

ï^. Deux ensembles de 3^ ég au^ par glissement ûtt après ̂ retournement
préalable^ <;fe ^0/2 ^^^«r^^^^^ ' :',;; ^ ' 1 1 > ' . 1 : 1 - : . • - , 1 1 ' . 1 •1 1 1 1 / ' 1 1 1 1 ' , ^ 1 . 1 1 1 , . • . • 1
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2". A. Si l'ensemble somme d^in nombre fini d9 ensembles de j Çsans
point commun deux à deux) appartient à ̂  sa. mesure esî la somme de
leurs mesures.

B. Si l'ensemble somme crime infinité dénombrable d'ensembles de §
(sans point commun deux à deux) appartient à $\ sa mesure esî /a
somme de leurs mesures.

y. La mesure dhm ensemble particulier de S, clé mesure non nulle, est
un nombre positif arbitraire co.

4//. I^s mesures des ensembles de S sont complètement déterminées par
les conditions précédentes.

On pourrait substituer aux conditions y et 4'' la suivante : Les
mesures sont déterminées'y à unfadeur positif près, par les conditions
i" et 2'. ^ . . ! , ' '

• Les restrictions dans l 'énoncé,des conditions ï et 2 de M. Lebes^ue,
ici ï " et, 2'\ ont pour objet de limiter à volonté, la collection des
,ensembles, qui, forment J; niais i l devenait indispensable de poser la
condit ion 4.// pour éviter la juxtaposition dans i de plusieurs collec-
tions composées chacune d'ensembles comparables entre eux,.alors
que les ensembles appartenant à des collections différentes ne le
seraient point. ! ! , , ' . ' • , ' • .

Les fragments d^un , mi l ieu (le translation constituent; bien ; une
famille mesurable. Mais il j a..des1 familles' très importantes pour les-
quelles la condition ^B. ne sera pas nécessairement' réalisée; il n'est1

cependant pasinutile de les considérery surtout/si l'on sait distinguer
• p a r m i leurs ensembles certaines infini tés énumérablesqui Y satisfont.
Nous donnerons donc la déf in i t ion suivante :

Une famille est dite semi-mesurable si elle satisfait aux condi t ions
d'une faniille mesurable, sauf peut-être à celle relative à la somme

.d'une infinité dénombrable d'ensembles (2 / /B). '

La suite : de/ ce 'Chapitre est .consacrée.à1 la recherche de famil les
.mesurables'ou semi-me.surables ^ensembles appartenant à un; même
-milieode translation. 1 : / i l 1 ' 1 1 1 1 . 1 1 1 1 / 1 1 ^ 1 1 - .1/1 ; ,11 1:.''1,11-'' 1 1 1 / : 1 1 1 1 1 - / 1 1 ' ' 1 . , 1 1 : 11 '\ 1:1'1 1

^.^ EXTEINSÏON-BIS LA. MÉTHODE BÔREL-LEBESGIÎE AUX ENSEMBLES -DE CRnTAINS
1:,11:,, /-'^nn.JSc. A^^wll./(,3)^IXKXV, —NÛVEWBBE » ' 9 i 8 . 1 1 1 . 1 : 1 ; , 1 1 . 1 1 1 ' , A1 '
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MILIEUX DE TRANSLATION. — Cette métiiôde ( { ' ) , dont les principes sont
dus à M. Borel, a été exposée, d 'une manière systématique par
M. Lebesgue dans ses Leçons sur l'intégration. Les ensembles qu'elle
permet de mesurer seront dits mesurables L, et c'est à ce dernier
Ouvrage que je me réfère dans ce qui suit :

Sou un milieu de translation DK- dont les fragments sont mesurables L.
Le rapport de la mesure d'un fragment à sa longueur est une cons-
tante k. Nous allojîs prouver que, nécessairement^ /c est o ou i.

Plus génêralemyit, imaginons dans un intervalle fixe, par
exemple (o^ i), un ensemble G duquel on sait que, dans tout inter-
valle inclus dans le premier, le rapport de sa mesure-extérieure à la
longueur de l 'intervalle qui le porte (2) est au plus égal à un nombre
fixe k" inférieur à i ; sa mesure extérieure est nul le» Car si a< +a^+...
esl une suite d'intervalles couvrant G, si l^ 4, ... sont les mesures
extérieures correspondantes et si l'on pose

^-=-.ff.i -{- Oa-h. . ., ^ /==/!-+-^-h . - • ,

on a
^ ̂ v crou . i ^ ^ k " ,

et, si l'on remplace a par sa l i m i t e inférieure /,

l ï l k " , <roù /==o .

De même, s'il existe un nombre positif k' tel que, dans tout inter-
valle partiel, le rapport de la mesure intérieure de G à la longueur de
l'intervalle soit au moins égal à k^ la mesure intérieure de G est égale
à i, car l 'ensemble complémentaire a une mesure extérieure nulle .

Ainsi, pour un ensemble mesurable L, le rapport de la portion con-
tenue dans un intervalle partiel quelconque à la longueur de cet intervalle

(1 ) P"oir BOREL, Leçons mr la théorie des fonctions, p. ^6 ; Leçons .wr les fonctions de
variables réelles^ p. ï6. — LEBESGUE, ÀnnaU cli MatemaUcci^ 190%, p. 238 ; Leçons sur
VTntégration et la recherclie des fonctions prîrnîtives^ p, 98 et 102.

(2) Qui a mêm-es bornes que lui*
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a pour bornes o et ï , à moins que dans VintermUe total le rapport ne.
soi l précisément ï ou o.

De cette proposit ion, Ja propriété relative an mi l i eu .)il est une con-
séquence immédiate.

Si les fragments de 1̂L ne sont pas mesurables L, leurs mesures exté-
rieures sont égales à leurs longueurs et leurs mesures intérieures sont
nulles. A ces mesures s 'applique en effet, sans difficulté, la démonstra-
tion du n° 4 relative à la proportionnalité des fragments à leurs lon-
gueurs; et par suite les rapports constants des mesures, .soit exté"
rieuresy soit intérieures, des fragments à leurs longueurs ne peuvent
être que o ou ï. 1 ! 1 1 : 1 " 1

Nous sommes maintenant en état de fixer la portée exacte, de la res-
triction concernant la définition d'une somme de fragments. Si les frag-
ments du milieu sont de mesure L nulle, la restriction est réelle; on
peu t , en effet, enfermer les points d'un f ragment dans des intervalles
dont la somme des/longueurs soit aussi petite que l'on veut ; les frag-
ments situés dans ces intervalles ont pour somme, au sens général de
la somme des ensembles, le fragment donné. Dans tout autre cas., la
restriction n'est qu'apparente : soient F le fragment donné, F^ F^ ...,
F^, ... des fragments dont, au sens général des ensembles, il est la
somme, I, 1^ la , .,., 1/3, ... les intervalles correspondants; puisque la
mesure extérieure.de F est/égale1 à sa'longueur, la somme dès-lon-
gueurs des intervalles I ^ L , . . . , I/,, .,,. est égale1 à ,cel le .de 1, et par-
suite les points de 1 qui n'appartiennent pas à J^, L, 1 - . . , Ï^ ... (s'il
en existe) forment un ensemble de mesure L nulle. Ainsi se trouve
caractérisée la circonstance dans laquelle l'ensemble, et non le frag-
ment, F est au sens large la somme de ï\, F^ ,.., Fn; et l'on constate
que le théorème relatif à la somme subsiste : la mesure du fragment F
est la somme des mesures des fragments Fo F^ .. , ,F/^.. . .

7.Geci établi, proposons-nous de déterlï^ner^^^yam^7fe^?e^CT2^6^^
mesurables appartenant àun milieu 3}'b de translation.

, ; ^Si ôtLest le- continu, .:c'estdeproblème,,'deM.:Borel.De'niêmeaussi,
lorsque, 01l n'étant pas le continu, ses fragments sont mesurables L et

le laombrè'i1 du n01^11 est égara ï ̂ alors, en effet,'ie segment (o, ï) .aura.
.même mesure û)11 que le fragment (o.-i); dans ce cas, le milieu complé-.
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mentaire , évidemment de translation ;,ôlL\ donne lieu à un rapport nul
et l'on peut faire la remarque suivante : pour qu'une famille d'en-
sembles'borné.Sy inclus dans 011, soit mesurable L, il faut. et il suflit
qu'elle jouisse de la même propriété dans le continu après adjonction
à ses ensembles des ensembles1 correspondants de mêmes bornes et de
mesure uulle de OlV, et, pour les, deux familles, les mesures seront
les mêmes. . •

Mais si le nombre /'est égal à zéro, le problème est entièrement
nouveau; il en est de même si, contrairement à notre première hypo-
thèse^ les fragments de JIL ne sont pas mesurables L. Sans doute on
ne sait pas construire effectivement de tels ensembles et, comme l'a
établi M. Lebesgue, ils1 ne sont pas susceptibles d'être définis par les
expressions analytiques à notre disposition; toutefois, il n'y a ni raison
ni utilité à les exclure a priori.

8. Supposons que les fragments de OÏL ne soient pas mesurables L.
Précisément, dans co cas, la méthode Borel-Lebesgue se prête a une
extension toute naturel le (1)..

;, On sait (n° 6) que, les ^ f ragment s de 31L n'étant pas mesurables 'L,
leurs1 mesures, extérieures sont' égales/ à leurs longueurs/et leurs
mesures intérieures sont nulles.

Imaginons un tel milieu, et soit un ensemble E: qui lui appart ient;
un ensemble complémentaire relat ivement à Oit sera un ensemble qui,
ajouté à E, reproduira un fragment, (a, 6) da milieu. Enfermons les
points de E dans un nombre fini ou une inf in i té dénombrable de frag-
ments; la mesure de Tensemble de ces fragments sera le produit par co
de la somme de ' leurs longueurs^ et la limite inférieure de ces
mesures sera dite ici mesure extérieure de E relativement à 31L : /??e(E).
Si C^(E) est la complémentaire de E par rapport" à (a, &), on devra
avoir, siE appwtient aune famille d^ ensembles mesurables comprenant
les fragments clé Oit', et si la différence de deuoc ensembles de la famille
appartient aussi'à lafamille^ d'une pari,

1 ! ; 1 ^ 1 1 1 : 1 ; , 1 1 : 1 . ' ; ; 1 1 ' ' 1 . ^l1 ':;::,1^;-',1./^.-^'-1 ';1 ' ^(Eî^/y^E),,';':'':,,; ,:•/l/•lll:l;:•l:l..l^ll;'ll:::l^ ^ 1

(1 ) LÏÎBESGUI^ Leçons mr Vintégraiiofi et ta redierche des fonctions primitives^ p. io3
•-et^uiv,,1 .\, , : ' • ; , 1 1 ' , 1 „ . 1 1 ' : • 1 / , . , . , - • 1,' \ , , 1 ;" ' . 1 / , ' 1 ^ 1 1 ^ , 1 ' 1 1 1 '• l l l : i l 1 1 1 ; 1 : 1 1 1 1 1 '; 1 1 ; 1 1 1 ' 1 - 1 ^ '1
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diantre part
m ( E ) + m [ C^ (1 E ) ] = in ( a, b ),

et, puisque ^^.1^(^)1 sera au moins égal. à m|C^(E)j,

mW^m{a,b} -m,[C^(E)].

Cette l imite inférieure de w(E) sera la mesure intérieure de E relative-
ment à Jfu : /n/:(.E). : ' ' ..

Je dis que, quel que. soit d'ailleurs .E, la mesure intérieure est au
plus égale à la mesure extérieure. En effet^ enfermons E dans une infi-
nité énumérabte de f ragments ' a, et C^(E) dans les fragments 6;
Tensemble des a et des ^ couvre le fragment (a, 6) et par conséquent,
dans le continu^ la somme dès longueurs des oc et des 3, c'est-à-dire des
segments correspondants, est au moins égale à la mesure extérieure L

.du fragment (a, 6), donc à sa longueur. Mult ipl iant toutes ces lon-
gueurs par ûû on a donc aussi, par rapport à Jfi,

m (a) + m(p)ï /n(a, &),
d'où l'on déduit

m,(E)^m,(E).

Considérons les ensembles E pour lesquels la mesure intérieure est
égale a la1 mesure extérieure. Cette famille ^ qui comprend:1 les frag-
ments, répondra au:, problème ..pos'é.. Les • mesures : de' ces-'ensembles
satisfont aux conditions i7, 3" ;et 4^ L'exposé de M. Lebesgue s'ap-
plique ici sans modification à la vérification de la condition a^. Si des
ensembles, en nombre fini ou énumérabîe (tous compris entre deux
bornes iîxes)y appartiennent à ̂  leur somme en fait aussi partie et sa
mesure est la somme de leurs mesures.

La suite des démonstrations est encore valable. Bornons-nous donc
à en énoncer les résultats :

: 1 1 . Si deux.ensembl.es, sont. ensembles de ^'il'en ^st'de même de la
'partie'de l'un', extérieure '.a,-l'autre.'En11'particulier,''si ' .l^ua^est contenu1

dans Tautre^ la di.ffére:nce,llde:s;,deu.x,.:.appâTtlien•fc, à'rf-et sa:, mesure .est la
'di.fférence^de'ieurs'me.sures.ï1.^1',:111-11,-:,,: l ; l l i l l l l : l . , ' : ; - 1 1 1 : 1 1 1 : 1 1 1 . ; 1 1 1 1 , • , 1 1 1 1 1 l l i : / : 1 1 1 : • 1 1 : : ,, . . . 1 ' 1 1 ; 1 1 1

. l l i : ^^Si^un. n;oinbTe;.lli,mitè:liQu,lu.n.e...infin1té.:,déllllôm.brâb.le-d?
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compris entre deux bornes fixes) appart iennent à. .î : i" l'ensemble des
points qui sont é léments de l'un au moins d'entre eux est ensemble
de ?; 2° Fensemble des points qui leur sont communs à tous est
ensemble de ^.

On dispose là de deux opérations qui, employées par M. Borel à
partir des intervalles un nombre fini de fois, lu i a fourn i les ensembles
mesurables que l'on rencontre pratiquement dans le continu. Pour
user de la seconde, on utilise la propriété suivante :

Si des ensembles E^, E^, ..., E/, ... sont tels que chacun ^contient
ceux d^indice plus grand et s^ils appartiennent à ̂  la mesure de leur
j)artie commune est la limite de m (E^-) pour i infini.

9. D'ailleurs il existe un lien très simple entre la famil le d'en-
sembles mesurables que la méthode Borel-Lebesgue donne dans le
continu et celle qu'elle fournit dans un milieu de translation î)}t auquel
elle n'était pas directement applicable.

Soit ^ un ensemble de la première; il est la somme de deux autres,
Tun E inclus dans OÏL, l'autre E' inclus dans X/, milieu complémen-
taire de 3}L par rapport au con t inu . ,

Dans le continu couvrons C et son complémentaire de deux systèmes
d'intervalles, a et ?. Le système de fragments a de<)lL couvre E et celui
des fragments [4 son complémentaire dans DIL. On en conclut que E
appartient à la seconde famille et que m(E)==7cw(^) si l 'on prend
dans 01L le nombre k pour mesure d'un fragment de longueur i,

Inversement, soit E un ensemble de la seconde famille. Appelons
E-^E^ l'ensemble des points de ÛIL etE' l'ensemble des points de OÏL'
qui sont inclus dans tout système d'intervalles couvrant E; posons

..' ',.1. . . ., • • ! ^^E+Ei-l-E^1 . 1 , / ' .' ; . • : :„

'Soient' a et p'deux systèmes de .fragments de 'M/ y^couvrant respectif
Tement:E^t son complémentaire^Le^système^'intervalles:'^

1 dans'ie' continu,; et C'est ^formé des'points' comm'uns a,lous^les\sys-,
ternes a; donc, d'après une propre
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C est, mesurable L, et l'on a

m (E -h EI ) == À" /n ̂  ;

d^ailleurs les points de E, sont communs aux a et aux p, par suite
77i(Ei) = o et ainsi m(E) = km.c.

10. EXTENSION1 DE LA MÉTHODE DE M. JôRDÂN AIÎX ENSEMBLES DES AUTRES
MILIEUX DE TRANSLATION. — Si la constante k (n° 6) est nulle, c'est-à-dire
si les fragments du milieu <)IL sont de mesure L nulle, la méthode de
MM. Borel et Lebesgue n'est plus utilisable : un ensemble quelconque
peut être enfermé dans des f ragments dont la somme des longueurs,
et par conséquent la somme des mesures dans JIL, -serait aussi petite,
que l'on veut : c'est dire que, rapporté à ^il, tout ensemble, et un
fragment, lui-même, aurait une mesure nulle.

La méthode de M. Jordan ( 1) conduira à des familles d'ensembles
qui seront seulement semi-mesurables. On sait qu'elle consiste en
ceci : décomposer en un nombre fini d'intervalles partiels un inter-
valle contenant l 'ensemble E considéré, prendre la somme ^ des
longueurs des intervalles dont tous les points appartiennent à E, la
somme s"^ des longueurs de ceux qui con t iennent des points de E;
pour une suite de décômpositioïls telle que le maximum de la longueur
de tous les intervalles tende vers zéro, ̂  et ̂  tendent vers des limites s '
et .f; ces limites sont fixes, s " est au plus égal à ^; la première
s'appelle 1 'étendue intérieure de E, la seconde Vélendue extérieure
de E : e,(E), ̂ (E); quand elles sont égales on dit que E est mesurable L

Remplaçons le mot intervalle par le mot fragment la longueur d'un
intervalle par la mesure du fragment et nous aurons un procédé que
l!on peut employer avec le milieu ^IL. Les nombres ainsi obtenus satis-
feront à toutes les conditions (^ )du n°5, sauf peut-être à s^B. Prenons
en effet par exemple tous les points du fragment (o, i ) supposé énumé-

- ( 1 1 ) Cours d'Ântïlf se ^ L L , '/ '• l l i . 1 1 1 , ; 1 —. 1 ' 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 ' 1 1 , l l l ' i l ' 1 1 1 1 1

( à ) On voit aisément que si un nombre limité d'ensembles (sans point commun deux
à deux) sont mesurables J il en est de même de leur somme, que la différence de deux
de ces ensembles est aussi mesurable J etqifi l y a entre les mesures les mêmes relations
qu'entre les ensembles.
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•râblé; chacun d'eux est mesurable J et son étendue est. nu l l e , le frag-
ment entier est aussi mesurable J et son é tendue est co.

• , 11. V o i c i ' u n cas où la condition ^B est vérifiée. Disons qu'un
ensemble E situé dans un intervalle (û, 6) est dissociable en les
ensembles E ( , E ^ , ..., E/,'. . . dont, il est la somme lorsqu'on peut
décomposer (a, b) en une in f i n i t é énumérable d'intervalles tels qu^un
même intervalle ne con t ienne pas de points d'ensembles dilférents;

. une extrémité commune à deux intervalles sera considérée à volonté
comme étant de l'un ou de l 'autre.

Alors, si les ensembles E/ sont mesurables J, il en est de même de E
et son étendue est la somme de leurs étendues.

Pour établir cette propriété nous ut i l iserons Inobservation suivante
qu'il suffira de just if ier dans le continu : On peut dans la méthode de
M. Jordan substituer aux décompositions de 1/intervalle (a, b\ en un
nombre fini d'intervalles, les décompositions en nombre fini ou
infini ^y énumérable.

Soient, en effet, un ensemble ^ situé dans rintervalle (a, 6), A une
décomposition de (a, b) en une infini té dénombrable d'intervalles,
a"' la somme des longueurs de ceux dont les points appartiennent tous
à <!:, o-" la longueur totale de ceux qui cont iennent des points de c. La
longueur de ceux qui ne contiennent pas de points de <!: sont /-- ^== t,
/é tant la longueur de (a, b).

• Si nous1 prenons dans A les n premiers intervalles, parmi eux
certains ont contribué à a-' pour une valeur cr^ ceux-ci et d'autres à c/7
pour o"^, d'autres enfin à •.t pour ^.

J 1 1 Choisissons n assez grand pour que a-' — a^ a" — o^ t — t^ soient
inférieurs à un nombre positif arbitraire £.

La décomposition D formée par les n premiers intervalles de A fît
les intervalles restants dans (a, 6) donne lieu, à des valeurs appro-
chées1^ ^ des1 étendues intérieure et extérieure de 6, et l ^on a . ! . 1 1 .

1 1 C 1 ' ) 1 1 1 1 1 ' ' 1 : 1 / ' 1 1 1 1 ' : ' 1 1 , ' , 1 ' 1 • • • 1 ' 1 , ̂ ^^-hÊ î p^ si^C^) -i-fi,1.1 ^ ' . 1 / 1 1 - 1 1 : ^ 1 1 1 1 1 1 ' . 1 , 1 , 1 1 1 1 1 1 ^ ^ 1 1 1 : , . 1 1 , ^ 1 : 1

' { â 1 1 ) 1 1 1 1 1 : : 1 ' 1 . 1 ' ; ^ ^ ^

(1) Rappelons qu'un intervalle est dît la somme d'unô infinité d'autres lorsque tout
point qui lui est intérieur est point intérieur ou pôiût frontière d'un intervalle partiel.
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Les étendues intérieure et extérieure de C sont respectivement la borne
supérieure et, la borne inférieure des valeurs approchées fournies par
les décompositions finies. Les inégalités (i) et .(2) montrent que ces
bornes ne sont pas modifiées par l'adjonction des décompo'sitions
infinies.

On peut aller plus loin. Les différences entre les étendues et leurs
valeurs approchées sont inférieures à un nombre positif arbitraire Y)
dès que les intervalles en nombre fini sont de longueur inférieure à
une quantité correspondante a; il en est de même si les intervalles
peuvent être une infinité. On a, en effet,

(3) ^^^^^-^-(o-^^X^-^

^[l-t.- (^-^)] - ̂ - ̂ - ̂ = (^ - tn) + (cr^ C7 ) ;

d'où

(3y ^-^<:2Z.

et

(4) . ^-^=^-^~(^-^)<^-C7,;

d'où

(47 1 1 1 - , l i l i 1 ' 1 1 1 1 1 ^~^<$. : ^ ; , 1 1 1 • : ^ ^ .^ ^ ^ ^
Supposons les intervalles de A inférieurs a a et prenons 2 £ plus petit

que a et que Y]. Nous aurons, à cause des inégalités (3)' et (4)' et du
fait que tous les intervalles de D sont inférieurs à a-(7 —• cr^ — ̂ < 2£),

(5) eK^)—^<2Y],
(6) ^—^(6)<2rj,

ce qui justifie notre affirmation.
Revenons à rensemble E dissociable ; (a, b} est exactement couvert

par l'assemblage A; divisons l'ensemble des intervalles où E^ est inclus
de manière à obtenir, par la méthode de M. Jordan appliquée aux/m^"
ments\ des valeurs approchées m, (E^), ^(E^) des mesures intérieure
et extérieure avec une erreur inférieure à e^ la sjérie des F/, étant
_. -Ànn.'Éc.Norm:,\Z), XXXV. — NOVEMBRE 1 9 1 8 . • , , ., ' 42
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convergente et de somme £ aussi petite qu'on vent. Nous aurons ainsi,
pour E, les valeurs approchées'S 7^.(E^,) et ^m^("E//) et la propriété est
établie,

12. SUITE DE L'EXAMEN DE LÀ PROPRIÉTÉ RELATIVE A LA. SOMME D ' U N E INFINITÉ
DÉNOMCRÂBLE D'ENSEMBLES. —- Chercher des conditions fort générales où
cette propriété subsiste ou bien, comme nous Pavons fait pour les
fragments (n0 3), restreindre le sens du mot somme de manière à
la conserver, c'est, tout un, et il n'y a là qu'une différence de mots.
Nous plaçant au second, p o i n t de vue, convenons de la définition sui-
vante :

Définition. — Un ensemble E, mesurable (,î), appartenant à l'inter-
valle (o, i) par exemple, est di t la somme des ensembles E^ si, quel que
soit £ posit if , i l existe des décompositions A, A^, de l 'intervalle (o, i)
en nombre fini ou in f in i d'intervalles partiels telles que : i° la somme
des fragments a provenant de A et donnant une valeur approchée de E
par défaut comporte une erreur inférieure à s; 2° les fragments a
fournissant dans A^ une valeur approchée par défaut de E^, tout point
d'un intervalle a appar t ient a Vun des intervalles a^ (pour une valeur
convenable dejr?).

Il va de soi qu'on suppose toujours avant tout E formé des éléments
des E^ qui soni sans p o i n t commun deux à deux.

Si E et les E^ sont des fragments, on constate sans difficulté que si,
au sens des fragments (n0 3)^ le premier est la somme des seconds, il
l'est aussi an sens de la définition précédente* Inversement si, au sens
de cette déf ini t ion, E est la somme des E/,, il l'est au sens des frag-
ments, à moins qu 'une borne de E soit point limite de bornes des E^.
Cette double propriété rend assez naturelle la définition ci-dessus.
D'ailleurs, quand elle est vérifiée par des ensembles, les ensembles E^
sont mesurables (J) et Pon a

. ! iTies.E=:2rnes.E^*

Cela résulte d'une part des inégalités
^ , , , - , ' /n.ElIm.TE^

//^E^I-m^E^

et de Phypolhèse que E est mesurable .1.
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Mais ce n'est point le cas le plus général où la propriété relative à la
^somme [au sens large ( ' )] subsiste JLI suffit, pour constater ce fai t , de
prendre un fragment E de bornes a', a" et d'extraire de l'intervalle 1 de
mêmes bornes des intervalles 1̂  comprenant tous les points de E de
même longueur totale que 1 et laissant, à leur extérieur un ensemble C.
Les ^définissent des fragments E^dont la somme, au sens strict, ne
donne pas E. On peut d'ailleurs énoncer des conditions nécessaires et
suffisantes. Dans ce qui suit,, les décompositions A, ̂  sont. respec-
tivement utilisées pour avoir des valeurs approchées de E; E^.

13. THÉORÈME. — Soient des ensembles E, E,, ..., E^ ... mesurables J,
le premier E somme {/es autres, au sens large. Si sa mesure est la somme
de leurs mesures on peut à tout nombre positif £ faire correspondre une
suite de décompositions de Vintermile fondcimentcd {comprenant tous les
ensembles) A, A^ ..., A^, ... telle que :

î.° Les fragments ̂  qui fournissent une valeur approchée par excès
de E^ comportent uneerreur inférieure à ̂  etia somme £,i-}-£û4-...-4-£,,...
est au plus égale à c;

2° Tout point des intervalles ^ des fragments qui donnent E par excès
appartient à l^un des intervalles (â ,̂ pour une valeur convenable de p.

Partons d'une décomposition A et de décompositions A'^ ..., A^, ...
telles que les différences entre les sommes de fragments par excès et
par défaut, [̂  a d'une part, (^, a'p ..., (î^ a^ ... d'autre part, diffèrent
respectivement de moins de Y], Y]'̂  ..., T]^ ..., la somme Yj7, +... 4-ï^4-...
étant égale à Yf.

Supposons la décomposition A en un nombre f i n i de parties. Tout [j
qui n'est pas un a a un point commun avec un jrt^; allongeons ce
dernier intervalle de la partie du premier qui lui serait extérieure;
cette modification des A' a pour effet possible d'augmenter les ^ et de
diminuer les a'., T]' augmentant de moins de 27]. Les a excèdent les y/
actuels d'au plus yf-h ^Y), à cause de l'hypothèse 772.E == SmEp. D'ailleurs
les parties à\m a^ qui ne sont point parties des a forment des inter-
valles inclus dans ceux des ^ qui ne sont pas des a; de plus un a^, et

(r) La sonirne, d'après la délinition procéclenleî sera dUo au sens strîc(\
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un ^définissent deux intervalles qui ^empiètent pas l'un sur l 'autre ;
il en résulte que les parties des intervalles a extérieures aux inter-
valles ^ nouveaux ont une mesure fragmentaire inférieure yj'+3'/];
et si on laisse de côté, pour n'en conserver qu'un nombre limité, une
infinité d'intervalles x dont la somme des mesures ne dépasse pas y;,
les intervalles y <pi subsistent dans les intervalles a hors des a'
conservés ont une mesure qui n'atteint pas y/+4y]- Chaque point
d'un fragment 7 a un élément commun avec un fragment (au moins) p^.
Ajoutons-le à ce fragment. Au total, les ̂ f augmenteront et les y/ dimi-
nueront donc de moins de r{-}-(.\r^ et par suite, dans le système de
décompositions A, , Aa, .... A/,, ... auquel nous parvenons, la somme
des différences de mesures par excès et par défaut de E^ E^ ...., E^, ...
est inférieure à 2y]'+6y]. Il suffit donc d'avoir choisi sy f+ô ï j ^ s
pour satisfaire à l'énoncé du théorème.

IV ailleurs, a fortiori^ tout point d^un intervalle a appartient à Fun
des intervalles (^. Cette propriété, comme la précédente, subsiste si
respectant les points de subdivision de A on imagine des décompo"
sifions A', A",... qui donnent de E des mesures aussi approchées qu'on
veut. Donc :

THÉORÈME. —Soient des ensembles E, E^ ..., E ,̂ ... mesurables J, le
premier E somme des autres^ au sens large. Si sa mesure est la somme de
leurs mesures^ on peut à tout couple de nombres positifs ^ refaire corres-
pondre une suite de décompositions de F intervalle fondamental A^ A,,...,
A^, ... telle que :

î ° Les fragments a qui fournissent une valeur approchée par défaut
de E et les fragments (L une valeur approchée par excès de E^ comportent
respectivement des erreurs inférieures àr\et à £^5 la somme

étant au plus égale à e ;
2° Tout point des intervalles a appartieni à Vun des intervalles^^ pour

une valeur convenable de p.

14. Les réciproques sont immédiates :
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Première réciproque. — Soient des. ensembles E, E,, ..., E^, ..., le
premier E somme des autres, au sens large et, ces derniers, mesu-
rables J. On suppose qu^à tout nombre positif £ on peut faire corres-
pondre une suite de décompositions de Fintervalle fondamental A,
A , , ..., A^ ... telle que :

i° Les fragments ^ qui fournissent une valeur approchée par
excès de Ep comportent une erreur inférieure à £p et la somme
£, + £2 •+"... 4- tp 4-... est au plus égale à s;

2° Tout point des intervalles ? des fragments qui donnent E par
excès appartient à l'un des intervalles ^, pour une valeur convenable
de p .

Dans ces condit ions E est mesurable J et sa mesure est la somme
de leurs mesures.

Deuxième réciproque. — Soient des ensembles E, E( , .. , E^, . . .5 le
premier E somme des autres, au sens large, tous mesurables J. On
suppose qu'à tout couple de nombres positifs s, Y] on peut faire corres-
pondre une suite de décompositions de l ' intervalle fondamental Ay
A , , ..., A^ ... telle que :

i° Les fragments f^qui fournissent une valeur approchée par excès
de E^ comportent une erreur inférieure à e^ la somme £i+*..+£y,+...
étant au plus égale à £, et les fragments a qui donnent une valeur
approchée par défaut de E une erreur inférieure à Y];

2° Tout point des intervalles a appartient à l'un des intervalles ^p
pour une valeur convenable de p.

Dans ces conditions, la mesure de E est la somme des mesures
des E^.

En effet, en supposant que T] soit simplement une limite de l'excès
de la mesure intérieure de E sur celle des a, on a, d'après les hypo-
thèses,

/n^E£^/n<?E^ et aussi ! m^E^i</»/E^, "' '
de sorte que

! ! w^E== S/nEp, .
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15« EXAMEN i/uN CAS SIMPLE. -— Admettons que, quel que soit e, on
puisse trouver une décomposition A telle que la différence des valeurs
approchées qu'elle fournit pour E^ soit inférieure à £^, la somme des e^
étant au plus égale à £ ; la première réciproque est applicable.

On sera ramené à ce cas particulier si l'on peut faire correspondre à
ton nombre s un système de décompositions A^ Aa, . . . yA^ ... dont
les points de subdivision déterminent une décomposition de l 'inter-
valle fondamental? car on la prendra pourÀ et il est clair qu'elle donne
pour E^ des valeurs approchées de moindre différence que A^,

Ici se pose la question : comment reconnaître si un ensemble de
points peut définir une décomposition de rintervalle fondamental? La
réponse est immédiate : il faut et il suffit que Pense/m blé soit fermé et
que chacun de ses points limites soit à l 'intérieur de l'intervalle fonda-
mental et ne soit limite que d'un côté.

Exemple dans lequel mE==ï.mE^. — Dans l ' intervalle fonda-
mental (o, i) du milieu quelconque de translation DlL, prenons
pour E^-i l'ensemble formé des points

i - i . i i \
________________ _ ) ______________________ ^—— ,-JQ '-.- _________________ I_ ______________________

2 /^ + î ^-1-2 nt^ ' ' = 2 n + i a^-1 n^ 1 /
\ {n^-î, 2, . . .d -œ) .

i _ ,i < i _ r ^
2 n -h-1 ss^ /^+lî- = tz 2 /z -4- i a^-2 nP^'2 ]

Si le milieu 1̂1 n'avait pas ses fragments de mesure L nulle, et si
l'on prend i pour mesure du fragment (o, i), on aurait

i „ / ^ j^=^(p+2)^.^^p^3)

ea posant

et

ç ( , ) = ^ + ^ + , . + ^ + . . .
• / 1' a3 y-

//iE=:l?(3).
L\

Ces résultats subsistent si les fragments de JlL sont de mesure L
nulle.
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-En effety ayant fait. choix d 'une suite de nombres positifs s.p ̂  ...,
£^ ...décroissants de somme inférieure à c, je prends, comme points de
subdivision de A^, ^ et les bornes, supérieures à Sy, des fragments
dont la somme constitue E^dans cette décomposition de (o, ï), l'in-
tervalle (o, ^) est le seul des ^ qui ne soit pas un o^. Me donnant
ensuite deux nombres positifs rf', ïfde somme T) arbitrairement petite,
je sépare l'intervalle (o, Y]') de l'intervalle (o, ï ) ainsi que,, dans l'inter-
valle (vf, ï), des intervalles de somme vf construits autour de chaque
membre de la forme— î— et, si l'on veut, d'un seul côté. Avec les

'2 tît —j— 1

extrémités de ces intervalles et celles des bornes des fragments des E^
qui sont dans les parties restantes, je constitue A. Il est clair que les
condi t ions requises à la deuxième réciproque sont réalisées,

16. EXEMPLE DE MILIEU HOMOGÈNE DE MESURE L NULLE ( k == û) ET AYANT ÎA
PUISSANCE DIT CONTÏNIÎ. — " N o u s nous servirons de la propriété sui-
vante :

Soit une suite de nombres entiers supérieurs à ï : u^ u^,..., u^ ... ;
posons di-== u^u^^.u^ On peut, a étant un nombre quelconque positif
ou négatif, le mettre , et cela d'une seule manière, sous la forme

Cf.. €1^ Cin
^+-r + -r -+-...+1 —,+.»., 1 1

"ï ^â u/?

les a^ étant des entiers, le premier positif ou négatif, les autres posi-
tifs ou nuls et satisfaisant aux inégalités ûi<^u^ II n'y a d'exception
que pour tout développement l imi té

(i[ a,}
C(Q^- — -h...'4- — îdt d,,

qui peut aussi s'écrire sous forme de série

ci, a,/—ï ^ , 4 - 1 — ï ? / n — î
a, -+- - +-.... 4- ——— 4- -±-1—— -h ... 4- ——— 4-....

//î d,, dn^ d^

Levons la restriction que les ent iers a^ qui su iven t l e premier^
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doivent être non négatifs et inférieurs chacun à la quantité u, corres-
pondante : alors, un même nombre est fourni une infinité de fois par
ce mode de représentation.

Considérons Fensemble E), des nombres a^ pour chacun desquels
une représentation de ce type satisfait à la condition Yim-^^^y
r^étant une variable donnée positive in f in iment grande telle que la
série V—' soit convergente : E), forme un mil ieu homogène; ces

Massa 0^

divers milieux sont égaux.
Posons

V r^
^1^ ' •

/?.-+-1

si de plus d^^ tend vers zéro pour n inf in i , on peut atfirmer que les
milieux correspondant à deux valeurs différentes de X sont sans point
commun^ car f ê t a n t la différence de ces valeurs on aurai t une égalité
de la forme

b^ b^ bn , ^«+1 .
, 0= ^o+ -T + T +-•-!- -r +——-4-.. .

Ch Oâ CÏn C/n^i

avec lim-^ ' = u^ ce qui est incompatible avec l'hypothèse précé-
rn

dente.

17. Soient p et a deux nombres positifs, p ^> a ; posons p — a =t
et prenons u^d^, r^d^ (au moins à partir d'un certain rang): on
en déduit, en supposant pour plus de simplicité que les inégalités
a i en t lieu dès le début,

,, > f . p ip+ l i ^ - ' 1 ri >//>•^-Ut / n-t-i <• 1
u^ i = u\ ̂  - t - 1 , a^ ^ n / , -,— ̂  -jp^y.

a,t+[ a^

' , \ 1 1 , ! sa -a

Par suite d^a^ est inférieur à d^^. —^y ^ fortiori à ̂ ./^
' ! ! ! ' . ! 111' 1 1 ! 1 1 1 ! . ! 1' ^ 1 1 ' ^1 ' ! 1 , 1 ^ • 1 ! n

et a S'' /r^ir-^ quantité qui tend vers zéro pour n infini.
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La propriété précédente a 'donc l ieu . Mais^ de plus., on voit aisément
qu'un milieu E\ a une mesure L nulle. En effet, c étant un nombre
positif arbitraire, on peut, pour un ^ nombre a de E),? prendre n asse^
grand pour que

a (a • a[ ^ . ^\|<-i^_ti)
^-(^^+--^)[-, <— a

Soit p la somme On 4- a- + ... -4- ^-j a == cl^\ enlevons de l 'inter-q u rfi ^ Jf

valle (o, i) tous les intervalles partiels dont le milieu a une abscisse
rationnelle de dénominateur d^ à par t i r d /une certaine valeur de
r'indice,, et dont l'épaisseur est "i-a " ' nous sommes certains
d'enlever ainsi tout nombre a compris entre o et i, sauf des nombres
rationnels fournis parles premiers développements l imi tés aux indices
inférieurs. Or la longueur totale des intervalles supprimés est infé-
rieure à

, - , , .'̂  d^"•l'K14-^!^^-
//

Nous avons vu plus haut que cettesérie tend vers zéro pour/î i n f i n i ,
la mesure L du fragment (o,,i) de E), est donc nulle,

D'ailleurs, cet ensemble a la puissance ! du con t inu . Les divers
ensembles]^ son!- manifestement identiques : u n e translation h qui
amène un point de E)/ sur un point de E>/ fait coïncider les deux
ensembles. Considérons donc Eo; •î\ est i n f i n i m e n t grand, parmi les
nombres a de E^ il y a en particulier ceux pour lesquels chaque a, est
non négatif et inférieur à un nombre fixe, 10 par exemple. Ces
nombres correspondent aux nombres a dont la représentation déci-
male est Y^; or ces derniers forment un ensemble ayant la puis-
sance du cont inu.

i8. En modifiant légèrement la démonstra t ion ci-dessus, on voit
que' l 'ensemble £ des ensembles E^ considérés, qui. est lui-même
homogène, est aussi de mesure L nulle, II suffit de prendre pour

4n-n, Èc\ Vo/w., (3) , XXXV, — NOVEMÏÎRE 1918 . 4^
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l 'épaisseur des intervalles extraits de (o, i) ——/, quel que soit le' ̂
point considéré de £, et par conséquent quel que soit X, il f inira^ pour
n assez û;rand, par être englobé dans l'intervalle supprimé.

On peut étendre encore la même propriété à l'ensemble homogène
des points pour chacun desquels existe un développement tel que 1^—
soit borné.

Cet exemple est suggéré par une démonstration de M. Borel ( î) .

19, EXEMPLE DE MILIEU DE TRANSLATION DONT LES FRAGMENTS NE SONT PAS
MESïjRAïîLEsL. —Soien t a et s deux entiers supérieurs à i, premiers
entre eux; à chaque nombre relatif x associons l'ensemble OG + -,- -y
q étant un entier positif ou nul et n un entier de signe quelconque;
nous partageons ainsi les nombres relatifs en des ensembles E qui
constituent des milieux de translation; groupons ces ensembles en
familles C qui contiennent, avec un ensemble Eç, ceuxE^E^ , . . . , E^-i
qui s^en déduisent en effectuant successivement s — i fois la trans-
lation 4" Ces familles sont parfaitement définies. Adoptons (2) dans

«s
chacune d'elles un des ensembles qui le forment . La réunion de ces
ensembles donne un mi l ieu de translation ;)lLo duquel on déduit par la
translat ion ^ des mil ieux X^ X^, ..., DlL^,. Ces milieux OtLo,

0

X^, ..., DlL^j sont sans point commun deux à deux; au total, ils

( 1 ) Leçons sur la théorie des fonctions^ p. 89 et suiv.
(â) C'est cette distinction d'un ensemble privilégié dans chaque famille que l'on ne sait

pas actuellement effectuer. Si l'on imagine un nombre x écrit dans le Système de base d^
soit XQXI,VÏ « . . X n . . . , on peut lui iaire correspondre une série entière

CQ .^0 -4~ Ci ,xi 3 4-... — c,i .r̂  ̂ "4- *..,

suivant uae loi déterminôe. Les séries qui correspondent aux nombres d'un môme
ensemble ne dînèrent entre elles que de polynômes. Le problème peut donc être ramené
a déterminer une- propriété qui leur soit commune et qui soit caractérisée p^r un nombre
variant avec les çnsembles d'une même famille,
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recons t i tuent le con l inu ; ils sont iden t iques et, leurs fragments ne
sont pas mesurables L (îi°6), car.celte mesure serait nécessairement
la ^leme partie de la longueur.

CHAPITRE II.
MESURE DE CERTAINS MILIEUX DE TRANSLATION.

1. L'objet de ce Chapitre est de comparer entre eux certains milieux
de translat ion, de définir le rapport de deux d'entre eux etd'appliquer
enfin à ces ensembles qui n'ont ni borne inférieure ni borne supérieure
la théorie de la mesure.

Nous nous occuperons principalement de milieux homogènes ;les
fami l les que nous constituerons seront d'ordinaire seulement semi-
mesurables.

2. PREMICES PROPRIÉTÉS DES MILIEUX HOMOGENES. — POUF que dcilX
mil ieux homogènes égaux coïncident il faut et il suff i t (s'ils sont sur
une même droite) qu'un point de l'un coïncide avec un point de l'autre.

Pour que deux milieux homogènes soient égaux il faut et il suffit
qu^ils admettent les mêmes translations.

Si des milieux homogèneSy en nombre f ini ou inf in i , admettent un mi-
lieu de points qui leur soient conumuns à tous/ce milieu est homogène.

Pour qu 'un mil ieu homogène soit égal à une partie d'un autre il
faut et i l suffît quele second admette toutes les translations du premier.

3. DIVISEURS ET MULTIPLES D^ÏJN MILIEU HOMOGÈNE. —— Soient deUX
milieux homogènes M et JÏL, M égal à une partie Mp de X.; si a^ est un
point de Mo et a^ un point quelconque de M/mais non de Mo, la trans-
lation a^ — 0(, amène Mo sur une autre partie M,, de OÏL sans point
commun avec Mo; ainsi eX est la somme, en nombre fini ou inf in i , de
milieux égaux à M. Une pareille décomposition n^est possible que
d'une seule manière, car, dès que deux parties égales àM ont un point
commun, elles coïncident.
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Si ^fu est la somme d'une infinité d^ensembles égaux à M, nous
dirons que M est un diviseur nul de OÏL, .m-un multiple i n f i n i de M,
que les rapports —5 — sont respectivement nul et i n f i n i . Si ^iL est la
somme d\in nombre l imité p- d'ensembles é^aux à M, nous dirons
que M est un diviseur (non nul) de on, ^IL u n mul t ip le (non infini
de M), que les rapports ^-? ".r sont respectivement - et p., ce que
nous écrirons aussi

M^-^m, ^L==aM.
F- • „ .

4. Voici Comment on peut essayer de déterminer ce nombre ;j<.
Soit h^ une translation de D1L, mais non de M. Partons de M^ la trans-
lation Ai donne M^ distinct de M(); de nouvelles translations /^con-
duisent de M^ à Ma, etc. Si aucun des M^ ne coïncide avec M^ ils sont
tous dis t incts , car si M^ étai t identique à M/., M/.y c'est-à-dire M,
admettrait la translation sh^ et par conséquent Ms serait ident ique
à Mo. Alors DIL cont ient une inf in i té de fois M.

Si M^ coïncide avec Mo et s'il est le premier à le redonner, c^st
que p.î h^ est une translation de M. Soit

M,0 == Mo -h Mi -h . . . 4- M^i,

M(/ est homogène. En effet soient /^-un point de M;, c un autre point
de M;/'; ou bien c appartient aussi à M^ alors la translation c—h^
transforme chaque M^ en lui-même, ou bien c fait partie d e M / ( y = ^ i);
posons bj-^bi+Çj—i)/i\, la translation c — ^ est la résultante de
deux autres, l 'une (j — i}h^ qui transforme chaque partie M^ en une
autre partie de M^, la seconde qui laisse chaque M ,̂ invariant .

Portons not re attention sur les translations de la forme th^ t entier.
Lorsque t est un multiple de u^ elles laissent fixe chaque M.p : lorsque.
t est premier avec ^, une translation de cette nature classe les M/,
dans un ordre tel que chacun d^eux est remplacé par le suivant et que,
appliquée [̂  fois à l'un quelconque des M^/ elle reproduit celui-là
après avoir fourni tous les autres; enfin lorsque f et [̂  ont un plus
grand commun diviseur a ies MÇ, se répartissent en S cycles qui en con-
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tiennent chacun ^? ces derniers se déduisant les uns des autres par la
0

translation th, qu i , appliquée ̂  fois à l 'un d'eux, les reproduit tous,
Revenons à M^ : si M^ est identique à OÏL, on a OÏL == p^M.
Sinon, soit h^ une translation de OÏL, mais non de M^\ Appliquée

plusieurs fois successivement à M^ elle donne M^", M,15. SHa suite est
infinie, OÏL contient Mo15 et par suite M une infinité de fois. Dans le cas
contraire, soit M^ le premier M1^ qui reproduit M^ lui-même^ et
posons

Mo 2 ^=M^- i -M, î ? -T- . . . - l -M^„l ;

M^ est homogène.
Si M^ est identique à OÏL, on a OÏL == p^ [J^M.
Sinon on poursuivra de la même manière.
Bref, si ^ est infini, ou l 'une des suites M;f S M^.M^, . . . est infinie,

ou la suite même Mo, M^, M^, ... est infinie, aucun des M^'' ne repro-
duisant OÏL. Si ^ est fini chaque suite est l imitée et leur nombre est
fini. M^ est une somme d^ensembles M,, M < , ..., M^_, formant un.
cycle, la translation A, faisant passer d'un M au suivant et de M^_i
à 'Mo; de même M^ est la somme des ensembles M'o0, ..., M^Li qui
forment aussi un cycle ...; de même enfin, si M^5 est on lui-même, il
est la somme des ensembles du cycle M^ ..., iMg^, et l'on a !

1 : ! ^=p.i^a...^. .

5. REMARQUES SIÎR LA DÉCOMPOSITION EN CYCLES* — Considérons dans
la suite des cycles un cycle quelconque de cycles, par exemple M^,
M^ ..., M^. M;^ étant M, + M, +... + M,^.

Les translations As, 2/^ . . . ,(^-1)^2 ont transformé chaque M
e^ ̂  ̂  i autres; distingaons-les par un second indice en posant

M ^ ' ^ M o c - h Mi,.-h • . » M.^i^i

M o . é t a n t l'ancien ̂  et '^ se déduisant de Mp^ par À,. M^ est
un My,o; s'il est M^.o le cycle de cycles peut s'obtenir en interver-
tissant les translations fi, et A,, en sorte que l ' on , effectue d'abord
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sur M^ç par exemple les translations A^, 2/^, ... qui donneront Mo^o,
MQ^, ..., M^.,_p puis, sur ce cycle, les translations h^ 2/î^ ... qui
fourniront un cycle de [x, ensembles. Cela arrivera lorsque y^h^ sera
une translation de Mo. S i y ^ p y u^k^ est une translation résultante
d'une translation y, de Mo et d\me translation de la forme t h ^ y t étant
congru à q—p relativement au module p^. Au cas où t serait premier
avec (J^ ce n'est qu'après avoir effectué la translation ^(p.^)
sur Mo:,o que l'on sera revenu à cet ensemble de départ après avoir
d'ailleurs obtenu tous les autres. On aura remplacé un cycle de cycles
par un cycle unique. Au cas, enfin, où t et \j^ auraient un plus grand
commun diviseur à, on reviendra à Moo après lj:l^ translations A^ on
aura ainsi un cycle qui par o — i translations h\ reproduira l'ensemble
proposé. Si p^ et u^ sont premiers entre eux, on pourra certainement
substituer à la translation h^ la translation /^+ sch^ l'entier x é tant
choisi de façon que^(J^4-^ soit congru à zéro suivant le module u^ ;
alors on aura bien un cycle de ̂  cycles formés chacun de p^ ensembles
égaux à Moo : on peut intervertir les facteurs [ĵ  et ;j^.

Si un facteur a, est le produit de deux entiers ^(^ on peut rem-
placer le cycle relatif à L^ par un cycle des cycles; la translation p//^
appliquée plusieurs fois à Mo donne M^, M^, . . . ; du cycle

Mo -(- Mp^ -+- . .. + Hp^i,^ -= Mo

on déduit ensuite par les translations \h^ ih^ ... (^—i)/^ un
nouveau cycle composé de M^ Mp M ' , c'est-à-dire de Mo, M ( ,
M,,...,M^

Donc il existe toujours une suùe de cycles s'engendrant les uns les
autres à partir de Mç de manière à reproduire ^1L e/ correspondant à la

'décomposition de ^L en un produit de facteurs premiers y distincts ou non^
et pris dans un ordre arbitraire (puisque Fon peut intervertir l'ordre (ic
deux facteurs premiers entre eux).

6. COMPOSITION DES TRANSLATIONS QUI ENGENDRENT LES CYCLES. — Désî-
gnons d'une manière générale par Y] les translations de M et envisageons
les translations des cycles successifs relatifs à une décomposition
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quelconque. D^abord /?.,,, translation qui engendre le premier cycle
n'est pas un T] ; i^/i, est un Y] et c'est le premier multiple de Â,( qui
jouisse de cette propriété,, Toute translation de M^ est de la forme

10 T] -1- m^h^ m, étant un entier. Puis /^ qui fournit le cycle M^ n'appar-
t ient pas à M^, mais p^/^ est une translation de M^, et c'est le pre-
mier multiple de/^ qui soit de cette forme; et ainsi, de suite. Bref les
mult iples ; x , Â , , u^/i.^ . < . , p.̂ , ..., u^h^ sont les premiers multiples
de A i , /^, ..., /^, ..., /^ donnés par des égalités de la forme

Pi^i='/n.
p.^,2:=T,2 -h a^'Ài,

^.3//3 =713+0^^1 -4- <^^2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

^ //.• == •ns •+• a^ Ai + af //s 4- . . . -h a^^ //^_i,
. . . . . . . . . . . * - . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

^/^:=-'^4- af h^-\- ay h^-v. .............+ (^ .̂!̂  ^/,-n

les a étant entiers, et les diverses translations de M^\ M',2'1, . . . ,
M'^, ..., M^ ou Oil- sont respectivement fournies par les formules

•{} 4-^,1 h^

'(} "h- m^h^-^r- m^h^

.(^) 1 1 ' . .< * " * * • - • • • - • ; • » . ! , . ! , , , , / ,
\ 'ri + //?i/?.i*4-- m^h^-+-. . . -}-rn^k^
.............................

1 Y} "4- ̂ i ̂ i -{- W2^2 4- . • < + . . . . + ïîZp kp^

les m étant des entiers arbitraires,

7* CONDITIONS POUR QU'UN MILIEU HOMOGÈNE ADMETTE UN MULTIPLE, OU UN
DIVISEUR. — Observons que /^ n'est pas une translation de M et que
I^À, en est une. Donc quand un milieu M admet un multiple (non
inf in i ) , i l existe un diviseur de l'une de ses translations qui n'est pas
lui-même une translation. D'ailleurs, lorsque ce fait se présente et
si Ai est ce diviseur et p^A^ la première translation de M, les transla-

i)/^ fournissent un mil ieu homogène mul-t ions /4, 2/^, ..., (ai
tiple de'M.AinBi ;
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Pour qu'un milieu admette un multiple {non infini), il feint et il suffit
quhm dmseur d'une de ses translations ne soit pas lui-même une trans-
lation.

Si ̂  étant une translation de M, A, = ^1 n'est pas une translation,
un diviseur quelconque de À| n'est pas non plus une translation, de
sorte que le premier multiple de M que nous venons de former admet
aussi des .multiples, également multiples de M. Par suite ;

Un milieu qui admet un multiple en admet une infinité.

Portons notre a t ten t ion sur on et sur M^"1' : Le module des transla-
tions deor^s'obtienten adjoignant/^aii module des translations de M^"^
et UyA» est le premier multiple de hp qui appart ienne à ce dernier
module. Quand il est possible d'effectuer une pareille dissociat ion/ le
module restreint déf ini t un milieu M^""^ qu i , par l 'emploi de h^
engendre X. Donc ;

Pour qu'un milieu admette un diviseur (non nul^ il faut et II suffit
que l9 on puisse distinguer une translation hp ci délimiter un sous-module
de translations de manière à satisfaire aux conditions suivantes :

i° A. ne fait point partie du sous-module., mais un multiple de h^ lui
appartient;

2° V adjonction de À. au sous-module redonne le module,

Soit p^/^=ï]^, translation du diviseur considéré de 1̂1. Si un
diviseur -£ de A» est translation de ^ll il existe un Y], soit Yf» et un
eutier q tels que

y / ^p {1n — r i ,r/A,-r/==^ ou L———fz^^.

r\' 1 1 . 1 1 1 . 1 !

D'une par t— est nécessairement rationnel; d'autre part, (yn— î)h^1 ' 1 ri p ! . ! ! !

étant un T], qn — ï est un mul t ip le de ^y, par suite py, et n sont cer-
tainement premiers entre eux. Ainsi, avec les mêmes notations que
ci-dessuSy si-11-est translation de X-, n et ̂  sont premiers entre eux. En
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conséquence, il existe une infinité de diviseurs de hy qui ne sont point
translations de ^ïi. Donc, enfin :

Un milieu qui'.nadmet par de multiple n^'admetpas non plus de diçiseur.

Cela résultait d'ailleurs de ce fait : si un milieu admet un multiple,
ce dernier admetlui aussi des multiples.

On peut donc diviser les milieux en trois, classes comprenant res-
pectivement : , , , ; „ ^ , , '

i° Ceux qui admettent a la fois des multiples (non infinis) et des
diviseurs (non nuls) ;

2° Ceux qui admettent des multiples (non infinis), mais qui n'ad-
mettent pas de diviseurs (non nuls) ;

3° Ceux qui n'admettent ni multiples (non infinis) ni diviseurs (non
nuls).

Les milieux des deux dernières classes, qui n^ont pas de diviseurs,
seront dits premiers. Ceux de la dernière seront dits clos, les autres
non clos.

8. EXEMPLES. — 1° Le milieu des nombres relatifs est clos ; en effet,
il n'a pas de multiple, il n'a donc pas de diviseur. Ainsi : il'n'existe
pas de milieu homogène qui soit un diviseur non nul du continu,

2° Le milieu des rationnels relatifs est clos.
3° Soit $ un ensemble de nombres premiers à chacun desquels nous

faisons correspondre un en fier positifqui peut être infini . L'ensemble M
des rationnels relatifs, dont les dénominateurs sont des produits de
facteurs pris à 9 avec des exposants au plus égaux aux maxima corres-
pondants, forme un milieu homogène. Je suppose que $ ne contienne
pas tous les nombres premiers ; soitjo l'un de ceux qui n'en font point
partie. La translation ^ a p p l i q u é e p — î fois donnera un milieu

,]^ _^ M 1-4- ...-+" M^-i multiple de M; et le milieu ^IL ainsi obtenu peut
se défînir comme M en partant de ® auquel on adjoindrait jo avec
l'exposant maximum i. De même si q est un nombre de $ avec rexpo-
santa, la translation --̂  appliquée à M, fournit un multiple qui se

'•^.'/.'-^^^^'^/w-^^s1), xxxv, -^ovEwftE.i^s,/ ^ ' 1 , , 1 . 1 , ,- , ^ 4.4 .
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forme directement à partir de œ en augmentant de i l 'exposant 'a
relatif à y. On peut ainsi construire à partir de M une suite de milieux
tels que chacun d'eux soit multiple du précédent. Inversement, en
d i m i n u a n t successivement d 'une un i t é les exposants maxima de divers
nombres premiers de <3?, on forme une suite de mil ieux, à partir de M,
dont chacun est un diviseur du précédent.

4° Reportons-nous au Chapitre I, n0 i6. Soient trois nombres a>/,
ay, a^ pour lesquels les limites correspondantes soient )/, \\ \"\ 'La
limite qui correspond à a^ — ar+ a,/// est À7 — V +V, Donc, si y(X)
est un ensemble de valeurs de À et c(ç) l'ensemble des ensembles E(À)
des nombres a qui correspondent à ces diverses valeurs de X, pour
que 0(9) soit un milieu homogène il faut et il suffit que y(À) soit
lui-même un tel milieu. Soient ç,(X) et ^(À) deux milieux homo"
gènes; (p(X) admet la translation A lorsque 0(9) admet une (et par
suite toute) translation a^ d o n c ^ ( y a ) est un mult iple de ô((p^ en
même temps que ç2(A) est un multiple de (p^X) et ces multiples sont

'•les mêmes. • . ' ' ! ; , : • ! ; .

9. MILIEUX DIVISEURS D'UN MÊME MILIEU. —Remarque préliminaire. —
Soient deux milieux ^ii,/et ,^i ayant un mil ieu commun D ^ ; si ^^
et ̂ , respectivement égaux à X, et à X,, ont un point commun ̂  ils
ont un milieu commun D, identique à D^. Il suffît , pour justif ier cette
observation, de donner à l'ensemble ^., et ̂  une translation amenant
un p o i n t a , de D^ en <^-

Soit un mil ieu <)ll admettant les diviseurs F et G, en sorte que

' . i , •.•-'^=Fo4"Fl+l/..+,Fp.l=GI,+^^^^ ;- , 1 ^

Supposons d'abord que chaque F, et chaque Gj aient un milieu
commun que nous désignerons par H^ tous les H sont égaux d'après
ce qui précède; un H est contenu v fois dans un F, p, fois dans un G/
p'fois'dansM1,.'1- 1 1 ' , ; '1 1 1 1 1 1 / : 1 1 : 1,,1 : 1 1 1 : 1 , ; : - ' •1 1 . 1/ 1 : 1 •1 . • 1 . 1 ' ^ 1^ ^ , • ^ • • :

Supposons ensuite qu'un F et qu'un G, par exemple F() et Go n'aient
;pas -dep'oint 'comTOun'^ ^'il.s.1 admettent1 les;1 mêmes -translations11 ils^ont1

.ideintiques,1 iâ^suite^deB /;G est la-même' que celie'des'F^/écrifs dans •un ; '1
/autre^.ôrdre111:, e"t :: Ix;=lvl.:•ISmoln,^: il 'exi'ste^ uiie.-translation'i,^ que l'un11 F ^ 1 1 1
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admet et que l'autre Go n'admet pas; cette translation fournit un cycle,
par exemple

. Go+Gi4-...-hG^i=G^

qui n'a pas de point commun avec F^ et ;x est une somme de milieux
identiques à G^ . , , ^ ,

• / . ^ ' ^o l )+<î^ l ?4-...+Gv l-î ^=^).

Reprenons.'notre raisonnement : si Fç et G^ sont identiques, G était
un diviseur de F, F == v^ G et v = ̂  ;x. Sinon, ou Fç admet une trans-
lation que G^1' n'admet pas et nous seront conduits à substituer au

^cycle G,1:14-G,11!+...+G,1_, un autre cycle. ,G^+ G^+.. .-h G^Lp
v" étant un diviseur de v7, ou il existe une translation A, de G^ qui
engendre un, cycle tel que F^+-F . ,+ . . .+F^_ i^= F^" sans 'point
commun avec G^ et l'on a

:X.=:F^+F,l?+.;.4-Ful/Ll ^^^jO. 1 '

Or, supposons que l'on ait poursuivi la première suite d'opérations,
nécessairement l imitée, tant que 1\ adiiiet des translations qui ne
laissent pas invarants les multiples de G successivement considérés,
puis la seconde suite d'opérations tant que le multiple de G auquel on
s'est arrêté et que je désigne par G^ possède des translations qui
transforment 'F^ .F^1,1'..,.; soitiy le ,dernier''m^dtip].e l•de l ' ' 'FI• lque l l llyon
obtient ainsi. Toute translation de F^ est une translation de G^, car
elle est la résultante de translations de Vç, qui appart iennent à G^'y et
de translations empruntées à G^; de même toute translation de G g ' est
une translation de F^. Donc F^ et G^' sont identiques. Posons

F^mFo,;1, .^^^Go'^^.^lL^AEo7^1^

On a
km '=z |A, ' A"n'=== v.

Chaque F117 coïncide avec G'^. Admettons, pour fixer les idées, que
' coïncident ^F^.^et ,G^,l::Fly..et:IGI^...;,:IF^^^^^^
des m ensembles F dont F^5 se compose a une partie commune avec
chacun des TI ensembles qui forment G^ et ces mn parties sont égales ;
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mais elles sont aussrégales à celles que fournissentlesdécompositions
résultantes de F^ et G^, ..., F^, et G^,, F^ et Gf. Donc il existe
un milieu H contenu n fois dans F et m fois dans G. Ainsi on a cette
propriété :

THÉORÈME. — Si un milieu Jlu contient les diviseurs F et G respecU--
çement u, fou et vfois^ ces derniers admettent undwiseur commun H qui
est contenu nfois dûns F, m fois en G, m et n étant les quotients de ^ et

de v par unmême diviseurk. Le milieu Dit est égcd à /cmnîï ou 'r-H.
Enfin H peut notamment être identique à F ou à G.

10. PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE ET PLUS GRAND COMMUN MV1SEUR DE
DEUX MILIEUX. — Si deux milieux F et G ont un multiple commun Oft
(non infini) ik admettent^ d'après le théorème précédent, un diviseur
commun îï^non nul). La réciproque est vraie. En effet, F et G se
déduisent respectivement de H au moyen de deux suites de translations
h,/h^ ./., A,,;J^ ̂  ,.., ks, effectuées dans cet ordre et auquelles
correspondent, suivant notre notation habituelle, les entiers ^y
pi^ ..., ^; v ^ , v 2 , . . . , v ^ L ï a p p l i e â t i o n d e A ^ à G o u b i e n l a i s s e G i n v a -
riantou engendre un cycle constituant un milieu au plus égal à ^
fois G/soit G05; de même, la translation ^ appliquée àG^ ou , bien
redonne G^ ou fournit un cycle composé au plus de ̂  fois G^
car ;j.J^ est une résultante des translations de H et de h\ et ainsi de
suite; on parvient ainsi à un milieu qui est multiple de G et aussi de F
puisqu'il en admet toutes les périodes.

11. Cela posé cherchons tous les multiples de deux milieux F et G
ayant un multiple commun ^ bon infini, c'est-à-dire un diviseur
commun H non nul. Il se peut que l'un des milieux F, G divise l'autre.
Les multiples de ce dernier sont alors les multiples communs. Sinon,
soit k une traiislatiôn de G, donc de ail» q u e ^ ^ ^ F
conclut pour F un cycle formant un milieu F^0; les multiple^^
à F et à G sont les mêmes que ce
toutes les périodes de G il estun muU^

\.on:!4éduiTâ:-'dei::F^
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muns à F et à G sont les mêmes que ceux communs à F^ et à G-. Mais
.cette suite d'opérations a certainement une fin puisque l'on obtient
des milieux tous diviseurs de DIL.^ chacun étant multiple ̂ o. précédent;
elle s'arrêtera au plus, tard à ^x. lui-même. .Donc :

THÉOHÈME. — Si deux milieux admettent 'un multiple commun non
infini, il existe un milieu dont les multiples sont tes mêmes que les mul-
tiples communs aux deux milieux proposés.

Nous rappellerons le plus petit commun multiple de ces deux
milieux.

12. Supposons que deux milieux F et G aient un diviseur commun II
non nul. S'ils en ont un autre K tel que H et K ne soient pas divisibles
l'un par l'autre, ils sont divisibles par le plus petit commun mul-
tiple Mi de H et de K, lequel cont ient chacun de ces derniers un
certain nombre clé fois. S'il existe encore un diviseur commun L
tel que, de M< et de L, l'un ne soit pas divisible par l'autre, le plus
petit commun multiple M^ de Mi et de L divise F et G et il contient
plusieurs fois M, etL; ces opérations ont donc une fin; on arrive à un
milieu D qui divise F et G et qui est tel que tout diviseur commun à F
et a G le divise ; chacun de ses diviseurs divise d'ailleurs F et G. Ainsi;

THÉORÈME, —Si deux milieux admettent un dmseur commun nonnul,
il existe un milieu dont les diviseurs sont les mêmes que les diviseurs
communsaux'deux'milieux'proposés.

Nous l'appellerons le plus grand commun dwiseur de ces deux
.'milieux., \ 1 1 1 1 1 ' , 1 , : 1 1 1 ^ 1 \ 1 " \ ' : 1 1 1 ; 1 1 1 1 , ' ! • ! 1 ! \ 1 . ' ! ! ^

13. Les expressions « plus petit commun multiple », « plus grand
commun diviseur » seront respectivement remplacées par «p. p. c.m.»

:' et l l«. :p. l^ lg. l lc.';d l .;;^ l l ./ l^ l l , l , : l 1 : , 1 1 1 1 1 : ; 1 ' : 1 ^ : 1 : 1 ',:• - ; 1 ' /1:11:1 : ,/, .;11 ,/•,,.;1;1 ,/,11 /-11 1 1 1 : , 1 1 - 1 : ; 1 1 1 1 , 1 1 1 ^1 1

Inexistence pourdeux'milieux'cl^un multiple commxmnon^i^
d9 un diviseur commun non nul entraîne l'existence du ̂ ^p

1 : : 1 du11^.;1^..^. cl. ,,11 ; : 1 ' : 1 ' l i l :1 ; . : 1^111 '11,::/;:^1 ' 1 1 . . , 1 ! : : 1 1 ' - ^^1;11! 1 1 . , 1 • : . 1 1 , , : • 1 1 : ^ • 1 1 : , 1 1 1 1 1 : 1 ' : : 1'. 1.1 '1,, ' ' , ' • 1 : 1 1 1 1 1 1 1 ; 1 1 : 1 / ; 1 ; 1 1 1 ' 1 1 \ 1 ' 1 • 1 • ; ; 1 : • . 1
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14. P. p. c. D. ET P. p. c. M. DE PLUSIEURS M ï L î E u x . 1 — Soient plusieurs
milieux F,,., 1 ,̂ Fg, ..., F,,. S'ils ont un diviseur comnnm H, deux quel-
conques d'entre eux F, et Fa on tun p. p. c. m. ÎL et un p. g. c1. d. D^;
là .conclusion serait la même si l'on supposait un multiple <)1L aux
milieux proposés. Les diviseurs communs et les multiples communs
à ceux-ci sont respectivement les j'nêmes que ceux communs à''D^
ÎY? • • * ? ï^ et à M^ F 3 , , . . ^ F/2. ^ En poursuivant ! le raisonnement on'
arrive donc à la proposition suivante :

THÉOIŒME. —Si plusieurs milieux ont un cimseur commun non nul ou
un multiple commun non infinie il existe deux milieux que nous appel-
lerons l'un le p. p\ c. d. et l'autre le p\ p. c. m. de ces milieux et qui
jouissent de ces propriétés : les diviseurs du premier 'et les multiples du
second sont respectiççment les mêmes que les diviseurs communs et les
multiples communs aux milieux proposés.

On peut obtenir le p.p. c. d. ou le p. p* c. m. de plusieurs milieux
comme on forme ceux de plusieurs nombres entiers, en remplaçant
deux milieux par kir p. p, c. d. ou leur p. p. c. m. et en poursuivant
de la même façon jusqu'à ce que Ton ai

,15. TRANSLATIONS MULTiplïCATîUŒS D'UN MILIEU. — Reportons-nous au
n^e; il j a lieu d'étudier de plus près les translations qui font passer
d'un m,ilie.u M. à l'un denses multiples 01t.'. ' ; •, ! • , 1 , '

Observons d'abord que dans les égalités (i) on peut supposer les a
non négatifs et inférieurs-aux^ correspondants : Q^a^,< [x^;Envisâ-11

geon's la ^ième égalité,^ on peut successivement réduire a^p a^11.1.1*, a^5

auxlimites indiquées. Alors il ne saurait y avoir deux tableaux diffé"
rents pour ces A et avec cet ordre, car de

'., •. •'IP^.=^4"â^À^..;.^^

•'--lll;^/:^^.p,^^l<4-^^^

on déduirait
^^^f'1^),]-^^.^^^,^ y-1/^-1
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avec
o<\af-bi/i•\<y/^

ce qui est impossible.
Nous dirons que tes translations h^ À^ ... , h^ prises dans cet

ordre, affectées des coefficients p,^ p-2» • * • ? a^ cons t i tuen t un multi-
plicateur de translations ordonnées et nous le noterons

[/^(p.l),À2(^), ...,/^(^)];

- il est défini par le système des égalités (i). Relativement à M, deux.
multiplicateurs de translations ordonnées sont .équivalents s'ils pro-
duisent le même milieu.

En permutant les translations ordonnées, on est certain de
retrouver M., car l ' ensemble ' f ina l des translations résultantes sera
toujours

•/î -4- m^h^-^-m^h^-}-, . .4- îUphp.

Mais, ainsi que nous l'avons vu dans le cas de deux translations
seulement, les coefficients des translations ne restent pas nécessai-

•rement invariables; il peut arriver que certaines périodes deviennent
inutiles. Ce dernier fait se présente lorsque l'une d 'entre elles s'ex-
prime au moyen de celles qui sont déjà introduites et d 'une période

! deM.— v1:.'11 : 1 1 . ' 1 ' , 1 / . \ 1 ; 1 1 1 1 1 ; ' 1 < 1 : ' ' 1 1 1 : 1 1 1 : I V I ; 1 ,. ; • : 1 1 1 • 1 1 ' 1 1 1 : ' : 1 : , 1 1 1 1 1 ' . : • 1 1 : 1 : / . : 1 ' 1 , 1

La manière dont DIL a été obtenu nous indique le^ mode de formation
de tout m iiltiplicateur équivalent : il suffit de choisir une trans-
lation ! ! 1 1 . ! ! 1 1 1 ^ 1 ! 1 1 ^ ! ! ! • : 1 1 ! , ! ! ! \

, , -^^^i)^^i-.^^^i;^.^...+1^ ,,_ , !

qui ne se réduise pas à un Y]; soit v^^ le premier mult iple de ^ qu i
est urir); on prend une deuxième translat ion 1 ! : i : : i i ,

' ; ^ ^^^2)+l^)l/^l,+^^ ^ 1 , 1 1 1 1

^ ^' qui ne soitpas ,de ' lâ^ ' forraeYj '+m^:^^ 1 ^ • l 'on ' 1 opère sur. elle, comme.
. / -sur 'A"^ et ainsi:, de. suite.,-, / 1 ' 1 1 , , ' , 1 . . / 1 ' ^ 1 ; 1 / 1 . 1 1 - 1 : 1 1 -1, l l i ^ ' '1.111;,,

Disons qu'on a^ abstraction faite de l'ordre, un multiplùctteur de
translations fondamentcdes ^, 4? — • ? 4? lorsque toute translat ion de OÏL
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est de la forme

•f\ + i^ li -h- ^a4-4- ...+ ^,.//. (les^ entiers)

et qu'aucun /ne s'exprime an moyen des autres et d 'un Y], c'est-à-dire
qo'il n'existe aucune relation de la forme 1 , 1 J

• , 4-== r/4- Ci /i +•.. .4- ^•-i //-i 4~ (^-n'^i 4-... 4- c/,//. (les c entiers). .

Belativement à M, cfc^* multiplicateurs de trcmsialians fondamentales
sont équivalents s'ils produisent le même milieu.

Partons d'un multiplicateur de translations ordonnées. Amenons
successivement au dernier rang chacune des translations, les autres
ayant des rangs quelconques; si, venue à ce rang, aucune ne disparaît,
elles forment un système de translations fondamentales ; sinon, suppri-
mons de l'ensemble la première translation qui disparaît ainsi; recom-
mençons l'opération avecTes translations restantes. On forme donc de
cette façon un ensemble de translations fondamentales (et, selon
Fordre d'envoi au dernier rang, on pourrait parfois en obtenir plu"

.•sieuTs).''/1,1:,;'-^1;'1:1,^ ;;, 1 1 : 1 1 1 ' 1 1 1 1 y , ' 1 1 1 1 ' 1 1 1 ' 1 1 , 1 " 1 1 , 1 1 1 1 1 ' ^ ; : 1 ' \ ' 1 ' 1 1 ,/1 1 ' , 1 1 ' 1 \ \ • : 1 1 1 1 / : 1 1 1 1 . i l l i

Inversement, si nous avons un ensemble de translations fondamen-
tales, nous pourrons les ordonner de manière qu'il leur corresponde
des coefficients non égaux à r.

1 16.- SYSTÈME CANONIQUE l)E.ÏKAlNSLAÏiONS ORDOINNÉES^.—.NOUS: SUppOSOnS
dans ce quisuit ^ décomposé en produit de facteurs premiers.

PREMIEH CAS : [x est un produit de facteurs premiers égaux. — On peut
remplacer le multiplicateur de translations ordonnées défini par
le système (î) du n° 6 par un multiplicateur équivalent tel que les
indices maxima des translations qui figurent effectivement dans les
membres de droite des égalités ail lent en croissant avec le numéro

.d^ordrede^ces'Telations1..',.;1',1'::.''./^ - ; 1 1 : 1 : : 1 1 1 ; 1 1 1 1 : : 1 : 1 ' , ; ; 1 ' ' ; 1 : : / : 1 ' 1 1 • ' ^ / i ' \ ' ' - ' ' i i ^ i ^ ' i i • ^ i . i ^
Et d^abordon peut supposer que ces indices nïaxima n'aillent jamais

en décroissant, car si par n étant inférieur à ^rindice final
de la n^ relation était supérieur à oelui de la ^t^

l•;à:lÂ^l.lal.:périodle.Â^I^ 1.:11.^ :1 '1: : '1111: :1•; ;:111:11•.: ' l : : l ' l : l ' l l l l , : ' ! ô ' l - l l < l ^^^
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Parcourant alors les relations à. partir de la dernière admettons que
plusieurs consécutives donnent lieu au même indice final '

t ^^^=:Yîy-f-a^Â(4-...-+-ff/ / :•Â,

(0 , , ............................. (.</). 1 1 1 1 ^ ^
, ^ -, • ( p^h[-=:'f}{+a^1 h^...+ a^Â^ , 1

Posons
, ^ ( afhj --aV- 7//==Ay,

,(2),, 1 . 1 . , ^ 1 , 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , 1 1 1 1 1

, ' ., . ! . 1 .{ a^h^—ffi^h^Kf^.
On en déduit

- . 1 i ^h^^j^-b^h.+.^^rb^hi,
(S) ............................. (f<0.

, ^ , , ( ^ iÀ/==Y7/+a^Ài- | - . . . . . .+ a^hi, , ^ . : '

Aux périodes hp ..., k^, h^ on peut substituer /^.,..., h^, /i^ : il suffît
de montrer que hj par exemple s'exprime en fonction de K. et des
périodes conservées. Or o < cé^ < ̂ , il existe un entier x .tel que

, . xaf'-^ n.^^ 4- 1 "
et ai .; ^ 1 1 : : , ! ;. /1. ! , - , , ! 1 '. ,, . . ^ , ! ^ , ' . 1 ! 1 1 \ 1 1 1 ^

, . '' 1 : , 1 1 1 , •' 1 1 1 - ' , 1 1 ^ ^'x^^n^^+'r' 1,, ( lo51/•:<^l), , , ;' . , 1 , ' 1 ' 1 1 1 1 ^ : 1 , 1 1 ;:.: ,

•on a 1 1 1 1 1 ' 1 ' 1 : ' : 1 1 ' 1 1 1 1 \ 1 : . 1 1 1 1 1 ' 1 ^ 1 1 ' 1 1 ; • 1 1 1 ^ V 1 1 1 1 1 1 1 ; 1 : 1 1 , : : 1 : 1 \ : 1 1 1 : 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 : 1 1 1 1 1 ' 1 1 . 1 1 1 1 1 ' 1 . 1 : ' 1 - : 1 - 1 1 ; : ; ; . 1 ' ' 1 ' 1 1 ' . 1 1 1 1 ' • ; l l l l i ' 1 1 1

1 1 1 1 1 1 ' . 1 1 1 1 '^rr^/^y]y l4-^^^^ )Al l l+.\11.4-^ l la^ )À^^^^^ ' , ' 1 1 1 1 . 1 : i l i i i l i

+/^4- n!a^h^^-...-^-nfa(/]ht~^^/i^ 1 . . •

Laissant décote la /""^relation, nous inspectons les relations précé-
dentes et après avoir pris de nouveau, s'il y a lieu, la précaution
d'empêcher une décroissance des indices maxima, nous diminuons
comme ci-dessus dans le premier groupe rencontré où ils sont égaux
cet indice maximum, sauf dans la dernière relation du groupe. On
réalise donc finalement la condition annoncée.
'.•.VoicirineTemarqoe-'r'siron'a'1111 : . 1 , : ; . , , : 1 .Y' 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 , \111,1111 1 1 1 , 1 '' /11.1.;1111\'1':1

1,11'1:,\^':.'^, . i l ^i^^r^^y^^^^i'^.1..1^"11^^^^^ , 1 ' : 1 1 1 1 1 1 1 . . : 1 ; 1 . ; ::1..'1

et si ron reffîplaee Â^ par G / I ^ c étant un entier premier avec ̂  (ce
: 1 1 1 : 1 l^l.;'^/w.l^. Narrn., (13),1113lXXV..-;BÉ.cEMBREIIIIII9^8. 1 1 \ 1 ' 1 1 ' 1 , ^ • 1 l i l '45 ' \ 1
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qui donne le n)ème cycle), légalité relative à ch^ offre le même indice
maximum.

Raisonnons à présent sur un exemple. Soit

^/^=:Y)i,

^1/ /2==YÎ2? ,

^/4=== YÎ3i

(4) ^/4=y]4+ a^Ai,
^h^n^a^h^ 0^/1^ 0^/1^ , ^ -.

\ ^1/4= ï î6+a^Ai+.. . ......*. 4- ay/i^

Partons de la dernière égalité et prenons
F^g: /^

/^ s'exprime donc en fonction d'un Y) etdes A d'indice au plus égal
à 4. Inversement A, s'exprime en fonction d'un T), de À, et des h d'in-
dices inférieurs à 4 ;ilsu^ comme plus haut de
rindice .T tel que xa^ soit congru à i suivant le module ̂  ̂ Puis p^
se développe comme ^A, jusque l'A de même indice, c'est-à-dire
ici i. Posons

^1^4=^^

h\ et /^ s'expriment en fonction l 'un de l'autre et d 'un T]. On a en effet
- ^^=.Y^.

Substituant aux périodes A, h,,h^ les périodes /z? À^/^^nous
transformons le système (4) en un système analogue relatif à^p A,
h^^ A / , mais où les relations (4) et (6) sont simplifîées.Efraçant/^ /(.^ /^, ^(p
les accents nous avons

' ( î )

^iAi=Tîi, 1 : 1 '.; , 1 1 / - ; , ' ',, 1 1 ; - - 1 1

y.^=^^.- 1 • ; 1 - 1 : : ; 1 . ^ 1 - 1 1 1 1 ;1 1 1 , " 1 1

^h^'n^.^^'/.1 , , 1 . ; 1 1 . : : . 1 1 • 1 ' 1 1 ' ' •1 ' • 1 ^ 1 1 , 1 . 1

[y^h^hi^^'1,' ; i ' i i , . i . . •; 1 . ; ,- \ ' . . 1 ; : ; 1 1 1 -
p. i Ag ==: Tîs.+ ayh^ 4"'. '. ..̂ .a^ ̂ 3,:

t ^ î ^ î ^ . 1 1 1 1 . ' , 1 1 . ' 1 • 1 1 : 1 1 ^ 4 . _ : ^ 1 , ' \ 1 1 : ' 1 ,,,, f
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. Envisageant alors la dernière égalité non transforniée, nous opérons
avec elle comme précédeminent. avec la dernière de toutes. Ici l'opé-
ration s'arrête. D'une manière générale tes transformations se pour-
suivent jusqu'à ce que les membres de droite se réduisent à un T) ou à
un À. On a ici :

(6) ^Ài:=Yh, p.i/^==:Ti3, ^h^ri^ p^h\-=fî^ ^//s:=:/^, ^i/4:=//,.

Plus généralement et disposant convenablement les indices on obtient
un système,de translations, ordonnées défini par des égalités de cette
nature :

(8) ^À^r^ ^/i^ == T](_I,
^h'^-=r}^

^•[^ïii ̂  ^/-î-i;
^A^r^y^
,. / . (a ï — m)(9)
[J ' \ l f i — "f •»

(7)

( 1 0 )

^1/1^=. •n^
^^/^v
• • * " • • • • • • • 1

^/ty^h^1',

Les translatons h^, Â^, ..., À^ sont dites du 1er, -2^ ..., /i<<m(> ordre.
Elles sont simples' [ relations (8 )] ou assemblées en groupements cano-
niques binaires ou de type 2 [relations (9)]... de type f [relations (io)J.
Sous réserve de conserver l'ordre des périodes dans un même groupe-
ment, on peut intervertir ces groupements eux-mêmes. C'est unique-
ment pour la commodité que nous les avons classés ci-dessus dans
un ordre de types non décroissants. Lorsqu'un multiplicateur se
compose de translations constituant soit des translations simples, soit
des groupements canoniques , nous dirons qu'il forme un système
canonique de translations ordonnées.

On aurait un système de translat ions fondamentales en conservant
les translations simples et, dans chaque groupement / la translation

' d'ordre le p lus ' é levé— ! ! 11/ ; 1 1 1 1 / 1 1 . . 11:,,.111.11.,' : ' ' : ! 1 : . , 1 ; 1 1 1 111 '
^ '; Pour qu'un ensemble de translations satisfaisant à des égalités de.
forme canonique constituent effectwmeni un système canonique de



' 356 - ' LÉOPOLD LEAU.

translations ordonnées, il faut et il suffit que les translations du premier
ordre soient indépendantes. On reconnaîtra que la condition est satis-
faite en constatant qu'il n'y a entre elles aucune relation de la forme
(8) ^ . , ^,^n+...+^^l)=:ï]\ „ , ,

les c étant des entiers non négatifs, non tous nuls, et inférieures à ;j.i.
Rangeant les h dans un ordre arbitraire, ce qui donne k^, k^ ..., k^ on
pourra s'assurer successivement qu ' i l n'y a pas de re la t ion de la forme

Â'i^Y^ qA'i+/^--=y/, ci^+CâA'â-j-^^Y)^ . . . ,
/ 1 • • / . d/•i:+...-h C^i^_i+Â^^T]^ ' 1

les c étant non négatifs et inférieurs à p^<

17. FORMATION DES DIFFÉRENTS SYSTÈMES CANONIQUES. — Soit S, le Sys-
tème (7) du numéro précédent; une translation quelconque est de la

'forme: \1 1 1 , ; 1 • ,1 ; ^ . , ! ^ ! , - / ^ , ^ - ! . ^ • 1 ! . . : " 1 1 1/ '; , ..
, \ , ^ , ' kz^r^^cli . (o ïc<^. i ) . , , • . ' .

Si l'ordre maximum des translations h de cette expression est y,
celui de y^k sera j— i et ainsi de suite ; ̂ [k est le premier produit de
cette forme qui se réduit à un Y]; donc si k fait partie d'un système
canonique Sa équivalent à S< il y est d'ordre /et, abstraction faite de
cette circonstance, nous di rons que la translation k est de cet ordre.

Les ordres maxima des translations h de S^ et k de §2 sont égaux;
les À et les k d'un même ordre se développent les unes au moyen des
autres à l'aide des translations des ordres inférieurs et des T]; il y a
donc autant des unes que des autres. Soient/pouT simplifier, Àj^a,.../
ht; ^i, k.^ ..., ^ les translations d'ordre maximum. On a, les termes
suivant les ^èffles étant d'ordre inférieur,

(0
' À'i=Ci/Ài,4-.. .^c^-j-..'.,

1 • -, • * 1 * 1 ' 1 . 1 * * 1 1 * 1 1 * : * 1 ' , 1 1 ' • l ï " • 1 1 ' 1 1 * : 1 ' * ' .* • • .* ' ^
: k^ c{h^ +.'. '.'-h c{ h^. \ :.;.,:

Il faut et il suffit, pow que les ^ soient les translations indiquées, (fue tç
{leferfnwwt d (les e n^w
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i0 Si d est un multiple de p^, soit. d^ un déterminant des c, non
multiple de u-i ettel que tout déterminant de degré supérieur soit
multiple. On peut supposer d^ formé avec lesy premières lignes et les
j premières colonnes; prenant lesy premières relations et par exemple
Jâ\(/4" ïy^on en/déduirait entre ies ̂ , ...,^-n elles h (donc lesi)11-
d'ordre inférieur une relation dans laquelle le coefficient de'Jc^^ serait
premier avec ^,, ce qui est impossible.

2° Si d n'est pas multiple de, a, on tire des .relations pour d/i\, ..., .
dh^ donc aussi pour h ^ y ..., A/; des expressions linéaires de k^ .. .y À'/

^ e t dés h, donc des i, des ordres'inférieurs. ' ';

Alors k^ ..., ki sont lestranslations d^ordre le plus élevé des grou-
pements du plus liant type de Sa et fournissent ces groupements. On
passera -ensuite aux groupements du type voisin que ron .déterminera
d'une façon analogue; enfin on fera choix des translations ! simples.

K\Ï{^\ on sait construire un systè^^^^^ quelconque équivalent
à un système canonique donné.

De plus, pour que deux systèmes canoniques soient équivalents il. faut
et il suffit que les translations de l'un étant des translations du milieu
produit par F autre, il y ait dans les systèmes autant de groupements d'un
même type.

18. DEUXIÈME CAS GÉNÉRAL : y,est un produitde facteurs premiers qui ne
sont pas tous égaux. — On peut supposer que, dans le système de trans-
lations ordonnées [relations (i), n° 6], les nombres premiers égaux
sont consécutifs. Soient donc

. ::,; , ! .^=^2==. ..==^^1, 1 ' U,.=: ^4-1 ==• . . .==^_i, , .;.., 1 „ ,

A l'aide des ^ — i premières égalités on a pu remplacer ce système
partiel par un système canonique équivalent; admettons que cette

; opération préliminaire:.ait été exécutée : .les meAbres •dexiroite de ces:
/^égalités se11 réduisent à/un. Y) ou à un À comme il est expliqué au n° 16.
'•.'''.''/Nous: allons 'subst.ituer-à'ia.'translation^^'une autre .de11 la /forme:11:1^:•:'1:;11;

, 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ] ' 1 ' 1 : 1 : ' ; . 1 : ' 1 • 1 : 1 , 1 ^ 1 ; : • 1 1 , , : : : 1 : 1 : 1 ; 1 1 1 1 / 1^=A^I+1^:^^111+.,.11.4-1^~1À^.^ 1 :11 1 1 1 / : ; ^ , 1 ' 1 . 1 1 1 1 1 1
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de sorte que U.,À', se réduise à un Y]. On a

(i) ^^^•^^(^'•^^(•^/^^-^(^^^•^-s)7'^^^^^^^-07^-1'

Choisissons c^, de manière que le coefficient de /^, soit multiple
de u • h , disparaît du membre de droite et les termes précédents
peuvent être modifiés; prenons alors c^ de façon que le nouveau
coefficient de A,-, soit multiple de ,̂, et ainsi de suite. Notre égalité
prend la forme

l-l•shs:='fïs•

h', a été subst i tué à h, dans toutes les égalités suivantes. Effaçons les
accents. Posant alors „

/4^=/(,+i-l-Ci/<i+. ..+c,_iAî-i,

nous pouvons déterminer les nouvelles constantes c de telle sorte que
l'expression de ̂  ne contienne ni A., ni h,,..., m A-,; et ainsi
de suite. Alors les égalités de la .ieme à la (^ i)— inclusivement,
toutes relatives à ̂  ne font intervenir, outre les Y], que les h (les nou-
veaux) depuis A, jusqu'à Â<-,; on peut les remplacer par un système
canonique. On suivra la même marche jusqu'à ce quon ait substitue
au multiplicateur donné un multiplicateur composé d'une suite de
systèmes canoniques relatifs aux divers facteurs premiers. Bref on a
un ensemble de groupements, pouvant se réduire à des translations
simples, et delà forme

<.) '̂=^ y^^11, . • • • y^'^-0.
Nous conservons les définitions du n0 -16. Les observations faites

alors subsistent; mis pour s'assurer qu'un système formel ement
canonique l'est effectivement il suffit de constater que les translations
du premier ordre, relatives à chaque nombre premier, sont indépen-
dantes; car une relation telle que (8)du n° 16, qui intéresserait des
translations relatives à plusieurs nombres premiers, se transformerait
en une autre taisant intervenir un nombre premier de moins si on la
multipliait par lui.
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, L'exposé'du n0 "17 subsiste avec cette précision : dans la relation du
début

/.=ri'-}-lch (o^c<^i),

les h sont supposés relatifs à un même nombre premier ij..^ et, nous
dirons que k appartient à p^ et qu'il est d'ordre y (ordre maximum
des À). Et nous compléterons ainsi la conclusion : Pour que deux
systèmes canoniques soient équivalents, il faut et il suffit que les
translations de Pun étant des translations du mili(?u produit par
l'autre, il y ait dans les deux systèmes autant de groupements d'un
même type pour chaque facteur premier de UL.

19. iMuLîïPLES ET DIVISEURS D'UN MILIEU. — Quand un milieu M est
défini par le système S de ses translations y] et qu'on sait, reconnaître
si une translation appartient ou non à 2, il est aisé de construire
un multiple OÏL à l'aide d'un système S^ canonique ou non, de trans-
lations ordonnées. Tout autre est le problème inverse : du module
donné 2^ des translations *( de 31L, il faut savoir séparer un sons-
module S qui, multiplié par S,, reproduise Ir

20. Supposons S< connu et mis sous une forme canonique; il est
déterminé par des relations telles que les relations (2) du n° 18.

Définitions. — Étant donné un ensemble quelconque de nombres
relatifs, on peut les imaginer distribués en ensembles partiels tels que
le rapport de deux nombres quelconques d'un même groupement soit
rationnel et qu'il soit irrationnel dans le cas contraire. Nous dirons
que les nombres d^un même groupement sont de même espèce,

Supposons les Y^de même espèce réunis dans un même groupement
et ï],, Tja, ..., 'r\p formant an de ces groupements. On a

. 1 1 ! ^ ̂  ̂  ̂  =.'r^-=r]" 1 1 :
1 1 1 1 . 1 . - ,- ^ • ^ ~ r/2 "'"" ' ' • " " ap ~~ 1 1 ? 1 1 1 ; , ^ ^ , , ! ^ ^ ^ ,

les entiers a étant premiers entre eux dans l'ensemble. Soient, d^ étant
' le .p . 'g . c < d . àea^ Qta^ 1 1 ' l , ' ; l i l - 1 , ; 1 1 1 , / 1 1 ' ^ 1 1 ' 1 , . ' 1 ;\ , . l i l : 1

l;l;••:;:.l:^ll^^l:^» 1 ' 1 1 <22-==,^.^11:1 •_ :±,{b^ —h^a'^^ï, , 1 1 —^ ,— ==l•n^l ^ 1 1
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d/OÙ , ,\ •:
±(^Y]3——b^' f ï^^ 'H^

II faut que y^ soit une translation de M, et l'on a

' ! A ^3 '* " ^ '

Poursuivant le raisonnement, nous constatons que Y]' doit être une
translation de M. Si y ^ ' h ^ ' = a^r\,a^ est premier avec ^,. On en con-
clut facilement que, dans le système canonique, on peut substituer
,\ Z J i ) X ( 2 ) 1.,,, / , . ,^ .~fr :<-X^ 7.(1) * 7 . ( a ) (^n^/, /..,./.à h^, /^2Î, ,.. les quantités ̂ Ç'^, ... telles que

,. / . I l , — — — — — — y / ,. / . . l ^ j — — — — — — / / . l l j.̂1 A. ^ — /] , ^-1A i — A l ï - • • • . , , •

Bref, pour éviter d'inutiles changements de notation, on peut sup-
poserque

11'-'.:,'11 l i i 1 : 1 ,,<1 ' 1 1 . 1 \ . 1 ' ^i^Yîa^:1.1..^^, . , 1 1 1 1 1 . ^ . '/ 1 ; :'

et, relativement à ce groupement, on a

0)

,. ^i)—.,,1 1 1 1 „ /,(2i '-—/.(i i - , . 1 / / ( a t ) — A ( a i ' î ) .^l " i '— *.'iî r-i "i — ' v ^ •i • • • ? r-l '^i — "i ?
„ }f\\\—y. ' Un h^——//(1) U^J'}1^——]î^î-^'r-2 ' " l i — •h? r's '"a — "2 î ... .i ^•â n'^ — / /g ;

„ /.(i)—./, „ /,(2)'—/,(i) - „ //ia»-)—/i(a.,-l)P p / t p — /]], [^p11'? — / t / / ? • • • » l ^ p ' f ' p i —"Y/ ' •

Une translation de JIL, de même espèce que Y]^ est une résultante
des translations À précédentes et d'une autre de là forme 4 t5 ^ étarit

:1,premier avec, ̂ ^^,..^. ,- 1 ' : : 1 1 , , \ / : 1 ' : 1 1 1 1 1 1 ^ 1 1 . ; 1 , l l l l i 1 - '11^111111 . ' : : 1 ' 1 : 1 1 1 • ' 1 1 1 1 . l i l 1

Envisageons ^1 et soit d'abord le cas QÙ le multiplicateur S^ se
réduit au groupement ci-dessus. Une translation du type

' ' 1 1 1 ' 1 : 1 1 1 1 l l l i l l l l i l ' ' 1 ! 1 : 1 1 . 1 1 1 ' 1 1 ' ' 1 1 : : 1 • • 1 ; 1 : 1 - . • 1 . 1 1 : T . . / V I ^ ^ ^ : : 1 ; 1 1 : .^11 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 1 ' - . : 1 1 : 1 •̂  1 1 1 1 ' ' 1 1 1 / 1 ^ 1 1 ^ : 1 1 1 1 1 : 1 1 ' 1 1 1 1 - • • 1 1 : , 1 ^
11^',•1/ ' . , ;1^1/•.;1;/1••:;;1.;,^

où les "̂  ne sont pas tous des entiers, ne peut faire partie de M/cary
' - : 1 1 ..•'11 'P^11''- . • i : • • l . : i . . . . . . . ^ 1 : 1 1 : : 1 1 1 1 . ' : ' ' - 1 ' - ' . ' ' l i i . 1 1 1 " 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 - - 1 1 ' ^ 1 1 1 1 ' 1 : 1 1 . 1 - 1 . 1 . 1 , 1 : ' 1 / , 1 : . 1 , 1 1 ' 1 1 1 ' 1 : ' : 1 : 1 1 . • ' 1 1 1 : 1 : 1 1 1 1 . ; ^ • 1 1 ^ l l i
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si par exemple — est é^'al à une fraction irréductible du dénomi-f i ' '
nateur ^i, en ferait également partie fêy^.î. y."'', donc-^, ce qui

1 ^- î
n'a pas lieu. Or toute'translation de .}IL est la résultante d'une trans-
lation de. M et d'une de la forme ̂ ^- Donc, en retranchant de t
une telle expression, on doit trouver une translation de M. Puisque
l'on retrouve une expression de même forme, il faut qu'elle se réduise
a -y- Toutes les translations du type^ (•/), compris) sont1 nécessaire-
ment de M.

Sî le multiplicateur contient d'autres groupements que celui défini
par (i), la proposition subsiste; car, si l'on pose

! 1 1 1 1 1 1 1 , - 1 1 1 1 1 1 • . ! • • 1 1 P ! ! q ! ! ! . ! ! ! !

( 2 ) . ^ ! /^V^^^^^î , 1 ^ !

- : ,, . , -2é.^ ̂ ^r^- ^ , /1 '1 , . ; , , , •
et. , ! . 1 1 1 1 ' 1 ' 1 l i l ^ 1 /)'-1 , • • ' • 1 ! ! i l i • . 1 -

W . ! ^^+^ ^ . . ' : .,

les ̂  n'étant pas tous des entiers, la translation / ne saurait faire
partie de M, comme précédemment; le raisonnement s'achève de la

^ m ê m e jroranière.1 1 1 1 " ' 1 1 1 1 •\'.'1 11 1 , , ' 1 1 ; 1 1 1 1 ' 1 1 - 1 1 1 ' 1 • . 1 . : ' 1 1 ' ' , 1 : , 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1

Toute translation de même espèce qu'une translation de S, est de la
/ f o r m e ' 1 ! . ! 1 1 ' ! ' , ! ^ • 1 1 ! , 1 1 l i l , ! : ! ^ ' • 1 1 ' 1 1 ;11 1 : 1 1 ^ 1 1 ' 1

1 1 a \ ci ,,_i_i 1 1 1 • ! ! ! !-•/ii+ —ti-fl^i+...+<',
"l °P-H

les fractions ^, |̂ ,... étant irréductibles, à, premier avec ̂ a...^,
Sa avec \i.^,... ̂ , etc. Pour qu'elle fasse partie de M, il faut et if suffit
que ;;'soit une résultante de y],, ^+,,y]^,, ....

Si toutes ses translations sont de même espèce que celles du muiti-
pticate ur, nous dirons que aiL est de classe zéro ; al ors M est complète-
nient déterminé et il est aisé de vérifier qu'il est effectivement multi-
plié par ^(^^a^a?2...) à l'aide de S/et reproduit au^

^nn. Éc.Norm., (3) , X X X V , — DECMCREigiB. 46



302 LÉOPOU) LEAU.

21. Sinon, soient DiV05 l 'ensemble ainsi délimité dans on et M1^ la
"partie a t t r ibuée à M.

Considérons une translation de.)'lL, 9, qui n^est pas de même espèce
que l 'une de celles de S^ il faut qu'il existe un ^ tel que 0 — t appar-
t ienne à M; et même il doit exister des entiers ^(o^c^p."1) tels
que si , , ^ ,

w 1 1 9^^i^+i£^+><lt==0+^ .'""" r'/ J^ r'/i /' + i
0 ' so i t de M. ; .

Pour une même valeur de 0, deux Ô'correspondant à des systèmes
différents des ci ne sauraient être de M, car leur différence en serait.

Ainsi, parmi les ^valeurs de 6' obtenues en faisant varier les c, une
et une seule doit être de M : supposons que ce soit ô,

S'il existe des translations de même espèce que 6, elles sont des
û

résultantes de 0 et de translations de la fo rmer? $ étant un nombreô. , ^
premier ou une puissance d 'un tel nombre. Une translation telle
que -^ 4- f doit appartenir (^ ) à M, mais il ne faut pas que, pour c et c'

entiers, eô+c("> 4- f\ soit un t ' ^ les -^ notant pas tous entiers.
\rJ / V ' i 1

Cette cond i t ion se ramène à la suivante : êf est une résultante
des r^,7]^+.^ .... De là une distinction : si S est premier avec y^
c'est^ qui est nécessairement de M ; si 5 est par exemple y^\ nous pla-

(1 ) On a, - étant une fraction, À un entier, p \ y p ^ y . , . des nombres premiers, [3i, pa, • . .
leors exposants positifs,

! ! ! ' : 1 1 ' : 1 1 1 1 ! u A - A , 1 1 ' 1 ' .. ! . ! . 1 : 1 ^ , !
— 0 === -r,—-—— 'J.• ! ! . ' , ! ! v , p^p^..\ 1 - ^ , ^ ! : _ , ^ ,

En multipliant rexpression parp^, , . * , on constate qu'une certaine expression de la
forme "— i dans laquelle mi n'est pas multiple de pi, est une translation.

Soit wij; --7??<j =± i ; î7^ Ô, c'est-à-dire jO ± -y y est une translation, donc
!/ . ' ' ^ e 1 1 1 1 ' : : 1 ' 1 1 1 ' ' 1 1 1 1 : 1 1 1 1 : : . 1 1 : 1 1 1 ; 1 1 p ï l 1 ;1/ l i l i l 1 1 1 ; i l i 1 1 ' 1 l l i ̂ i11,;1^:,'.1^''11 '1?1:1.1.1 ; ^ , ,; '• , . 1 1
^'a'assi1-;--.1 1 1 1 1 ' 1 ' ,': : / 1 1 : , 1 1 1 ' : 1 1 , 1 1 •,. ' : • 1 . 1 1 1 1 1 : ' . 1 / > 1 : 1 . 1 \ 1 - : ' - : ' l i i ' ' 1 / . , 1 1 1 ; '1 1 1 ' 1 1 . ^ 1 ' ^ / . ^ : ! 1

- P^ 1 1 l i i , • 1 1 1 ../: . , 1 1 -, ' 1 1 , 1 1,'- ' 1 . , , 1 . 1 1 . 1 ' - 1 , , 1 1 1 1 1 ^ 1 - 1 1 ,• ; 1 1 ^ ' ' 1 ; : ' :1:,' 1 ; 1 1
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cerons arbitrairement dans M l'une des quantités - •+- ^—^5 a" étant leô .̂i
plus, petit des entiers a, et a^ et Ci ayant l 'une des valeurs o, i,
-;> .... (JL^"— T. .2,...,^-I,

Pour opérer avec ordre, on peut .considérer d'abord les p^ pour
lesquels l'exposant dans à reste fini et l'on fixe, pour l'exposant
maximum, la translation de M. S'il n'y en a pas d'autres^ les choix
sont en nombre limité. Sinon, on prend ensuite les ^ pour lesquels
les exposants correspondants dans les o croissent indéfiniment; pour
chacun d'eux, on adopte une suite d'exposants croissants et l'on passe
de chacun au suivant comme il est expliqué ci-dessus. Marquons de
l'indice ï la translation 6 qui vient d'être envisagée. Nous venons de
déterminer un sous-module de DK formé des translations résultantes
de celles qui sont de même espèce que 9, et de celles de jrJ^ et cPen
attribuer une partie à M. Il se peut que certaines périodes de Jn non
encore introduites soient clé même espèce que certaines des précé-
dentes. Elles sont de la forme

(5) ^Q^^^^^^n'^

(les ii, v, n entiers, A, pi,-... Pô ... comme dans la note précédente).
Toutes celles qui sont de même espèce qu'une période particu-

lière ^^/"h^^, on les traitera comme on vient de traiter celles de
même espèce que 9. Plusieurs translations n^ + rit9, voire même
une infinité/sont peut-être à considérer. Imaginons qu'elles soient
toutes ordonnées en une suite énumérable, que l'on opère successive-
ment (quand il y ^ a l ieu) sur chacune d'elles comme il vient d'être
indiqué. Sans doute, on serait ainsi généralementconduit à une infi-
nité dénombrable d'opérations qui en exigent chacune une in f in i t é ;
mais ce qu'il importe seulement de noter, c'est que dans le milieu
homogène or^^ ainsi délimité à l'intérieur de ^K-, on sépare un
module M^ par des choix faits arbitrairement dans un ordre bien
défini et tel que» si on lui adjoint les translations du multiplicateury
d'après son mode même de formation, on le multiplie par ;j- et l'on
reproduit11^01.1 : ' ! , • 1 1 1 1 : ^ „ 1 , ! ',' ! !



364 LÉOPOLD LEAIL

Or d'autres translations subsistent peut-être, dans Dit et si 6^ est.
l 'une d'elles, on envisage successivement celles qui sont de niènie
espèce que (L, puis celles qui, non introduites , sont de même espèce
qu'une résultante de 62 et d'une t r ans la t ion de OÏL^, c'est-à-dire celles
qui sont de la forme
(6) r- u i

• 6t 4- — £ ' .

d'où les nouveaux modules JR.^ et M^. Et ainsi de suite, s'il y a
lieu. Si l'on épuise ainsi M^ c'est que Oil- est énumérable ; la condition
est d'ailleurs suffisante ( la suite des 6 < , 6 ^ , . . . étant d'ordinaire illi-
mitée). Si ^X est énumérable^ et non de classe sérOy nous dirons quil est
déclasse i.

22, Si OÏL' n'est pas dénombrable, nous ne traiterons qu'un cas par-
ticulier, celui où l'on peut former un ensemble 6, somme de deux
autres, l 'un &i qui est dénombrable et comprend les translations de X
de même espèce que celles du multiplicateur, l'autre C^ qui est formé
de systèmes de translations de même espèce, en sorte que : i° aucune
translation de ^2 n'est la résultante de translations d^espèces diffé-
rentes de C; 2° toute translation clé ̂  est une résultante de transla-
tions de ^e t réciproquement. Nous diro-ns que Jri. est réductible. Trai-
tant C^ comme précédemment, puis chaque système de ^comme 0
tout à l'heure, nous arrivons au même résultat que ci-dessus, sauf que
le nombre des M n'est pas énumérable. En résumé :

Si ya- est énumérable et de classe zéro, M existe et est unique.
Si ^11 est énumérable et declasse un, il existe un nombre limité ou une

infinité énumérable de M.
Si r)TL' n^est pas énumérable et s^il est réductible^ il existe une infinité

non dénombrable de M.

23, EXEMPLE. — Je prendrai simplement une seule translation mut-
•tiplicatrice.^1''-'1., \:; . 1 , ; ; 1 1 1 1 : : , 1 • - 1 : , : 1 1 : : . ' ! 1 1 1 l l , , l l l ' l l l i : • l ' -.: : / ' ,- l l•^ l l . ; . ' l , ' , '-a• l .: : . l: l l l l l l•' . ; 1 ; s ':' -

I, Soit polir OÏL l'eMemble des râtionnels^^k^



SUR LÀ M E S U R E DES ENSEMÎSLES LINÉAIRES. 365

figurer au dénominateur qu'avec l'exposant ï. En suppr imant de JiL
ces dernières fractions, on obtient l 'unique M.

II. Au c)lL précédent adjoignons les translations résultantes avec r.
et. \/2. Désignons par s,, et ^ des nombres o, i et 2 choisis arbitraire-
ment, et complétons les1 translations du premier M'par leurs résultantes'
avec (T; + '—} et (V21+ ^)- Nous avons neuf nouveaux M.\ °/ \ "'V

III. Posons
SC ^ • ys •

^^^To^) el ^^^î^fa3
1 ! 1 , !

les a sont des entiers inférieurs à 10, positifs ou nuls, mais une infi-
nité ne sont pas nuls^ les fonctions îp(^), ^Çp) sont positives, crois-
santes et infinies avec l'argument* On peut choisir ces fonctions de
telle sorte que, si l'on considère ^valeurs distinctes quelconques de ^,
les valeurs correspondantes de F(s)^ qui sont distinctes., ne sont pas
liées par une relation linéaire à coefficients entiers. Dans ce but, il
suffit ( ^ ) de prendre ^(n) === 9(in) == (n!)2.1

(1) Voici un procédé de calcul : soient
" n ^ .! ! . ! . 1 1 1 1 1 1 1 1 . 1 1 1 0 0 1 1 , 1 . 1 1 1 ^ 1 1 1 1 1 1 ' l l l i ' 1 1 1 1 ^ 1 1 1 ' . • 1 1 , 1 • 1 1 : 1 : / 1 , ; ..\ : ' 0 0 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 ' '

^^^T^9 ' ̂ ^Sr^ ' ^^SA7' 1 1 '^ÏT^; '
1 , 1 1 1 1 1 , 1 1 ' ^ ! ^/H-l . 1 ^ •' , / ! ! ! ' P+ï 1

On décompose Fi ( s ) en deux parties, dont l'une est Fi (.si); en sorte que
F(^=Fl(^)+[Fl(5)-Fî(^) l ] - j -F, (5) , ! - - .

et Fon multiplie les deux membres de celte égalité par une puissance de so qui
rend F i (^ i ) entier. Mais on choisit la relation entre p el n (j'ai pris p = = = n ) et les fonc-
tions ^ ( p ) , y t /Oî de naanière que les deux derniers termes de la somme restent aussi
petits que ron veut. Alors, si
( l ) . , • 1' .7/^lF(sî^)-^-7//âF^3{ 2Q+^..+7/^F(^ ( ^ ; }) -r-^+i^Û,1,, • -

Où n aussi 1 1 : 1 ! / • , 1 1 1 . ; ., '1 , ' 1 . 1 : 1 l l i l - 1 1 • , 1 ' 1 1 ,. 1 1 1 1 1 1 1 • . ! ! / 1 ^ ' ;1 . - :

i\(i^i) '•,, , ,'• 1 - • ,^1 Fl^i11^ — W2Fl l(3y)^•+•. . .-r- /^Fi(^) -r-.^-M= 0. ' , . ^ ,' : 1

Or, si dans Fi(3) on prend un terme de plus (et par suite aussi dans si), en retran-
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L'ensemble des nombres F(^) a la puissance du continu, donc
aussi le milieu OÏL- des translations qui en résultent avec -• Or, si à

0

chacun des nombres F(^) nous ajoutons 3 ? £ étant à volonté pour
chacun deux o, ï oa 2, le milieu M des translations que ces nouveaux
nombres définissent est l'un quelconque des milieux diviseurs
cherchés. -

24< DÉTEHMLNÀTION DES P. C. C. D. ET DU P. P. C. M. DE DEUX MILIEUX DOIST
ON CONNAÎT UN DIVISEUR COMMUN. — Remarque préliminaire. — Étant
donné un système de translations ordonnées [relations (ï), n°6| nous
pouvons supposer, comme au n° 18, que les ^- sont des nombres pre-
miers, les nombres premiers égaux étant consécutifs :

1 ^ 1 ^n==^=:...=/j.^p, /j.,==(J.^i==. . .=p.^_i, ....

Sans qu'il soit nécessaire de remplacer le système partiel des s — ï
premières égalités par un système canonique équivalent, le procédé
du n° iSs'applique de sorte que nous sommes en droit d'admettre que

chant de la nouvelle égalité l'égalité précédente, on obtient

(3) ^wK^+Â^^^+iF^.îi)]^^,

relation dans laquelle h désigne ——^^t Si un^ quantité intermédiaire entre zi et ^i-+"//.
On en conclut q^ê si, dans les ^, a^5, a^, . . . , a^ est un système d'à de mêmes rangs qui
se reproduit anie infinité de fois, OD. a

(4) rnl^^F(^^)^...•^m^(s]Pr(^})^o.'

Pour une infinité de valeurs de n, la relation (3) s'écrit donc

• ( 5-), Sw^F^s) + ̂ ma[¥[(z) ---F^)]. + Swa[F^(Ç)— F^)l-+- S^i-h/?)^1 =.o.

"Le premier terme est nul, les deux suivants sont d'un ordre infinitésimal au moins égal
à celui de —.^^,; on en conclut aisément que, dans le dernier terme, les coefficients
des(^•l+//) / ^+S (î '^ s^a~dI^tes/7^,son^^
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la relation relative à p.̂  ne contient pas de translations h qui appar-
t iennent à des nombres premiers différents de h^

25. Cela posé, soient les milieux F et G qui. admettent un diviseur
commun D défini par l'ensemble T de ses translations; ils s^en
déduisent respectivement par les translations multiplicatrices

//i, h^ ...,, hp; /,, 4.

satisfaisant à des égîdités conformes à la remarque précédente et de
la forme

fJ.1 hi =7h

^ Ag .=-/]â +^f )^l,

( ï )
^._î h^ == Y],.̂  + ai^1 5 / /^ -4-... 4- a^ Â,.̂  1 . .
, . . . . . . . . * * . . . * . . . . » • . - 1 * , . . . . . • < . . • . . . . . ^

^ /^ =:Y^ +.. . : . . . . . . . . . . . . . . . . . . .••-i-^^Ap-i;

^i ^i ::::: Çi î • . ' ,
^ 4 mÇa +^2)^,
• • < < • • • . . . , . . . « * . » . » ^
^_i /<_,=, ̂ _, + 6^1 '/,+....+ b'^) /<_2,
* • • * • • • • • . . . • • . • . • •- . . . * • . . • • . . . . . . . . . •)

^ l^ =^ 'H................ .l-.ll:.1....4-,^^î.

Les notations dans.(2) et dans (ï) sont analogues. Les a et les b
.sont non négatifs et respectivement inférieurs aux p-et aux v corres-
pondants. Toute translation commune à F et à G est de la forme

(?i-h^ m/ h, ou i+ic/L,

les cet les m étant des entiers et les ô des translations de T. Si les m
sont nuls on a une période de D; un ensemble de translations qui n'en
contient pas d'autres définit un diviseur de D. Chercher toutes les
translations communes revient à déterminer toutes les formes linéaires
e n / / qui se réduisent à une expression telle que 9 -4- S^-4-, Or
une pareille forme linéaire se décompose en une somme de formes
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relatives chacune à une même valeur de v et qui sont séparément des
périodes communes•. On en conclut qu'il est impossible de trouver de
nouvelles translations si aucun v n'est égal à un (A; D est alors le plus
grand commun diviseur. Admettons au contraire que

: . ^ , t=^2. . .=:^„l=yl=:^•• . •= : y^- l . ' ' .,

Nous chercherons successivement les expressions l^ C i ^ - 4 - 4 ,
c^l^•J^c^l^•+•l^, ... (o5c7<^ ^/) qui se réduisent à 6-4-Sw^- ( i ' ^ s — i);
soit c,/i-}-^4+4 la première. Nous poserons

/3=Ci/i4- ̂ ^ .+-4'

et nous substituerons ^ à 4 dans les relations (2). Et l'on continuera
de la même façon. On a pu supposer tes coefficients de l^ 4? 4? • • •
égaux à un dans les expressions successives. Pour un type déterminé
une seule peut être période. Les subst i tut ions effectuées dans ^Yles
membres de droite relatifs aux l1 ne peuvent contenir d5 autres l que des l!
(car une combinaison non trouvée de / à indices inférieurs serait trans-
lation). On a ainsi un tableau analogue aux tableaux (i) et (2) défi-
nissant un système Si de translations ordonnées qui , appliqué à D,
fournit le p. g. c. d. (D.

26. Les multiples communs à F età G admet tent toutes les périodes
1 , , • ^ - : / . 0 -^r^mihi+ïnilj. \ • 1 , • , : 1 ! , .

Mais il peut n'être pas nécessaire de conserver dans cette formule
tous les À et tous les /.Cela arrivera si D n'est pas le p. g. c. d. Supposons
donc que nous ayons déterminé ce p. g. c. d. CD. Dans le système (2)
et par suite aussi dans le système (i) du numéro précédent les trans-
lations f peuvent être placées en tête des relations, de sorte qu.e les
égalités suivantes de (i) et de (2) caractérisent des translations
miiitiplicatrices ordonnées qui définissent respectivement F et G

;1 à'partir1 du'p* g-c..cL .-, -111-';1; '-,' ^ ' • ^ ' ' . V ' , 1 1 1 ^ , 1 1 1 - 1 1 ' 1 1 ' 1 - 1 1 1 1 • ' 1 : 1 1 / 1 1 1 1 : • 1 1 ^ 1 : 1 ; 1 , 1 ; : \ , ; 1 1 : ' 1 1 : ; 1 1 1 : • / ; 1 • ' '
Afin de conserver les notations, supposons ce travail préliminaire

accompli ; D est ©, les translations nouvelles formées d'une part à
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l'aide des h, d'autre part, à l'aide des /, sont toutes distinctes. .Réu-
nissons les relations (i) et (2) en plaçant par exemple les égalités
de (2) relatives à un nombre premier à la suite des égalités de (i) qui
ont trait à ce même nombre premier (Tordre des nombres premiers
étant indifférent) et nous aurons un multiplicateur de translations
ordonnées qu'admet: nécessairement tout multiple commun à F'et à G1

et qui définit, à partir de Côy leur p. p. c. m., .)n.

27. DÉTERMINATION-DU P. P. JO. M. ET DU P. G. C. D. Î)E DEUX MILIEUX
DONT ON CONNAIT UN MULTIPLE COMMUN. — Soient F et G- les milieux qui
sont définis par les ensembles T, et 1\ de leurs translations. Il admettent
un multiple commun M qui se déduit d'eux respectivement par les
translations multiplicatrices S^ et 2^ définies comme au n° 25, les Y] et
les t appartenant bien entendu les premières à T\, les secondes à T^.

Pour qu'un milieu soit mul t ip le commun de F et de G^ il faut et il
suffît qu'il admette les translations de G et celles, produites par.S^
q u i appart iennent à F. Or la marche suivie au n° 25 est applicable :
seulement, ici, il faut chercher les formes linéaires en /, relatives à une
même valeur de V y qui se réduisent à mie translation, de F. En les adjoi-
gnant à 1\>, ainsi que leurs résultantes avec. ces dernières, on forme le
p. p. c. m. de F et de G, Dit.

L'opération précédente a fourni un système de translations muïti"
plicatrices qui de G déduit ^IL.» Appliquée à I;, elle donnerait de même
le multiplicateur qui conduit à ÔIL en partant de F. Supposons ce
travail accompli, et, pour plus de simplicité, admettons que S, et 2^
soient précisément les multiplicateurs qui produisent OÏL.

Les translations / se réduisent a des translations de F, si Y]' appartient
a T\; il en est de même des périodes T]'+ S^ (o^^<^/)» et parmi
toutes celles-ci une et une seule est de 1\ ; l'ensemble de ces périodes ©
définit le p . g. c. d. (D. L'application à © du' multiplicateur 1̂  repro-
duit ï, et celle de I.^ a ï\ fournit OÏL. Bref, le multiplicateur constitué
par la réunion des deux multiplicateurs £^ et Sa mené du p. g. c. d/
au p. p. c. m.

Mais la détermination du p. g. c. d. et du p. p. c. m., en partant d'un
multiple commun, est pratiquement un tout autre problème qu'avec la
donnée d'un commun diviseur.

Ami, Ec, Nornï., (3), XXXV. — DÉCEMBRE 1 9 1 8 . 47
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"28. CAS DR PLUS DE DEUX MILIEUX. — On donne plusieurs mil ieux F,,,
F^ ..., FA". Si l'on connaît un diviseur commun D et des systèmes S^
2^, ..., Sy, de translations multiplicatrices ordomiiées qui de D con-
duisent.. à Fo F^ ..., F/,, oîi saura déterminer le p. g. c. d. ̂  et le
p. p* c. m. D i L i de F,, et de F^ ainsi que les systèmes multiplicateurs o-^
cr^ qui mènent de D à pi ou à 31^. Pour la recherche du p. g. c. d. des
milieux donnés, on leur substituera (D^ F^ ..., F^ avec dp 1:3, ..., 2 .̂
et, pour celle du p. p* c.1 m. orio Fg, ...., F/, avec ^[, £3, ..., S/,.

Supposons au contraire connu un multiple commun M auquel on
vient de F^ Fa, ..., F/, respectivement par ^,, 2^, ..., S/,. On sait
former le p. p.. c.m. oïLi de Fi et de F^ qui conduit à M par a'[ ;
admettons que, en suivant la marche du n°27, on puisse construire
aussi leur p. g. c. d. ôc^ d'où Fon va à M par cr^. La suite des opérations
s'ordonnera alors comme ci-dessus.

' '^9. MILIEUX COMMEHSURABLES 'ENTRE EUX (milieux homogènes)* —-
Définitions. — On appelle « rapport d'un mi l i eu Mi à Fun de ses divi-
seurs non nuis Ma » le nombre de fois qu^il le contient.

Etant donnés deux milieux Mo Ma qui admet tent un même divi-
seur D non nul , on appelle « rapport de M^ à M^ » le quotient des
nombres dé fois qu'ils le con t iennent .

• .Cette définition est justifiée par la propriété suivante :. Si M< == p.,iD'
e tM2== [j^D^ets'il existe un autre diviseur commun E tel que M< = = V ( E
et M,i= VaE, on a
; ' ! ; 1 . , , , ! , , /, ! ! , ..^ ^^. . , , ! ^ ; . . 111/ ! •
' :• ' , ! ! 1 1 ' , . ! , , ! ! P-21 ^2 1 /' 1 . ! 1 1 . ^ ! • • 1 , . 1 1 1 . . '

En effet (n°9), D et E admettent un diviseur comun H contenu
n fois dans E, et Fon a

1 1 ^ ', • , '. .' ,^ . ^fr^v^m^ '^n-^^m.. , ' • . ' 1 - 1 1 ' ,

THÉOÎÎ.ÈME» — Si deux milieux M-i ei 'M^ sont commensurables avec un
même milieu U^ lewrapportest'égal ecu quotient de leurs rapports à U.

En effet,: .il y a. par hypothèse un diviseur V^ com.mun à. MY"et à U, un. Va'
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à SIL et à U; V, et Y^ divisant. U ont un diviseur commun V, et l'on a

Mj -= w t Y, Ms::::: ̂  2 V ? ' U == ?/ Y :

d'où la conclusion.

Remarques. "-'.I. Si deux mi l ieux M, , AL sont commensurablesâvec
un même troisième U y i l s sont eommensurab les en t re eux. Cela résulte
de la définition précédente.

II. Si un milieu M, est incommensurable avec un milieu U, il n'est
pas possible de trouver deux milieux Mp M'p commensurablesavecU,
dont la différence des rapports soit inférieure à un nombre positif
quelconque £ et tels que M[ soit inclus dans M^ et M,, dans M^ : en effet,
M^ serait un diviseur de M^ • ' ! • •

30. EàMÏLLES1 DE MILIEUX HOMOGÈNES COMMENSHÏIÀBLES ENTBE EUX ; ELLES
' S O N T MESURABLES .on SEMï-MESUKABLES-— Soit une famille § de.mil ieux
homogènes, telle que deux quelconques soient commensurables et
que tout milieu commensurable avec l 'un d'eux appartienne a la
famille. Prenons l 'un d 'eux arbi t ra i rement U comme unité8 et adop-
tons pour mesure de chacun d'eux son rapport à IL

Si un milieu somme de plusieurs mi l ieux de S est homogène/il
appartient lui-même à'^; il en est de même s'ils'ag'itde la différence
de deux milieux de Ï. • • * 1 •

'On 'voi t immédiatement qu'une pareille famil le S est, au moins semi-
mesurable.

- Mais si la, somme M d'une, infinité énumérable Mi , SL, ..., M^, ...
de mil ieux de'^ fait. elle-mênie la partie de 3, sa mesure est-elle la
somme de leurs'mesures?

Aise déduit de M, par destranslations multipticatrices ordonnées
qu i , notées dans l'ordre inverse, s o n t À i , /^, ,.., h^ et ''si ^i , p^ , . . ,
[ĵ  soutles entiers, correspondants, ' M est la . , somme de F/p.a1..;^

.milieux identiques à M^ M, et.&L ont 'un p. g. c. d.D.a, M, .sedéduit
.de D^ par un système-de translat ions .ordonnées, qui , notées daus'

• l 'ordre Inverse, . s o n t ' A^p h^^ .. ;, A^; l 'application -de quelques-
'unes.des translations résultan tes.de A,., A^ , ...., h^ donneM^ ;de même
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Da et Ma ont un p, g. c. d. D^, D^ se construit à partir de D^ par le sys-
tème mult ipl icateur À^i, ..., h^ et Mg 'est fourni par D3 à l'aide de
certaines résultantes des translations À ) , /^, ..., h^,

Je suppose tous les ^-nombres premiers. Soit T] l 'une quelconque
des translations de M, autre que les résultantes des À, s^il en existe,
et a l 'un quelconque particulier de ses points. Tout autre point est

/' := ac .

donné par une expression de la forme ci •+- "/] = V c^h^ les entiers c
i=Ï

non nuls étant en nombre fini . Les points de l 'un des mil ieux iden-
/ == oc .

tiques à M.\' sont1 donnés par a -h Y] + 'Y C/À/, ceux de l'un des
/=:ai+i

/' =-: ao 1 1 •

milieux identiques à D^ par a + y] + ^ c/À,, et ainsi des autres.
/=:<X24-1

Cela posé, considérons un serinent de droite (o, i), divisons-le
en u^ parties égales, chacune d'elles en ̂  parties égales, etc. ; c^ dési-
gnant une valeur particulière de cj et <^ te reste de sa division par ̂

, ! ! ! . ! •1 _ ! ! ' /=/>
faisons correspondre aux points a •+- Y] 4- 'V c -Ày le point
' . 1 1 ' • ! ' , ^ /==i

cî c: c;
-1 -+- —— •+...+ ——

p

-— -
F-!. F-lp2 ^^2...^.^ ,

Nous avons ainsi une infini té énumérable II; de points, tous rationnels,
et qui sont les points de décomposition du segment, ainsi que son
origine.

A un ensemble

a + -f\ 4- c\ Ai -+•. .. 4- €/,„, ÀA-I 4- ̂  i+. ..4- c^hh-^ ^. c,/z,

(les entiers cvariables et ceux non nuls toujours en nombre fini) corres-
pondent les points rat ionnels, premier point compris, dernier exclu,
de l'intervalle

c" r " (ï", r " r " e", -^ r-1. -i, 2 _r_ ; _, • i i i i ^Â'-I ' : ! 6 \ ; ^ _ ^ï . • ' ' _,,_ ^/.'-l ̂  î ' ,'

y-i y^v-î " > ^^ l ^« • l • l f - / ^ t 3 y'i ^1^2 " 1 * * 1 F-i^--^"i'
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d'étendue ——————; c'est précisément', la mesure de cet ensemble si
;^2...^-i i

l'en. prend comme unité M, c'est-à-dire si on lui donne comme mesure
l 'étendue du segment, qui lui correspond. Si l 'un des ensembles-est .
inclus dans un autre, Fintervalle qui correspond au premier est inclus
dans l'intervalle qui. correspond au second; si un ensemble est, la
somme de plusieurs autres, son intervalle est la 'so.riime de leurs inter-
valles. Nous avons a i n s i ' u n e image géométrique de M e t - d e ses
parties1 M^ M^ . . . [M^ est représenté soit par un segment, de décom-
position de l'intervalle. (o.,",i), soit par un nombre limité de tels seg-
ments]. Soit ïîj l 'ensemble des points rationnels qui correspondent
a M.j, il est constitué par ceux des points de E qui 'appartiennent à
certain des intervalles (en nombre limité). Tout point de E appartient
à un. Ey et à un seul. Supprimons successivement de M, M.,, &L, ...,
M^, ...; enlevons en .même temps du segment, (o, i) les intervalles
qui correspondent à M,, Ma, ,.., M^ .... Tout point de E devra donc
être enlevé. Or, on peut enlever de (o, i ) une infinité d'intervalles,
don t - l a somme soit aussi petite que l'on vent, et telle que tout point
deE soit enlevé. Si donc on. choisit, pour lesM/Jes mil ieux qui corres-
pondent à ces intervalles, la somme de leurs mesures sera inférieure
à celle de M. Dans le cas générale la famille de milieux sera donc seu-
lement semi-mesurable.L'exposé qui précède donne en m ê m e t e m p s
une forme tangible à la condition pour que la mesure du milieu,
somme des m i l i e u x en infini té dénombrable, soit égale à la somme
des mesures de ces mil ieux : il faut et il suffît que la-même propriété
ait lieu pour les intervalles qui sont les images géométriques de ce
milieu même et de ses parties.

Voici un cas particulier intéressant : si une famille est formée à
partir d'un milieu qui n'a pas de diviseur (non nul) , mais qui a un
mult iple (donc une inimitée aucun milieu ne sera la somme d'une infi-
nité d'autres. Donc la famille'sera mesurable. Exemple : On utilise le
milieu constitué par les fractions '-^7 p étant un entier fixe, /%et a pre-
nant des valeurs entières quelconqueSy positives pour le dernier .

31. EXTENSION A ŒRTAIN.S MILÏEIIX DE TRANSLATION.. ——Définition. —
NOUS dirons qu'mi ensemble A de points est indépendant d'un svs-
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terne T de translations lorsque la différence des abscisses de deux
points quelconques de A n'est jamais une translation de T.

Cela posé, u n , milieu M de translat ion est la somme de milieux
homogènes ident iques. Soient ï Je système de translations .qui carac-
térise ces milieux, A un ensemble de points pris un et un seul dans
chacun d'eux (peu importe dans la question présente que l'on sache
ou même qu'il soiteffectivement possible de faire un pareil choix) ;
A est indépendant de T. Les translations de T redonnent M à partir
de A. Réciproquement, si A est indépendant de T, en effectuant les
translations de T sur chaque point de A, on obtient des milieux homo-
gènesidentiques et distincts dont la somme est un milieu de trans-
lation. • • ^
' Soit maintenant une famille § de milieux homogènes My caractérisés
chacun par l'ensemble T de ses translations, et satisfaisant aux
conditions du n0 3.0, en sorte qu'elle est mesurable ou semi-mesurable.
Considérons un ensemble A indépendant de chaque T; cela arrivera
par exemple .si tous les T appart iennent à un même" module ^ et si A
est indépendant-dé T. Appliquons à A les translations de chaque T,
nous formons ainsi des milieux de translation OK. dont nous dirons de
Vensemble qu'ïÏ dérive d'une famille de milieu^ homogènes commen-
surables; il va de soi que chacun d'eux n'est.pas fixé en position et peut
glisser sur la droite qui le porte.

Nous allons prouver qu'ime telle famille de milieux de translation
est mesurable ou semi-mesurable comme celle de milieux homogènes dont
elle déme et montrer à cet effet que le rapport de deux milieux Oït est
égal au rapport des deux T correspondants.

32- Pour que deux milieux <)TL^ et OTUa soient égaux ^ il faut et il suffit
que les modules 1\ et 1\ des translations soient identiques.

La condition est suffisante; elle est nécessaire, car toute translation
.admise .par un milieu est admise par l'autre. . \ ' , / ! , "1 •11

. 1 OÏL^. :et :oiL.2 étant supposés .égaux, 'il est intéressant de .noter l'effet du
déplacement' qui' amène: .un point de QlLa, d'abscisse ^a'18^.^".?^.!1

de Jll^ d'abscisse y ï ; soit x\ le point de ^lu/sur lequel vient oc^ lors-
qu'on .établit'une1 coHicideïice de^'li-a avecJtL/. : le déplacement actuel1 . :
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est le résultant de ce dernier et de ce lu i qui place ̂  en y, ; si donc y s
dérive de ̂  par une translation de 1\, ce dernier mouvement n'a fait,
que glisser sur lui-même cliacnn des ensembles identiques à T^ dont
e)iu se compose : Sïi^ coïncide, encore avec 3î^. Soit À ==y^ — x^ ;
lorsque deux points dont la différence d'abscisses n'est pas un éléaient
de I\ se placent l'un sur l'autre, les deux ensembles élémentaires qui
en dérivent par 1\ .coïncident .entièrement. Donc tout couple a, ? de

. points de A pour lequel (3 — a == À 4- 0, & étant une translation de T, „
sera tel que la translation X amènera l'ensemble (^a) sur l'ensemble (^);
si A admet les translations ± À (à des,translations près de T,) la coïn-
cidence de X-a et de^lLi sera complète; cela arrive notamment si le
milieu de translation est un milieu homogène. Mais s'il n'y a pas deux
couples tels que

ô •— y = p — a -4- 9 (y el p pouvant être égaux),

on ne parviendra par là .qu'à superposer deux ensembles élémentaires;
exemple : A est formé de \/2, ̂  r^ et 1\ est l'ensemble des rationnels.
11 peut se faire que l'on ait des coïncidences partielles en nombre fini
ou i"ion ; exemple : avec le même 1\ on prend des nombresalgébriques,
on peut choisir l'ensemble A de manière que si a, p, y sonttrois
nombres de A, tantôt ^ — a +y (à un rationnel additif près) en fasse
aussi partie, tantôt non.

Pour que la superposition de Oila et de OTLi soit complète, il faut et
il suffit queA se déduise d'un ensembleB à l'aide des translations ±X
à un 6 près et ̂  se construit alors à partir de B au moyen du module

- résultant de 1\ et. de ±.'X. 1

33» Pour que jn^ == n^lLg, il faut et il suffit que les modules corres-
pondants satisfassent à légalité 1\ = n Ty.

La condition est suffisante.
Elle est nécessaire. En effet, on a par, hypothèse

\ï) 1 ! ; 1 1 ^LI=JIL^ -4-.,.4- ̂ n^ ,1 1 1 . _ 1 ,1 /,, ^11

. .•ï)^1, . . . , ^l'i^ étant , identiques à- JIL^ JIL! se déduit de A'par les
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translations de T, ; ;)IL-, admet toutes les périodes de on,,, ainsi To est
. i n c l u s dans 1\ et ï,=;/j^; on en conclut cX, ==p^, donc (\)
^ = = n .

On passe de T(, à 1\ à l'aide d'un multiplicateur de translations
ordonnées; en les taisant'jouer sur ̂ ) par exemple, on obtiendra les
autres milieux de la somme. Mais il peut arriver, comme il a été

1 expliqué ci-dessus, que JlL^ vienne se superposera lui-même par une
translation X, n 'appartenant pas à T^ mais que A admettrait, à des
translations près de T^. Alors par l 'emploi d e X e t d'une translation
multiplicatrice ou bien les 011.0 se permutent ou bien ils se divisent en
cycles à rintérieiî.r desquels s'opèrent les permutations, et il n'existe
pas d'autre moyen (en dehors du procédé général des translations
multiplicatrices) pour obtenir des échanges des JIL'^ .

Considérons nue translat ion quelconque X n'appartenant pas à ï\,
et qui fait glisser jii^ sur lu i -même; A, admet A à des translations près
de T\, sommes d/une t rans la t ion de T^ e td ' une translation multiplica-
trice qui fait passer de ;)IL(, à . ) iL, . Le déplacement À aura d'une manière
générale pour effet de disloquer un milieu qnetconque ï)^ en
n mi l i eux qui v iendront se placer respectivement sur n parties
dex,1^)^...,:)^.

34. Pour que — =. p, il faut et Usuffitque — = ̂  T et Ta étantles

modules qui correspondent à 01^ et à Jll̂ ;

( 1 ) OÏLi ne peut se présenter comme somiïîe, de deux manières et en nombres diffé-
rents/de milieux identiques à JHo. Partons de Tégalité ( i ) . Soit

(̂  60 6,
Ti ==Cji —— -4- C» —— -r-.. .•4-Ç.. — 1 - .

[J-! ^2 l [J'S

une translation quelconque introduite par Ti; p.i, p-a, ..., p^ sont chacun puissance d'un
nombre premier et leur produit vaut p ; les c sont des entiers non négalifs et inférieurs
aux dénominateurs correspondants. Pour chaque système des c ( n o n tous nuls) un
point XY de OILo1-1 riort de ce milieu, pour deux systèmes différents il va dans deux
milieux différents; il visite donc p ~ i milieux; tout milieu est d'ailleurs visité, car s ixi
est l'homologue de ^i dans JIt^, .y,— ^i est une translation deTi. Ainsi ^ == n. "t
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.La condition est suffisante. Elle est nécessaire : dire que

: .x, _ p
Oiï̂  """" 7'

c'est dire qu'il existe un milieu Dil-o tel que l'on ait.

, , , ! M.i=:/?cXo, .X2=(7.X.,,.

La conclusion est immédiate .
Ainsi /es milieux de la famille sont proportionnels à leurs modules de

périodes.

35. Les notions de multiple, de p. g. c. cl., de p, p. c. m. s'étendent
aux mi l ieux de notre famille de translatftm.

Si ^x^est inclus dans cX^ T a m o d u l e du premier est un diviseur
de 1\ module du second, ôiu est un multiple de M,. En effet, une
pér iode 0^ de ^1W, étant la différence des abscisses de deux points
de IX i , est la somme d 'une différence d'abscisses i; (pouvant être
nu l le ) de deux po in t s de A et d'une période 9^ de x-i; or l'égalité
^0 ,~ .6^ex igeÔ,==0 , .

La propriété du 11° 33 montre que la recherche du p. g. c. d, ou du
p. p < c. m. de plusieurs milieux se ramène àceUe du p. g\ c. d. ou du
p. p. c. m. des modules de leurs périodes ; le module trouvé est celui
des périodes du milieu cherché.

CHAPITRE m.
SYSTÈMES D'ENSEMBLES APPARTENANT A DIVERS MILIEUX DE1 TRANSLATION.

1. Dans ce Chapitre, on se propose de comparer entre eux des
ensembles bornés qui sont inclus dans des milieux ^X de translation
(ce qui comprend le cas de milieux homogènes) constitués comme on

^nn. Êa. 2Vb/'w,,( ?î ), XKXV.—DÉCF.ainRE 1918 . . "(o
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v i e n t de l'exposer à la lin (lu Chapitre précédent; c'est-à-dire que la
fami l le des oit dérive d'une famille de mi l i eux homogènes commen"
surables. On formera ainsi cer ta ins systèmes d'ensembles mesurables
ou semi-mesurables.

2. Soit donc une telle famille S de milieux de translation r)lL. A chacun
(F eux y on peut, d'après le Chapitre /, attacher un système S d^ ensembles E.
qui est mesurable ou semi-mesurable. Je dis que cette propriété de ta
mesure appartient à son tour à ^ensemble ^ de tous ces ensembles E.

Faisons choix de l'un des milieux, ôtl'o, comme milieu u n i t é ; un
mil ieu quelconque ;TL de 2 est mesuré par un nombre co, positif, que
nous adoptons comme mesure de l'un de ses fragments de longueur i.
l i e n résulte pour chaque E un ou plusieurs nombres selon qu'i l est
mesurable dans un seul milieu ou dans plusieurs. I l faut montrer que
ce nombre a une valeur un ique et qu'il satisfait aux condi t ions de la
mesure. ! ^ ' ' ! ! • - , ! ! ^ •

3. Voici une remarque qui nous sera ut i le : Nous avons vu (Ghap. I,
110 ^) ^I110 ^ mesure extérieure de E dans le mi l i eu ;)IL ou i l est i nc lus
est la l i m i t e infér ieure de la mesure des fragments de t)lu, en nombre
f i n i ou en in f i n i t é dénombrable dans lesquels on peut enfermer les
points de E. C'est le p rodui t par co de la l imi te inférieure de la mesure,
dans le con t inu , des intervalles de mêmes bornes. Or, pour q u ' u n
ensemble de fragments de ;x contienne les points de E, il faut et il
su f f i t que l 'ensemble des segments correspondants le con t i enne dans
le cont inu.

La somme des longueurs de ses segments a une l imi te in fér ieure
fixe qui est la mesure extérieure de E dans le c o n t i n u ; nous .l'appelle-
rons /6i w^ç^/'e segmentaireextérieure de E. Son produi t par iù d o n n e
donc la mesure extérieure dans X.

La même observation est valable pour l 'é tendue extérieure.

. LE^MK. ' '—Si jll'^^rim diwêur de S T L ' ^ , en sorte que on'i =='K^lt^, et
si X est Ici somme de 71, n étant inférieurà k,des k milieux identiques
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à ;)r̂  rfo^ Ici réunion forme ^HL-i, retendue, intérieure J ^ /a, mesure
intérieure L, û̂ m.? .DIL^ âT^ fragment de ^sont nulles; son élendue
extérieure et sa mesure extérieure sont égaies à la mesure du fragment
de t)lL( qui a les mêmes bornes. L'étendue intérieure et lamesure intérieure^
dans x.^ d'un ensemble inclus dam X sont nulles.

Soient a et b les bornes du fragment F, de ̂ . Décomposons r inter-
valle (a, 6) en une somme finie d^in terval les partiels; dans chacun
d'eux sont des points de or^ qui 11 appartiennent pas à ^; on en con-
clut que l 'étendue intérieure. J de F,, envisagée dans JIL,, est nulle. De
même son é tendue extérieure, pu i squ ' i l a des points dans chaque
interval le partiel, est égale à celle du fragment correspondent de jrc.i,
c'est-à-dire à û) , (6 — a), co, étant la mesure du milieu 011.1.

Soient un second intervalle (c, d) de même longueur que (a, b} et
Fa le fragment de ^ de bornes c et d. A un poin t x ' de ̂  appartenant
à Fi on peut faire correspondre un point A^de 1 ,̂ homologue de y\
c'est-à-dire tel que l'on passe de ^'à x ' par une translation de ^il^ et
de plus aussi voisins que l'on veut, du po in t où v i e n t . x ' lorsqu'on met
le segment {ci, b) sur le segment (c, d) : cette dernière condi t ion
s'exprime a in s i \(^ — c) — (a?'— a)| <£, c donné positif. Si l'on
couvre les points de F, d'une infinité énumérable 1 d'intervalles com-
pris entre a et b et de longueur a, aco^ est une l imite supérieure de
la mesure extérieure de F( dâns;}tL^ Or, donnons à 1 le déplacement
^—x\ dans leur nouvelle position tes intervalles de 1 couvrent.F^
à une longueur près, infér ieureà £. Donc Fi et Fa ont même mesure
extérieure. Le rapport des mesures extérieures des fragments de X.
d a n s ^ r L ^ aux mesures des fragments de;)rL, de mêmes bornes qu'eux
est donc constant. Cela suffit à prouver, en raisonnant comme au
Chapitre 1, n° 6, que la mesure extérieure d 'un fragment F^ de ̂  est
soit n u l l e / s o i t égale à celle du fragment correspondant(&i de ̂ .
Mais elle ne peut être nulle (à moins que ses bornes soient confon-
dues), car nulle aussi seraita fojtiori celle du fr'agment <Ï>^ de X^ de
mêmes bornes et par suite celle de la somme des k fragments iden-
tiques à $2 q111 constitue ̂  serait nulle également.

On en conclut encore que la mesurç intérieure de F( est nulle.
La conséquence pour un ensemble inclus dans ^ est immédiate .
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4. Imaginons an ensemble G inclus dans Jil, et. .X'' un milieu
multiple de r)lLi. Désignons parw^(G) la mesure extérieure segmen-
taire de G, par a), çt o/ les mesures des milieux DiL, et ^IL' , par m^(G), ^
w . / ( G ) l e s mesures extérieure et intér ieure de G dans on mil ieu qui
sera ind iqué entre parenthèses, on a

(OIV) ^-(G)-o,
I m(.((ï),=; m,^(G) >< G)'' ;

(JlLi) //^(G):=m.ç,(G) xa>p

. En conséquence : i° Pour que G soit mesurable dans JR/, i l faut et il
suffît que sa mesure extérieure y soit nulle.

2° Pour que G soit mesurable dans ^)lV, il faut et il suffit qu'il soit
mesurable dans ^\L^ et que sa mesure y soit n u l l e ; les mesures sont
alors nulles dans les deux milieux.

Les mêmes conclusions subsistent si l'on parle d'étendue J au lieu
de mesure JL

5. Considérons main tenan t un ensemble G inclus dans deux milieux
t)lV et OlV^ Ils proviennent de l'application de deux systèmes de trans-
lations T et T' à un même ensemble C qui en est indépendant* Soit ï<
le système de translations qui définit le p. g. c. d. de T et de T';
o n a T = = / / T \ et T^y/T,,, et Ï\ appliqué à. ̂  donne le milieu JitL^.
11 n'existe pas de points communs à ^)n/ et à M/ en dehors de OÏL,;
donc G est inclus dans or^ ; l'un des entiers p ' y p " est différent de i;
soit^. Pour que G soit mesurable dans 01V, il faut et il suffit qu'il soit
mesurable dans Jn^ et que sa mesure y soit nu l l e ; alors elle est n u l l e
aussi dans mJ et dans JIL'/. Ainsi :

LorqUuri ensemble inclus dans deux milieux est mesurable dans les
deux y ses mesures sont égales : elles sont nulles. La même propriété a heu
s il s agit d1 étendue }.

(3. LEMME. — Soient desensembles E ̂ Ea,...,!^ et leur somme Vu res-
pectivement inclus dans les milieux ^ 5 1 1 1 , ÎL^ ..., M ,̂ ̂  Çde la famille
considérée). Si les milieux ̂  ̂  ïïïi^ .,,, .)1L^ sont deux à deux 'sans point
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commun, et si 1)11' esl leur somme, la mesure ex'térieure de E dans c)li est
au moins égale à la somme des mesures extérieures des Eo dans les
milieux 311^ correspondants. La propriété subsiste s'il y a une infinité
énumérable de milieux ̂  et si la somme de leurs mesures co^ est égale à
la mesure co de x.

nis^^/ns^E^

(coi + ̂ 4-...+ û.̂ ) m.s,E ̂  1 a^. ms, E/,.

En effet, on a

et par suite

La conclusion est immédiate. Elle subsiste s^il est question d'étendue
au lieu de mesure. La propriété a lieu a fortiori si X contenant les ̂
n'est pas leur somme.

7. THÉORÈME. ~ Les conditions étant les mêmes quau lemme précédente
si de plus on suppose E mesurable dans X, chaque ensemble E^ est
mesurable dans le milieu correspondant X-n et la somme des mesures
des Ep est égale à celle de E. La même propriété a lieu dans le cas de
l'étendue.

Je dis d'abordque, pour toute valeur de^,

mScî'=^îîlSeîp.

lin effet, supposons par exemple m^E>w^E,, la différence
étant Y]. Couvrons E< d'intervalles a, dont la somme ̂  des longueurs
dépasse ms^^ de moins de £. E peut être considéré comme formé de
deux parties, Ë' composé des points situés dans les ap E" des points
situés au dehors. D'ailleurs E étant, mesurable, i l en est de même
de E'et de E". On a, E/ comprenant E,,

' 1 ! ; 1 , ' /nE^âti^ <w^E.i 4-^-iÊ, :

, fnK -==:ums^E=- &)OT.^cE^4- w'/î. '

Si donc, on a pris £<^ Y],

;n.E / /=w lE•—m'E />û)(^—î)>o.
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Or E" n'a pas de points dans rX., ; si donc il était mesurable dans ;)H-
sa mesure serait nu l le . Ainsi i l est exact, que, quel que soitp,

w,s'cE == wvEpî

et par suite
//r,.E •== "L / î î c ^ p -

Soit (a, 6) un intervalle comprenant E; posous 6 - - a = = / ;
CE, désignant le complémentaire de E / d a n s le fragment (a, 6) r/^
milieu qui lui correspond, CE est mesurable (dans .X) et l'on a

ms^CE == ^—/^.^.E-

D'ai l leurs le complément de E dans Oil est la somme des compléments
de E^ Eâ, .... Donc •

w,s\; CE •==. mSt: CEp

quel que soif ^; a ins i

/n/E/,== ^»)p—^ /n.s'^CËp^. ^o)^—r^//u,,CE == ô)p m Â\. E •=^ /n<-E/,.

' 1 ^ Enfin
' m E ^= 2 //^ .1̂  ! !

Nous venons en même temps d 'établir cette propriété.

THÉOBÈME. — Si un ensemble 'Eest mesurable dans wi milieu^, la
partie E' de cet ensemble, qui apparûmi à un milieu OlV inclus dans X,
est mesurable dans ô)V.

8, ÏHÉORÊAiE. — Soient les ensembles E^ E^..., E/î et leur somme E
respectivement inclus dans les milieux• OÏL ̂ , ;)ll a , . - 51)!^, Oïl/. Sî ̂  milieux
OU i, ̂ 2, ..., ;ïH^ ̂ on^ ̂ .̂x* a <fe^^ seins point commun et si E est mesurable
dans e)rc et chaque K^ dans le milieu c)K^ correspondant, la somme des
mesures clés En est égale à la mesure de TSi. La même propriété a lieu dans
le cas de l'étendue.

Premier cas. — ̂  est la somme de OÏL, , OÏL^ ..., 01^ ; c'est une con-
séquence du théorème précédent.
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Deuxième cas. — Les mil ieux: ^iLp ne sont pas tous inc lus dans 011.
Soit D/le p. g. c, (1. de ^n et de r»i^,; l 'un au moins des milieux iden-

tiques à D^, dont ^X^ se compose ne c o n t i e n t pas de points deE^, donc
(n°3 , lemme) m]î^=o\ donc aussL dans JR, înE^=o: la diffé-
rence E — K, est mesurable dans ^'IL et sa mesure est celle deE;,
nous suppr imerons E^ des ensembles donnés et de l e u r somme;
opérant de même pour tous les ensembles Ep dont le pulien excède ;TL
nous sommes ramenés soit au premier, soit au troisième cas.

Observons que le ra isonnement précédent/serait valable s'il y avait
une i n f i n i t é d'ensembles et s'il fa l la i t en suppr imer une i n f i n i t é ,
pourvu que, dans DIL, la mesure de l ' ensemble total supprimé soit
nulle, c'est-à-dire égale à la somme des mesures des. ensembles par-
tiels disparus.

Troisième cas, -— Les mil ieux rX^ sont, tous inc lus dans ^IL, mais ;X.'
n'est pas leur somme.

Les mi l ieux étant supposés en nombre l imité, soit 1) î eu rp . g. c. d.
Des mi l ieux identiques à D don t^ l t se compose l 'un au moins n'appar-
t ient à aucun des :)\t'p et par conséquen t ne cont ient pas de points de E.
Donc (n °3 , lemme) mR = o. Sans qu ' i l soit nécessaire ici de faire
rbypothèse que les E ^ s o n t mesurables , nous concluons du résultat
précédent que ms^V^ == o, pu i s précisément que mV^ existe et est
nu l l e .

9. THÉORÈME GÉINÉUAI.. — Si/es ensembles Ei, E^, ..., E/^ et leur somme E
respectivement inclus dans les milieux ;)|L^ ^ria, *.., ^/^ ù}'bysont
mesurables, la mesure de Ici somme est égale à la somme des mesures des
parties.

Soit D le p. g, c. d. des mi l i eux ; .X/ est la somme de mi l i eux ,
Ml', M.S - .y M'7 identiques àD; E est la somme d'ensemble E\..., E7

situés respectivement dans ces milieux; on sait (n 9 ? ) que les E'' sont
mesurables dans les milieux W et que l'on a

, ! , //?.E ̂  mE1-^ m.E2-!-...-!- m E-/. ! ! '

Chacun des ensembles E^ se décompose en ensembles partiels E 3 ,
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E?,, ..., E-^ contenus séparément d a n s ^ E ^ E"\ .,., E7, et

E^Ei+l^-+-...4-!^,
E2^Eï-f-Ej-h. . .+E^

E^=E^+Ef4-...+E^

OÏL» est formé de quelques-uns des milieux W et peut-être de
quelques autres qui n 'appart iennent pas à X. et clans lesquels i l
n'existe pas de points de E^; on en conclut (n° 7 et n° 8, troisième
cas) que E^, E;, ..., E^son t mesurables dans M 1 , M2, ..., iW et que
772 E ,̂ === SmE^. Ainsi tous les E^ du tableau ci-dessus sont mesurables
et la somme de leurs mesures est égale à celle des mesures des E^.
Or, dans un même milieu MP,on aE-^ E^ + E^ +...+ E';, et tous ces
ensembles sont mesurables; donc

! • , 1 , 1 ! mE^=:/nE^+/nE-;-4-...+^E;;. - • ,

Ajoutant toutes leségalités analogues, on en conclut que

/nE=:2ImE-J,^^mE^.

10. CONCLUSIONS. — Les familles du type envisagé dans ce Chapitre
sont semi-mesurables.

11. ADJONCTION DE N O U V E A U X ENSEMBLES..— On peut enriclur de nou-
veaux ensembles les familles qui viennent d^tre étudiées.

LEMME I. — Si d^une pan les ensembles Ï\, F^, ...., F ,̂ et d'autre part
les ensembles fi,, G^, ...^ Gy Clés premiers et les seconds respectivement
sans point commun deux à deux) ont même somme E, s'ils sont respecti-
vement inclus dans lesmilieux jf^, <)rt^ ..., t)!̂ , OÎL^( , ..., ï)}L^etysont
séparément mesurables^ et si enfin E est inclus dans un milieu ^1i-, on a

' :. ! mFi ~h w.Fâ-+-...l-^- •iimf^~=:"^^Gi 4-,w(ï^4-.. .--h/^Gy.. • ; • :

Soit en effet 1) le p/g. c. d.des milieux; ;)IL est la somme de milieux
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M1, M2, ..., M7 identiques à D. Dans le mi l ieu M' sont situées les por-
t ions 'F\, F^, ..., F^, G\,..., G^ des ensembles F,, ..., G^ jii/.est formé
de quelques-uns des milieux W et peut-être de quelques autres qui
n'appartiennent pas à .)R et. dans lesquels il n'existe pas de point de Tr
(ou de G,.-^); on. en, conclut, que F',1, F/2, . . . ,-F^sont mesurables dans
Ar ,M 2 , . .^M-7 e l q u e F o n a 1 - : : • ' . , . . • •

( î ) . '"1 m F,. == m FJ. -4- m F^ 4-..!. -h m F^ , , '

De même ; • ' , , !

(2 ) . , m G s = ̂  G^ 4- m G^ 4-. . . + m G-i.. • '

L'ensemble E se compose d'ensembles partiels E\ E'2, ..., E7' situés
' d a n s M \ M%^. . ,M 7 . Or dans M^ ^ . ! , ' , :

, , , ,. IE'==F^+,Fi+,.. .F^G•^GY+.. l . ,+G^. ' •

Puisque, dans ce mil ieu, Fp F^, ..., F^sont mesurables, il en est de
même de la somme et l'on a

(3 ) mW= mF\ 4- m ̂  4-. .. + mV1^

. : 'De même ! ';,; ::; , : 1 1 1 ; , '.11 1 ' 1 . 1 1 1 . 1 1 , • 1 1 1 1 1 , l i l ^ 1 1 1 ^ 1 1 - ' ' 1 1 - ' 1 ' 1 : ! - 1 1 1 ' ; i'

(4 ) mW=m.G\^mG[-Jr...-J^mG^

On en conclut

(51), '• ' ' , , ! , 1 ! 1 1 : ^ ^mE^ÏIm'¥^lîm,G^. / ^ ! ,„,; / 1 1 1 1

1 . 1 1 • 1 . / - , - ' ! ! !

or, ^ , , ! ! •;, 1 , ' 1 1 - 1 1 1 ^ 1 1 1 1 . 1 1 ' y - 1 1 ' l l i 1 1 , ' 1 ' 1 1 1 : 1 1 1 ' 1

;• 1 , 1 : i - \^mF^=^m.V, et ïlmG^y'mG,. 1 ,. .
' 1 ' ! ! ! ! ! , , 1 ' 1 : 1 , /' 1 1 1 . - ' 1 - / . 's . - ! 1 ! - '

La propriété est donc établie.

, 1 1 'iâ. L E M M E I I . 1~ ,Les données étant les mêmes qu'au lemme J, sauf
' \ 1 : Ami. Éc. Norm., (3), XXXV. — DÉCEMBRE- i^iS. ,' • , 49 , , ' 1
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que E n'est pas supposé inclus dans un milieu de la famille, on a
encore ! , .

(Q m Fi4- ni Fa p=z mGi^ mGa+.. .•4-/nG^. mF^

•Soit, en efîet, D'IL le-milieu p.p.c.m. des mil ieux proposés. ^Plaçons-le
de manière qu'il contienne un point de <)lLi et par conséquent,x-, tout
entiery il contiendra certainement d'autres milieux, certainement l'un
des q derniers. Les ensembles correspondants lui appartiendront et,
s'il en reste, ils n'auront aucun point sur lui. Les premiers donne-
ront, d'après le leimne I, une égalité de la forme annoncée. Un dépla-
cement de ou/ lui fera ensuite prendre un point des milieux restés en
dehors; de là une nouvelle égalité de même forme avec quelques-uns
des ensembles. Bref, la relation (i) se décompose en relations ana-
logues qui ont lieu séparément.

• ; ; 13. .CONVENTION.—.Si des ensembles K,F^ ^ .y Fp, G,, . . . , G^son t '
înclus dans des milieux et s'ils y sont mesurables sauf l 'un d ^ e u x E y

^'.side'.plus'o-n'a1 : 1 ' \ 1 1 1 , ' ':1 1 . -:'11 ^ ' 1 ;, 11 ' ' 1 1 1 , , . 1 : 1 ' ' ; ; , 1 , ' ^ 1 . 1 . ' , ! .

'(ï)/. '' ': I.E4-:F24-,. '.^4-F^=(Jl+^ , : - ; •

on posera

W ' /1, • - ^ 1 ; 1 , . ! ,;., ^ mK=.^mG,—ïmVr. ' , 1 - 1 1 ! 1 1 ,1 , \ ^ ' 1 1 1 1 !

Nous avons à proaver qu^à un tel ensemble E ne correspond de cette
manière qu'un seul nombre et que la famille, ainsi agrandie, satisfait
encore aux conditions delà mesure»

II est à peine utile de signalerque cette définitibn de la mesure deE
n'est pas en contradiction avec les résultats antérieurs ( au cas de E

; 'mesurable)1 -et 1 qu'eltëest 'obligatoire ; si, :.les nouveaux ensembles'
'peuventétre .adjoints à ' la1 ' famille.1 ^ 1 1 ^ ;.. : , • l i l , 1 1 '1 ,1 1 / . ,1 : . ' 1 - 1 1 1 1 1 ' 1 . 1 , ..:1;,:, ;1 • 1 : : , ) : ;1 '111,,:
l::/l,,IUn/lcasl;p:artilculierll^dellaTe^atiou;lll('ï;)l:lestllcel ; 1 1 1 : 1 1 : 1 1 . 1 1 ' ; 1 / 1 1 / • ' ' 1 1 1 1 ' , ; : : 1 1 1 1 1 : 1 1 1 : 1 1 1 1 1 1 : 1 : . 1 ^ 1 ' 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 :

l < ; 3 ) , : : Y I I : • l : • - l l l l ; • ; l l : l ; : ! ' f : : l : : ; ; ^
^Tousll:î•es'lautre:s;,â•e;'raIneneîItl.:llà
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arrive a

( 4 ) E=Gi-rGâ4- . . . -+-<T, / .

Si un ensemble ^e présente de diverses façons sous cette forme, on
a'toujours pour lui. la même mesure (lenime II), .

Prenons la relation générale (.1). On peut supposer (lemme 11) que
les milieux de ces ensembles appart iennent à un même mil ieu . Alors^
d'aprèsje lemme l'et avec ses notations, dans le milieu A'P, o-ù Von a,,
W étant la/partie de. "E.qui y.est contenue,

E /+..I^4-...-4-^=:G^-4-G^4-...4-G^

F^, . . .^F' , , Gp ..., G - y sont mesurables; donc les sommes F;,+...-4-F^,'
G\+ ...-f- (j1 y 'sont' /mesurables, leur différence E^ l'est également;
o n ' a . / 1 ; , 1 1 : . 1 1 ' , ! . ; • . , . ! 1 . . ! : ! ! ! 1 1 ! . ^ 1 1 1 1 1 1 1

(5) i ' . - \ mE^==w(fi^4-...+Gy) -^.(1^4-...-4-Fp
== m G\ + . . 1 . — m (^ — ni Fi — ... — m F^,,.

et comme^on doit poser..' • • / ,., 1 / . ' ' ^ 1 - • , . . . ! :

(6) ! 1 - 1 1 , 1 1 : ' 1 1 1 ; 1 1 : ; .;.tl-:mEll^mEl+:l.l.l.'14-^^llî/,:lll^ l l i , 1 ; . 1 1 1 ' / 1 1 , •',

1 1 1 faut doncque ' 1 . . 1 1 , 1 1 ' i l i 1 1 1 1 1 ! ./1 ^ . . .1 . 1 1 . 1 1 ' 1 ; 1 ' . . ' 1 1 • ; : , 1 . ; 1

(-.) ' 1 i i i 1 :': ! m'R ==lmG^—ZmF/.. : ^ ' . -, ! 1 •

Puisque la définition générale se ramène au cas particulier (6) de
la somme et qu'elle ne donne alors qu'un nombre comme mesure à un
ensemble, il en est donc^oujours.ainsi . , • , 1 1

1 . 1 ' 1 .Soit maintenant . ,.1:, ' ; ' . . . • 1 ' 1 -1'; ; • . , ; ' . 1 . , . ' 1 . \ ; - 1 1 . . , ! ' 1 . 1 : ! ,
1 - . 1 1 1 1 . 1;' 1 1 . ^ \'.1 1 : 1 .'''^^'.^'^-E^X+Ea^^^ / • \ : 1 / ' 1 1 . 1 , 1 1 1 i l l i 1 1 1 1

•.deux1 aii^moins de ces ensembles étant nouvellement introduits; on.
'^.^donc^-certains.-.des membres de droite pouvant se réduire à un
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ensemble,

EI=F;+FÏ+...+F^

E,=:F^4-Fj+. . .+F^,

"1 E,=F^^-Fî l+...+F^.

Les F sont d'anciens ensembles et Fon a

(8) /nE,=^F;+/nF^-4-. . .+^F^.

Or 1 1 1 1 1 1 l i i l 1 ' 1 ' 1 , 1 1 :
E==2E,=22Ff,

donc
(g) , mî-^Ilm.ï^^-ïm'E,.- . 1 ,

14. REMARQUE. — On n'obtiendrait aucune nouvelle extension en
supposant maintenant que, dans Fégalité (ï), quelques-uns des F et
des G sontdes ensembles nouveaux (puisque l'on pourrai Iles. rem-
placer par des sommes d 'ensemblesanciens) .

15. On vient d'établir que la famille agrandie est au moins semi-
mesurable. Elle est mesurable si la famille primitive l'était elle-même.

Suit 1 1 , 1 1 , ; . 1 : 1 ;' . : ' 1 ; 1 , .. ^ . ! . , , ! : 1 • ' 1 1 , 1 . 1

(i) 1 , • : ; E=Ei.+E24-<..+E/,-i-. . 1 . , , • , / ^ , ,

tous, ou quelques-uns de ces ensembles, étant nouveaux. Posons

. • 1 ,:1•" ; ' . ; . , E =F•l-^-Fâ•-4-...,+,F^ ' ' ! ,\ ^ ! , •

W ! \ ' 1 1 . - • , ; 1 : ' -••-:1-1 '1 • l • t l - ••,,••—^ 1 . ; 1 1 1 1 ' 1 1 . 1 1 1 . 1 . , 1 1 1 : 1 : 1 ; ,
,., • : . ,: ^ , , . , . . ? E/,=F^+F^/;..+F^;- 1. / , ,1, , / ,

:^ î ' sont 'des, ensembles, anciens:.,Si; ron' consi.dère'.les milieux
. '^,;. .,,̂  ̂ dans lesquels : Fl, •F211,\l.ll/..TP.solnltllmesu^âblles,D

de ces milieux, M', M
1 lite desquels •E'est^ situé,' ^F^^^c^décompo^e^'^en.^nsemb les1 situé
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les M et qui y sont mesurables; E à son tour est donc décomposé en
ensembles situés .respectivement dans ces M ; dans le milieu M1, on a
ainsi

(3) E^G^Gf+. . .+Gf , , si 'F^G^+G^h^.+.G^

et (lemme I, n° .1.1.)

(4) . mE / =mG74-wG- | ; +-. . • J -m l Gf.

E était supposé inclus dans un milieu OÏL; chaque F^ est situé dans
un milieu qui admet avec I) un p. g. c. d., il est donc la somme
d'ensembles, anciennement mesurables, situés dans des milieux divi-
seurs des M et sa mesure est la somme de leurs mesures. Ordonnan t
en série tous ceux qui appartiennent à M' ou a l 'un de ses diviseurs, il
vient, en les .dés ignant par H^, H2, ... (H'p ..,, 'H'' formant un F^ ),

(5) . '1 ^ E f = H / + H ? - + - . . . ,

et., puisque la famille était- supposée mesurable,

(6) ; / , " ^ 1 . , ! ^ niW=./nîl}'-^-/nïlf-{-..., , , , 1

Ajoutant lesy égalités analogues, on a donc

(7) ! ' mE=lm.W^^mlï'}=^ Y mî¥^^nzï^-=: SrnEn.' 1 .

16. EXEMPLES. — 1, Reportons-nous au Chapitre II, n° 8. Soient des
nombres premiers^, j^, ...,^; le milieu consti tué par les ra t ionnels
qui, irréductibles, admettent au dénominateur^, j^, .,. ,p^ jusqu'aux
exposants maxima a^ a^, ..., a^ et les autres nombres premieî's avec
tout exposant est un milieu homogène M^^a,.. , ^. Donnons-nous un
ensemble A de nombres tels qu'il n'y en ait pas deux dont la diffé-
rence soit un rat ionnel ; a et h étant deux nombres quelconques, le
premier: de, A, le second1 de My^ ^,,..., a^ l 'ensemble de a -4-" h forme
un m i l i e u de t rans la l ion H. . , elles ensembles inc lus dans les II

. . '^'l i •"Si • • • ? "/t - !
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auxquels s'applique, selon le cas, le procédé généralisé de M. Jordan
on ( i ) celui de MM. Borel et Lebesgne, forment une famille semi-
mesurable ou (r) mesurable, car (Chap. II, n0 30) la fami l le des
milieux M construite à partir, de Mo, o , . , , o ! q u i ! est sans diviseur est
mesurable. Prenons comme unité l'ensemble des points d e - H o ^ ^ o
compris entre o et i. L'ensemble des poin ts ,de B^,^.,^,,, situés dans
les intervalles ( î , A), (A2 , P), (X\P), ...1 (X étant inférieur ît i et,
positif) a pour mesure ' , ;,

, • : • - __^^...^,: i -t- A . , , !

Demême (Chap. I, n°i5) l'ensemble dans le même milieu des points^
tels que , ; : ! . ' ! ! , ' ,1 ! ! ! i ! î 1 1 . / ï 1 ' î . - .• ____ .4- ————— <" .-^ -^ ———— + ——————•"» ! ^ "\ 2 ^ 4 - 1 ^p+^ti^^ ,' " " l a ^ - + - f zf'^nP^ , , ,

' 1 1 1 1 ' _JL^ -, '—-J—- < .^ , ' . I : 1 1 1 1 1 1 1 1 ' :

: ' 1 ; , , , , . a/^..-+- î """' ^)+î ii1^ =.t21'^ ^n + î ^^+3 ^/M'3 ^ : i - , ,

^1 ; , , 1 . ,ll^^=:;î^3,:. . . , 1 4- ' îc ; ^ ^ î ^ a ^ . - . ^ + w ) < . ,,',• i l 1 1 : ,

^a.pour mesure'1'11'1' 1 1 1 , 1 . . 1 ^ . 1 1 1 , . . , ̂  1 i ï 1 1 , 1 1 1 1 1 1 1 1 1 , , ! : 1 ! 1 1 1 ' l l i ! . 1 '1 '
ï Ï ( ^ \ n î n^-' ! t ) ^ "T^\0! Pi Pî ' * • Pu '>

t(s} étant la fonction de Riemann ï + ^ + - + .... 1 ; ' ,
' \ '' .' . ; 1 , , , A^ . 0*' - 1 1

. On peut imaginer tousses relatifs divisés.en ensembles partielstels:;
que deux/nombres .ne^diiïerant que: 1 d'un :,rationnel. appartiennent ^au
même e;nsemble.'Avec, un nombre pris arbitrai rem.ent dans 'chacun,
d'eux, on aura une.1 collection. A. .D'ailleurs.,.1 'le ̂ con t inu 1 lui-même lie
figurerait pas11 parmi, des' milieux H1, ainsi .obtenus, ,car il est1/de Fun
quelconque'1 d'entre11 eux' un multiple infini. 1 1 ' .'. . ^ . : . ' , , • .

:1:..,:111,.. 'On'obtiendrale'11 continu: 'parmijies'milienxtde.l.aTamille'e'n.con^
''sidéra nt 'le^Milieii^^côlfôtitué^par^^/îe^

( î ) Si iQuIofois U en est pour lesquels la mesure extérieure €m :'segmenl ne soit pa^
:nu l le î - 1 : 1 . 1 1 1 . 1 ; 1 , 1 1 :, : 1 ; ; \ . 1 ; ' 1 ' 1 , 1 1 . . 1 1 , . • 1 , 1 ^ f ' " 1 1 1 " 1 , ' 1 1 ; 1 ' 1 1 ' 1 1 1 1 1 / 1 1 . : 1 ' , ' ' 1 1 ' 1 , 1 1 / : : ' / : 1 : 1 : 1 1 1 " ' / " 1 : : 1 1 1 " ; 1 1 • / 1 1 : 1 1 - ' : ; 1 : 1 1 1 1 \ : : : : : : 1 " : 1 1 , • : ' 1 .' / . 1 l i i ' ^ 1 1 1 : . 1 1 1 1 1 ; ' ^ - . : 1
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admettent au dénominateur les nombres premiers p^ /^,- ...,pn |us-
quaux exposants îpaxiiïia a,, 03, ...,' ̂  respectivement au plus égaux
à des nombres fixes jx^ p^? • • • » p-n et un antre nombre premier y avec
tout exposant; les milieux M^^....a„h^nogè^^ls ainsi déf înis^ ne for-
meront pa,s une famille.complète, telle qu'elle a été établie au Cha-
pitre II ; -cependant, elle satisfera à toutes les cond itions de k mesure1;
ces divers .milieux seront tous multiples de M(^ _ o. Prenons en par"

,t iculiér ,une , collection'A, déduite du continu ( i ) . Le continu,.sera
H^, ̂ ..., ̂  et, par rapport à, lui, la mesure du milieu • Ha,, a.,. . . , , a^'8011^

n'^l-^l n^,-a, py'n-^^
/• i 7-2 * * " î î t

/,; III.Désignons par h^h.^ ...,7^, ^ nombres qui n e , sont pas liés
par une relation de la.forme Se, A/ =o à coefficients non tous^ nuls.
Le mi l ieu M^ ,,. ' ?„ défîni par ! , •

<f\ ' q^ ' " <]n

^^^(^hA ^...+^(^A,V (^2),
\^ï } \cîn /

les fractions ' ^ étant données et lesJ; des entiers arbitraires, est mani-
1 • \ ' : ' 1 i i " ' / i • ( Ï • . , 1 . '. 1 1 1 : - . - . . • . - 1 1 1 1 ' 1 . 1 : . 1 . 1 - 1 : 1 . 1 1 1 1 . / 1 - 1 1 1 1 . : ' 1 ^ 1 1 ^ , 1 : 1 ; 1 . 1 : : . 1 . 1 1 1 1 , 1 1 1 , 1 ^ 1 1 1 • : , 1 1 . 1 . . • 1 1 - 1 : ^ - 1 1 ;

festemen t homogène. Ses éléments sont énûmérables ; la famille des M
est, comme on le voit aisément, semi-mesurable. Si l^on prend pour
unité la partie\deSî^i . . . ' i située de1 o.a i et siy ayant .décomposé 'un
intervalle en un nombre limité ou une infinité /é nu m érable d'inter-
valles partiels, on en prend; une suite S de longueur 4 la partie

!/ de 'M^^, ^située dans S a pour mesure /îlîl——^. , 1 / : .

IV. En utilisant les résultats établis au Chapitre I.^n05 16 et siliv.),

( 1) II suffit de se représenter les nombres relatifs répartis en ensembles tels que deux
nombres différant crime fraction dont le dénominateur contient pi, p^ ..., pn josqu'aiix
exposants |j.î, p.2, ..., ^/z et q à un exposant quelconque appariiennent au TOêrne ensemble
ot m nombï'ô pris dans cliacun de ces ensembles pour former A.
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on peut déduire d'exemples donnés de nouveaux exemples.'Conser-
vant les notations alors adoptées, nous savons ''que l'ensemble E), est,
un mil ieu homogène ainsi que le milieu C formé .par tous les en-
sembles E?,. Une portion (n05 17 et 1(S) de E'̂  et de 6 comprise entre
deux bornes a la puissance du continu et une mesure L nulle. Si X
parcourt un milieu homogène;, l 'ensemble E>. engendre un milieu
homogène.

Faisons notamment décrire à ^ un milieu M du numéro précédent,
et soit .)FL (noté avec les mêmes indices) le milieu produit alors par E^;
si l 'on prend pour uni té la partie de ^Xi , i , . . . , i comprise entre o et i et
si l'on envisage les points de ^L/,, ^ ^ situés eux aussi dans S, on

f/i ' y/ '" ffit
aiira la même mesure q u e plus haut, car le rapport de deux milieux^1L
est é^-al (Chap, II, n0 8) au rapport des mi l i eux M correspondants.


