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LA S T A B I L I T É DE I / É Q U I L I B R E
DES

PARAMÈTRES PRINCIPAUX ET SECONDAIRES IVUN SYSTÈME
. ' ' D A N S LE C A S R É G U L I E R D ' I N T É G R A T I O N P A R Q U A D R A T U R E S

^ ; ; • , , . • PAR M:. ÉTIENNE DELASSUS.

Introduction.

• Unsystèrne 'dans 1e1 cas 'régulier d/inté^ration par quadratures fait
.partie des systèmes à intégralede force vive pour lesquels le théorème
'deLagrange sur la stabilité se généralise facilement^). Mais les para-
mètres secondaires rie fîgurant'pa^ dans la: portion Go- de lafonctiûn
génératrice, les équilibres trouvés formant toujours des suites conti"
nues'; Ils ne sont jarnais,isolés ^ît le' célèbre théorème en-question ne-
s'y,applique jamais.11 1 1 . 1 - '' ^ , - 1 ' . 1 ,';
• Depuis, longtemps les, mathématiciens- se1 sont eflorcés de montrer,.

^dans.des cas.de, ylus-en plus, généraux^ que la réciproque.du théorème
,:de Lagrange est exacte,, c'est-â-direque^i^c^^ théorème 'ne,montre pas
'la stabilité, il- y ;a -effectivement .instab'ilité^'1 I^es résultats' qui ' ont été
''obteiius'dan's.-c'ette'voie'sont relatifa-à- l'équilibre'absolu, 'rnai^ ;le; théo"11,
;Tè me; s'étendant aux. équilibres relatits^. on 1 1 est1 conduit apen&erquey:^

( 1 ) DH^ÂSSys, 'JLefiGns^fur 'Ïei dynamique âe^-systèmes rwténeîs^ Cha'p.liï^Scet. ÏIÏ.
,,,,,^^'£^-17yorw',(3),XXXVI. :—JANV^^^^ ., 1 1 1 , 1 . 1 1 1 1 1 1 . 1 1 1 1 ' : 1 1 : 1 1 ' ï . .1 1 ' , '1



2 ÉTÏENNE DEUSSUS. ,

tout au moins dans le cas des fonctions de nature élémentaire qui ne
présentent pas de singularités de na tu re exceptionnelle, l 'équilibre
paramétrique d'un système à intégrale des forces vives, qui est stable
quand les conditions de Lagrange sont satisfaites, doit être instable
quand ces conditions ne sont pas toutes vérifiées.

Si cette idée était exacte, tout équilibre paramétrique d'un système
dans le cas régulier d ' intégrat ion devrait être instable. Le résul ta t
principal de ce Mémoire est que celle idée est fausse.

Pour montrer que les équilibres ne sont pas toujours instables, on
pourrait se borner à donner un exemple de cas où les équilibres sont
stables. 11 existe de tels exemples très simples, on en trouvera un à la
fin du Mémoire, mais, pour les trouver, il faut y être conduit en
quelque sorte par le hasard ou bien comme application d'une étude
générale, et cette dernière marche, la seule possible d 'ail leurs quand
on ne soupçonne pas le résultat f inal , a Favantage de montrer les cas
où il y a stabilité et ceux où il y a instabil i té .

Pour faire Fétude générale de la s tabi l i té paramétrique d'un système
dans le cas régulier, il est commode d'étudier séparément celle du
paramètre principal et celle des paramètres secondaires. La di f ie renée
essentielle-de na ture de ces deux sortes de paramètres condui t à deux
études absolument dist inctes. , , ; ' \ 1 ,,
/'11'1 L'étude de ' l a stabilité du paramètre1 'principal est, avec .quelques

' •modifications11 résultant de-.eo.astantes arbitraires^ supplémentaires,1

identique à celle de la stabilité pour un système à un seul paraïîiètre
'1 et dans le cas régulier'; 'on- trouve •des c ondi l ions de stabilité, du' ffenre' '

de celles de Lagrange et la réciproque existe,,; '11, . 1 1 • 1 1 ; 1 , ^ 1 1 : 1 1 ' :1/1 : i l l l i , . • 1 1 1 ' 1 1

1. Le problème de la stabilité d'u ̂ paramètre secoTi.daire'est tout autre.
Il est d'abord plus compliqué, parce qu'il va plusieurs genres distinctâ
d'équilibre, el ensuite beaucoup plus délicat à étudier à cause de
l'aceroissenient périodique d'un tel paramètre. On est amené a chercher
les conditions pour qu'une certaine intégrale définie dépendant

^'•^onstantes^rbitrâires^^oit^nullô-q^
l;^Yoi,si;na:ge;•dtulnlllsyst€mel:/initial.d^^^
; . nelle,1 sous ;fbrrne i ntégrale,. qu'il s'agi t de^ réso/udre111;1: ) 'étude- d11' un •'c^-11

^/.particul/ier^^perinet/^e^â:!!^^^ une équ'atioa .fonctionnelle1

sous forme finie dont on trouve assez facileœent'ia'solutioli.1 générale111,1-1111
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On arrive de cette façon à des conditions nécessaires de stabilité et
Fon constate a isément qu'elles sont suffisantes, ce qui donne le
résultat su i v an t :

Les'sy sternes clans le cas régulier se partaient en deux groupes.
Le premier groupe, 1res restreint, est composé clés systèmes à deux

paramètres a et b

•• ' . : 2G=r:Aa / 24-2Ca /^+lU / 24-aBl^^ ,Cl

pour lesquels (es coefficients A, G, B, B, y G», qui sont des fondions de a
seulement, satisfont aux conditions :

GJ[ est une constctfile ;
BI il est pas (/fie co/isfctfite ;
B ---=-• aBJ 4" âp Bi 4- "/ (^ |3î y constantes} ;

' îi0!1
r/<r

, est Ufh^ coust-cuitc.
, / . . ^AB'—'C2'

Po^//' /z^ tel système^ (ons les éyiulihres paraméiriclues sont stables et if
en est de même des équilibres correspoizdanfs du système matériel,

. 1 Le second gfoupe est constitué par tons les autres systèmes dans le cas
régulier. Pour .ce-s ! systèmes, tous les équilibres pcircunétrufues sont
instables et il e n 1 est clé même des équilibres correspondants du système
matériel, sauf peut-être ceu^ qui correspondent à des indéterminations
paramétriques.

Les systèmes à liaisons indépendantes du temps définis par des para-
mètres absolus appartiennent toujours à la seconde catégoîie.

Équilibre du paramètre principal,

,111 ' l-1 ,a étant ie.paramMro principale //, , /^ . » . , - ^-i les 'paraniètres
^secondaires, :cc^ ^, ...y' a^^ les' constantes introduites par'les, n—i
.iotégralesim'médiateSy orra l'équation 'principale: 1 ' 1 1 1 1 , - / ' •

1 , ; ; : ) : , '1 ' :- , ./(a)^^ ç^, a^ .. ., , l l lûî/^,l) 4" h :=.<I>(^ a^ . * . , , â^, h)

et nous^ savoii^.'cn.nous'Iin'isitant,1 au •cas1 élémentaire 'des foliotions
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n'ayant que des racines d'ordre entier,, que la condit ion pour que a
soit en équilibre sur la valeur a^ est que Oo soit racine multiple de <1>
pour des valeurs convenables a;, .. .5 a^p A° des constantes. :

Si, considérant a comme une abscisse, nous construisons la courbe

(7o) y • =(I>(a , a;, . . . ,^,A°),

elle sera tangente à l'axe des a au poin t a° et pourra présenter, en ce
point, un maximum, un min imum ou u n e inflexion.

2. Supposons que la courbe (y^) présente un maximum. Considérons
des conditions initiales infiniment voisines de celles qui donnent
l'équilibre de a, c'est-à-dire des constantes a\, ..., ^Li?
voisines de a^, ..., a^, À0 . Elles donneront une courbe

î , . .-» ^Li? ^1 inf iniment

j==<Ï><a^aî, ...,<^, h1)

infiniment voisine de (y^) et, pour la valeur a1 i n f i n i m e n t voisine
de a0, la fonction $ sera positive. La fonction $(<^, a^ ..., a^, /^ )
admettait la racine multipleâ?0 d'ordre pair, donc ̂ (a, a^ ..., a^p A1)
admettra un nombre pair de racines i n f i n i m e n t voisines de a° et parmi
lesquelles il y en aura un nombre pair qui seront réelles. Au voisinage
de a9 la courbe (yi) aura donc laforme ci-dessouSy mettant en évidence

des cires ̂ silués ait-dessus de ^^^Q arcs étant limite par
deux retcines ^7i(&7ï̂  pe/^^^^
au-dessus de O.a1, .'mais ̂ ceux-ci -seraient^;plâr.râpport.'àlao/,au•IIT^eIà^d%ll
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certaines' racines ne tendant pas vers a°. Le mouvement considéré,
partant d 'une valeur a' i n f i n i m e n t voisine de a\ • ne peut donc donner
qu'une var ia t ion de a sur la corde d'un des arcs supérieurs considérés,
c^est-a-dire entre deux valeurs tendant vers a9» Cela suff i t pour mon-
trer que l'équilibre de a est alors stable.

3. Dans le cas du m i n i m u m ou de l ' inf lexion, nous al lons montrer
que l'équilibre de a est instable. Il n^est plus nécessaire ici de consi-
dérer ^0^ les mouvements fourn is par des conditions initiales in f in i -
ment voisines de celles d o n n a n t l 'équilibre, i l suffit de montrer
l'existence d'un seul de ces mouvements donnan t a a une variation
dans un-intervalle ne tendant pas vers zéro.

Considérons un mouvement obtenu en conservant les valeurs
^î» • - ̂  ^Li q111 correspondent à l 'équilibre eten changeantseulement

1 la^valeur de À.: La courbe (y,) ne sera que la courbe (y^) ayant subi. la
translation À ' — A 0 parallèle à Oj et l'on aura,, suivant les cas, o, 2 ou
i racines réelles "tendant vers a°; mais les. arcs,au-dessus de Oa ne
seront jainais l imi tés , que d'un côté auplus par une telle racine;
aucmrarc supérieur ne correspondra,à un intervalle tendant vers zéro. •
L'équilibre est do,nc bien instable* ' 1 1 1 1 ^ ' 1 , 1 , , ! ! ; ! ! • ,

4. Nous,remarquons:que si l'on a

,; , , .' V(a)= 4(a)<l>(<^),

^(a )é ta^ tessen t ie l l . e l me^tpôs i t ivey^es l l condi t ions : l

(t)(a°),=o, .^{a°)^o / 1 / ,'1 1 1 1 1 1,1 , '
'entrainent

^(a^^o^/'^^a^-^o,
•.^^•^^'W^Q^:. 1 : ;

. tl-e sorte111 que,11 eu111 résumée .feyaa^n^rmcytô^1 étant '/ruse''d'une façon:
1 1 (fuelconcfue^ou^l^forme'11'1;11:111 1 ' : ; , - 1 ' 1 1 1 . 1 , 1 '' 11.-11 ' 1 1 1 1 1 1 ! 1 1 1 , , /. : 1 1 1 ^ 1 1 1 1 1 , 1 1 1 1 : 1 1 ' , 1 ' 1 , , , . , '1 ^ 1 1 . 1 : , 1 ,
l.llil-„ll 1 1 1 ; 1 ; . 1 , - 1 - • :y(l^)^21^:^;^l^l^;^•^;^l^ ,1 ^ 1 1 1 ^ ' • , 1 - , 1

f(^a) étant essenuelletHent 'positive y un équilibre de ajourîii par les condi^



6 : ÉTÎENÎŒ DELASSUS-.

lions initiales c^, a^ ..., <^ h\ telles que a0 sou racine multiple de

W{a, aÏ, ..., a^i, Ao)

sera stable si cette fonction W est maxima pour a° et instable s'a non est
pas ainsi.

Pour qu'il y ait équilibre de a en a\ il faut el il suff i t que, a^ étant
supposée nulle, û° satisfasse à la cond i t ion

o'Ça\ a;, . . . , a^i):=o;

a0 étant donné, on a ainsi une relat ion entre les n—i constantes
a;, . . . , a^_p c'est-à-dire, en définitive, entre le^ n— i valeurs initiales
des h ' . S'il n'y a qu'un seul paramètre secondaire, il y a donc un et un
seul mouvement du système dans lequel a est en équilibre sur a° ;
mais s'il y a plus d'un paramètre secondaire, il y a une infinité de
mouvements du système dans lesquels a est en équi l ibre sur ^° et
l'équilibre de a pourra être stable pour les u n s et instable pour les
autres. Gela tient à ce que, dans ce cas, il correspond a la valeur (l'équi-
libre a° une inf in i té de fonct ions <& dépendant de n — 2 paramètres
arbitraires, qui admettent toutes a° pour racine au moins double, mais
pour lesquelles ̂ (a0) peut avoir un signe variable avec ces constantes.

Éçmlibre d'un paramètre secondaire.

5. Gommençons par établir les conditions d'équilibre d'un quel"
conque, b, desparamètres secondaires. L'intégrale première immédiate
relative à b donne

^ ! . 1 1 1 1 ; • ' 1 1 , • ' ;, ! 1 ; 1 1 / 1 1 1 1 ' ^=À(rt)<^^-4-^(0, ai,,.1. ., ̂ «i)',:,1; 1 1 - ,- , l l i l . 1 1 1 ; 1 1 , ' . , 1 ,

et il y aura équilibre si b' est constamment nulle. Le mouvement pour
lequel ce fait se produit correspcnEîd à des constantes a0, a^^ ...„ ^^.p A°
et peut fournir soit l'équilibre de a, soit un mouvement effectif de <7.

Dans le premier cas, l'équation principale étant prise sous la forme

- , 1 . ' • l l l l i l ;• . l i l 1 ' ; ' ' -...a^^F^,:'.^,-^^11^ ' , 1 • ; 1 . 1 , 1 1 - : 1 1 . 1 . .
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c'est que 0° est racine double de . ^

F ( ^ a î , ...,<.^);

et, comme on a alors
Z/^(^,aî, . . . ,aS.O, .

on voit que a° doit être racine de la fonction

[J^{ci) ==^(rt, a;, . . ., aS,i).

Cette condi t ion est d 'a i l leurs forcément réalisée si les condit ions
in i t i a l e s comprennent la cond i t ion

, . , //°==0,

car le paramètre principal é tant en équ i l ib re , tous les paramètres
secondaires, ont des mouvements uniformes et le paramètre b, en par-
t icu l ie r , . ayant une vitesse i n i t i a l e nu l le , est forcément en équilibre.

. Dans la seconde hypothèse, a est essent ie l lement variable. Supposons
d'abord que, pour le paramètre b considéré, la fonct ion 'X(^) soit
i d e n t i q u e m e n t nu l l e . On devra avoir, pendant tout le mouvement ,

[j.(a, a", . . ., î%,°..,.,i)=o

ot comme a est variable, cela exige que la fonc t ion , précédente, c'est-
à-dire p-oC^)? s(n^ ident iquement mille.

, Supposons enfin que, a é tan t variable, la fonction X(a)ne soit pas
nulle ; on devra avoir pendant tout le mouvement .

î.(ff)^-+-^(a) =o, ! . •

n'Haison a, pour ce mouvement, ', ! 1 , 1 1 1 , 1 1

! ! - 1 1 / / a — V ( n ^ • ^ e-A - /«o 1 ^ 1 1 1 - .— 1 ' ^ ( n\ ' ! ! • 1 • ! 1 1 ! : 1 1 1 1 1 1 1 •, , — , , . 1 (.( — s.\f-fi cy^y ,.. , os^^,^, //. ) — » ^f\€ff} i . 1 : . 1 1 , . . 1 1 ' 1 1 ' !

' 'donc,on devra avoir^'en éliminant a', 1 / 1 ' 1 1 . 1 - - • ' ' 1 1, 1

1 1 1 1 ' : 1 1 1 1 1 ' ^ 11:1' 1 1 1 ' 1 1 1 ^(r t)Fo l(^)-1^3(^)= l :o l l ' . 1 ;,11 1 1 1 ^ 1 .- ':;

et, a étant variable, cette; égali té 'devra, être u n e identité. ,:1,, 1 1 1 . ; 11 '1 .-
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L'équation principale du mouvement considéré, se décompose alors
en deux : '-'^))-°.

°•+'^Ï)=°.
et le mouvement"de a aura lieu en suivant celle des deux qui sera
vérifiée à l 'instant initial. Comme, par hypothèse, !a valeur initiale de
b' est nulle, c'est la seconde qui vérifie cette condition et il en résulte
que b1 sera nulle pendant tout le mouvement; il y aura donc bien
équilibre de &. Le raisonnement serait en défaut si les deux équations
étaient toutes deux vérifiées au début, c'est-à-dire si l'on avait simul-
tanément .111' 1 1 ' , 1 1 1 1 1 1 1 1 : 1 . . ! ! 1 1 . 1 • - 1 1 . ! . . „ 1 . , , ! ' 1 1 1 ; 1 1 ' 1 . 1 ! • '

1 . ^ .,, ^ : !1 . 1 1 ' ! 1, . a'^o, po(a°)==:o,- , 1 . / - 1 ^ ; 1 1 1 , .^

mais alors a0 serait racine double de Fo, donc a serait en équilibre
sur a0, ce qui serait contraire àl'hypothèse.

Le raisônnemeni serait encore en défaut si l 'on avait

- ; :il, ,' . . • 1 , . 1 1 1 . 1 . , , ; 1 1 1 , À(a°) ==o. ; / , • ! ' - 1 1 / 1 ! 1 ;

Comme a^ a une valeur finie et non nulle , p-o(^) devrait admettre a0

comme racine du même ordre, de façon que le rapport
1 1 1 : 1 : 1 1 1 : 1 1 1 1 1 1 : 1 1 : 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 • 1 : 1 1 1 1 1 1 / 1 ' 1 1 1 : 1 1 : 1 1 1 1 1 ; 1 1 1 1 1 1 1 ; 1 1 1 1 1 1 : 1 1 1 1 1 ''i' i - i ^^ ' ' i : i ' ' i : :: \ 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 ' 1 - llllll/lli 1 1 1 1 .
'1:''1:' : l l i ; ' : 1 1 1 , ' . / ' 1 1 ' ' " 1 ' 1 : 1 ^ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ; 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 1 , 1 , ' Â I I ( 1 1 ^ 1 ) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ' . : 1 1 1 . 1 1 . 1 1 , 1 1 1 : 1 : - ; 1 1 1 1 1 1 1 ' -/y,./.,, . 1 1

eût une valeur finie et non nulle pour a0, et de ce que la quantité

1 ^ ; : \ - : 1 1 ; , ; , : , ^ , : ^ : V I • ^ .^a:)^^^^1^)111^ 1 1 ' : 1 1 1 1 1 1 1 : 1 ' 1 1 '

est nulle à l'instant initiale on ne peut conclure que le second fadeur
est nul à ce moment, puisque le premier facteur l'est d^^^

ll'as3uré•/que;I^^Tun.e\dles;;;deux:lq^lânt^ 1 ^ - 1 ; : : . / : ! : : ^ 1 1 ^ : ; ; : : : ; 1 1 : . ' 1 1 ' 1 : ' 1 1 1 ' 1 , ; ; 1 1 . : 1 1 1 1 . 1 1 ' 1 1 - 1 1 1 1 , / 1 1 / ^

___ ___^.^^^-'t^-^ot^^oy^'^^
;:À(:a0);'7111-'^:;1;11111 ";,',:;,:1 ^a^

l'esfc^ï,nulllle:,;ll:l•nlâilsl;lûnl.n:el,lslallilt ipas^lâquelley'icela.dépendide^ la'oomparaisott
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des signes des deux quantités —1 . 1 • ^ .
P^ll• . 1 : 1 ; : 1 1 : , , a 9 • ~^T • , : ^ - •

Si elles sont de même signe, c'est la première de? deux équations
différentielles qui est vérifiée et V n'est p^s nulle; donc il n'y a pas
équilibre de b ; si elles sont de signes contraires, c'est la seconde
équation différentielle qui est vérifiée et il y a équilibre de b.

En résumé, il y a équilibre du paramètreb dans les cas suivants :

1° a0 est racine double de F^ et racine de p.o (équilibre s imul tané du
paramètre b et du paramètre principal) ;

2° On a
X(^)^o , P ( ^ ) F , ( ^ ) ^ ^ ( a ) ^ o ;

^ 3° La fonction \{a) est nulle poura°, mais n'est pas identiquement
nulle; on a l'identité

^ (^ )Fo(a )—^(a ) so
et la quantité

, . , ^(a»)
, ! 1 , ! ! / , . - 1 ^ ! ,1 ; . n^) .1,, ' , . . . • . ^ 1 , ^ ,

est de signe contraire à a70 ;
4° La fonction 7^(a) est identiquement nulle^ ainsi que la fonction

f^(a).

6. L'étude de ta stabilité de l'équilibre d'un paramètre secondaire
est un problèmed'une nature tout à fait différente de celle de l'équi-
libre du paramètre principal. Nous avions alors à étudier un intervalle
limité par deux racines d'une équation, c'était relativement simple.
Ao contraire, un paramètre secondaire n'a pas de variation périodique ;
que le mouvement du paramétre principal soit révolutif périodique ou

.\:os:cillâtoirellpériodique/l.e•paramètrelsecon^daire:•^
•.'sèment périodique-11,111,11 11 l l i 1 1 . 1 1 1 ,'',lil 1 1 1 ' 1• 1 1 1 : \ - 1 , 1 1 1 1 1 1 1 1 : 1 ' 1 : 1 1 ' 1 1 1 1 - 1 [ 1 • 1 1 • 1 1 1 : : 1 '1 ';1 ': J ' l l ; : l l l : l l l l 1 1 . ••11:1''
^''i'Siy/'po^rt^desi'conditiôns'iïHtiâles1 infiniîïï'ent1 voisiner de 'celles'qui1^
i^'fournissBnt.l'éq'uilibrfê^u'param^ètre-considéré1;^
'''dique': de..ce paramètre11 n'est, pas1 identiquement1 nu l^'iljtnira^^u'bo-u.t
'^'d'an nombre1 âuffisamment grand'de'^périodes^ par^' s'éloigner' autant,
'/ : : 1 1 1 , ^a^.^Âï.^A'orw^'^â^'^XXXVL1"—, jÀNVïEM'xgï'o.1 1 . 1 1 ' . 1 1 . . ' 1 1 1 1 , 1 , 1 ; 1 , ' ' 2 1 . 1 1 1 1 1 . ' 1
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qu'on voudra de sa position initiale,1 de sorte que l'équilibre sera
instable. . - \ . ! ! . ' ! . ! .

Une condition nécessaire de la stabilité est donc que, pour des
conditions initiales arbitraires mais infiniment voisines de celles fournis-
sant l'équilibre du paramètre secondaire^ I''accroissement périodique de
ce paramètre soit toujours nul. On est ainsi amené à l'étude d^une inté-
grale définie dépendant de paramètres et, pour ne pas interrompre
trop longuement la suite des idées, nous commencerons par établir
quelques propriétés analytiques. ,

7. Considérons l'intégrale d é f i n i e
/ 1 : : 1 ^ 1 ' 1 1 • ' 1 1 i ^ r ' ^ ^ ' 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 - : l i l 1 1 1 l i l

. 1 • „ , 1 ; 1 ' ^ •^ • ,• J^ v^r î 1 .,• ,̂  ^ 1 , ,

et cherchons à quelles conditions elle est nulle quelle que soit la
valeurde ^. On suppose $(z) régulière pour z === o

. , ,., ; , ^(^^^^'ao-l-a^s 4-^^ - ï ^ -+ - . . . , ^ /

développement valable pour
M<p ; . ^ 1 . - 1 ' •

et nous allons étudier l'intégrale en supposant

^ 1 ; . ! 1 1 • 1 - 1 1 1 , 1 1 1 / . 1 1 , ; 1 1 1 1 1 1 ' 1 - 1 1 ' 1 ' 1 1 ' 1 1 : 1 1 1 1 1 „ . . ! ,1 ^ < p * . ' 1 '11 - ' 1 1 1 1 1 1 : 1 . ! . 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 : 1

On pourra alors écrire

• .. • • , - ^ ' ^ ' I I I I I . I = = ^ o J o + l a l J l . : l t + - • a l ^ J 1 2 4 " . l - l - l l • - ' , l ; l ; : l , , l l : , l ^ ',.,-/1.:;'1
avec 1 1 . 1 • ' l l i , 1 1 1 1 1 1 • ' - 1 • 1 1 : 1 1 1 1 1. ! ! ! 1 : , , 1 . 1 1 1111:'' 1 1 ; 1 1 1 1 1 1 1 . - 1 : 1 1 : 1 :' : . 1 : ! !'.=r—^."r'^==^-..

• • ; 1 • : ' ! , - 1 ' 1 . 1 : 1 ' J—\. y A " — z ' : . 1 1 1 , J^.i \ i — u 2 1 . - 1 ' . 1 1 ' / . , , , .

On a ainsi le développement de 1 suivant les puissances entières et
positives de ^, développement valable d^:i—iip:^i/+:^
tement que toutes les intégrales ̂  pour n impair sont nulles, tand is
que ceUes qu i correspondent à n pair sont des nombres dont aucun

..ïn'est'inul.^Le^dévelappemeBt,, /,^ 1 1 1 1 ' : . 1 1 1 1 ' 1 1 1 ' 1 : 1 : : • : / 1 ; 1 ^ ^ '1.1'1 ':•:1: ' 1 ; 1 1 1 ' 1 ' 1 ; 1 1 1 1 ; 1 ^ 1 : : ' , . : 1 1 1

1 ' 1 1 1 , - 1 ' ; : 1 1 1 1 : 1 1 1 1 1 • : 1 1 1 1 / . : 1 1 : , , 1 1 1 1 1 1 . :'•I^^ao11^)1^1^;^1^2''^ ̂  ;'1. 1 1 : 1 1 1 1 , 1 . ; / 1 • 1 1 „ • : ^ 1 1 , ' . 1 1
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doit être nul quel que soit À ; donc

OQ /CQ •= a^ k^ == 04. /c/, ==,,,=: o,

ce qui, d'après la remarque faite sur ^o, Aa, ..., se réduit à

O,Q =. a^ == ^4 =^ »...== o

et exprime que <I>(^) est une fonction impaire, c'est-à-dire satisfait à
l'identité

, 4 ) ( — ^ ) r = : — ( ï ) ( 5 ) .

Supposons qu^il en soit ainsi, la fonction $ (-s) s 'annule et change, de
signe pour z =-= o. Si À est suf f i samment petit pour qu'il n'y ait pas
d'autre racine entre — À et -+• X, l 'intégrale 1 se compose de deux
parties

r ° ^ ( z ) € / z r^^^^)^
J^^—s'19 • Jo V/^—^

égales et de signes contraires et non nulles. Développons la seconde
au moyen du développement de <&. Nous aurons

a ! 5^5 : , ! f^ 53^f s dz F z^ds^ f 1 ^^ 4. ̂  l . „ „ „ „ „ . „ „ „ „ , „ , „ „ , ' -+".•.., - -
J, V/Â2 - 52 ,Ja A 2 —^^

ce qui peut s'écrire

/tl «^ -, /'1 a3^
- . À O ï i . ....———. -i- A0^ ^ „ . „ . „ „ „ „ „ „ „ , , -+-.*.

J, Vi-^ Jo v/i-«2

et montre que l'intégrale tend vers zéro avec X,
En résumé : Pour tfue l? intégrale 1 $où nulle quelle que soit À, il faut

et il suffit que la fonction $ soit impaire. L'intégrale 1 se compose alors
de deux parLies égales et de signes contraires qui tendent vers zéro
a^ec'k. ' ', ; 1 , ! 1 , ! , , ' ! • • 1 1 1 ; 1 1 ' 1 ' ' ^ [ 1 1 1 1 ' 1 . / 1 1 ; 1 . 1 : 1

8. Considérons l'intégrale

1 : 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 i l 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 ' 1 1 1 1— f59^ ^{s)(z—'ix)dz , 1 1 ' 1 ' 1 1 .1,,11' .:
- 1 1 ' 1 , ; 1 • 1 ^ ; 1 '. - '^J^ v /^9s2(5)-•(^-a)2 : / •', . 1 ' ; - 1 '.
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qui dépend de deux constantes, X, oc. On suppose $(^) et o(^) régu-
lières pour z == o. Pour X nulle, la fonction

À2^2^) — ( s —a)2 1 , 1 ,; 1 1 1 . 1 . ' ,, ^ ! ! !

admet la racine double a; pour X non nulle, mais suffisamment petite,
elle admet deux racines situées'de part et d'autre de a et très voisines
de oc; ce sont ces deux racines s, et s, que nous prenons pour l imites
de l'intégrale I.

^(s) n'admet que des racines-fixes.Nous prendrons a s i tué entre
zéro et une racine consécutive à zéro, c'est-à-dire de façon que a ne
soit pas racine de y(s) et que cette fonction n'ait pas de racine entre
zéro et a. La fonction

W{z}^^z}-{z—^)^

n'admet pas a comme racine. En prenant 5i suffisamment petite l'in-
tervalle ^^2 sera aussi resserré que l'on voudra de part et d'autre de a
e tsera te lquey^et^^^n 'ya ien

La fonction -
1 ' 1 1 1 : ' 1 • .1 ' ' ! ! ! ! ! . Z .— ÛC ! ! • ! - ; „ 1 - 1 1 1 : ' 1 ' 1 , '

1 1 l l i l 1 1 • :
 1

 1 1 ' 1 1 , 1 / 1

 1 1 , . <? (^ ) ,.,.. .,,, : • ' , ' /, 1 . 1 . ' 1 . 1

sera donc finie dans tout rintervalle d'intégration et y variera toujours
dans le même sens,de sorte que nous pourrons faire le changement
de variable d'intégration

donnant
ç(s)

;=ë(u, a)

et
^^^(.^a)]^.^^^^^

y ' : ^ 2 . - ^ 2 ' "

Nous sommes ramenés à une intégratë^^^^^d^
paragraphe précédent. Elle doit être nul^
constantes X et a ; laissant a fixe î on voit que le numérateur de l'élé-
ment doit être une foncti^ facteur a,



que
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<ï>[^,a)]^

doit être une fonction paire et, cela, quelle que soit la valeur de a. On
doit donc avoir, quelles que soient les valeurs de u et de ay

^[0(-^^)]^(-^ /a)=<î)[0(^ ,a) ]^(^^

Pour faciliter le raisonnement, introduisons la fonction primitive W
de la fonction <[>. L'égalité précédente peut s'écrire

^^[e(^u^)]=^W[6(u^)].

ou, en intégrant,

,, , ., ' ^ h W[e(u^)].+W[ff(—M,^^=con&i.. , : . • , '

La constante est d'ailleurs facile à déterminer, car, pour M = = = O ,
l 'équation de transformation donne s = a, de sorte qu'on a

Ô(o, a)=a

et, en faisant u == o dans l'identité, on obtient pour la constante la
valeur

1 1 1 1 / 1 1 1 . . 1 , , . ! , ,, ^ \. 2¥(a); ! ! ! ! ^ ! ! ' 1 1 "

la fonction V doit donc vérifier une équation fonctionnelle à deux
variables indépendantes u et a. Posons «

;.,/1 ' 1 1 1 , 1 1 1 1 - .11^ 1 .r,=^( l^, la),^' IJ= ^(—// , .a) ; / . 1 ' 1 ', _ 1 1 ; 1 , '1 , , •

x et y seront les racines de ! , 11 ' , \ , ,; . , , ' ' ! .
, - '1 , :1 1 . : ;11, / ... \ . . . ! 1 , . - - , ./:x—a,'=..—. ,ll^o(l<x;l.).,<lli • 1 1 / , 1 1 1 1 ' 1 1 1 : ;1 1 1 . 1 ^ . ; 1 ; ; 1 ' " ' ^. 1 ' 1 . . '

. 1 . 1 1 \ 1 . . 1 1 1 ^ • 1 1 1 1 , , / ' l,.:l^;''l::l•;.:\^;,,^'^al^—l^ç(J•;)^ 1 1 l i l . 1,,, 1 1 - / 1 1 1 , ^ 1 1 1 : ' 1 . 1 ; . . 1 1 . ' 1 - , -1

. 1 - 1 1 1 1 1 . • 1 : 1 ' 1 1 1 » ' , ! ^ ' . ' " " ' . . " , 1 1 - 1 .—' 1 , • ' ! ! ! ! 1 1 1 1 , • . ' ! •• • i . ..

ce qui permet d'exprimer'a et u m moyen de 07, y. En particulier, on
en tire la valeur de a et finalement l'équation fonctionnelle prend la

-forme1 1 ' 1 1 1 ' ' 1 1 1 1 1 1 1 - ! 1 ! - 1 : 1 1 1 1 ' 1 1 - 1 - 1 ' -." 1 1 1 ^ ; 1 1 ' 1 - 1 ^ 1 1 1 1 1 1 ^ 1 1 . 1 ^ 1 ' ! ' ' ! ' 1 1 1 1 : 1 - '\ ' 1 1 •
•• ^ i ' / . i ^ :' ^ ^ ; 1 , ; 1 , 1 ' .1 ^(^).^W(y)i.^iQW(^iii' 1 1 1 : . ' 1 , : 1 1 1 . ' , 1 - /',' . 1 1 ^ 1 - . ' 1 1
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a devenant ici une abréviation pour représenter la quantité

,Y^{x) 4- ^cp(y)
?(^) -i-y(j)

On déduit immédiatement de là que l'on doit avoir

<^'r(a) _
àx àf

ou, en développant,
iTc/ / ^ ^2a wn \ àa àa
w (a -S——T- "^^ ( a )—— "T-- :::=oî' / àx ày • à x àv

ou encore
, - . . ^a -,., . av. àcx.
^(oc)——•^ -h-^ (a) ,-—=: o.

^d^ (W rjy

Cette identitédoit avoir lieu en particulier si l'on fait

1 1 ' . - 1 1 • 1 ' 1 1 ^ 1 ' 1 . 1 1 1 1 ^ : ' ^ , ' / 1 ; r=^.

On a alors, par un calcul facile,

_ àa _ av. _ i (PO _ i ÇQ' (x\
1 à x ^ y 2 ^ d j7^y^~ '2 9(.^) î

d^où réquation'
2$(^)2^)+^(^)=:ovîp(^)

qui^ par intégration immédiate, donne

' ' ' 1 1 1 . i ' 1 1 " 1 . 1 1 1 ' l l i l 1 1 1 1 1 1 ^ / \ 1 1 k
<t^)z=

^{Z)

Adoptons donc cette expression de $ et repartons de réquation fonc-
tionnelle en "y en la dérivant par rapport à x et par rapport à y. Nous
aurons les deux nouvelles équations fonctionnelles

^(^)=^ir(^)^

^(y)^^^^)^
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qui, par intégration, redonnent l 'équation fondamentale en tenant
compte de ce que, poury = x^ a se réduit à x.

Des deux équations précédentes qu i s'écrivent

i 2 ôy.

on tire

cp2^) ç^2 {oc ) àx
r _ 2 àa

^(y)~~ ^ { c c ) J y '

^ ='•<•'"jr"
qui , développée et réduite après suu^fession du facteur non nul

y^r) cp (y)
1 - .^(^^(y)]2'

devient

?(^) [ (7—A ' )9 / (^)+9(^) ]=î(y) [ (^—y)9 / (J)^ (?(y) ] -
Si Fon pose

y^^)=:0)(^),
elle devient

( r—^)^^^ ) -(- 2û)(,y) ^(^—•y-)^^^) -h 2c»)(y).

' S i l 'on considère y comme une constante, on, a-ainsi une équatiop
linéaire de premier ordre déterminant w(sc) et admet tant une inté-
grale générale qui est un certain polynôme du second degré. On doi t
donc avoir 1 ! ! 1 1 1 '1 1 ! ! . - ! ! • ' 1 1 ! ! ! ,

, y^^) ==c,)(,s^==A^2-^ B ^ + , C , ^ , , ,

et réciproquement si l'on prend une telle fonction y on vérifie par un
calcul sans intérêt que les deux identités dérivées sont bien 'vérifiées.

Le résultât auquel nous; arrivons1 a insi- peut se présenter, so.us la
forme simple suivante qui constitue,; en définitive, un simple change-
ment de/Tiotation : '1 ,. 1 ' . 1 1 1 ! . ! 1 1 1 • „ \ ! - 1 1 ! ''

: 1 1 : 1 1 Pour que l'intégrale 1 1 1 1 , • 1 ! ; 1 ' , 1 1 1 1 , 1 , , . 1 : 1 , 1 ' 1 / ^ 1 1 ^ , / 1 1 1 ' 1

-! r " i i i i ^^^ -a)^ 1 ^ -
• J. ? (s ) \ /^y{5)-(^-~a)'2
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sou nulle quelles que soient les deux constantes "X et a, il faut et il suffît
que $ soit une constante et que y soit un polynôme entier au plus du
second degré^ et nous remarquerons encore, puisque 1 se réduit à
l'intégrale du paragraphe précédent, que cette intégrale se compose
de deux parties de signes contraires et dont la grandeur commune
tend vers zéro avec 7. et a.

- ! ! '"'•. . ! ! !

9. Considérons enfin rintégrale

<1>(^^(3^- , . , , ,

©(-s)^^2^^),-" [4'(-s) — a — Z(3co(^)p

a et l e s p étant des constantes arbitraires très petites, 4(^) ne se

réduisant pas à une constante et admettant la racine z^ etz^ z^ étant
les deux racines de la quantité sous le radical qui se réduisent à z^
quand ay À et les ? sont nuls.

Considérons les j3 comme fixes et faisons le changement

,/ , ! ^(z)^l^(z)=u,
d'où

£=6Çu).

On sera ramené au cas précédent

: ^^ ! />^ $ r9(^)"|y(^) ( U^OL ) du 1 , 1

:1. . 1 . , J^ ' y{ 0 ( ̂  )]. V}.2y[^\^)l~.t/<.- a)2;^

? intégrale devant être indépendaîîte de a et 7^ on aura donc

^1^. ,<1 . ; ' ,^^1 1^^•1• : 1 ' : : 1 . '

Kevenons à la variable ^, en remarquant que /

â / (^) : l•^/.,l->,:^l^l'lll:'ll^;--l^pa)/•
11:-' 11';1:'1.;•;:^:^'-:•;1•111:1^

on aura
;9:(^)1=:A<,^~
^^(.^^^KCy-lpœ'),^
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et ces identi tés devront avoir lieu quels que soient les [j. Les coeffi-
cients A, B^ G, K peuvent d 'ai l leurs dépendre des p.

A n n u l o n s Ions les [3. Nous aurons

o (s ) ^Ao'^- i -Bo^+Co,
^(^^Ko'y/

et les Fonct ions ^ et co devront satisfaire, quels que soient les p, à

A ( 'b — I (3û) )2 -+- B (d^ — ̂  ̂  ) 4- € :-= AO •̂  4- Bo ̂  4- Co,
K.('y—^/) ̂  K,,d/.

La seconde mont re que
^. - -i'47

est i n d é p e n d a n t e de s quels < ) u e soient les [d, de sorte que les -̂7 sont
des constantes ou encore que chaque 03 est une fonction l inéaire de 4^*

La quant i té
(7 •= 'L "*•• ̂  p 0)

est aussi une fonction l inéaire de ^ se réduisant a ^ pour les [Ï tous
nuls,

y ::.:= lî ?.? + F ;
on aura donc

A() ( î1)2 "h Bo ̂  + c() =: A ̂  + lsî a 4"c

ou
^.^(t-^.-H^-^^C^A^-.B.-.C,

ce qui donne les expressions de ABC telles que la première identi té
soit vérifiée par ^ elles 03 quels que soient les (3.

: .En résumé, pour que ^intégrale soit nulle quels que soient a, X et les p
supposés su ffiscimment petits^ il faut et il suffit :

ï° Que chaque (s) souun'e'fonction linéaire de ^^
^û Que CD sou un. polynôme entier ejt^ au plus du second clegré;
3° Que €v soit proportionnelle à ̂ ' .

Et là encore, nous remarquerons, comme^onséquence de la réduc-
^n/ï. Éc. Norm. ( 3) , XXX, Vf. — jArmER 1919 . .. '. ^
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lion possible à Fintégrale du paragraphe 7, que si À, a et les [3 sont
suffisamment petits, l'intégrale se compose d'une partie positive et,
d'une partie négative dont la grandeur commune tend vers xéro.

10. Ces pré l imina i res analyt iques étant exposés, revenons à notre
problème de Dynamique. La discussion dans le cas d 'un nombre quel-
conque de paramètres secondaires conduit à des fonctions formées
d'une façon assez compliquée au moven des coef f ic ien ts de la fonct ion
génératrice. Nous commencerons par les former au moyen du calcul
préliminaire suivant :

Soient b le paramétre secondaire dont nous nous occupons, ci b^
^2? • • • » ^-2 les autres. Nous avons les n — 2 intégrales immédiates

- -^-0 JiL.,̂ ,.s
^——p l î • • • ' Ob^~^

et, en a jou tan t au besoin des constantes convenables a u x coeff ic ients
de //p b'^ .. - , /^^ dans la fonc t ion génératr ice, ce q u i r ev ien t à
modif ier par équivalence cette fonct ion génératr ice , on peu t supposer
que les condi t ions i n i t i a l e s du mouvement .)R^ fournissant l ' équ i l ib re
de b donnent pour les ? des valeurs toutes nulles.

Au moyen de ces n — 2 intégrales immédiates, formons le système
réduit aux deux paramètres^ été en portant les valeurs de b\, ..., b'^
qu'on en tire dans

/' ;-: « — 2

r 'V / / ^(T(J-' 2 bt^'
î=~.l

Nous obtiendrons une nouvelle fonct ion génératrice où b Imirera
encore comme paramètre secondaire et qui sera

2Ga, / /=Aa / 2 +2C^ ' / /+I^^ 2 + 1 2Bl /y-^C, l l . !

en n'écrivant pas le terme en a' qui est une dérivée exacte.
Les coefficients A, B, C seront des fonctions de a indépendantes des

constantes arbitraires ?; B, sera une fonction linéaire de ces
constantes,

., : /' , ^^'^^^ï^Ça).
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Enfin, C, sera.une forme quadratique DOU homogène des p,

€,=: Ç(a ) -4- i^(a) 4- ^p/^/y(a) ,

De plus. Ici forme
A ^ + ^ C ^ ^ + B ^

sera essentiel lement posi t ive et à dé te rminant non nul , de sorte que B
et

A ^ r A B — C 2 . •

seront des fonct ions essentiellement posit ives.
Cette f o n c t i o n G^ donnera a et h au moyen de son intégrale de

forces vives
A. a'î 4- a C a' b9 •+• B //2 -+- — C i =- A

et de son intégrale immédia te

(}a' - ^B^- i -B i^Gi .

On aura ainsi ci et b et ensu i te ^ j , , . . y b,,^ au moyen des n — 2 inté-
grales imméd ia t e s dont on est parti* La so lu t ion générale dépend donc
des constantes À, a, f3^ . . . , p//.....^ Les condi t ions i n i t i a l e s du mouve-
ment , w'o donnent déjà pour les p des valeurs nu l l e s ; en a jou tan t une
constante convenable a Ci a ins i qu'à B ( , ce qui ne fait que modi-
fier G,/^ par équivalence, on pourra supposer qu'elles d o n n e n t aussi
pour h et a des valeurs nul les .

Au moyen de G^, les deux paramètres a et b sont déterminés par

a1^ ¥ { a ) ~= ^ [(A + Ci)B - (B^ a)2], //==À(a)^+ ̂ ),

• C , , a-B, . a - ̂ -i(3o)
Â(^ )=——-^ , ^.(a)=:—p—=———^—-^—»

et nous allons, par ces formules, examiner successivement les diffé-
rents cas d'équilibre de &.

IL Supposons qu ' i l y ai t équilibre de h dans un mouvement M'o et
que, dans ce mouvement , le paramètre pr inc ipa l a ait un mouvement
révolutif- En changeant, au besoin de 'pa ramèt re p r i n c i p a l , on peut
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toujours supposer que l'on esfcdans le cas de la révolution périodique
d'un angle et b a un accroissement périodique

/•a2'ÎT / \
^^ / (7.4-i^\^

- Jo \ V^

en supposant, pour fixer les idées, que la révolution de a se fasse dans
le sens de a croissant.

Si À(û?) ==o, c'est-à-dire si la fonction G est nulle, la condit ion
d'équilibre est

^(a)==o,
c'est-à-dire ' , .

^(a)==o.

Prenons alors un mouvement M. fourni par des conditions ini t ia les

- • j ^=(3i=.. .==|3^i=o,
( a inf in iment petit,

infiniment voisines de celles qui donnent 011 .̂ Pour ce mouvement , on
aura encore variation révolutive de a et

a
U 'za. B'

donc
^ aî  ==: / -^—da,

L :BVF

et cette intégrale n'est pas nul le , ayant tous ses éléments de même
signe. Le fait que cet accroissement périodique de b n'est pas nul pour
des condi t ions initiales in f in imen t voisines de celles donnant l'équi-
libre de ce paramètre suffit pour prouver que cet équilibre est
instable.

Si X(â), c'est-à-dire C, n'est pas identiquement nulle, la condit ion
d'équilibre est

^(^)Fo- :^(a5=.o, / . . • : • , , 1 1 , ' 1 " 1 1 1 , :

devant donner h' identiquement nulle; donc

1 ' 1 1 ; ' ^ ' ^ ^ ; 1 : 1 1 1 ' , 1 1 : 1 1 Ha): ^w\
, \/FO '
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II en résulte
/-t 2 TT /

t^f ( ^

./O W

^/ f-^^W
V-^o,

Considérons encore le mouvement ;)ft défini par les conditions ini-
tiales employées dans le cas précédent. Le fait que Kl, serait nul
exprimerait que l'intégrale

f^ P- j 1 /^Vï a — 61 ~^cla=- I y— -—— T , da
Jo V^ Jo B \ /Ç~(^-4^

resterait égale à sa valeur pour a == o, donc serait indépendante de a.
.Si on la dérive par rapport à a, on trouve ^

-^V/A - Ç
-TÀ7,

,// B [Ç~ (a-^)-p

intégrale non nulle, car tous ses éléments sont positifs; donc ij^ n'est
pas nul quelle que soit la valeur de a, et l'on pourra trouver a aussi
pet i t qu'on voudra el donnant un accroissement périodique non nul ,
ce qui démontre encore l ' instabil i té de l ' équi l ibre .

l^. Supposons que, dans le mouvement îy^^, le paramètre a ait une
variation oscillatoire pér iodique* Ce fait ne peut pas se produire avec
la fonct ion ̂ {ci) non nul le^ car l ' équat ion d 'équi l ibre

- œ'
montre que F() ne peut avoir que des racines d'ordre pair, donc ne
fourni t jamais de valeur d'arrêt. •

Un est donc dans le cas de A(<7) ident iquement nul le et l 'équilibre
exige qu'il en. soit de même de ;j.o, c'est-à-dire de ^. Reprenons encore
le mouvement r)lL toujours déf in i par les mêmes condi t ions in i t ia les
que précédemment, il donnera encore une variation oscillatoire de a,
et, 'pour. b, un , accroissement périodique : 1 !

, r^a^ r—J., ^ A ̂^^.2 / ^cia-^ / ——da,
1 , B <

i'Si
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qui n'est pas nul , comme ayant tous ses éléments de même signe. Il, y
a donc encore instabilité de l'équilibre.

13. Supposons que, dans le mouvement orto, le paramètre a ait une
variation asymptotique.

Admettons d'abord que X(a) soit nulle, ce qui entraîne ^ nulle à
cause de l'équilibre. Pour un mouvement quelconque donné par des
conditions initiales donnant

^=:P2=-.--=^-~â^O, !

on aura soit une variation révolutive périodique de a, donc un accrois-
sement périodique

r JLJo ^
•2-TC

-=:da.

puisque X est nulle, ou une variation oscillatoire donnant un accrois-
sement périodique

.r-^,' ^•--/«, v'1

mais, comme [L se réduit ici à -^ on a dans les deux cas une intégrale
à éléments tous de même signe, donc un accroissement périodique
non nul indiquant l ' instabil i té de l'équilibre.

Si À(<^) n'est pas nulle, nous emploierons un mode de raisonnement
qui nous servira également dans le cas suivant .

Par hypothèse, on a
- • , ! 17 __ ̂F r'<»o=- y^-î

et a tend asympfcotiquementvers une racine a^ de ̂  telle qu'i l n'existe

pas d'autre racine de ^ entre ^i et <7y. ,
Partons des même's conditions initiales que précédemment . La

.fonction / , 1 1 1 ^ , 1 .1 1- 1 1 ; 1 1 , 1 , 1 1 1 - ' : 1 , , 1 / • . ! ! 1 1 1 : ! ! ! 1 : 1 ! ^ ^ • !

; 1 \: ' . , . ^ ^ ,'• 1 1 : ^^^[(Â^yB 1 ,^^^ 1 , ^1 . /^ , ^
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admet une racine double pour

y. —. fi == o.

Si nous cherchons à exprimer qu'elle a une racine double , nous trou-
verons une relation

R(a , /< )==o

vériiiée q u a n d a et h seront nuls. Si nous prenons des c o n d i t i o n s i n i -
tiales a, h i n f i n i m e n t peti tes et satisfaisant à cette équa t ion , nous
aurons encore une racine double a_. i n f i n i m e n t vo i s ine de a^ donc
encore mouvement asymplot ique . Si c e t t e rac ine double ( ( ^ n ' a n n u l e
pas a — ^, e l le donne pour b un mouvement asvmptotique vers
l ' i n f i n i , de sorte que l ' équ i l ib re est ins table .

Si cette racine a^ était rac ine de ^ — a, el le serait,, par ce fait même,
essent ie l lement variable avec a et racine double de

( A + C ) B ;

elle ne pourra i t être rac ine de B q u i ne dépend pas de a, donc devnu t
être racine double de h -+-1 et , par conséquent, racine de sa dérivée '(',
ce qu i est absurde puisque *C ne dépend pas de a. Le raisonnement ne
s 'appl iquerai t plus si f ê t a i t ident iquement nul le ; *( serait alors une
constante et la constante h + *( devrait être nulle, quelles quei'ussent
a et h sa t isfaisant à la cond i t ion B, et en particulier pour a cl h nuls ,
donc Ç serait nul le . La cond i t i on d'équilibre de b serait alors

y ^ y
ou

A ~"(,:2

AB^^o;

comme A et B ne peuvent , n i l 'un ni l 'autre, être identiquement nuls,
il en résulterait

fil ES 0.

On aurait alors
F ^ = - ( Â B - ûQ

. ! ! ! ! ! 1 ' a2

et détenninanfcÀ et a aussi petits qu/oa.voudrayïnaiâ avec un rapport -.""



24 ÉTIEISKE DELASSUS.

tel que l 'équation
,. a-B--^o

ait clés racines, on aura un mouvement oscillatoire de a fournissant
pour b un accroissement périodique qui ne serait certainement pas
nul par suite de ce que '^ n 'existe pas; c'est le raisonnement déjà
employé au paragraphe précédent, l 'équil ibre est donc encore
instable.

1.4, Abordons m a i n t e n a n t le dernier cas, celui où, dans le mouve-
ment ;Xo, le paramètre a est en équilibre, a^ est alors racine double
de FO et racine de p-y.

Si nous reprenons le calcul du paragraphe précédent, des valeurs
infiniment petites de a et h satisfaisant à

H(^,A)==:o

fourni ront pour F une racine doubler , i n f i n i m e n t voisine de à^ et que
l'on pourra prendre comme valeur i n i t i a l e de a. Dans ce mouvement ,
a sera en équilibre sur a, et b aura un mouvement uni forme dont la
vitesse sera

u ( ^ }'- a -^^
, , /(al)" B(a0 .

En général, on n^aura pas

, , a — ^(<aîi)==o,

donc b aura un mouvement uniforme de vitesse non nulle et s'éloi-
gnera indéfiniment de sa valeur initiale. L'équilibre sera instable.

Supposons que a\ soit racine de a — f^. Nous en tirerons les mêmes
conséquences que dans le paragraphe précédent, en ce sens que l'on
devra avoir encore

, ; • . ! ^ , , . ' Ç=o;; , . . , ^ _ ! !

mais la condition d'équilibre notant plus la même, on ne peut en con-
clure que ^ est identiquement nul le ; tout ce que l'on sait, c'est que ^
admet la racine ci^

Mais reprenons le même raisonnement en donnant aux p non plu^
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les valeurs nul les qui. correspondent à l 'équil ibre, mais des valeurs
très pet i tes quelconques. Laissant fixes ces ? une fois choisis et lais-
san te et a variables l iés par la relation

R(// , , ^ p,, . . . , ^_, )==o,

•nous en conclurons encore que l 'équi l ibre est instable tant que la
Fonction C, ne sera pas une constante. Le seul cas d'exception, ou plus
•exactement de doute , sera donc celui où Ci est u n e constante, quelles
que soient les cons tan tes ^, ce qu i . exige que l a ' f onc t ion t(a}, les
fonctions "$(a) et les fonct ions r ^ ( a ' ) soient toutes des constantes.

On a alors
F^[^B -(^4.-^,))^

A2 é tant une constante q u i , pour des cond i t ions , i n i t i a l e s réelles, est
ce r t a inemen t pos i t ive , . ca r .B étant essen t ie l lement positive, s'il n'en
é ta i t pas a i n s i , la fonction F serait négat ive .pour toute va leur de ci,

Pour À, a et les p nu l s , l a . fonc t ion F adêjiel la racine double <^, qui
est racine de ^; pour A, a. et les p i n f i n i m e n t petits, e l l e , admettra
deux racines a^a^ i n f i n i nient vois ines de a^ et F sera posit ive en t r e a^, a.^
et négative au, dehors ; a aura donc mouvement osc i l la to i re entre <^,
et/^ et h aura un accroissenient pér iodique

P^ a ^ ^ — ^fir,)

/ . ' ~ K .
U'i =: 3 I — — ^ = = = ^ = = z . . . ^ ^ ^ — — - = = . du ,

i/^[^S{-(a-^~I^)2]

(yesfprécisément l^ intégraleéludiée au paragraphe 9 avec ' . ^

• . 9 =-B,
^^^i/A. ' ! 1 . : ; , ; • ',, ' . 1 ^ , 1 - , .. , - 1

' ' U n e condition .nécessaire de la stabilité est. que Forrait • 1 . • • . „ ' ,;11 , 1 1 1 .

- 1 1 1 , \ 1 / , 1 '1:1 1 : 1 . ! , , 1 1 ! . . : 1 ; 1 . ^in» -^ o, 1 ' ; , , . / -

quelles que soient les A, a. et "les .?; donc, d'après l^.u de/faite,,, que.;:

• ' ^ ^ ï^-Chaque co. soit une fonction linéclire. (le ^^^ . . ' : , . 1 . • 1 1 1 . 1 . 1 1 ; 1 , , 1 .
ànn. Éc. Norm., < 3) , X X X V I , — J A W Ï K H 1919. 1 , .- 1 1 1 1 1 . , 1 1 1 , 1 - : 1 14 ,'
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2° B sou un polynôme entier y du second degré' au plus, de '̂  ;
3° £<? rapport

^L
• VA

soit une constante,

Cette condition est d'ailleurs suffisante, oi> élant nul le , le mouve-
ment de b est périodique et l'on a

t=/7).(«i±-^U'-j (^TF

-/^'-/^ da.

Soit M le module maxima de À ( a ) d a n s un in te rva l le U n i conte-
nant a^ et à l'intérieur duquel nous pour rons supposer compris a^
et a^ pour les constantes À, a et [3 suffisamment petites. D'autre part,
nous savons que, pour ces constantes i n f in imen t pe t i t e s , l ' inter-
valle a^ a^ se partage en deux morceaux a^ a.^ a^, a^ tels que, dans
le premier, ^ soit toujours posil if et que, dans le second, i l soit
toujours négatif et que les intégrales

t ^ d a , , !/ ^ d a
J VF

étendues à ces deux morceaux aient une valeur absolue M7 tendant
vers zéro avec À, a et les p.

Pour avoir la grandeur de l 'osciUation de by i l nous suff î t d'étudier
la variation de b quand ci eflectue une oscillation complète.cartons
de a, dans le mouvement croissant de a, on aura

P-Ç^da^ Ç ^J^ J. v^b-=h^ \da^ I ^=:da.
•' a^

La première intégrale est, en valeur absolue, moindre que
1. ', 1 1 1 . 1 ; . -,1' - , , 1 ; , U^—a^; 1 ; , 1 1 , 1 1 . ! '

quant à la seconde, elle croît de o à M' quand a va de ^ à a^ puis, de
«3 à a^ décroît de M' à o; elle est positive et inférieure à M7. Dans
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cette demi-oscillation de a, les valeurs prises par b sont donc com-
prises e litre

&i— M (a,— <2i)
et

^ i+M(^ -^ , î ) -+ -M^

et, en particulier, il en est a ins i de l a jva lenr b^ obtenue au bout de
cette demi-osci l la t ion. A partir de ce moment, on a

/, ̂  ̂  -4- f \da— F 4= daJ- L ̂
C^ /ï/ïa i f

•=-. h.i— À da -+- & -*= da,
n Jn ' v^

de sorte que, p e n d a n t cette seconde demi-osci l la t ion de a, le para-
mètre b reste compris ent re

b^— M.(a^— ai)
et .

^-^"M(a2—ft l ) -^-M / .

Si, dans la limite inférieure ainsi trouvée, nous remplaçons A.» par sa
limite inférieure

^i—M,(a2—ff i) ,

et si, dans la l imi te supérieure, nous remplaçons 63 par sa limite
supérieure

^-KM^-a^-^M/,

nous obtiendrons un intervalle

/^i — y/M(f /^—^i) , ^ f + ^ ^ 1 ( ^ 2 — ^ 1 ) - + " ^M\

dans lequel, sera,compris b dans la seconde demi-oscillation, et qui
contient à. son intérieur l 'intervalle ou est situé b pendan t la première
demi-osci l la t ion. , 11

La, grandeur de 1'osciHation de & est do'nc •moindre que

4 M ( a 2 ~ - ^ l ) - ^ a M / , '

et comme ci^ - a, et AT tendent vers/zéro, quand les^cônditiô.ns ini t ia les , -
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tendent, vers celles de l 'équi l ibre , on voit que l'oscillation de b
s'effectue dans un intervalle t endan t vers zéro et, ce fait suffit pour
prouver que l'équilibre est effectivement stable.

15- Les résultats de cette discussion un peu longue peuvent se pré-
senter de la façon suivante :

Les conditions nécessaires et suffisantes de la stabilité de l ' équi l ibre
du paramètre secondaire b peuvent se répartir en deux groupes :

Premier groupe. — Ces condit ions sont relatives à la nature du para-
mètre secondaire considéré.

Partant de la fonct ion génératrice G, on cherche la fonction généra-
trice G^ relative aux deux paramètres a, b en por tant dans

' ! , ^ ^ . , ; _ /.o•ll-p^;-...-p,^^„„ ' . . ^ •;

: 1 les valeurs de &'?..., b'^ tirées des intégrales , ^

^.-.8 ' ! à{} ^p^ -Pi. • • • > j^ -P//--2.

On ob t i en t ainsi, en négl igeant le terme en a\ qui est dér ivée exacte,

' ; , ,• „ ; ; Qaù^^a'^^ïC^b'^^b'^^^b^

Bi étant une fonction l inéaire des p

, : ; î , î i ==:,<.) +-^p/^/, '. •
, , 1 ^ , 1 , 1 1 , 1 • 1 1 1 ! ! , , ! , / , ' ! . !

e t C , , u n e fonction du second degréxles^. ; , : . .

^ i0 ^ Les fonctions œ, oj,, \^.^ w^ sont ^l.iées^^'par .n-.^ relations.
^linéâires.'dîs.tinctes; à coefficients constants, ,de ' façon 1 qu'elles's'expri-
'ment-tôutes.^li.néaireînent'au .moyenne l'u.ne'-d'en.ire .elles ou,1 plus 1 ; 1

^gén^îraieffl.ent^au'ffîoyen'd'une/.-certairf^
'une1 constante..On a, alors : : 1 1 : 1 ' ' - 1 ' : 1 1 1 1 : 1 ' 1 ' 1 . ' 1 1 ' , \1 -.1 :"/ 1 1 ' 1 1 1 1 1

, . - • ' 1 1 \ 1 1 1 , 1 1 1 ; ; , . 1 • : 1 1 1 1 ; 1 . 1 ^ '. 'Bi-ê^îPdSj'+'Q.Cp),11 1 1 1 ^ ; i ' ^ \ ^ ^ , ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^
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P(?) et Q(p) é tan t des fonct ions l inéai res et à coefficients constants
des constantes arbitraires |3,, ..., [^-•2'

2° La fonction Ci doit être une constante quels qve soient les ?, ou ,
ce qui revient au, même, si on la considère comme polynôme aux
variables p, tous'ses coefficients doivent être des constantes.

3° La fonction B doit être an polynôme entier en 6(a), polynôme
au plus du second degré. , ' ! .

4° Le. rapport
• e'(a) • ^ , ^

V/AB — C 2

doit être une constante.

. Deuxième groupe.—Les condi t ions du premier groupe étant sup-
posées réalisées, les nouvelles condi t ions sont relatives a u , genre du
mouvement :)}to qu i fourni t l 'équi l ibre de />, c'est-à-dire aux condi-
tions ini t iales dé terminant le mouvement. Elles se réduisent à-deux :

i° Les valeurs des ^ qui correspondent à l 'équil ibre de b ne doivent.
pas a n n u l e r l'expression

• 1 ' ! P (p ) , '

de façon à fourn i r pour B, u n e fonc t ion ne se réduisant pas. à une
constante.

2° Dans le mouvement r)iL1^ il doi t y avoir équi l ibre du paramètre
pr inc ipa le

Nous remarquerons qu'il résulte des calculs faits ou, si. l 'on veut,
de ce que la fonction F(, se réduit alors .à , u n ^arré parfait précédé, du.
signe — que, dans les condi t ions précédemment énuméréeSy ce n'est
pas seulement l'équ il ib re. du paramètre, secondaire qui est. stable, mais

aussi celui du paramètre pr inc ipa l , : , , . 1 . ,, , . , ' ' • .;

1 ,16..:(^onsidéron.sle;cas où les liaisons sout indépendantes,du temps.
'La portion. G-i -de la f o n c t i o n généralrice'iï 'exisfce. pas., . : ; 1 . . 1 1 . , „ 1 . . 1 1 , 1 1 :,.'.•••.

, Supposons, que le système soit ,en .équil ibre et considéronsuu quel -
conque &,des paramètres secondaires pour étudier sa. stabilité. .
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Nous devons tirer b\, ..., b^ ^ des intégrales premières
àG_^ . <M.

-Pi. • • • . 7ÎJ~=^H-27
àb\-^ " • f àb^

qui donnent des expressions homogènes en ci', b\ ? , , . . , , ^^ et
former la fonction G^& qui sera quadratique homogène en a ' , b^
^, ..., ^n-'i9 Le coefficient de / /sera donc linéaire et homogène
aux p, et comme les valeurs des ^ qui correspondent à l'équilibre sont
toutes nulles, nous voyons que, pour les p de l'équilibre considéré, le
coefficient de // sera identiquement nul.

Une des conditions nécessaires de la stabilité de l 'équilibre de b
n'est donc certainement pas réalisée; cet équi l ibre est instable.

Donc : Quand un système holonome à liaisons indépendantes du temps
et dans le cas régulier d^ intégration se trouve en équilibre^ Ï'équilibre de
chacun des paramètres secondaires est toujours instable.

17. Considérons un système ayant plusieurs paramètres secondaires
et supposons qu'il y en ait deux b et c qui soient en équi l ibre stable.
Comme les conséquences tirées de la stabilité de l 'équilibre d'un para-
mètre secondaire sont indépendan te s de ce qui se passe pour les
autres paramètres secondaires, on est assuré que a est aussi en
équil ibre.

Désignons p a r p ^ , o^, . ..,^-3 les autres paramètres secondaires et
éliminons-les au moyen des intégrales premières immédiates

1 1 1 ! 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 " • àG _ 1 1 1 1 1 1 ad
^ . :' ; ^, ^-cri

 • • - ^p^^^3' , ^ 1
 ,

les constantes cr étant nu l les pour le mouvement olLo dans lequel a, b, c
sont en équilibre. On obtiendra ainsi une fonction génératrice réduito
en a, &, c qui, pour cr , , ... nuls , donnera l 'équil ibre de a, b, c, quand
on prendra les condit ions initiales

1 : !. . ! 1 1 , 1 : . a^ô,' ' //=o, , €'•=:. o.

Cet équilibre, par hypothèse, est stable; donc, a fortiori, il restera
stable si l'on assujettit les constantes cr à ne pas varier, c'est-à-dire à
rester nulles. Nous arrivons ainsi à une fonction génératrice

, ^ • ^ ^0,^.= A.a/'2-^ B/y2-^ Cc^-i- 2!)7/c/4- 2Rc1'a''^2 Fa'h ' . .
' • -+-2A,i^4- ïïï.b'^ aC^'+Fi , ^ . ,,.' . . '.,



STABILITÉ DE I / É Q U Ï L Ï B K E DES PAKÀMKTÎU5S D ' U N SYSTS^ÎR. 3l

donnant des mouvements parmi lesquels il y en a un dans lequel b
et c sont tous deux en équilibre stable.

Tirons c' de l ' intégrale immédiate

et portons dans
C c / - + - î ) ^ / - t - E ^ - 4 - C l = = 7 ,

2 G — 2 y c ' .

Nous aurons une fonction génératrice rédui te iQab fournissant des
mouvements dont l 'un donnera l 'équi l ibre stable de h; donc le terme
indépendant de a' été ' devra être une constante, quelle que soit la
valeur de y. Ce terme est(ï-^^,i_^ .,,,_, ,._<.,
ou

F.-î

et, en développant
Cî Ci , i^-ïï-^^ir-y c 7

i l en résulte queC, Ci et F, doivent être des constantes. Supposons qu'il
en soit ainsi et reprenons le même calcul, eo é l iminan t cette fois le
paramètre b, au moyen de l ' intégrale première

H y .+. Dc'-'r-F^^ Bir=p.

Nous en conclurons de même que B, B, et F< doivent être des cons-
tantes. En modif iant G-^/^par équivalence, cette fonction se réduit alors
à sa portion G^. Cette fonc t ion génératrice, qui, est dans le cas du para-
graphe'16, admettrait un équilibre général de ses trois, paramètres,
avec stabilité pour .les deux paramètres secondaires; nous avons vu
que, cela notait pas possible ; donc :

Lorsqu'ily ci équilibre simultané de plusieurs paramètres secondaires^
UnepelU jamais y avoir plusieurs de ces équilibres qui soient stables.

18.-Ce qui précède conduit à une, conséquence Intéressante relati-
vement à l 'équilibre d'un système matériel qui est dans le cas régulier
d'intégration.
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Considérons une position d'équilibre ne correspondant pas à une
indétermination paramétr ique, l'équilibre stable du système se traduit
r igoureusement par la stabilité de son équilibre, paramétrique; s'il y a
indétermination paramétrique, la stabilité de l 'équilibre paramétrique
entraîne forcément la stabilité de. l 'équilibre du système, mais la réci-
proque n'est plus vraie, l 'équilibre du système peut être stable sans
qu'il y ait stabil i té pour tous les paramètres; il suffît qu'elle existe
pour les paramètres non indéterminés pour la position considérée/et
cela'tient à ce qu'une variation f inie quelconque des paramètres indé-
terminés n 'en t ra îne qu 'une variation in f in imen t petite de la position
du système.

Considérons alors un système matériel dans le cas régulier d'inté-
gration et cherchons s^il peut être en équil ibre paramétrique stable,
'D'après ce qui a été démontré au paragraphe 17, il ne peut y avoir
'plusieurs paramètres secondaires puisque deux tels paramètres ne
peuvent être s imultanément en équi l ibre stable-

II y a donc forcément un paramètre p r inc ipa l et un seul. paramètre
.secondaire, et comme on est dans le cas de 1 l 'équilibre s imul t ané de
ces deux paramètres, les cond i t ions relatives à ce cas et ind iquées au
paragraphe 15 doivent être réalisées. Nous remarquerons immédia te-
ment que les constantes arbitraires, désignées par [ j . j y pL, ..., [^//—a dans
c;e paragraphe, n 'existent , pas ici, de sorte que, de même que les
condit ions du premier groupe, celles du second groupe sont indépen-
dantes de l'équilibre considéré.

Nous. arrivons-ainsi à ce résultat. . . •

i° Systèmes dans le cas régul ier satisfaisant aux cond i t i ons :
1 ! n ̂  a; ! ! , .

. ' / : ^ ^ ^ ^ a ' ^ ï C a ' ^ + W ^ ï l ^ ô 1 ̂ (\,
1 , . : A', B, C,Bi, Ci, fonctions, de. a seulement; ; . . .

:.1 '1; ' , ! 11 , ' '; Bi n^es l p a s - u n e constante ; ' 1 1 1 1 1 1 1 . 1 1 1 : 1 1 ' . . 1 l l i .
, , 1 1 1 1 , 1 1 '1 1 1 1 1 1 1 1 . 1 ' Ci.'est une constante; , , 1;1\ .• : , 1 1 1 1 1 1 . 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 / 1

. ' , . .';'„ ; . . ^ B :•=: a S'î ï -h a ^ B i + y , (^'jS, y constantes).?
; 1 ; 1 1 ; 1 : 1 1 1 1 ' 1 . \ . l • l l l l : l l l ' l ' l / ' : I . I I I I ^ B l / l 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 1 , 1 1 1 ^ 1 1 1 1 , 1 . 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 ' 1

1 1 - ^ 1 1 1 . - 1 ' 1 ! . ^ -•"TTa1 1 - 1 : - 1 • 1 1 1 : • . ^ 1 1 1 . 1 1 1 : 1 1 1 1 1 - 1 1 1 1 . 1 . . . , 1 ' 1 1
1 1 1 , , . 1 1 ! ,. "————— est une constante. ! . ! , ' ' 1 . 1 . : . 1 . . . .
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Pour ces systèmes, tous les équilibres., paramétriques, sont stables;
toute position d'équilibre du système est position d'équilibre stable.

2°Systèmes dans le cas régulier et ne satisfaisant pas à toutes les
conditions précédentes : ^

Pour ces systèmes, tous les équilibres paramétriques sont instables;
toutes les positions d'équilibre du système sont des positions d'équi-
libre instable, sauf peut-être celles qui correspondent à des indéter-
minations paramétriques et qui peuvent être des positions d'équilibre
stable. . ' • - J • ' " • ' ' ; ' ' ' • 1 • ';

19. Pour donner un exemple simple et concret des résultats que
nous venons d'obtenir, il nous suffit de considérer le mouvement plan
d'une molécule soumise à une attraction par un centre fixe, l ' intensité
de cette attraction étant fonction de la distance et s 'annulant avec
elle.

On a ici, en prenant les coordonnées polaires,

, ^ • , , ! - fi =2, ! • ' . ! -

2G :=p /2^pâ@/2_^3 (J (p ) ;

donc ! ' ' • "' ! 1 ! • !

A==i , B=:p2, C=o, Bi==o,, Ci=2U(p),

el le fait que le coefficient B, est nul montre que, quelle que soit
l ' intensité de l 'attraction^ le système est toujours de ceux dont tous
les équilibres paramétriques sont instables.

1 ! Soient ! / ! ' , 11; 11 1 " ;
0. pi, p2, ...

les valeurs positives de p, pour lesquelles la force -r- s'annule. Les
positions p , , pa, ... seront des positions d'équilibre, et ces équilibres
devront être instables puisqu'il n'y a pas alors indétermination para-
métrique; effectivement, en donnan t , à partir d'une telle position, une
vitesse initiale quelconque aussi petite qu'on voudra et perpendicu-
laire au rayon vecteur, ce rayon, d'après l'intégrale des aires, se
mettra à tourner indéfiniment dans le même sens; il n'aura pas un
mouvement oscillatoire inf in iment petit et l 'équilibre sera bien
instable.11 ,:, 1 . : , , . . , . t . . ! ' , ; ! ; ! ! ! 1 .' \ . - • 1 1 —1: ' ! , . 1 1 1 1 1 1 ";

Ânn. Èc. Norm.., (3), XXXVI. — FEVBÏBR 1919. ^
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,. La théorie ne s'applique pas à Téquilibre fourni-par'

, ^ ' 1 1 - ' p=o •

p_arce qu'il y a alors indétermination paramétrique. Cet équilibre est
stable ou instable suivant la loi de l'attraction.

Au lieu de considérer le mouvement absolu de la molécule, consi-
dérons maintenant son mouvement relatif par rapport à des axes issus
du centre d'attraction et tournant avec la vitesse constante co. Dési-
gnant alors par p et Q les coordonnées polaires relatives^ les coordon-
nées polaires absolues sont

• . ' ' p,' .6 -+• (^£;
donc,on a

2G•=:p /2-^-p2(ô /-^-û))s+2U(p)

==p /24-p20'2^2Mp•20 /+[r^

c'est encore le cas régulier, mais avec

, , A = r , B=p\ C:=o, Bi==œp 2 , Ci= (^^-+- 2 U ( p ) .

Si œ n'est pas nulle, B^ n'est pas une constante; B est une fonction
linéaire de 1̂  et la dérivée — qui est égalé à a o p est bien dans un

rapport constant avec \/AB — G2 qui se réduit à p. Toutes les condi-
tions pour avoir un système à équilibres paramétriques stables sont
donc vérifiées/sauf celle relative à Ci . Cette dernière condition se
réduit à

,; ':; , ... , ' \ ^pî+riU{'p)==:QOÏÏst.

OU
: 1 - 1 1 1 ' ! 1 ' 1 : 1 1 1 1 1 1 1 - 1 1 1 •• 1 1 , 1 1 1 ' 1 1 , . dU 1 ' , ! ; 1 1 1 , 1 - 1 1 1 1 1 1 ' , 1 •

1 : 1 1 ; . . 1 : ; 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 , . 1 ; , ' - • • 1 1 1 ^ .,•1^=.-~"2^ 1 1 .1 ,,,;, 1 1 . ., 1 .

et exprime que l'attraction est proportionneUe à la distance, son inten-
sité étant précisément celle de la force centrifuge due à la rotation co»

Considéroïls une loi d'attraction proportionnelle à la distance

\ ' : 1 1 ! . 1 ; 1 1 1 ' ',1 '11^1 '' 1 l l:ï' 1 1 F=-^p; . 1 l i l 1 1 1 1

elle donnera lieu à des mouvements circulaires présentant cette parti-
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cularifcé qu'ils auront, tous lieu avec la. même vitesse angulaire co, de
sorte que si nous prenons des axes tournant précisément avec cette
vitesse, ces mouvements constitueront .des équilibres relatifs, et
ceux-ci seront tous stables.

Par contre, considérons une loi d'attraction quelconque, mais autre
que la précédente; elle donnera lien à des mouvements circulaires
uniformes, mais qui n'auront pas lieu avec la même vitesse angulaire,
celle-ci étant

variable avec le rayon p du cercle décrit, puisque F n'est pas propor-
tionnel à p ; prenons un de ces mouvements circulaires, soit o> sa
vitesse angulaire; il fournira, pour des axes animés de cette rotation,
un équilibre relatif qui sera certainement instable puisque la condi-
tion relative à C< ne sera pas réalisée.

En revenant au mouvement absolu, nous arrivons donc à ce
résultat :

Pour F attraction proportionnelle à la distance, tous les mowements
circulaires sont des mouvements stables.

Pour toute autre loi d'attraction^ tous les mowements circulaires sont
des mouvements instables.

,11 est utile de faire toutefois remarquer que la propriété relative à
l'attraction proportionnelle à la distance exige qu'il y ait attraction
effective, c'est-à-dire que co ne soit pas nulle; s'il en était ainsi, la
condition relative à C^ serait encore vérifiée, mais celle relative à B<
ne le serait plus puisque B< deviendrait une constante nulle.

Les propriétés précédentes de l'attraction proportionnelles à la
distance peuvent facilement se vérifier par l'intégration effective,

Partons des coordonnées cartésiennes relatives

On a

donc

, a ;== p cos 0, , ' . b =: ;p sin Q. ' •

. a / 2+^2=p / 2 1"^p2e f 2 , , , ,
a b ' — b a ' ^ ^ Q 1 ^

35 (y == a'2 -(- b^ 4- 2 û) ( ab'—ba!),
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-ou, en ajoutant la dérivée exacte,
•^(aô'-h W),

2G==a / 24-^> / 2+4ûûffô / . :

On intégrera immédiatement en partant de rintégrale immédiate

. . . • . , . . . b1 -4- 2' û) a = \ , / • • , • •••^ • '•• " , , • ' ! 1 - . . , . -

et de Inéquation de Lagrange relative à a,

a"— ̂ ^b1 =- o;

on arrive ainsi à l'équation linéaire du second ordre

; 1 ! .- • i' ' ! a//•4" 4<A> 2 ^—2(A)X= :o , •

qm s'intègre différemment suivant que a) n'est pas nulle ou est
nulle.

(0 -=/=. ô. — On a
a == — 4- ,K cos ( 2 u) ^ + p- )y

b === y — K sin ( 2 û) ^ -h (JL ).

Pour que les vitesses initiales soient très petites, il faut et il suffît
que K soit très petit, et les deux paramètres a. et & oscillent tous deux
dans des intervalles trè3 petits. II y a bien stabilité. -

&>== o. — L e s deux équations se réduisent à

y=À,
^=0:

donc, donnent deux mouvements uniformes et, partant de ta position
d'équilibre avec une vitesse non nulle mais très petite, les valeurs
initiales de a'et b' ne peuvent être toutes deux nulles, de sorte que
l'un au moins des deux paramètres aura un mouvement uniforme
effectif. II y a bien instabilité.


