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SUR L E S S I N G U L A R I T É S M O B I L E S

INTEGRALES DES EQUATIONS LINEAIRES
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

ET

• SUR LEUR INTÉGRALE GÉNÉRALE

. . PAR M. S. STOÏLOW-.

Introduction.

La plupart des travaux consacrés aux équations linéaires aux déri-
vées partielles s'occupent d'équations de types particuliers, que l'on
rencontre en Physique mathématique, ou ont pour but d'étudier les
t ransformat ions des équations linéaires et d 'établir des classifica-
tions.

A ma connaissance, c'est M. Le Roux qui, le premier, s'est occupé
des intégrales des équations linéaires quelconques, cherchant à étu-
dier leurs singularités et leurs propriétés analytiques ( r).

Vers la même époque et dans un autre ordre d'idées, MLDelassus ( 2 )
s'est occupé des équations réelles à caractéristiques réelles établissant
la forme des singularités appelées accidentelles ou mobiles, c'est-à-dire
dépendant des fonctions initiales.

Dans ma Thèse (^fai .démontré une proposition qui rappelle les
théorèmes d'existence de la théorie des équations aux dérivées par-
tielles, où j 'établis un l ien entre les singularités des fonctions i n i t i a l e s

( 1 ; LEROUX, Thè^e, Paris, 1895; Journal de M. forda/î, 1898, 1900.
( : î ) •DELASSUS, Annales de l'/^coîe Normale mpértein'o, 1^9^.
(^^TOÏt.O^^^Y/^yPîH^, 19ÎÛ. . ,



et la na tu r e analyt ique des singularités correspondantes des in té-
grales.

Le présent Mémoire a d^abord pour but de donner une générali-
sation du théorème de ma Thèse, ou les fonct ions in i t ia les avaient des
singularités d'une nature analytique part icul ière. Les f o n c t i o n s i n i -
tiales seront ici absolument arbitraires, sous cette seule res t r ic t ion
d'être toutes holomorphes en un même poin t .

On reconnaîtra ainsi la forme analytique d 'une intégrale au voisi-
nage d 'une singularité mobile quelconque. •

Je d o n n e ensuite une expression de l'intégrale générale (au sens
aujourd'hui adopté) de l 'équation linéaire générale à deux variables,
valable dans un domaine assez peti t , mais indépendan t des fonctions
arbitraires. Ce domaine ne contient aucune s i n g u l a r i t é fixe de l'équa-
tion, mais pourra contenir autant de singularités mobiles que l'on
voudra, les fonctions arbitraires pouvant y être quelconques.

En particulier, on sera ainsi renseigné sur la forme analytique
d'une intégrale au voisinage d'un point par lequel passent plusieurs
multiplicités singulières mobiles.

L'expression de cette intégrale générale dépend, comme on le verra,
d 'un nombre fini ou infini de fonct ions attachées à l'équation, selon
que l'équation caractéristique a tontes ses racines simples ou possède
des racines multiples.

En général, ces fonctions ne seront pas calculables, comme d'ail-
leurs cela est le cas dans presque toutes les méthodes d' intégration
connues, dont le but principal n'est pas de fourn i r le moyen de cal-
culer effectivement les intégrales, mais bien plutôt de donner une
idée de leurs propriétés analytiques.

Je termine en ind iquan t comment cette méthode, qui consiste dans
une analyse de la solution fournie par la méthode des approximat ions
successives de M. Picard (méthode qui , d'ailleurs, a été employée
également par MM. Le Roux et Delassus dans les Mémoires cités) con-
duit, dans le cas des équations dont toutes les familles caractéristiques
sont simples, à l'expression de rintégrale générale donnée par
M. Le Roux.. - ! 1 ' ' :

Sous une forme un peu différente, l'énoncé du théorème concernant
l'intégrale générale de réquation linéaire que ron trouvera ici
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a été communiqué à l'Académie des. Sciences dans la séance du
7 février 1916.

I. — Les termes de la première et de la seconde espèce.

1. Considérons une équation linéaire d'ordre n à deux variables
indépendantes x , ^e t y, et d'ailleurs absolument qu<elconques. Dans
tout ce qui suivra, les variables seront toujours complexes; il faudra
donc toujours entendre par fonction quelconque une fonction analy-
tique quelconque.

Dans l'espace à quatre dimensions des variables indépendantes x
ety, envisageons u n e région qui ne contienne aucun des points des
catégories suivantes :

1° Les points singuliers des coefficients;
2° Les points où tous les coefficients des dérivées d^ordre n sont

nuls à la fois';
3° Les points singuliers des fonctions caractéristiques, c'est-à-dire

des fonctions qui^égalées à une constante, donnent les caractéris-
tiques de Inéquat ion;

4° Les points où deux ou plusieurs caractéristiques sont tangentes
sans être confondues.

Nous appellerons une pareille région domaine de l'espace (a?,j), où
il n'y a pas de singularités de l 'équation. Nous le supposerons toujours
limité et nous le désignerons par (D).

Dans un domaine (D), considérons un point qui n'est pas sur sa
frontière et que nous pourrons toujours prendre pour origine.

Envisageons une caractéristique passant par ce point et supposons
qu'elle corresponde à une'racine d'ordre K de l'équation caractéris-
tique algébrique en —• Ce sera une caractéristique d^ ordre k.

En se bornant à un domaine (D) suffisamment pe t i t / on pourra
toujours supposer que la famille dont notre caractéristique fait partie
a pour équa t ion

• ' ' : , , x = const., , • ,
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la caractéristique même étant, alors Faxe
x •==- o.

Ceci étant, nous allons écrire l 'équation l inéaire considérée sous la
forme " / • ' ' ' ' ' ' .. .
( I ) . ^ A / , 0 ) = = < î ï ( ^ ) ,

où ^Çu) est une. expression que Fon peut écrire sous la forme symbo-
lique

/ à . à \ i à , . à \à^ua^ ̂  (^ + ̂ y^) •" \-ôï+all-k(x- y^Ty)^
et le second membre ne contenant que des dérivées (Fordre n - i au
plus.

L'équation
^(u)~=o

admet évidemment, quelles que soient les fonctions //•(^),
/ , — i

l'inléêTale-.^o^^y'/K^)-
<==o , •

2. On peut déterminer une intégrale de (I) par les c o n d i t i o n s ini-
tiales suivantes :

i° Sur x= o, cette intégrale, ainsi que ses n— k — i premières
dérivées par rapport à x, se réduisent aux polynômes en y, qui repré-
sentent les valeurs de UQ et de ses dérivées par rapport à x pour x^=o;

2° Pour y = o, Fintégrale et ses k — i premières dérivées par rap-
port à y se réduisent respectivement aux fonctidns

/o(^), f,{x), ..., A-i(^1 , 1 ! ! 1 , : ! ! ! ! ! 1 i '
supposées toutes holomorphes a Forigine.

M. Goursat(1) à démontré Texistence de l'intégrale satisfaisant
à ces conditions par la.méthode des fonctions majorantes.

Dans le cas deséquatiôns linéaires, on peut, pour cette démônstra"

( 1 ) Voir GrOïîRSAT, Leçons mr l'intégration clés équations du second ordre, t. Il, p.3o3.
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h o n , employer la méthode des approximations successives, comme l'a
f a i t M . L e R ^ u x ^ ) . ' .

Ce dernier procédé permet 'mieux de voir, dans la nature de la solu-
t ion calculée, et nous conduira même, comme on le verra, à la forme
analytique deTintégrale .

Je vais examiner d^bord quelles sont les formes des termes que les
approximations successives introduisent .

En écrivant s u i v a n t la méthode bien connue de M. Picard :
A/, («o) ==o,

A/,(^) ==<l>(^o),

A^,.0==<])(^),
. . . . . . . . . . . . . . . . ,

on aura :

^4-1--= 1 dy 1 dy. . . ^r j A/,-/>^. .. j A^Çu^cb-,
« 0 ' • '0 •-'O "' <" <•«-/, t ' Ci

les intégrales curv i l ignes é tan t prises le long des caractéristiques
c(h ^lî • • • 5 c^t-k

autres que les caractéristiques de la fami l le
(*,

x 3— consl.
et à parlir de x === o.

Pour simplif ier l ' opéra t ion , nous al lons déterminer successivement
les intégrales correspondantes aux fonc t ions in i t i a les

u^f(x), ^/,=j/i(.r), ..., ' u^y^fj^^x),

don t la somme donnera l ' intégrale cherchée.
Nous poserons d'une façon générale

^:r=PO,y)/(^),

la fonction P(^, y ) étant supposée holomorphe dans (D).
En désignant pa rG/ la fonction de x et de y qui, égalée a une cons-

tante arbi traire , d o n n e l e s farmtles caractéristiques <?(, c.^ ..., c,^/,, on
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pourra développer UQ en série de la1 forme
• •X.

^=/(^)^<^(Ci)^,

/•i==0

et r.on aura de la même façon
" '• se

A,Q,-,(C,)=^Q,,,.(C.,)^, .

/a--==0

' se

A^-/,-iO/,/,.../,,.^^(C^-À.-i)= ^ (îl^,....^^(Cn-k)^n^,

/„„),==(>

toutes ces séries étant valables dans un domaine ( d ) déf in i par

W. M</', Lr]<^ '

où r est une quantité positive assez peti te , et dans lequel ces. séries
sont d'ailleurs absolument et un i fo rmément convergentes, a insi que
leurs séries dérivées.

On aura dans (cl)
»

P ( "r ^} f( r\ — -/ 'x / 'V 0- • • ( C / ^ r7 !+•/,+•••-+-/"-fc* l ' ^ . / / . / ^ / — A t A X , V/i/y ./«-^A^/» - h - ] ̂  ?
Ai2-\.2. . .A^—/,. -nM"

/ l ^ . .^-^.

où d'ailleurs l'on supposera qu'aucune des fonctions A^ (qui ne
dépendent toutes que de Inéquat ion proposée) ne s'annule. Nous
appellerons dans la suite une série de cette nature développement
normal de

: , •1 / ' .P(^.y)y^)- ^ • . - •

II est évident que, dans un développement normal d 'une pareille fbnc"
t i o n y les Q sont indépendants de/(£r),

Ceci étant, on aura évidemment
! ! ' ! in-r ! r ! ! ——1 1 ! y 1 ! l-•a o [ 1 ^ ! 1 1 1 • ! ! ^ 1 ' l i l 1 ! 1 1 -

(i) u^^f d y . . . ' f dy ^ Q%,..̂ ,(C,.-/.) . •
. , 1 . , ! '.. ,JflBl-' ^o1 1 1 1 ^ o 1 1 1 1 - . J^ 1 ! •' 1 ! ' 1 ! !

• 1 1 ; - m'ssO , ! , ! ! ; , , ^ 1 ^ 1 ^ . . ï,,—'kV:Q 1 1 1 . - ^ / , ^

X Ç x^^dx Ç x^-.dx.^ i x^/^^dx.

Ji} ^ 1 , 1 • J{} , ! ! ! 1 ' ^O- , . '• ! , ! ! ^ !
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en désignant, pour s impl i f ier l'écriture, par /^(a?) la dérivée TZ''"^
de/(^).

Si P^(.r,j) désigne le coefficient de f^^x) dans. ^ (a^ ) , - l e s
Q^../,, ,, figura dans cet te expression sont les coefficients du déve-
loppement normal de

^(^j)/^).
i 1 ! ' .

Faisons tout de su i t e une remarque q u i nous sera ut i le p lus ta rd .
.S i , ! - 1 1 • ! • 1 / 1 1 •

1Y/Î///
^/.^.../«-fc

désignent les l imites supérieures des valeurs absolues de

^ A \ Q^.......(C.-.)^^-^^sA! ̂ 2 • • •A^-A-

dans (rf), on peut évidemment choisir ces quant i tés posi t ives dé façon
que la série

00

2 Mïnl-^ • '

soit. convergente. Soit alors " , .
^(L^

sa somme. Nous appellerons cette quan t i t é limite supérieure normale
de P^^y); si iVr" désigne une l imi te supérieure quelconque
de ̂ /^(.-r), la limite supérieure normale de

^(^r)/"^)

sera, par déf in i t ion , la q u a n t i t é

3. Voyons maintenant quelles espèces de termes i n t rodu i r adans <-D(u)
la substitution u= u^, u^ étant donné par (i).

Il est aisé de voir que l'on a toujours

/ ûî^rfa f ain^€i^...f sy,î^fm(oL)d(X=: f Sf^...^^^,^)/^^^)^,
J'o ^ «•A) , ^n «/ o

où SJ^ .^^ est un polynôme facile à calculer.
Ann. Éc. Norm., (3) , X X X V Ï . — A O I ' T 1919. 3l
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Tout ternie de (i) pourra donc se mettre sous la forme

fB;; //,.,^(^J,a)/-(^)^,
*• 0

où l'on a

R .̂... .(^ r, a) == S;̂  ../,...., (-r, a) ? ̂ . . . Ç Q^,../^(C/^.) ̂ ,
^ rt »•' 0

/'"* r

les signes / ' é t an t comme dans (i) au nombre de k. On voit donc
' ! ' . ^ o ' / •

immédiatement que :
1° Les fonctions

R^-» • ( r Y 'y\ï ^a^... /„_), V ^ î J î ^^ .

sont nnlles a ins i que leurs premières n—k — '2 dérivées par rapport
à x pour x --=. a.

2° La série
ao

^ ï^..,,,.^,y,°0
<l;2.. .^,-.fc=0 •• , <&

est absolument et uniformément convergente si ] a 2 ] , | y | , | a | sont
assez petits.

Soit R^(;r, y, a) la somme de cette série.
Cette somme possède naturellement la propriété ï° de chacun de

ses. termes.
On aura par conséquent, dans t&(^), des termes des deux types

suivants :
K^j)/^),

W ^
j R^y, j^/^'a)^,

^n

où les R sont des fonctions dont la forme ne dépend que de P ( x ^ y)
et de l'équation proposée.

De plus^ la propriété i° de K^(a?,j, a) montre que :
Sik= ï , le nombre entier positif m dans les expressions (2), figurant

dans $(^^), ne dépasse jamais le nombre n—t.
Si Je ^> ï, ce nombre m ̂ > n — i.

Ces deux faits sont très importants pour la suite; nous ferons
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remarquer que ce sont des conséquences des propriétés des fonc-
t ions R^.^^y, a).

4. Pour avoir maintenant les formes des ternies de ^, il faudra
considérer à la place de (i) les expressions analogues provenant de

(3 ) ( ' d y ^ . T c l y f K^dx... / \R^(^ j)/^') dx

J» t 0 - '<•„ fc ^ ' C ,

et de

( 4 ) f ' c i f . . . Ç\iy f A/^AÏ... f ^ c l a - l ' S^^.z.r.a»/^^)^.
• ^0 '-•O ^( '«-A <- <•» ^ <>

Pour ce qui est des expressions (3), elles rent rent dans l'étude faite
an paragraphe précédent. Elles donneront dans u.^ une somme fmie
d^expressions de la forme

f XT^r,^)/^)^,
*-0

où les R é s o u t des f o n c t i o n s diirérentes des R^, mais ne dépendant
loujours que de V { x , y } et de l 'équation proposée et possédant les
mêmes propriétés i° et 2°.

En ce qui concerne les expressions de la forme (4)» nous ferons
d^abord remarquer que, si l'on pose

^ix, js a; = Rîo(^ 7) + ̂ Ti (^ y^-^W^.y}^^...,

ces expressions dev iennent des séries uniformément et absolument
convergentes d'expressions de la forme (3) où, à la place de /^O^)? on
aurai t

/ aV^Ca)^,
^0

z'o étant un en t ie r positif quelconque ou nul.
J'appellerai donc développement normal d'un terme

{ Bî^^^a)/^^)^
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la série , . , •
-- , ! x .,.»•

^R^(.r,r)^ aV-(a)^a,
• / „= !

où toutes les fonctions .B^ sont développées en séries normales
(voir n° 3).

On aura alors, pour les ternies de u.^ provenant de (4),

y r^r— f'^/Q^,/.../^(c^)f ^-^•...,
. .. . , ^ ' 0 ^O ' ^ ^ O/„/!/.;. ..;„-„),.-=0

X I ^^cljc J x^f'^xydx.
^ o *-- o - .

Coinme plus haut, on aura ici des fonctions

R^/.../^(^JVa),

mais dépendant de n — k -4- i indices/pour lesquelles on aura les pro-
priétés suivantes :

1° Pour x == a»,ces fonc t ions /a ins i que leurs jz —• À — i premières
dérivées par rapport à x^ son tnul les ;

: l i 2° La série
00, ! 1 !

.2 R^, -.-./„-. (•^ y ̂ )
./()'/ 'i/^.../,(-,,fc=.=0. .- , „

est absolument et innformément convergente pour .rj, ly| et | oc [ assez
pet i ts .

Nous appellerons do même limite supérieure normale (F un terme de
la forme

I' Brc^^^vt^)^
, 1 : . <: ^ , • ^ ' ^0 ^ ^ 1 1 1 1 . 1 ,^' : ! ! ^ • ! , , ! l l i 1

'la' somme^d'e la'série- 1 1 , ' ;,11^ - 1 1 : ' : / 1 ' 1 , ^ 1 1 \ 1 , ' 1 ' 1 , . 1 1 1 1 • 1 1 1 ' 1 ' 1 1 1 : ;',,•
1 ''" ' • ' , , 1 1 1 1 S<î 1 ^ 1 1^1 : - 1 1 •

• l . ï l M ' " ^ M^,,„../„,_,==,rM" t.arL.Ï',
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où chaque l.erme représente une limite supérieure de

_______________| /y. 1 (~\fH . - / P , \ .y,/o-+-/'i-r-/.>-î-, ..-r-/»-^. f/fl(y\
7——À——————i————1 ^ 1 V/'o/i /,.../„,.& ̂ H-/,}^" 1 - A / V ^ - J ?
71 1 AS * • 'A» -À-

convenablement choisie pour que la série soit convergente.
En se rappelant la propriété 2° de fonctions R^/,.../,,,^ on pourra

conclure de tout ce qui précède :

Quel que soit le rang py les expressions obtenues pour <&(^), par le
procédé indiquée ne contiendront jamais qu'un nombre fini (qui d'ailleurs
varie avec' p) de termes des types (2).

rappellerai termes de la première espèce ceux de la forme

R(<y)/^(<),-

et termes de la seconde espèce ceux de la forme

- F î.^,y,a)/^(a)^a,
! ' . , , ' ! ^o . ! „ . /! ! , ,. ; ! , ' • 1 ; ,

quels que soient le nombre m et les fonctions R.
Comme aux paragraphes précédents, on déduira immédiatement de

la propriété i° des fonctions
///. . /» f Rm • •R•/i/a.../»-,^- '-l ^'/(i t ^ i ^ . . . i , i - k '

Si /£=!, quel que soit le rang p, le nombre positif m ( indiquant
l'ordre de dérivation de /'(\x*)), dans les termes de première et de seconde
espèce de ^Çu^') ne dépassera jamais le nombre n — ï.

Si /c^>ï, ce nombre m croît indéfiniment avec p. Enfin, on peut
ajouter que : • ! ! ' "^ , . - •

,SY /c=i, les expressions de ^(u^) ne contiendront jamais que des
termes de la première espèce. En effet, dans ce cas particuliery on n'aura
(lans l'expression de u^ aucune intégration par rapport à a.

II. — Sur la convergence des approximations successives. Les intégrales U^.

5. D'après ce qui a été d i t jusqu'ici, toute expression $(^), quel
q-ue so i f c^ ,peu t se mettre sous la forme d 'une somme finie de termes
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de la première et de la seconde espèce. Soit ;j. le nombre des termes
de la première espèce e t v le nombre des 'termes de la seconde espèce
que contient $(^). On aura

î1 '''
*(«/.)=yP^(^y)/'"(^)+S f K,,,,,(.v,y,a\f"^v.)dv.,

J()
ïfi .-= (I fil == 0

où ^ et v peuvent dépendre de p .
Avec les notations de la section précédente, on pourra écrire les

développements normaux

f m. ( -y. \ «-„
P //i . ^\ f ' i i f y \ — J ' / ^ C } " 1 ? (C , } ,y,/rK.r^...+/» - f c
l/^^^^JV v ' ' " "A1A2. . .A»- / , ^ V/,/..../^A<-^-^^

/ ( , / I / ' . ; . . . / , , . . .A=.O

et , 1 - : 1 / 1 ^ ^ ! 1 1

/•/« / ff\ -^
B <''y V t V \ f l n ( v ' \ — — — ^ v / V f ï^y /F ,\-y.(l+/.,-+-...4-/«...)l ,y/ymp\^';y^')J \ c / ' ) — ^ ̂ ^ ^ ^ v/„/\/2.../•„„^.^^^-^/>x ' / ^ a » .

Considérons maintenant les l imi tes supérieures normales de P/,/^
et de Rrn/n soient

OïL^ cl OÏL;;̂

et posons
, ;•». v

OÏL == Y ;}1L ̂  // e l 3\i o "= V ̂  o"/' •
/ri —. 0 /// =; 0

Dans un domaine (ûT) intérieur à (W), on aura pour limite supérieure
normale clé ^C^,) l 'expression

^M[^tL-4- ).r [DlLo],

où M>|/(^)[ dans Çd) et À^ est une quantité ne dépendant que
de { d ' } y { d ) et du rang p choisi,

D'après ce qui a été dit dans la section précédente, on aura pour ^n
une expression qui pourra s'écrire sous la forme d'une somme finie de
séries telles que

( 3) 2 f ̂ y " 1 ^rô^.../. -.(C^) f ^--^î...' f .yV^) ̂ r
/• /, / .„. *' » " « "o ^o
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et ' -

(5/) 2 F ^y'- F ^rQ^...i^Wn-^ f ̂ ^dx... F ^//" {x)d.r.
/o/^.../n-fc 0 t - 0 J'» ^

Chacun des termes des. séries ( 5 ) et ( b ' ) peul se" mettre sous
la forme

et la forme

^
\ Rî^. ./.^(.^r^^/^ta)^

Jo

^ R^/..../..,..-,(^,r.^)/-(a)^.

Ces fonct ions (R) sont , dans ( c i ' ) , linntées supérieurement par
l'expression

1 • ,Y.\n—^-l [ -,/ /r j 'M/^ , ! | ,y \ M/// "]1( I • !,} l. ̂ /i/ï.. ./«-;> ~+" | ̂  \ ^ l/(> /i <•,. . . /". . . . ;, J i

et les termes de (5) et (5') eLix-mêmes sont limités par

A^ / /-^ |J(^M[M^,,/„,,4-|^|M^/,,^J.

On n 'a t i ra qu'à mul t ip l ie r ces limites par

(-^)(-M)
pour avoi r des majorantes des R et des termes des séries (5) et (S'),
dans Çd).

D'autre part, chaque terme de ces séries donne, par sa subs t i tu t ion
dans

^(u),

un nombre de termes au plus éfçal à n^ dont chacun, à cause de la
forme des majorantes des R, est l im i t é supérieurement par l'expres-
sion

p / .N^M [M^,.,,^-4-pM^,,.,,,,J,

où p désigne le plus grand des modules \x\ et \y\, À une quantité ne
dépendant que de (W), de (d) et de l'équation proposée, et N une
l imi te supérieure des coefficients de $(^) dans (rf).
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Si donc on désigne par A une autre quanti té ne dépendant toujours
que des domaines (W) et (d) et de l 'équation proposée, on aura
dans (^ /), pour

^(^...-i),
la l i m i t e supérieure normale

' p À ' N À ^ M E ^ l L + p O K o ] .

Ceci é t an t , il est aisé de voir que la rîmite supér ieure normale de
• . . ^(^-^ ^ ' "' ! -

ou ^,est un entier posit if quelconque, est donnée par l'expression
(pÀN^Â^MpIL+pOil 'o].

Si donc le nombre positif p est assez petit pour satisfaire a l ' i né -
gai i té

p/ .N < i , ,

la série de termes de première et de seconde espèce, représentée par

^^(^), ' ^ . , ! '
! ! ,. . p^o

est abso lument et un i formément convergente dans un doma ine |5
d é f i n i par

M<p.. \y\<^
qui, comme on le voit, ne dépend en aucune façon de la fonc-
tion/^).

Dans ce même domaine , la série

2 2 ̂ ^j^j2 2 ̂ (^j^)
p == 0 fît == 0

est aussi absolument et uniformément convergente.
11 résulte de ce que Ton vient de dire que l'oii peut changer l'ordre

des termes dans
, • ! • , , 'uO , - ! - ! - . ! - ! '

;.:', - . : / . - - : [ . ' 1 1 : . ' 1 ' : /' 2^^^^^ 1 , \ • •. ' 1 , ;
. ! ! . -.. :. 1 1 1 ; 1 ' 1 ^ :' 1 , ' \ 1 1 1 ^=0 , 1 1 - ! '.,.; 1 • 1 , ' . ! / !

! ^ ^ . • ^ ! ! 1 ; - ! ! 1 1 1 1 1 1 1 ' ! '! • r^ • 1 1 1 ^ , '
etgrQuper ces termes sous un même signe / , comme on le voudra.! 1 , ! : - ! ! . . 1 1 '• . ' ! '• •l-4 ! ! ! ! ! " ' .
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Si l'on t i e n t compte de ce que Fintégrale eliercliée est représentée
par , ,

Lî=i«.,
et que Von se rappelle ce qui a été dit au n0 3, on aura, suivant que
/* == i ou que k^> i :

,' ,n ~ l

. A,(U)==^ rAK^y:)/^^)^-f .B,(.y,^a)/'-(a)^a1,
; . .. L •-'o J

(11) î̂ /• î1 A — 1 ce

A,,(U)=^ ̂  | A,/(.r,.y ).//(.»)+ f B;,t.r,.r,a)//(a)^|.
- 1- t-'() J "
' .-- /==() i=0 •

' Dans le cas par t icul ier où k = n, on aurait identiquement • •
. . . B/y0, j , a )=o , . • •

quels que soient / e ty.

6. Pour avoir m a i n t e n a n t l'intégrale U, il faudra intégrer (II) avec
les fondions i n i t i a l e s

/y(• r) (7=°. ï, 2, .. - , Â - — I )
s.ur y ==•-- o, cl

/o(°) -+• J/K0) + • • •-+- J71"1/^-! (0) ( i = °» r^ 2. • • • » n —— Â' —— I)

sur x == o.
Si l'on pose

II == </o-4- Z,'

on aura à déterminer u n e intégrale Z de (II) avec les fonctions i n i -
t ia les nulles sur x == o et y = o. On aura donc :

/ ' ' • fi—i .̂ 1 ' • 1 • , ' ' ! • '
. U^/(.r)-l-yV / Niix.Y.^^Wda ^ • (^='i), -,

• , • , :- , ! ^o'0 , ^ 1 ' ^ . ! ' ! .'
1 , . A '—l ' 1 , 1 ' 1 1 1 1 1 1 • . Vf--I ça y. ! . ! ! ! •

(in.) ^ { u.l^^y/,(^) +y^ ̂  f Vv^ y, a)/)(a) ^a. </:> î ) , ,.
•' 0

/î=:Q \ . . f ==.0 / = 0 1 ! ' , , . ,

/ z — L ^ ! 1 1 ' ^—1 co , , ! ! ^ . , • ,

U=^y^)(•r)+J••'l2 2Yv(;r'y)^<•^•); : (Â-= / î ) ,
: y"-—: 0 1 / ï=0 /==0 . • . ., ' 1 ' 1 . . " -, •

Jnn. Éc. Norm., ( 3 ) , X X : X V Î . ~ AOUT i9i<j. . ^^
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Dans toutes ces expressions, les fonctions V ne dépendent que de

féquation proposée et en aucune façon des /(^).
Ces expressions sont toutes valables dans un domaine (o) égale-

ment indépendant des fondions arbitraires/^) qui sont assujetties
seulement à être holomorphes dans ce domaine . Cette dernigre hypo
thèse peut être levée.

7. On peut déterminer un domaine (o) assez petit pour que les
expressions (Il-I) y soient valables, c'est-à-dire que les séries con-
vergent: dans ce (§), quelles que soient les fonctions /(^') dans ce
domaine, pourvu que l 'origine soit pour elles un point ordinaire de
façon que les intégrales aient un sens bien déterminé. C'est ce que
nous allons montrer.

Considérons, pour cela, un cercle F situé dans le plan des x et ayant
l'origine pour centre, et supposons que les/(<r) a ien t des singula-
rités absolument quelconques dans F, à condition d'être holomorphes
à l'origine-, et cela quel le que soit la branche de ces fonctions si elles
sont multiformes. . -

Ceci étant, envisageons les chemins L, satisfaisant aux conditions
suivantes :

i° Ces chemins partent de l 'origine et aboutissent en un point quel-
conque de F, où les y(a?) sont holomorphes, et restent entièrement
situés dans T entre ces deux extrémités ;

2° lis ne passent par aucune singulari té de F;
3° Entre l'origine et un point déterminé de F, le chemin L corres-

pondant est le plus court de tous ceux qui satisfont aux conditions 1°
et2°. ! . ^ ! \ 1 1 . 1 ; ' 1 . • 1^ ' • 1 1 - 1 /. • .'..r' ' • 1 1 1 ' , 1 ' , ' 1 ! 1 1 1 - - 1 - , 1 -

Soit / la l imite supérieure des longueurs de tous le schemins L ainsi
définis. Si (à) est assez, petit pour que l'on ait dans ce domaine

:, 1 ^ 1 1 - / 1 : 1 . . 1 1 : \ 1 \ 1 , 1 1 . 1 1 1 ; 1 : '<1!1•;' - •1 1 ; ' -1 1 ' 1 , •;ll,;l-l:^l<:.pl<l:l"l-' ^ 1 1 1 ; 1 ^,1 / , 1 1 : . 1 1 ' .1 . '.

on voit que tout ce •qui a été dit pour le domaine (o) primitif, où
les y^) étaient holomorphes, peut être répété pour ce nouveau
domaine (à), qui est toujours indépendant des fonctions f^)-s et dans
lequel ces fonctions peuvent avoir des singîîlarités.
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On peul donc prendre dans (III) des fonctions fjÇ^) arbitraires',
pourvu que f origine ne sou pas un point singulier pour ces ̂ fondions.

Les expressions ( I I I ) représentent donc aussi des intégrales non
holomorphes dans ( o ) .

<S. Il est clair que r in tégra le(U) déf inie plus haut, q u i dépend d 'un
nombre de fonct ions arbitraires'égal à l 'ordre de la famille caractéris-
t i q u e

;r==const.,

n'est pas la seule que l'on puisse obteni r ainsi .
Une famille caractéristique quelconque peut être ramenée par un

changement de variables à la forme ci-dessus, et une caractéristique
quelconque à l'axe x = o.

J'I v aura donc des intégrales telles que U relatives à une caractéris-
t ique quelconque. Si c désigne cette caractéristique, nous désignerons
rintégrale analogue à U lui correspondant, par

.. ! U,.1 . 1 1 1 ,1 , ; .1 1 ' ' ; 1 , 1 1 1 , .' •

Cette intégrale^ par définition, dépend donc d 'un nombre de fonctions
d'une variable, égal à l'ordre de la caractér is t ique c.

On peut donner des intégrales Uc la déf ini t ion su ivan te : ce sont les
intégrales qui possèdent cette propriété que leurs valeurs, ainsi que
celles de leurs premières n -— k—i dérivées extérieures à c, sur cette
caractéristique, sont données par des polynômes d'une variable de
degré 'k — i au plus, et qu'elles sont holomorphes en un point de c.

9. Passons maintenant a un ordre d'idées un peu dif férent et
essayons de représenter analytiquement des intégrales déterminées
avec d'autres fonctions initiales.

J'ai démontré, dans nia TÂ^(Paris, 1916) que, si l'on se donnai t sur
une caractéristique d'ordre K, soit

• 1 1 1 . 1 1 / ' 1 -1'1 . ̂  ,^ CC^^^o, 1 . \;1 / 1 ^ 1 ^ ,1' ^ ^

supposée passer par l'origine et satisfaire dans un domaine (D) autour



232 • S. ST01LCW.

.de l 'origine à l ' inégalité

un nombre /^ ,—k de fonctions in i t ia les toutes holomorphes dans la
région de cette caractéristique définie par :

| j |-<A (région à un seul tenant),

et sur la droite y == o, un nombre K de fonctions ini t ia les toutes holo-
morphes dans la région de cette droite, où

et où ^ est assez péïit par rapport à h, on peut dé te rminer un
domaine Çrf) de l'espace (^y) contenant entièrement ces deux régions
et dans lequel l'intégrale qui correspond à ces fonctions initiales est
holomorphe. Ce domaine Çd) est indépendant des données. (Voir
Thèse, p. 45? lemme I.)

Si nous revenons main tenan t aux intégrales U,., il est facile de géné-
raliser un théorème que j ' a i donné dans ma Thèse (p. 44) et qui établi t
un lien entre les s ingulari tés des fonctions initiales et la nature analy-
tique des singularités des intégrales correspondantes.

Considérons, en effet, le domaine (rf) du lemme que je viens de
rappeler, et appelons (y) et (y') les régions de la caractéristique et
de y == o où les données sont holomorphes et qui contiennent l'ori-
gine. 1 1 - ' 1 1 1 , 1 . ! . 11 ' ! , •

Déterminons une intégrale avec n — k fonct ions ini t iales holo-
morphes dans (y) et K fonctions ini t ia les quelconques dans (y') holo-
morphes à l'origine seulement.

Soit u cette intégrale. On pourra déterminer une intégrale du
type U^ où c est la caractéristique

, . ^ ^ ^ ! . ! , , , ; ! 1 - ! ! , , C(^,j):=o, 1 1 1 1 ' 1 1 , - ^ ! 1 1

et ayant sur y == o les mêmes fonctions initiales que a. La différence
1 1 . 1 1 ' . ! '• ! ! 1 : ! ! ! , 1 ' 1 1 : 1 1 1 • 1 ^ — U , ' ^ , ; . 1 1 1 ' 1 1 . ^ ' ! ! ^

sera, d'après le lemîne rappelé holomorphe dans le domaine (rf) de ce
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lenime. D'autre part, LJ,, sera représenté par (III.), dans un domaine (à)
indépendant des données.

On peut donc énoncer la généralisation suivante du théorème de
ma Thèse (p . 44-) :

Toute intégrale déterminée avec des fondions initiales holomor plies
dans (y) et quelconque dans (y^), qui est seulement suffisamment petit
par rapport à (v), est représentable dans un domaine (S) contenant
entièrement (y") et indépendant des fonctions initiales par

Uc+H,

où H désigne une fonction holomorphe dans tout (S), et les cirbitraires
de Uc sont les fonctions initiales sur (y').

Dans le cas particulier o\\k==n^ l ' intégrale L\, représente l 'intégrale
générale; on voit sur l^expression (III) de cette intégrale qu'il y a
alors une infinité de solutions uniformes autour d'une singularité
mobile, ce qui n'a pas lieu dans le cas général, et ce qui a été démontré
directement dans ma Thèse (p. 3g) par une autre voie.

in. — Sur certains systèmes d'équations fonctionnelles et sur Pintégrale
générale des équations linéaires à deux variables indépendantes.

10. Considérons une expression fonctionnelle de la forme
n

^n=^cii{x,y)fi[bi{x, y}},

où les fonctions a^ et bi sont données et les fi représentent des fonc-
tions arbitraires d 'une variable.

Nous supposerons que, dans un domaine contenant l'origine des
axes des coordonnées, les fonctions a^ et ^ sont holomorphes et que
l'on n'a en aucun point de ce domaine l'égalité

àb^
ôy : o.

Considérons n fonctions d e y :

?^(y)î ?i(y)T < • • / ^(y)
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assujetties à la seule condition d'être holomorphes à l 'origine, et pro-
posons-nous de dé te rminer les fonctions/ , de te l le façon que l 'on ait
les égalités suivantes pour \'r == o : ,

/ 9o(,r)^(4^)o.

°.c-)=(t).
(6) i \ U 3 " . 'a

f , , fà"'l>,,\
\ o'l^")= -^r '1 \ OJL / 0

o^ ('kju? (•^) 5 etc., désignent les valeurs de ^ ^> etc.,
pour x === o.

Nous a l l o n s faire voir que le système (6) peut être réduit à un
système différentiel l inéaire à n-4- i ineoniHïes et d'ordre n.

Convenons pour cela de désigner par

yn^vj)]
la dérivée de fi[bi{x,y}} prise par rapport a ^/(^,y), cette fonct ion
é tan t considérée comme variable indépendante .

Considérons la fonct ion
' 1 ' 1 - ' ! ; ^ • àn^^ 1 , 1 ' 1 - 1 , , ! ; . •

ô x 1 1

et a joutons et retranchons de cette fonction la même fonct ion

i«-<->[S"/-"fê)"J2 fâ^Y
{ à y )

dont le dénominateur ne "s'annule pas, d'après rhypothèse ûiite
sur y-? dans un domaine contenant l'origine.
'1 ' '.Geci'étant, posons ; 1 : 1 : 1 ; " 1 1 1 1 1 1 ' 1 : 1 1 ' 1 1 : : 1 1 - 1 1 . 1 , 1 ' / 1 1 1 ' 1 ^ 1 1 ^1 / ; 1 : 1 1 1 ^ . 1 / 1 1 1 1 / 1 ; - 1 , : 1 ^

/àbA11 . , - ./àb^ '
^^^^^^^^^^

les A/ (^, y ) étant des nouvelles fonctions indépendantes des/) et natu-
rellement holomorphes à l'origine. .
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II est, dès lors, facile de voir que si l'on fait dans l'expression
à'^bde —-^, ainsi écrite x = o, la dernière équation de {6} ne contiendra

plus de dérivée /n^(o,y),/n^(o,y),
/^.M

.mais des dérivées

Ur"À

On pourra recommencer la même opération pour les dérivées

fr'Wo^y)].
et l'on finira par réduire, dans toutes les équat ions du système (6), les

/ \p./" \
dérivées (/f)o à des dérivées (-— J) •

Ce système sera donc transformé en un système linéaire différentiel
ordinaire où les inconnues seront

/o[^(o»j")l /lE^iC0^)]^ - •» A[M°^j)L
où les seconds membres seront linéaires et homogènes par rapport à
ces fonct ions et leurs dérivées, et les coefficients de ces seconds
membres holomorphes à l 'origine. L'ordre du système est évidem-
ment 7l.

Le problème posé au début de ce paragraphe a donc, comme on voit,
une i n f i n i t é de solutions, quel que soit TI^I.

L'intégrale générale du système différentiel correspondant à (6),
et par conséquent la solution générale du système fonc t ionnel (6)y
dépendra (comme il est facile de le voir par un simple calcul des déri-
vées) linéairement des n2 constantes représentant les valeurs des
inconnues et de leurs premières n — i dérivées pourj== o.

Ces constantes ne seront d'ailleurs pastout à fait arbitraires, devant
satisfaire aux premières n — i équations du système différentiel trans-
formé1 de ((.>).,'111 '1: . \ 1 ; 1 '.-v 1 , ! ! • • 1 ' ' • ' ' ' ' !

il. Tout ce qui vient d'être di t suppose évidemment que les
n -h i fonctions yo(j), ci (y), ..., ç^(y), sont données. Si. l 'on
prend pour ces fonctions des fonctions arbitraires holomorphes à
l'origine, il est évident, d'après la forme des équations différentielles
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du système (6) transformé, que la solution générale dépendra encore
linéairement des constantes en nombre infini. :

90(0), 91 (o), ..., ®«(o ) , © y ( o ) , ^(o), ...

qui dé te rminent les ç.
Soit alors M une l imite supérieure du module de tous les y,dans un

domaine contenant l 'origine défini par

On aura dans tout domaine (à) in tér ieur à ce domaine la majorante
M . ! ^

• i-.-^
! r

pour les fonctions o, et par conséquent dans tout (S) Finégalité

(7) ' 1 ^ 1 ' ! 1.^1 <^M,
où \ désigne une quan t i t é dépendant seulement des a^Xyy) et bf(x,y),
et nul lement des y, à la condit ion que Fon choisisse convenablement
les /r constantes représentant les valeurs des (//)o et de leurs dérivées
jusqu'à l'ordre n — i, poury == o..

En effet, on n'aurait cii^à prendre, par exemple,

(/oïo^^ (/rîo^- • •== (y^-i)»)3^ Or

(à^\_ (àK\_ „ (àf^\ „,
A^À" \ày },-••— \ cly ^o-0 '

( Âlt—tf \ / Alï—ï f \ f r l ï - \ f \
u_____^ \ ——— / u_____il \ ——. ——— / 6 ^^--1 \ ——— /.

„ ^-^o-Y^r^/o^^'-V^^^ ;o""

poiirjy ==. o. 1 ^ , ! ' 1 ! ! ! ' • ' - 1^ - • 1 ! ! " 1 1 : ! , ' ! ' ^ \ ' ! ! , „
Les constantes représentant

( à f \ " { à11"^ f \
, • - (^)o, ^j/ • \ " ^

poury== o figureraie'nt/ alors ^seules dans' Pexpression .générale .de la
solution de (6), et rinégalité (7) alirâit naturellement lieu pour ces
constantes, donc pour les solutions de (6) ainsi choisies.

Nous appelons œs solutions de (6) solutions normcde^. .
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12. Nous allons maintenant appliquer ces considérations à la déter-
minat ion de l 'intégrale générale de l'équation (I), qui est F-équation
linéaire générale à deux variables.

Reprenons pour cela les expressions ( I I I ) (iwr n° 7) des inté-
grales U,., définies dans la section précédente, et posons, pour
abréger,

U,=T,+S,,

où 1\. désigne la somme des'termes de première espèce et S .̂ la somme
des termes de seconde espèce figurant dans l'expression (III) de U<,.

Considérons alors les équations

(.) 2;(ï..).=yo(j), 2(^)^?,^), ..., S^)^0"-^).
C - (• (;

où l ' indice inférieur o indique, comme plus haut, qu'après les dériva-
t ions on a f a i t ^= o.

D'après ce qui a été démontré , il existe des fonct ionsy/ (c) sat isfai-
sant au système (^). Nous considérerons les solutions normales do ce
système, et nous les subst i tuerons dans

àS^ àn-lS, .
0 chx' " t î ôx^ *

Nous écrirons alors le système

V /T ^ 'V f^ \ V fàTA ^? (^A VY^^-i0-^ ̂ c)^ L\-ox),-.L { j ^ j ;, 2,( I<I)0:=2<(SC)01 ZY-^JO'"^
w 1 ^ fàft--lr\\\_/àlt-ï^\S à x 1 1 - 1 /o V^^' /o

dont nous pourrons encore déterminer un système de so lu t i ons nor-
males. , . ' . .

On subst i tuera ces 'solut ions de (&) dans les seconds membres d 'un
système ( c ) loul pareil à (b). C'est la méthode des approximations
successives de M. Picard appliquées aux expressions de la forme

TC.-+- S^

La proposition du n0 11 montre que l'on a, pour les solutions
Ânn. Éc. Norm., (3); XXX VI. —SEPTEMBRE 1919. • ^ . , • 'Ju
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Vde (a),
„ ' ! , I . /KAM,

où "M est une Imiite supérieure des'o(r) dans le domaine ( S ) où
les IL. ont lés expressions (III). ' ' :

On aura donc, pour l imite supérieure des modules des seconds
membres1 de (&), ' , ' ; ,! •1 pfJ-ÂM,

où u. comme À désignent des quantités numériques dépendant seule-
ment de l'équation proposée (I) et du domaine (S), et p le plus grand
des modules [x] et jj],

On aura donc, pour les solutions du système (6), la l imi te supé-
rieure

• • 1 ' ' : • p^PM,

et pour les seconds membres de (c)

^ ' . p^À2]^

et ainsi de suite. On aura donc en général pour le système de rang/? la
l imi t e supérieure

. • , : P^---^-ÎÂ/^M

pour te second membre, et
p^-i^-i-}^M

pour les solutions normatéis. • ' , \ . . . , • . . " ! / , ' . " -• •
Si donc p est assez petit pour que

. , , , , • ^ , pp,^<t, ', ^ •. ' , .' ,

les solutions normales des systèmes (a), (6}y (c), etc. fonnent une
série convergeant absolum&nt et uniformémen t dans un domaine assez

^ petit autour^dè l'origine.'-11 1, ^ 1 1 ' 1 : 1 ' '1",1^ . 1 ' 1 , 1 1 1 1 1 1 , ' 1 1 ' 1 ' . 1 1 1 ^ ; : • 1 1 , . . ' , 1

-/'Les /rf onctions/qui sont les1 sommes, de ces •••n. séries'auront ta pro-
:^pnété, suivante,^Mmédiatement.reconnaissable s'ur/lâ'cilaîne des sys-
tèmes d'approximations successives. ';,' ' ...' '.-1

: Si ron remplace dans , 1 , 1 1 1 ^ ' .1 , /1^, ' ,^1' 1 '1 1 •'1111 ,1 .1 '. 1 . 1

; ;1 / 1 \•1 , . ;1 1 :1 1 '1••1 '1 , / ;•1 1 ;1 1-1 1 1 ;^ ' t , ^ ' : 1 •.'.•-.'U,^:^-}-^.11 : 1 : 1 1 1 1 1 ' . „" , : 1 • 1 1 1 1 . 1 , 1 • 1 1 1 \ \ . ; , ' , 1 1 1 . 1 '1
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les fonctions arbitraires 'par-ces'/, et que l'on fasse ensuite la somme

; • - • '- . 1 VU. . ' ' r

étendue à- toutes les'caractéristiques passant par l'origine-, on obtient
une intégrale qui , sur oc = o, prend, aussi bien que ses 71 — ï pre-
mières dérivées par rapport a ce des valeurs données a l'avance,

?o(j)» piO'^ •.••. ?/t~i(y)?

arbitrairement choisies, mais holomorphes à l 'origine.
D'où le théorème général suivant :

Toutes les intégrales d'une équation linéaire à deux variables-indé-
pendantes ^ holomorphes en un point 0, sont comprises dans l'expression

•y u' ' ! Àà î
1 1 1 c

relative aux caractéristiques passant par 0 et valable dans un domaine
fixe (S) contenant ce point,

i;î. L'intégration d'une équation linéaire quelconque à deux
variables dépend donc ainsi de la connaissance des fonctions appelées
plus haut V, qui dépendent de la nature de l 'équation, et, que d'ailleurs
en général on ne peut calculer effectivement.

H existe un cas particulier, bien connu d'ailleurs et qui a été tout
..particulièrement étudié par M. Aççell (Journal cîe M. Jordan, 189-2),

où les fonctions intégrantes N , sont faciles à calculer,
C'est le cas de l 'équat ion de la théorie d e l à chaleur

à2 u àa
\ 1 ' ^ ! ! , / ^ . ' ! 1 àx1 à y 9 1 1 1 1 ; 1 1 1 ' 1 . '

où l'on a l 'intégrale générale • .

: "^iî^^^^i^^^^'^^^.
' l = a : ; i=f> ' ,

C'est,comme on voit, un cas particulier de-la forme de l'intégrale
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générale des équations dont toutes les caractéristiques passant par un
point sont c o n f o n d u e s ; qui se confond, d'ailleurs, avec l'intégrale U^
qui est ic i u n i q u e et dépend de x fonct ions arbitraires (voir
n° 6).

On peut se rendre compte, d'après la forme-de l ' intégrale générale,
que le problème de l ' in tégrat ion d'une équation à caractéristiques
simples est tout différent de celui où il y a des caractéristiques con-
fondues.

Dans le premier cas, il n'intervient qu'un nombre l imité de fonctions
attachées à l 'équation; dans le second cas, il y a une infinité de
pareilles fonctions.

L'expression de Fintégrale générale permet aussi de se faire une
idée de la nature des intégrales en donnan t des renseignements sur
leurs principales propriétés analytiques. Ainsi , l'on reconnaît immé-
diatement que les singularités mobiles sont des caractéristiques, que
toute intégrale est décomposable au voisinage d'un point par lequel
passent plusieurs multiplicités singulières, en somme d'intégrales
i^ayant chacune qu'une seule mult ipl ici té singulière passant par ce
poin t .

On reconnaî t aussi immédia tement qu'en dehors des équations dont
toutes les caractéristiques passant par un même point sont confon-
dues, les équat ions linéaires n 'admettent pas, en général, des in té -
grales uniformes au voisinage d'une singularité mobile.

14, Dans un très intéressant Mémoire, publié en 1898 dans le
Journal de M. Jordan, M. Le Roux a montré comment on pouvait
intégrer une équation l inéaire d'ordre n, dont toutes les familles
caractéristiques sont simples (ce qui est le cas général), lorsque l'on
connaît n intégrales dépendant chacune d'un paramètre arbitraire
et satisfaisant à certaines condit ions, intégrales que l 'auteur nomme
principales. '

II est aisé de voir que l'expression de l'intégrale générale donnée
par M- Leroux se déduit de celle qui est donnée par le théorème
du n0 12, dans le cas ou toutes les familles caractéristiques de l'équa-
tion sont simples (/c=== i )*

Considérons pour plus de simplicité le cas de l 'équation hyperbo-
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l ique du second ordre
àîli -\(^ v\^i-+-Bf.r r-^-4-rr^ v}

ôx ây ~ A { ' } ) àx + D(^ } ) ̂  -f" L(^ }' h

où A (^,j), B {oc,y) et C (^y) sont, des fonctions quelconques ( ^ ).
L'intégrale générale, d'après le théorème du n° 12, est donnée alors

par

^J)=/(^)+9(r)4-j f [Vî(^y, a)/(^) + V-î-(^,y, aV^a)]^-
Vo

/•-•>'
+ ̂ y ' [V;;(.2-, y, a) y (a) 4- V^r, y, a) o/(a)] ̂ a.

Jo

II suffira de poser
f{x)=a-^ f F(a)^a

Jo
et - ! •

ry
?(y)=<? + r ^(a) ̂ .Jo

où a et è sont des constantes arbitraires, pour obtenir, par un simple
calcul d'intégration par parlie, la forme donnée par M. Le Roux :

a{x, y ) ==^o(.r,j)-4- b(f.^x^ y )
^ ^y

-4- f Za;(^, r, a) F(oî).<^a + î Zy(^, y, a) <Ï>(a) ^a,
t/O *-/o

if
. 1i

où^^( . r ,y)e t^ i (^ ,y) sont des intégrales particulières, et Z^ et Z,.
des intégrales principales.

Il est facile de se rendre compte que, dans le cas des caractéristiques
confondues, cette transformation n'est plus possible, et l'intégrale
générale donnée au n° 12 nous montre ainsi, en quelque sorte, pour-
quoi la méthode de M. £e Roux, basée sur l 'emploi des intégrales prin-
cipales, ne pouvai t réussir dans ce cas.

Faisons encore remarquer que la forme donnée de l'intégrale gêné-

( 1 ) M. Le Roux a établi pour cette équation, dans sa Thèse (Annales de l'École
Normale^ 1895), la plupart des théorèmes qu'il a ensuile généralisés dans le Mémoire
cité1. 1; ' . 1 • , • 1 1 ' ! 1 ! - - 1 ! ! ' .
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raie de l'équation hyperbolique est susceptible d'une filtre transfor-
mation.

On peut écrirOy en effet ; .
,.».r '

1 v-K^r^)/^)^JQ
^r .W.v

=/(^)VÏ(^T, ̂ )-/(o)Vï(^^,o)-J ^[/(a)^/(o)]^

et une égalité analogue pour 1 " *
/ • . ^ ^y

j V.Ï(^,y,a)o(a)^a.
^o

On a donc encore
u -=. A(.^, y)fW + Ao(^ /)/(o) + B (.r, y) cp(r) 4- Bo(^, j) 9(0)

/lx ' /l:' '. + E(.r,y, a.)/(a)rfa+f F(^, y, a) 9(0) rfa.
^0 ^O

Si la fonction E (^,y, a) ou F (a?, y, a) est de la forme
^(a)P(^j,a), •

où A (a) désigne une fonction quelconque de a et P (<^,j, a), un poly-
nôme en a, à coefficients fonctions quelconques de x et dey, l'équa-
tion hyperbolique est intégrable par la méthode de Laplace* En effet, il
est alors facile de voir qu'elle admet une intég'rale de la forme.

\ , -• 1 1 1 . • • /' , ^ • , ^ ; . P ! 1 ! ^ ! - . - ! ! 1 ,.
^M^y)f^^) on ^^(^7)^(7),..

1 ' , ' •^0 , . " ! . <=:0 , ! , . •

oùp eta/(,r,j) sont quelconques e t /une fonction arbitraire. On peut
montrer que la condition de plus haut est suffisante, et l'on possède
ainsi un moyen très simple pour caractériser les équations hyperbo-
liques intégrahles par la méthode d^û^


