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SUR :LES

COURBES A TORSION CONSTANTE
PAR M. BERTRAND GAMBIEB,

Professeur à la Faculté des Sciences de 1-tennes.

INTRODUCTION. ,

1. L'Académie avait proposé pour janvier 1913 clé perfectionner la
théorie des courbes gauches à torsion constante; elle demandai t de
déterminer, si possible, celles qui sont algébriques ou tout au moins
unicursales. 1 1 1 „ 1 1 1 1 ^ ' , • • ! ^ ' 1 : " ": ^ ' ' ! . \ !

Les travaux publiés avant la mise au concours de ce sujet sont les
suivants ; , •• ' ! ' !

M. Kœnigs, dans une Note aussi courte qu'élégante, parue "aux
Annales de Toulouse Ci. 1, année 1887), indique quelques résultats
relatifs à la forme des courbes algébriques réelle? à torsion constante,
sans envisager s'il existe ou non de telles courbes; à l'époque où cette
Note.paraissait, on ne connaissait aucun exemple de telles courbes.

M, Lyon, aux Annales de l'Enseignement supérieur de Grenoble (t. Il,
année 1890), s'est efforcé de trouver par le calcul des courbes unicur"
sales à lorsion constante. La méthode suivie conduit à des calculs
inextricables. L'auteur a' eu le mérite de découvrir, cette cubique
gauche imaginaire dont les deux courbures sont constantes ; en
dehors des paramètres relatifs au déplacement le plus général et du
paramètre correspondant a une homothéfcie, la cubique ne renferme
qu'iuT'unique paramètre de forme, le seul qui soit vraiment înté'
•ressaut 1:/:'1 1 1 , 1 , 1 ' l i l 1 , ! ! , : , -11 ; ; , , ! ; 1 ! ^ , , ^ ^ 1 1 \ r ! ! 1

M. Fouchéy aux Annales de l'École Normale supérieure (année 1890),
arrive à cette conclusion qu'il suffit, pour avoir toutes les courbes
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algébriques, de déterminer une fonction algébrique [S de la variable
complexe a telle que les intégrales abél iennes / ^ ^ a ^ j ^ — a ) ' ^

r ^" f a soient elles-mêmes des fonctions algébriques de a. Par
J ( ^ — a ) 3 • , '' . . -' .
ce procédé on trouve assez aisément des courbes unicursales imagi-
naires.

M. Fabry {Annales de F École Normale supérieure., 1892) donna enfin
quatre types explicites de courbes à torsion constante unicursales
réelles ; l'un d^eux possède, au point de vue de la symétrie et des
rotations, des propriétés pleines de conséquences fructueuses que je
développerai dans ce Mémoire.

M. Cosserat, dans une Note concise des Comptes rendus (année 1895,
t. 120), indique quelques propriétés géométriques élégantes, donnant
sans effort toutes les conclusions de M, Fouché, montrant par sur-
croît que la détermination des surfaces minima circonscrites à une
sphère est un problème identique à la recherche des courbes à torsion
constante; les surfaces min ima et les courbes à torsion constante
correspondantes sont s imu l t anémen t transcendantes ou algébriques.

L'essentiel de ces travaux est condensé dans la Note 4 de la Théorie
des surfaces^ M. Darboux ; cet auteur montre, de plus, que la déter-
mination des surfaces applicables sur le paraboloïde de révolution
constitue lai aussi un problème identique à la recherche des courbes
à torsion constante. Une courbe à torsion constante, réelle ou imagi-
naire^ fournit un couple, et un seul, de deux surfaces réelles applicables
sur le paraboloïde. La courbe et le couple sont simultanément algé-
briques ou transcendants.

2. Le travail que je présente ici ne diffère que par quelques rema-
niements et additions de celui que j'ai présenté à l'Académie et qui a
été récompensé parallèlement à celui de mon camarade M. Darmois
(voir Comptes rendus^ décembre 1916).

J'ai retrouvé sans peine, par une élude plus approfondie de l ' indi-
catrice sphérique des binormales, tous les exemples réels ou imagi-
naires déjà connus. J'ai donné une grande variété de types nouveaux,
unicursaux ou de ^7?re/^^ n^, imaginaires et réels.
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Ce travail est complété par un Mémoire que je publie au Bulletin de
la Société mathématique sur les surfaces applicables sur le paraboloïde,

Les éléments imaginaires, en géométrie, n'ont souvent qu'un intérêt
de curiosité, à moins, de servir d' intermédiaire dans la recherche
d'êtres géométriques réels. Ici, en raison de l 'obtention de surfaces

'réelles applicables sur le paraboloïde, il y aurait grave inconvénient à
laisser systématiquement de côté les courbes imaginaires à torsion
constante. J'ai évité de le faire, mais j'ai réservé la majeure partie
de mes efforts aux courbes réelles; leur détermination est plus diffi-
cile que celle des courbes imaginaires ; elles donnent d'ailleurs parmi
les surfaces applicables sur le paraboloïde celles qui ont un centre de
symétrie.

Les courbes réelles donnent les surfaces minima réelles circon-
scrites à une splière le long d'une courbe réelle ; celles qui sont
imaginaires, mais coïncident avec leur conjuguée, donnent les sur-
faces minima réelles circonscrites a u n e sphère le long d'une courbe
imaginaire. _______

CHAPITRE PREMIER:
1 ' -RAPPEL DE QUELQUES RÉSULTATS ANTÉRIEURS.

1. J'indique trois manières de rattacher les courbes a torsion con-
stante aux surfaces min ima :

a. Au Tome 1 de la Théorie des surfaces, deuxième édition, page 485,
M. Darboux établit cette proposition:

Toute courbe à torsion constante (.Ao) peut être prise pour ligne
asymptotique d'une surface minima (M) qui se détermine sans aucune
intégration si la courbe (A,) est connue et qui est algébrique si la
courbe (4.) est algébrique.

La surface minima adjointe (Mo) est inscrite à la sphère de rayon -
[T rayon de torsion de la courbe (^)J suivant une courbe qui peut
servir d'indicatrice sphérique aux binormales de (^).

x, y , z étant les coordonnées d'un point de (4o) ; c , c ' r c" les cosinus
Âun. Éc. Vorw., (3), XX.X.VÏ. — SEPTEMBRE 1919. 0^
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directeurs de la binormale en ce point ; T le rayon de torsion, la sur-
face (M) est le lieu du point

(i) œ = R 0 — cir), y == li (r — c ' i r ) , s = R ( s — c'' i r ) ;

la surface (Mo) le lieu du point

(2) ^•o==R(cT-{-^), jo"^ R^T-h iy), ZQ == R^-r-h ̂ ).

&. Cherchons quelle longueur il faut porter sur la binormale d'une
courbe à partir du pied de cette binormale pour que le point M obtenu
décrive une ligne minima;Mapour coordonnées x+ le, y+lc\ z-^-lc"
et l'on trouve immédiatement

(3)
l-2 'diy

.ds) =0'

Si T est constant, on a la solution indiquée précédemment par la sur-
face minima (M) à savoir .l=±i^. Réciproquement, si l'équation (3)
est satisfaite pour une valeur constante de /, elle donne immédiate-
ment T===±t7, donc la courbe (A) est à torsion constante ; nous appli-
querons cette remarque plus loin.

c. Toute courbe à torsion constante (cju) peut être considérée comme
ligne asymptotique d'une inf ini té^de surfaces à courbure totale çon-

k ! / . Fi'g- i- •

M ^-- ' '

^ <Xf)

stante ; en nous bornant au» surfaces réelles, la courbure est positive
si la courbe (<^) est imaginaire, avec un rayon de torsion imaginaire
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pure ; la courbure est négative si la courbe (A) est, réelle» Soit S l'une
de ces surfaces à courbure totale constante égale à — T 2 ; appliquons la
construction indiquée par M. Darboux (Théorie des surfaces^ t. III,
p. 383). Sur chaque normale portons une longueur ég'ale à ±Z'T; on
obtient une surface à courbure moyenne constante parallèle à S dont
les lignes de longueur nulle correspondent aux asymptotiques de 2.
Nous retrouvons le procédé précédemment indiqué faisant corres-
pondre à la ligne (<^) une courbe minima (M). Nous voyons de plus
qu'en M la tangente à (M) est orthogonale à MA ; autrement dit, le plan
osculateur à la courbe (M) au'point M contient la droite MAM' ; cette
droite est aussi dans le plan osculateur à la courbe (M") en M". La sur-
face minima lieu des milieux des cordes s'appuyant sur les deux
courbes (M.) et (M7) n'est autre que la surface minima (i) précé-
demment indiquée ; la surface moyenne deRibaucour (^Théorie des sur-
faces, t. I, 2e édition, p. 479) ^st circonscrite à cette surface minima
et à S tout le long de la courbe (^V).

2. De ces résultats découle un procédé intéressant pour 'déterminer
les courbes à torsion constante.

Supposons qu'il existe un couple de deux courbes minima (M)
et (M') satisfaisant aux conditions suivantes:

A chaque point M de la courbe (M) correspond un point M' de (M')
tel que la droite MM7 soit précisément l'intersection des plans oscilla-
teurs en M et M' aux deux.courbes (M) et (M').

Dans ces conditions, le milieu A de MM7 décrit une courbe à torsion
constante (<^>).

En effety le segment MM' orthogonal en M et M1 aux deux lignes
minima conserve une longueur constante. La surface minirria, lieu des
milieux des cordes s'appuyant sur (M) et (M'), contient la courbe (JL));
le plan tangent en A à cette surface est le plan normal en A à MM' ; la
caractéristique de ce plan tangent quand M décrit (M) est la tangente A t
à la courbe (A>), car cette caractéristique est perpendiculaire a MM' et
à la position infiniment voisine de MM', autrement dit perpendiculaire
au plan asymptote de'Ia surface réglée engendrée par MM' ; la caracté-
ristique se trouve donc dans le plan central de cette surface réglée
relatif à la génératrice MM'^ or, en M et M', les plans tangents sont
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isotropes, donc A est le point central, MAfA^ est le plan central,
A^-est donc bien la caractéristique, cherchée.

ta courbe (X) admet donc pour plan oscillateur en A le plan mené
perpendiculairement à MM'': MM^ étant la binormale de (A)) et AM étant.
un segment de longueur constante dont l 'extrémité décrit une ligne
minima, il en -résulte, d'après le paragraphe précédent,'que (e^) a sa •
torsion constante.

C'est la réciproque de la propriété signalée en fin du paragraphe pré-
cédent. Traduite par le calcul, on retrouve les résultats de MM. Fouché
et Cosserat.

3. Pour obtenir toutes les courbes à torsion constante il est donc
nécessaire et suffisant de trouver six fonctions d'un paramètre, soient
x ^ y ^ z ^ ^ ' l ' î y ^ z ^ satisfaisant aux équations

(4)

dx\ -4- dy\ -+- dz\ == o,

• ! ' ^•I-4--/7JH-^|=o,
(^2—^1 ) < î + (Js—ji ) d}\ 4- (^— ̂  ) dz^ -= o,
( x^ — x^ ) dx^ 4- (j2 — Ji ) dj\ +• ( Z2 —• ̂ i ) dz^ •= o.

Les coordonnées x, y^ z 'du point qui décrit la courbe à torsion
constante sont données par les formules

(5) - , ^=^±5^ y^Zl±Zl, ^zl±^l.
2 1/ 2 2

J'indique d'une façon précise les calculs à effectuer: l'équation du
plan osculateur en M à la courbe (M) et les coordonnées de M seront
données par les formules

(6)

( ï — u2)^ l , - î-^(ï+M2) ,y l~^-<â//^l-^-4/(^) =:o,
^= (i-^)/^)+2 uf(u)-ï f{u),
y^i(i^^)f'^u)—^

z^ïuf^^-^fÇu).

On a d'ailleurs
dx^ + 1 dy^ _ <&i

dz^ dx^ — i dy^
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On aura de même pour la courbe (M7)

/ (l — V2)^^-}- l(î 4- ^)j^~r 2 î'^â-+- 49 ( îQ ̂  Oî

1 ^2 == ( ï —— ^2 ) Q/ ( f ) 4- 2 P Cj/ ( (' ) —— ^ 9 ( P ),

j ja ̂ == i( ï -+- c2 ) ̂ ( <Q — 2 '̂P cp' ( ̂ ) 4- 2 ̂  9 ( v ),
' s^rr 2 P (p 7^^)—20/(^ ) .

Les cosinus directeurs de la normale en A à la surface mmima.sont

l — U^ , . î 4 - u^ ., u 4- ('
(8) c==————, c'^i———? ! c"=.———•v / ^ — (; U — V U — ('

Les équations (6)et (7) remplacent les deux premières équations(4) ;
les deux dernières équations (4) peuvent être remplacées, en dési-
gnant par^-r une constante, par

(9) ^—^l'=:2ZTC, ! y^-~J^=9.iTC1, Z^—Z^liTC'^

Ajoutons membre à membre les équations (9) après les avoir multi-
pliées respectivement par les multiplicateurs

I — V\ ^ ( î 4 - t 7 2 ) , 2P, }

ou encore par
^ • —v, ïtv ï ,

ou encore par
—- I , /, 0.

N'ous obtenons

1 ^(^^(^Ll^y^^+C.-^)/^^)-^^^),

(io) ] ^^)-= ( ^ — u ) f^u)^- f^u)-^

| c/(p)== / " ( u ) — ~2-^--I i A / y p — u

Ceséquations (10) doivent, comme de juste, se réduire à deux ; en
effet, en différentiant la première et tenant compte de la seconde, on
obtient

dv(n) r(^)^+^^^-^=0'
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Mais alors^ si Foii différentie. la seconde équation (10), on obtient .
y / /(P)^r=(^—^^)/ / y(^)^+/ / /(^^^,

et en remplaçant/ / / /(a) du par la valeur tirée de (n), on retombe sur
la troisième équation (10) qui résulte ainsi des deux premières.

On se donnera donc arbitrairement la première courbe minima (M)
ce qui revient à se donner la fonction f(u) ; Inéquation (n) donne
ensuite P au moyen de u par une équation de Riccati ; ayant choisi une
intégrale de cette équation, la valeur de (p(^) est donnée par la pre-
mière équation (10) et alors tout le reste est connu.

Inversement, si l'on connaît une courbe de rayon de torsion constant
et égal à T, lieu du point x,y, z, la courbe, minima (M) est le lieu du
point ce — iTCy y — ÎTC', z— i^c" ; la courbe minima (M7) est celui
du point ^-h.£T<?5 y+ïW, s^-i^c", de sorte que u, VyfÇu)^ cp^)
s'obtiennent algébriquement au moyen des coordonnées x, j, z du
point variable A. La courbe (<^) et l'ensemble des deux courbes (M)
et (M7) sont donc simultanément algébriques ou transcendantes.

Nous avons bien retrouvé la conclusion de M. Foilché, à savoir que
tout revient à trouver une fonction algébrique 9 de la variable u telle
que ;—I—— d^ soit la dérivée troisième d'une fonction algébrique de M:l ^n, — (;)2 clu A

c'est ce qu'exprime l'équation (i ï).
Les résultats de M. Cosserat conduisaient a la fois à retrouver cette

condition et à mettre en évidence la surface minima (Mo) représentée
par les équations (2),

11 est intéressant de montrer que cette équation (n) se retrouve
encore par la considération de la surface minima (M). En effet (oÂ>) est
ligne asymptotique de la surface (M), donc tout le long de (cA.) les
rayons de courbure principaux de (M) sont égaux à ±T; si nous
employons les formules connues relatives aux asymptotiques et aux
rayons principaux des surfaces minimay npusau rons , tout le long
de (oiu) sur la surface (M),

(12) vvy^c^^^^^v^c^i)
^ =(I4->^)2v7w(^)yï//(^);

u étant la variable déjà employée et u\ remplaçant :=-ï-' L'éliminatioîî
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de /^(^) donne
J?W/ \ ,? 2 ÎT ̂ î^(«)rf«+^-^,=o,

...___ T

^1
équation qui n'est autre que (i i) où v est remplacée par •

, .4. Il est utile de signaler Pimportance que présentent les lignes à
torsion constante au point de vue de la recherche des surfaces à cour-
bure totale constante.

Les surfaces dont la courbure totale est égale à une constante
donnée —— satisfont à l'équation aux dérivées partielles
(i3) T 2 ( r ^ — 5 2 ) + ( ï 4 - p 2 - + - ç 2 ) 2 = o ,

et, en appliquant la méthode connue (^Théorie des surfaces de M. Dar-
boux, t. III, p. 263), on trouve comme équation des caractéristiques

V,

dz — p dx — q dy •==. o,

( î 4 ) . <'cdp±{l^-pti~^qï)dy=o,
T dqqp (i 4- p1 -4- <72 ) dx == o ;

les signes supérieurs ou inférieurs se correspondant. On déduit de là
dpdx -|- dqdy === o, c'çst-à-dire que les caractéristiques sont asympio-
tiques des surfaces intégrales ; elles ont donc pour rayon de torsion
± T. Si l'on écrit les équations (i4) sous la forme équivalente

,f ^
J(x+^+^) '

( l5) • . J=~ÊTj^

• '- "/

dq
(i+727

dpy—^j^p^^
p dq — q dp
l^rp^^' ' . , ^

les coordonnées o c ^ y ^ z d'un point de la courbe àtorsion constante^)
sont données par ces trois intégrales oùp et y sont liées par une rela-
tion arbitraire. Les ,équations (i4) ne possèdent aucune combinaison
intégrable; d'autre part, le cône directeur des binormales de (A>) a
pour trace sur le plan -s =—- i par exemple la courbe lieu du point
Q^ q^ — i), de sorte que tes trois intégrales (19) sont des intégrales
curvilignes attachées à cette section ptane du cône directeur des
binormales;.
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Ceci montre bien l'intérêt que présente la recherche des courbes à
torsion constante ; il est permis d'espérer de construire des surfaces à

.courbure totale constante par un assemblage convenable de courbes a
torsion constante.

CHAPITRE II.
ÉTUDE SPÉCIALE DES COURBES ALGÉBRIQUES

1. Tout ce qui précède s'applique sans distinction aux courbes à
torsion constante transcendantes ou algébriques.

Je suppose connudu lecteur l'exposé de M. Darboux (Théorie clés
surfaces, t. I, Chap. 1 et.IV, et t. IV, Note 4). J'ai conservé pour le
signe de ta torsion celui qui est adopté au Tome I, première édition,
et au Tome IV. Dans la seconde édition du Tome I, M. Darboux a été
conduit à changer le signe de la torsion ; le triedre mobile fo^mé par
la tangente à la courbe, la normale principale et la binormale est
animé d'un mouvement où la rotation instantanée a pour composantes
suivant ces trois droites "50, -^-î où p et T sont les rayons de courbure et
de torsion de la courbe, à condition d'adopter les conventions de signe
de la seconde édition ; avec les conventions de la première édition, on
a, au contraire, —50,— Mais ce changement de T en — T n^a aucune
importance pour la suite.

M. Darboux insiste sur ce fait que la courbure et la torsion offrent
une différence essentielle en ce sens que la première s'exprime au
moyen d'un radical carré, tandis que (a seconde s'exprime rationnel-
lement au moyen de a?y y , z coordonnées du point de la courbe et de
leurs dérivées des trois premiers ordres.. On sait l'interprétation du
signe de la torsion au point de vue du sens d'enrouleiïient de la courbe.,
Je profite de la circonstance pour insister sur ce fait intéressant,
bien que jusqu'ici laissé dans l'ombré, c'est qu'une courbe à torsion
constante, transcendante ou algébrique, ne peut admettre ni centre de
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symétrie ni plan de symétrie, car dans l 'une ou l 'autre de. ces symétries,
aux po in t s correspondants les deux rayons de torsion sont éû:aiix et de
•signe contraire. La symétrie par rapport à un axe est admissible ; le
cône des binormales admet alors ce même axe pour axe de symétrie et
le plan perpendiculaire mené par le sommet comme plan de symétrie.

2. J'adopte dans tout ce qui suit les notations suivantes :

A (<r,j, s), point qui décrit la courbe (^) à torsion constante ;
T, rayon de torsion de cette courbe ; .
B (c, c^c"), point correspondant à A sur l'indicatrice (i^) des tor-

sions ; - ,
C, cône de sommet à l 'origine, adm-eltant pour directrice (•ifo ) ; c'est le

cône directeur des binormales ;
i, cône isotrope de sommet origine.

Je prends sur la génératrice O B d u cône C un point arbitraire de
coordonnées À, k, l qui décrira une certaine courbe sur C quand B
décrira ('^'). La courbe (Jlo) e s tdonnée par les formules

— Ç l d k — kdl ' ' . ' . • ! 'x-r]1^J^^J;^ l . , , - . .
, , r h d l — l c l h
^ / • . ^ Y•=^7^-7^7^ ', • 1 .!

— C 1 ' d h ~"h dk ""•• '^ z - r J jT^kr^j'

A un côyie C donné correspond, à une translation près, si la con-
stante T est donnée, une courbe (^) et une seule.

Le cône C est réel si la courbe (a^) est réelle et inversement. Le
cône G est algébrique si la courbe (^) est algébrique, mais la réciproque
n'est pas nécessairement vraie (l 'hélice circulaire par exemple corres-
pond à un cône C de révolutiou).

Notre but est maintenant de trouver des courbes (.A.,) algébriques ;
nous nous bornons donc dorénavant à étudier les cônes C algébriques;
le problème est ramené à exprimer que les intégrales abéliennes (i)
sont elies-mêmes des fonctions-algébriques.1 \ .1 /

Ann, JÈ€, Norm^ (3), XXXVI. — SEPTEMBRE 1919. 35



2^4 BERTRAND GAMBIER.

3. Sur la génératrice OB, prenons en particulier le point

( c c
p- s^ -J^ ^= ^> 1

C' L> .

qui décrit la section a de G par le plan z = 'i ; nous aurons alors les
formules déjà trouvées au Chapitre précédent avec de légères diffé-
rences de notation :

œ === T r d-n
J i^2-i-H2-^2

(2) < J^-^/-, ̂ --^^e^t/ ^

^ ̂  — ^ ̂

La courbe a est du même genre que (a^) ; si F(^ •/]')=== o est l'équa-
tion dans son plan de la courbe <r, tout revient à déterminer F, de sorte
que les trois intégrales (2) soient algébriques : les conditions à écrire
sont algébriques par rapport aux coefficients du polynôme F.

Nous allons indiquer un cas particulièrement simple où quelques-
unes de ces conditions et leur interprétation géométrique s^obtiennent
aisément.

Les seules singularités des intégrales (i) ou (2) correspondent aux
génératrices isotropes du cône C ; supposons que G et 1 aient en commun
une génératrice G simple sur C; nous pouvons supposer que le plan
xOy ne soit pas parallèle à G qui correspond donc à une solution
finie ^or ^o d^s deux équations F(^, Y]) = o, ï 4- S;2 4- y]2 == o, et nous
pouvons développer au voisinage de ce point l'ordonnée Y] :

(3) y l -^=:a(^-Çû)+P(Ç—Èo)2+y(^~So)3+â(S-^)4+.. . î -

d'où

, I -4 -Ç 2+Y] 2=2($o+^o)(S—Ço)
4- (ï -h^4- 2Y]oP) (Ç-So)2^ 2(^y 4- ap) (Ç -^)3+.....

L'intégrale r ~T~^—^îdevantêtreaîgébl'ique5onaé^^
(4) Ço-i-aY)o==o

qui exprime qu'au point ^0,^0 les deux courbes F(S, T]) == o,
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T + ̂ 2 -4- Y]2 = o ont même tangente ; les deux cônes C et 1 se rac" •
cordent le long de G-; supposons que G-ne compte que pour deux unités
dans l'intersection de C et I, autrement dit i -4- a2 + ^ Y]o p =7^ o*
Alors on a

^ _ _ _ _ _ _ ï _ _ _ _ _ _ _ _ |~ _ a(Yjoy4-c<f i) ^ _ ^ . 1
• i -h-^+Yî 2 ~~ ( I+a2-^~3noP)(S-^) '2 l 14-^+^0(3 ^ ^-^—J-

En multipliant par û% et intégrant, on voit que? pour éviter un loga-
rithme, on doit avoir Y]^ y + oc ? == o. Dans ces conditions, ——p——g

ne contient plus qu'un terme d'exposant négatif en ,r _ ' r M' Dans ces
conditions, â?ï] ne devra pas contenir de terme en ^ — ^ y , d'où p == o,
et comme Y]^ — ^rfyj = rf^["/]o — ^o — ^(^ -~^o)+ • • • 1? l21 dernière
intégrale ne donnera pas de logarithme. Si nous rassemblons les con-
ditions obtenues ^o~+- ^o"""0? ^oT + ocp = o, ^ === o, onvo'itqu'on doit
prendre 7]oy=o et, par suite, y==o; car si y]o était nul, Ço 1e serait
aussi, ce qui est contradictoire avec i -J-^-J-Y];; ==o. Le développe-
ment (3) devient donc Y] — y ]o=a(^ — ^)4-S(S — ^o)4^ • . . ,cequi
proaveque le plan tangent au cône C coupe C suivant quatre géné-
ratrices confondues avec G.

Donc,-si le cône C admet une génératrice isotrope simple G, il se
raccorde avec 1 le long de G, et si le contact est simple, G est^généra-
trice surinilexionnelle pour C.

Si le contact entre C et 1 était d'ordre plus élevé le long de OG, on
formerait de même les conditions ; mais, par cette méthode, l'interpré-
tation géométrique serait assez difficile à obtenir.

Remarquons en passant, et ceci sera utile pour les dénombrements
ultérieurs, qu'une génératrice isotrope de C fournit deux sortes de
conditions : un premier groupe de conditions est relatif au contact
entre C e t i ; le second groupe s'obtient en annulant les résidus des
intégrales (2) relatifs à cette génératrice; ce second groupe fournit
trois équations au plus; ici, il n'y a que deux équations résiduelles.

Je me suis servi de la section plane cr, ce qui revient dans les inté"
craies ( i) a adopter le point (^ Y], ï ) ; on peut aussi se servir de l'in-
dicatrice ('^), ce qui revient à adopter le point (c, </,<f). Voyons ce que
devient l'interprétation géométrique précédente quand on étudie (^).
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Pour pouvoir employer un langage géométrique simple, je fais
u n e t ransformation homographique ( imaginaire- , mais peu importe)
faisant correspondre un hyperboloïde à u n e nappe lï à la sphère et le
cône de sommet 0 circonscrit à l 'hyperbolôïde au cône I; le cône. C
devient un cône de sommet 0; je conserve dans la nouvelle figure les
mêmes lettres C, I , f ^ ; ,P étant le plan de la conique de contact de T
avec H/une homologie de pôle 0 et plan directeur P transforme H et ̂
en eux-mêmes* Un plan tangent quelconque à 1 coupe H suivant deux
génératrices y et "p se transformant l'une dans l'autre dans cette homo-
logie; M étant un point commun à y et 0^), le point homologique M^
appartient à ̂  et (i^). Donc pour obtenir toutes les génératrices com-
munes au cône C et au plan tangent au cône 1 en question, il suffit de
prendre tous les points d'intersection avec (in>) de l'une de's deux géné-
ratrices y ou Yi , y par exemple.

Imaginons donc que C e t 1 aient en commun une génératrice OG
simple, le long de laquelle ils ont un contact simple : au point? où OG
perce le plan P, C est tangent à H, donc rinfcersection (iil>) de C et H
présente en p un point double, les deux branchLes qui s'y croisent

sonthomologiques rune de l'autre ; cherchons l'intersection du cône C
avec le plan tangent commun à G et 1 le long de OG ; les deux généra-
trices ye ty i passent en /?. Conformément à ce qui précède, adoptons y.
Si Y n^est tangente à aucune des deux branches de (^>) qui se croisent
enp, le point p compte pour deux dans l'intersection de y avec (^>),
donc le plan tangent à C le long de OG a un contact simple avec C; si,
au contraire, y a un contact d'ordre À avec rune des branches? y aavec
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cette branche h -+- i points communs réunis en p. et avec l'autre branche
qui est tangente à y,, un seul point commun : au total , p compte pour

h 4- 2 dans l'intersection de y avec (^), le plan tangent à C le long de
OG a un contact d'ordre A —j- i avec le cône C.

Appliquons ceci au cas particulier étudié; nous avons trouvé
À 4-2^4? donc h ̂ 2 ; 'autrement dit, 7 est tangente stationnaire
pour l 'une des branches de ^; Y < tangente stationnaire pour l'autre
branche.

Je ferai de nombreuses applications de cette étude.

4. Je reprends les intégrales (ï) ou (2). Au voisinage d'une généra-
trice non isotrope de G, ces intégrales sont régulières. On doit
exprimer que la singularité logarithmique disparaît pour chaque géné-
ratrice isotrope de C. Pour trouver sans pe ine les condilionà rési-
duelles, je me servirai systématiquement de la courbe cr; je pose :
(5) . ""'11 Ç-i-î-n==^' . ^—m==:piî

.̂ .4

/y.

^ -i- t'fi

h iy

>/ —

. r eu,
-T î / —————

J Ï-î-Àp.

^r dp.
^J i-+~^
. A <^u —- n 1 —•——

. J . » +

^•Y) ==

p.d'h
^

-T£'II ,

Tl'-Ia^(6)

-^^3.

Soit une génératrice isotrope G du cône C, simple ou multiple. Si je
coupe le cône G par un plan quelconque, la trace de G sur ce plan est
un point de cette section plane, origine sur cette section d'un ou plu-
sieurs cycles; je considère ce cycle, s'il est unique, ou run deux s'il
y en a plusieurs. Le cycle en question est caractérisé par deux entiers
positifs, le degré p et la classe y; ces deux entiers sont attachés à la
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génératrice G et ne changent pas si je remplace la section plane par
une autre section plane. Je prends donc cette fois comme plan ^Oy
un plan parallèle a G, de sorte que la section o- par le plan ' s = i pré-
sente une direction infinie cyclique et dans ces conditions nous pour-'
rons représenter la branche infinie relative au cycle considéré par les
développements convergents pour t suffisamment petit :

(7)
À^B^-^-Bî^-4-1^-. . . , ^

A Ai
^ +- -yZï +...Î

A et B sont différents de zéro; i -h "X^== i -+- AB^7"^ -+-.. . .
Je vais montrer d'abord que q <^ p est impossible. Dan3 ce cas,

on aurait en effet
, ^ ABi+^=^+.

et
I, =r r"(^) + a, + a, t -4-. . .] dt

et alors i l y aurait singularité logarithmique.
Il reste donc simplement deux hypothèses : q^> p ou bien y==p.

Ceci entraîne bien que q ne soit pas nul, de sorte que p est bien le
degré du cycte, q sa classe et que, de plus, le plan tangent au cône C le
longde G soit le plan isotrope x + iy == o; il y a encore raccordement
entre le cône C et le cône I.

Prenons d'abord q ^> p ; dans ce cas, on a .

i-+-^.==i +AB^--P -+-... , ———=i—AB^--P4-. . . .

Si Ton remarque que d\ et——.— ne contiennent pas de termes à
exposant négatif l'intégrale I, ne donne aucune condition. On a

ï2=f7^^P^^~A, . ! , . • , . ,. j î -+- À .̂,, . j . ., , , . , , , •

On peut remarquer que dy. ne contient pas de terme en ^? donc en
^multipliant rf[x par i, la partie obtenue ne donne pas de singularité

logârithniique; si l'on multiplie dy. par la partie complémentaire
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(—Atî^""^-}-.. .) , on remarque que dy. commence par un terme en
f^-^ ; donc, si y — p ^ p + i ou q^^p 4- 15 la ne donnera aucune con-
dition. Il est impossible que q = 2p, car on obtiendrait an terme
unique en J- ne pouvant se réduire ; enfin, si 2p ^> q ^>-p? on aura une.

L

condition facile à former. Enfin, \d\î. — \^d\ commence évidemment
par un terme en ^-^-"! dont l'exposant est nul ou positif, donc 13 ne
donne pas de condition.

En résumé, si q est supérieur à/?, q ne peut être égal à 27?; si q est
compris entre? et 2jo, on ne trouve qu'une condition résiduelle;
si usurpasse 2 je?, on n'a aucune condition résiduelle; j'aurai l'occasion
de faire de nombreuses applications de cette dernière remarque.

Soit maintenant q =p: dans ce cas, il est impossible que 1 4- AB
soit différent de zéro, car on aurait, dans le cas contraire,

-/P^-]^-^
d'où singularité logarithmique.

,1e suppose donc . ^

q=p, I+AB

(8)

- ">

li

Iî

1s

I+^Jl-
/•fB/^-1

rr-Ap-j | t^1

r\ ^p
~J [ <

Kt'-+...,

+...][i+
Kc-

1 '-l--....J

•| i+
+...J

l

at-\

OLt -}-. . .

K^'
(x£ ^
Kr

i+î.[j.
^...]

^...

Kt7:[ï+^+...];

dt,

dt,

dt.

On annule dans L et 13 le coefficient dé ^sous le signe j , quant à ï^
si i ^ r ^ p — ï , elle ne donne pas de condition; r =p est impossible ;
gip 4-i^r, 1^ donne une condition.

Nous allons résumer ceci et l'éclairer par une interprétation géomé-
-Y' y

trique : si l'on pose (x= Y? X= y? on peut écrire

(9)

X==A+Ai^-4- . . . ,
Y=^, .
Î=K£P^ -+-....
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Nous avons déjà remarqué que yn'estpas nul-puisque y^R-ei cela jus-
tifie bien que/? est le degré,, q la classe du cycle. La génératrice-G a
pour équations z = o, x == iy == o,; elle compte pour 73 dans l'intersec-
tion du .cône C avec un plan quelconque passant par G-, dist inct du plan
tangent x -h.iy = o qui est en même temps tangent au cône I; elle
compte pour? 4-y dans l'intersection de C avec le plan tangent iso-
trope : on remarque que ce nombre jo -t- q est au moins égal à ip. L'in-
tersection des deux cônes C et I résulte en coordonnées homogènes de
l'équation Y2 -i- Z == o ;o r .

( io) Y2 •+-XZ =: ̂ -+- AB^-^-i-....

Si donc<7>p, la génératrice G compte pour ' i p dans l'intersection de
C et 1 et pour p 4- q > ip dans l'intersection de G avec son plan tangent
le long de G. Si <7=pî G compte pour.2p-t- r dans l ' intersection
de C et 1 et pour ip dans l'intersection de G avec son plan tangent, car
dans ce cas on a écrit
(ïi) Y2 + ,XZ ===/^^+r -+-....

J'appellerai indice de G et je représenterai par i la contr ibut ion du
cycle étudié dans l'intersection de G et I. Le fait remarquable est que
l'on a eu à choisir entre les deux systèmes

( l2) q = p ^ r S , ï = = 2 p ;

^ (ï3) . , ' , ! : q=p, i=2p-+- r,

qui s'excluent mutuellement : s entier positif non nu l , r entier positif
non nul.

On peut tirer de là quelques conclusions simples : si l'indice i est
impair,'on est nécessairement dans le cas q =p. Le cas de z'== 3 est
impossible, en courbes algébriques, car nous avons vu que r == p est

• impossible; or ^ '===3 entraîne nécessairementp ===r == i. '
1 1 ' 1 . 'Si l'on a i == i,w à p =^.î aty ===^ -j-'^ =s+ i; ôr^ s =p == i , est

impossibley donc ^ ^ 2 ; mais alors dans ce cas on a q^ 3 ou qî^p + ï y
donc il n'y a pas de condition résiduel le; donc Ï== 2 entraîne comme
conditions nécessaires et suffisant part de G, jy === ï , y?3y
comme nous l'avons vu plus haut géométriquettient au paragraphe 3.

Pour le dénombrement des conditions, on pourra se rappeler que
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'si q ==/?-{- s, on obtient une seule condit ion résiduelle si i5^5jo — î
et aucune condi t ion si, s ='^p-\- î . ,S i q = ~ = p , i==2jo- t - r , on a deux

•conditions résiduelles si î ' ^ r ^ p == î et trois si r ^ p -4- î .

5. Si donc on se donne u n cône algébrique G op simplement l'équa-
tion F (^, p.) == o de la section a, on voit :•

i° Que toute génératrice isotrope de C donne un point de (A) à dis-
tance finie et régulier;

2° Que toute génératrice isotrope de C donne un point à l ' i n f in i cor-
respondant à une singularité polaire logarithmique si l'on n'écrit
aucune condi t ion; si l'on veut çpe (^) soit algébrique, il y a à écrire
pour chaque génératrice isotrope des condit ions 'de deux espèces : les
unes fixent les trois entiers?, y, i et ce n'est qu'après avoir fixé d ' u n e
façon précise ces trois entiers que l'on peut écrire les condit ions rési-
duelles en nombre égal à 3, 2, î ou o, suivant le cas. Le po in t corres-
pondantde (^) es tà l ' i n f in i etcorrespond alors à une singulari tépolaire,

Ceci fait : ou b ien le cône C est unicursal, alors les condit ions déjà
formées, qui sont nécessaires, se trouvent être suffisantes^ d'après les
principes connus ; ou bien le cône G est de genre non n u l , soit g. Les
conditions formées, toujours nécessaires, ne sont plus suffisantes.
Chaque intégrale I , , la, la a ^g périodes cycliques (au plus). En annu-
lant les 6g périodes en question, on a 6g équations (au plus) à adjoindre
aux précédentes; l 'ensemble de toutes ces équations est a la fois néces-
saire et suffisant. Les coordonnées .y, y, z du point courant de ("A>)sont
des fractions rationnelles des coordonnées^, Y] du point correspondant
de <r; la réciproque est évidente.

6. Nous devons maintenant indiquer le degré de la courbe (^). Il
suffit pour cela de compter le nombre dès-zéros de l'expression
;̂ -4-çy 4- çpz -+~ h où Uy p, Wy À sont des constantes arbitraires; .or, le

nombre des zéros ou des pôles est le même; il suffira donc de compter
les pôles avec leur degré.

Reprenons le cycle étudié : si y==p, le terme d'exposant négatif le
plusélevé provient de la, le degré du pôle est/? -+- rou si l'on veut i—p.
Si q >jo, i est encore la qui d o n n e t e degré, égal à p cette fois, suscep-

Ann, Éc. Norm.,{3}, XXXVÏ.— SEPTEMBRE 1 9 1 9 . ^
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tible encore d'être représenté par i — p . Si donc nous appelons m le
degré du cône C, M le degré de (J^), on aura M. = 2(z — /?) = am — Sjo.
Si l'on remarque que i ï ' i p , on a 2m==S? '^22^ ou w?S/?, donc
M === 2W •— S/^m. Le résultat m ^ M <^ 2 m ou — <; 772 5 M. est intéres-
sant à retenir; si l 'on se donne l'un des nombres M ou m, l'autre est
limité inférieurement et supérieurement. L'égalité m =- M ne peut ainsi
avoir lieu que si tous les cycles sont du type q >/?• Ici, il serait com-
mode d'écrire pour chaque cycle î = = 2 p + r , r étant un entier positif
ou nul ; on a

m^^i^^p^1}, M=:2(p+r ) ,
2 \ 2/

• ' M-^^.

Si la courbe (^>) est réelle, C est réel et inversement; dans ce cas,'à
chaque génératrice G correspond la génératrice conjuguée qui donne
les mêmes entiers p , q, i; donc le degré de la courbe réelle (<Â<) est
nécessairement pair; si (o-Ao) est imaginaire, ,on peut avoir des courbes
de degré impair : exemple, la cubique de M. Lyon.

7. Il importe de compléter ce qui précède en se rendant compte de
la disposition que présentent (^) et (^,),pour les génératrices isotropes
de C. Soit d'abord q :==//+ s, i === 2p. On a

04)

C C C C -+- IC C -- I C ï

S .̂  — i — ! ^ — ^ — ^/Y^.^7 T ,

——— = r -AB t^-P-^. ..,, - ? = i - AB ̂  4-. ..,
î+¥ \/î-+-^ 2

A ÀR
c-+.^c /=:B^4-..., - c—^==-^ •+•..., - c / /=I——^-^-+-.

• La génératrice G a pour équations x •+• ly == o, /s == o. La courbe (^))
admet le po in t a Tinfîni de G pour point d'ordre /?, la tangente en ce
point es t la droite x -^r-iy^ o,z — i ==o, c'est-à-dire unegénératrice de
la sphère x^ -+- y^ 4- s2 ==== i parallèle' à G et cette tangente a q points
communs avec la courbe (i^) réunis au point de contact; le plan pscu-
lateur à la courbe (^) an-point à l ' infiniétudié est le plan x -+- iy == o,
c'est-à-dire le plan tangent commun à C et I le long de OG, ce plan
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a/? +- q points communs avec la-coiirbe(^) réunis au point de contact.
La génératrice G compte aussi pour? 4- q parmi les droites d'intersec-
tion du cône C et du plan oc -+-£y== o. Quant à la courbe (^), d'après
les formules (6) et (7) on a

(i5)

^4-

x —

iy ==

iy=

ril^=-

T^'Is^

-T^——-

-Tt'[B<îï-h .

.["A"b4---

. rAB ( /? -
-Tt —————L P—

..3,

•]•
-+-y)
y ^-P-4-.. .J;

d'où il résulte immédiatement que le point provenant de G est à Finfim
dans la direction OG; c'est un point multiple d'ordre p; la tangente en
ce point, en adoptant les constantes d'intégration des formules (i5),
est la génératrice G qui admet avec la courbe (.Ao) q points communs
confondus avec le point de contact; le plan osculateur est le plan

+ iy = o ayant p •+• q points communs avec la courbe.X

Soit maintenant q =-p^ i = 2p 4- r. On a

B fp - ?c 4-" ic1 •==. —^ r ~" 2
\/K
A ï

( 1 6 ) ^ r^
'V^ï

ce qui prouve que le point à l ' infini de (r^), à savoir le point à rinfim
de la droite Qoc + iy == o,^.=== o, esty quand r est pair, multiple
d'ordre p ' , la tangente est la droite a l 'infini du plan oc -4- iy •= o, le
plan osculateur est le plan x^iy==o; le plus petit des deux
nombres p +^ et 20 donne le nombre de points communs avec la
tangente, l'autre le nombre de points communs avec le plan osculateur.
Si r est impair, la disposition, des éléments géométriques reste la
même, mais l'ordre de multiplicité est ïp et le nombre de points
commuas avec la tangente ou le plan osculateur est Fun des deux
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nombres ' i p -h r ou 4p* Quant à la courbe (^), on

.m? /^-r ")
^+^^^^d^--T.[-^-^^+...J,

K /? — 7'

r A / > i•r ^ k f i I 1,̂  ^^^-^^^^...J,( 1 7 ) ^ { x — iy -=. T z L =^ ! T '̂ -,— ———————v y / \ l/ 2 [ K. (^-hr)^-1-

^^-TZÏ^ T^^^.——...J,

et cette fois la parité de /• ne joue plus aucun rôle, m^is c'est à/? et non
plus 2/5 qu ' i l faut comparer r; /', comme nous savons, ne peut être
égal à p . Sir<^p, le po in t à l ' inf ini de ("Ao), qui est toujours le point
à l ' inf in i de G, est multiple d 'ordre/? ; la tangente estia droite à l ' inf in i
du plan isotrope x -f- iy ==0, elle 'à p -4- r points communs, réunis en
ce point avec la courbe (^); le plan oscillateur est le plaît x 4- iy = o
qui a en ce poin t ip points communs avec (<^>)*

Si r^>p, le point à l ' infini est encore multiple d'ordre jj; la
tangente est la même que précédemment, mais elle a au point de
contact 2p poin ts réunis communs avec (^), le plan oscillateur est le
p iau de l ' i n f i n i qui a p+r points communs confondus en ce point
avec la courbe (.1,).

On voit donc que toute courbe algébrique à torsion constante a tous
ses po in t s à l 'infini sur le cercle de l ' in f in i ; le plan osculateur en
chacun de ces points est ou bien isotrope ou confondu avec le plan
de l'infini. Si la courbe est réel le, elle est donc de degré pair et
fermée.

8. Nous avons à faire la même étude séparément pour chaque cycle
isotrope.

Cela amène naturellement à consi4érer l'intersection de C avec la
sphère a72+j/2'+-32== i et à distinguer le cas où cette intersection
ne se décompose pas du cas où elle se décompose en deux courbes
symétriques rune de l'autre par rapport au centre de la sphère.

Dans le premier cas, la courbe ( i H > ) admet le centre delà sphère
comme centre de symétrie, la surface minima (Mo) circonscrite
à la sphère le long de (^) admet rorigine pour centre, la surface
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mininïa (M) est double. Dans le second cas, la surface min imaM est
simple. Nous reviendrons sur ces propriétés.

Le fait que ('iiL peut être indécomposable ou non est aussi à consi-
dérer quand il s'agit de chercher les axes desymétrie que'peut pos-
séder une courbe à torsion constante. Si un tel'axe existe, les binor-
males aux points qui se correspondent sont elles-mêmes symétriques
par rapport à l'axe, de sorte que l'intersection complète de G avec la
sphère admet a la fois un axe de symétrie D parallèle au proposé et un
plan P de symétrie perpendiculaire à cet axe; si la directrice sphé-
rique est indécomposable, elle admet D pour axe de symétrie, P pour
plan de symétrie,0 pour centre de symétrie; mais si elle se décompose
en deux courbes (•KI)) et (n1^) symétriques l 'une de l'autre par rapport
à 0, deux cas peuvent se présenter :

i° iH/ est symétr ique de '^> par rapport à D^ (i^) [ainsi que (^/)]
admet P pour plan de symétrie ;

2° m/ est symétrique de ^> par rapport à P, (^) [ainsi que (^/)]
admet D p'our axe de symétrie.

Quant à la section plané a, si l'on a pris D pour axe des -s, que la
directrice sphériqae de C soit ou non décomposable, elle admet pour
centre de symétrie le point (0,0, ï) où son plan rencontre D.

Il est utile de montrer que, réciproquement, si a- admet le
point (0,0, ï ) pour centre, la courbe (^), supposée algébrique^
admet un axe de symétrie parallèle à Faxe des z. Pour déterminer (JL),
j 'écris1: ', ^ -

r^ d-n , • 1 < . 1

. ., • ̂  ;u^^-^ ^ . , • ;.
r^ ! ^ • ( 't'8' î -'L.̂ '̂
r^'nd^'^drîx^14-?4-^

où (^o^o) ^t ^n P01111 pris sur cr une fois po.ur toutes; le point
mobile (^ Y]) décrit cr; les intégralescurvilignes sont prises sur o-
de (^o^o) à (^•yj)-
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Je considère le point A' correspondant à (•

l , r^-" ^'- r i
~ U...

x
Se, 'i»
,-S,-n-_.r- '_i_." A,.. '+^+^'('9) y ^

'-^Yl^—SaÎY)v̂E., •/). 14-^+ïl-

f\). J'ai :

En raison de la symétrie de o-, nous pouvons, au lieu de (19)» écrire

r^ d-nt r^
x'-=—x \

|-;-S.„--fl»
, ̂

y'= t /
^-'L _..^^+-^

di,
(30) .u,^1-^-^2

tYÎ nd^—Jdr}
14-^4--^ '- -/_«-'—Èo.-'/ io

De (18) et (20), on tire évidemment

(21 )

X -^- X

y-+-y

d^'/̂?.. ^^^.ri^^,yio
di=-v"^L-/l,

So.-^o

^ ^^+7!2

^ r-^-'^^^—g^'^
À./ I+^+ÏÎ2"'So, rio

La dernière intégrale (21) est nulle, car changer Ç en — ^ et Y) en — Y)
revient, d'une part, en raison de la symétrie, à laisser l'intégrale
inaltérée, et, d'autre part, à changer simplement les limites. On a
donc bien
(22) x-^-x'=a, y4-y==^ - Z -==. 0 ;

ci et b étant des constantes. La démonstration est donc faite; mais
ceci pourrâitêtre en défaut si les intégrales n'étaient pas algébriques,
car chacune serait.déterminée seulement à u n e somme de périodes
près; l'exemple de l'hélice circulaire met précisément la démons-
tration en défaut. '
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mDe même, si le cône C se reproduit par une rotation de l 'angle—
autour de Os, la courbe (~L) supposée algébrique jouit de la même
propriété; dans le cas où la directrice sphérique ('^<>) est indécompo-
sable, il n\ a rien à ajouter; mais si elle se décompose en une
courbe (i!^) et la courbe (^ /) symétrique de (iH>) par rapport à O , la
rotation — peut ou bien l'aire coïncider ('ii^) avec elle-même ou bien
l 'appliquer sur (^u/). La démonstration est toute pareille et se fait
par l ' intermédiaire de o-, l'axe de rotation ayant été pris pour axe Oz.

9. Nous pouvons main tenant donner une représentation géomé-
trique simple des conditions d'algébricité de la courbe (Jt) correspon-
dant à un cône algébrique C donné.

Nous avons négligé jusqu'ici la courbe (i^) pour o", parce que, au cas
où la directrice sphérique de C est indécomposable, cette directrice
est d 'un genre en général supérieur à celui de la directrice plane cr.
Revenons désormais à ( ^>); nous pouvons établir une correspondance
point par point entre (';^) et une certaine courbe plane H(X, .Y) == o,
de telle sorte que c, </, c" soient exprimées rationnellement en X, Y
et inversement; d'autre part, le point analytique (X, Y) peut être figuré
par u n point d 'une surface de Riemann convenablement choisie; au
point B^c7 ,^) de (^), j'associe donc le point figuratif b de cette
surface de Riemann. Si le cône G algébrique a été pris quelconque, les
formules déjà employées

(23)

..B

^=r c^dc'—c'dc'^
J^

,B

V=T f c^dc'—c' de",
J^

/-B

y =z T s c1 de — c dc\
^ R -

^

s=r c dc"-^- c" de,
^ B,,

où B() est un point fixe de (^) et B le point variable, déterminent les
coordonnées x , y ^ z du point A de (cJL») une fois indiqué le chemin
suivi de Ao à ^- Les diverses déterminations de a?, y, z ne diffèrent que
par des périodes polaires ou cycliques, c'est-à-dire ne différent que
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par des intégrales prises le long de certains chemins fermés suivis sur
la surface de Riemann, de sorte que si l 'on considère tous les points
réels et imaginaires de la courbe (^), on prend les intégrales sur
certains circuits fermés, réels ou imaginaires, par tant d'un point
de (itb) et y revenant. Par exemple, pou r une génératrice isotrope G
du cône G, on aura un pointa de la surface de Riemann et un circuit
fermé décrit .autourdu pointa-, auquel correspond sur r ind ica t r i ce (^ )
un certain arc imaginaire en touran t la génératrice isotrope considérée.
Je définirai même avec précision le circuit décrit autour de g' : si g-
n'est DBS point de ramification, on prendra un cercle de rayon in f in i -
ment petit décrit dans le sens direct une seule fois autour de g~, et
si g est point de ramification, le circuit décrit dans le sens direct
autour de g' limitant le domaine du point g. Si u, P, w sont les valeurs
des trois intégrales T Ce" de' — d d d ' , T Çcdc" — c"dc, T i c ' d c — cdc! le
long de ce circuit fermé, le vecteur (^?^ , w) sera le vecteur période
polaire de la courbe (Jl.) relatif à la génératrice isotrope G. Si le cône C
est de genre supérieur ou égal à l'unité, i l y aura lieu de définir les-
vecteurs périodes cycliquesde la courbe ("t.) correspondant aux circuits
donnant sur la surface de Riemann les périodes cycliques des trois
intégrales. Si donc (u i , v^ ^i), (^, ̂ , ̂ ), ... , (^, ̂ , ̂ ) sont les
divers vecteurs périodçs, polaires ou cycliques, au points, y, z de(^)
correspondent une inf ini té 'de points congruents :

!' :/ ^ 4- ^i ^i -+- \ Uî -1- . . . +• ̂  Un,

(24) y + \ Pi •+- \ ̂  -+-... 4- ̂  Vn,
Z 4- ^î^l-+- À2W2-+" • > •+ ^/i^ft? •

où les X sont des nombres entiers, positifs ou négatifs, arbitraires.
La condition nécessaire et suffisante pour que la courbe (A>) soit

algébrique est que chacun de? vecteurs (u^, ̂ , (^ ) , . . . . (^, ?„, ̂ n)
soit nul. On peut remarquer que si (^) est de genre supérieur à cr, la
surface de Riemann relative à (^>) peut être remplacée par la surface
de Riemann plus simple relative à o-, mais cela importe peu pour le
bu tque je me propose dans ce paragraphe.

Songeons maintenant à l 'interprétation géométrique des trois in té-
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gralesjc^ - c-dc^ fc-dc - cc/c^ fcdc' - e/dc qui entrent en jeu

ici.M. Kœnigs, dans la Note rappelée p lus liant, l'a donnée. Soit un
arcBoB de (i(l));je le décompose en un certain noia-bre d'arcs infini-
ment petits BoB,, B,B,, BA,..., B;^,B dont le nombre A- croît indé-
finiment; les cordes BoB,, B,B,, . . . , BA-<B foraient un système de
vecteurs ayant 'pour résultante de translation la corde BoB et, à la
, : . - • - . ^B
limite, pour moment résultant par rapport à l'origine j ^ de" — ̂  de1,
^ B <

/ ^dc—cdc^ j cdcf — cWc. Si le point B coïncide avec BU, nousBu ^Bo
avons un circuit fermé, réel ou imaginaire, partant de,Bo et y reve-
nant; le système de vecteurs que nous avons imaginé forme un couple;
l'axe de ce couple est compris dans l 'une des expressions

l À, ^i4-^2 ^.24-. . .-+- In U^

(2 5) ' • , j ^ i^^ -Àâ ^-1-. -.4-^ ̂
1 _ : {\w{^\w^, ^^w^ , 1 . . . 1 •

Si la courbe (JL)est algébrique, chacun des circuits fermés découpés
sur la courbe (^) donne un système de vecteurs constituant, non plus
un couple, mais un système équivalent à zéro.

M. Kœriigs, qui a introduit cette conception, ne l'avait appliquée
qu'à un circuit unique, à savoir le circuit réel constitué par la portion
réelle de l'indicatrice (^). \

II faut expri Hier que tous les points de l'ensemble (û5) se réduisent
à l'origine. II y a lieu d'étudier à part les vecteurs périodes polaires
et les vecteurs périodes cycliques.

On sait que la somme des résidus d 'une fraction rationnelle sur une
surface de ftiemann est nulle. Donc, pourles vecteurs périodes polaires»
il suffira d'exprimer que les vecteurs relatifs à toutes les génératrices
isotropes, moins une prise au hasard, se réduisent à zéro-En parti-
culier, si le cône G n'a qu'une génératrice isotrope, auquel cas il est
nécessairement imaginaire, le résidu est nul pour chaque intégrale,
et alors si G est unicursal, la courbe (^>) est algébrique. Nous verrons
plus loin que la détermination des cônes unicursaux à u'nique géné-
ratrice isotrope revient à lârésolution de l'identité célèbre AD.— BC=i

Ann. Ec. Norm., (3), XXXVI, — OCTOBI<E 1919. , ^7



-2q0 BERTRAND GAMBÏER.

entre quatre polynômes ; j'y reviendrai plus loin. La cubique de M". Lyon
est le type le plus s imple .

La réduction du nombre total de condi t ions , si le cône C présente
soit u n axe de rotation, soit un axe et un plan de symétrie^ devient
intuitive. L'ensemble des points donnés par les formules (^5) possède
é v i d e m m e n t la propriété de se reproduire par les rotations et les
symétries du cône C. Remarquons, en effet, qu'un circuit fermé et le
symét r ique de ce c i rcu i t par rapport a l'origine ont même axe; on
peut donc se borner a u x ro ta t ions laissant le cône C invar iant ; un
circui t terme découpé sur (^)) devient après la rotation, suivie s'il est
besoin d'une symétrie par rapport à 0, un circuit fermé découpé
sur ('^); le vecteur période n'a fai t que tourner autour de l'axe de
rotation de l 'angle caractérisait cette rotation. Et ceci, bien entendu,
s'applique aux points qui dér ivent de la composition des vecteurs
périodes polaires pris isolément; pour les vecteurs périodes cycliques,
ceci s'applique aussi.

Donnons dès main tenan t une application très simple : supposons
que le cône algébrique C n'ait que deux génératrices isotropes; si le
cône C ne présente a u c u n e propriété de rotation ou symétrie, j'exprime
que l'un des deux vecteurs périodes est nul et j'ai trois condit ions
(au plus). Si le cône C admet le plan xOy pour plan de symétrie,
el par-sui te Os pour axe de symétrie, tout en n'ayant que deux géné-
ratrices isotropes, deux circonstances peuvent se présenter : les deux
génératrices isotropes sont dans le plan xOy, ou bien sont contenues
toutes deux dans un plan passant par Oz, aucune n'étant dans le
plan .^Oy.Dans le premier cas, chaque génératriceisotrope est à elle-
même sa symétrique par rapport à Os, le vecteur période correspon-
dant est à lui-même son symétrique par rapport à Qz, il est porté
sur Os, donc il suffit d'écrire une seule condition pour annuler les
vecteurs périodes. Dans le second cas, les deuxgénératrices isotropes
s'échangent dans une symétrie par rapport à ôz, donc les deux vec-
teurs périodes correspondants étant à la fois symétriques par rapport
à Os et opposés sont dans le plan xOy : i l suff i t de deux conditions
pour annuler l 'ensemble des deux vecteurs périodes. Nous donnerons
des exemples précis clé ces deux cas.

Si le cône C n'a que deux génératrices isotropes et coïncide avec
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lui-même après une rotation de ̂  autour ' d e 0^, m étant un entier 'r m
supérieur à 2 sans égalité, les deux vecteurs périodes étant d 'une part
opposés et d'autre part se reproduisant dans leur ensemble par une
rotation de 2-71 autour de 0^ ' son t nécessairement alignés sur 0:?, donc

m .
il suffît encore d'une condit ion un ique pour a n n u l e r l 'ensemble des
deux vecteurs périodes polaires.

Pour éviter toute objection, je fais observer que j'ai déf ini avec
précision, en grandeur, d i rec t ion et sens, le vecteur période polaire
relatif à une génératrice isotrope : dans une symétrie, ou rotation, la
courbe ('Kb) présente une transformation r a t i o n n e l l e en elle-même où
les génératrices isotropes s'échangent soit en elles-mêmes^ soit, les unes
avec les autres; dans ces transformations analytiques, les circuits infi-
nitésimaux tracés sur la surface de Riemann s'échangent dans les
mêmes condit ions et les sens positifs se "conservent, remarque
essentielle à faire pour la rigueur de ce qui précède.

Dans ce qui précède, je ne suppose rien sur la réalité ou non-réahié
des éléments géométriques. Si l 'équation du cône C est à coefficients
imaginaires, nous obtenons des équations entre quanti tés imaginaires.
Si le cône C est réel (au sens vulgaire) ou du moins représenté par
une équation à coefficients réels (réel an sens de M. Goursat), les
génératrices isotropes sont deux à deux imaginai res conjuguées, les
résidus correspondants sont imaginaires conjugués; Jes périodes
cycliques sont deux à deux imaginaires conjuguées. Donc les équa-
tions dénombrées coïncident, dans leur ensemble, avec le. système des
équations conjuguées; onpeut donc s'arranger par un choix conve-
nable d'inconnues pour que ces équations soient des équations a coeffi-
cients réels entre quantités réelles.

Les .exemples qui suivent au Chapitre III éclaireront ce qui précède;
c'est grâce à l 'ensemble des considérations a priori qui vient d'être
expose que j'ai pu me placer dans les circonstances les plus favorables
pour obtenir des exemples de courbes à torsion constante algébriques,
imaginaires ou réelles, unicursales ou non.

10- Rendons-nous compte de ce qui se passe dans le cas précis où
le cône C est unicursal; soit m le degré de C. La section a est unicur-
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sale, de degré m. J'écris donc :

. P( t ) Q ( < )
(26) ^ïïTTT ^BTï)'

où P, Q, R sont trois polynômes de degré m eu î. Dans les formules (i),
je peux supposer /?, k, l remplacées par P, Q, R, d'où

/• RQ'-QR'
^^JpTTQ^TK2'"'

/ "-'-V ——V-^ -y^

•^JpTTQT^-ïr^
r PR'—RP' ^_ /'J^R'—KP'

^——'^J p2_(_Q2+I

/• QP'_ PQ'

(27) y=^J P,_(_Q^R->"^
,_- fQP'-
'-VP^Ï'Qpâ^_Q2_,_ Ri rfi;.

Les génératrices isotropes sont données par l'équation P2 + Q2 -t- R2^ o
qui est de degré •im et ne doit avoir que des racines multiples. Les
numérateurs des fractions à intégrer sont du degré im - î seulement;
la somme des résidus est bien nulle.

Si tous les ndices sont pairs, P2 + Q2 + R2 est le carré d'un poly-
nôme entier S ( t ) et alors la directrice sphérique du cône C se compose

, , , , P(<) / Q^) ^_-R ( i t )d'une courbe (tii>),unicursale de degré w,c== -g^-^ c == -v^-y c ""STÏ)'
et de la courbe symétrique (ni/). Il y a avantage à se servir ici de la
directrice sphériq-ue (ifc) plutôt que de la directrice planer; considé-
rons, en effet, les coordonnées curvilignes employées sur la sphère :

c+ic' _ i + c " r, _ ^zJ^L — L^L
(a8) •oc — ",—c"' ~ c— ic' " y ~ . , — c " ~ c + i c '

Ici : P - + - ( Q S + R , _ _ p — t Q _ S + R
^^sTnr^F^TQ' ' ^-'s^r- P'+(Q

En vertu de l'identité P2 -+- Q2 = (& -4- R)(S - R), lé polynôme S - R
a des racines communes avec P +iQ. et avec P - î'Q, de sorte que les
fractions» a et ^ peuvent se simplifier, et nous écrivons

a-,^, B =M^
(-9) 1 ; • ^ ; --^-^

y et y étant deux polynames premiers1 entre eux, ainsi que f\ et Ci.



SUR LES COURBES A TOKSION CONSTANTE. 293

Si nous coupons la courbe (^) par un plan tangent quelconque- de la
sphère, le nombre des points d'-interseclion, égal à m, s 'ob t ien t ' en
totalisant les racines des deux équations a = a^, ^ == j^o en désignant
par a^ et- ̂  les paramètres des deux génératrices de la sphère conte-
nues dans le plan tangent. Si donc la fraction a est du degré m^ et la
fraction .(3 du degré m^, on .a m^ -+- m^ == m, - t andis qu'avant réduction
on semblait avoir deux fractions de degré m. Si le cône C est réel, les
deux fractions a et [3 sont de même degré, égal à mm Si l'on remarque
que

a 4-p ' , . . P—a • „ a 6 — î
C =: ————t- , C' = l J-———-5- î C" -== —5————

r -h a(3 i -+- oîp ap 4- î

et, par suite,

^ __ a -+• 6 _ /?i^/îP ___ .P—a _ ./i9—./yi
c - ap~=~7 "' .//î— ??i ? "r] - ' a(3 — î "~ \//i— 99i 5

on voit que l'équation P2 -+- Q^ 4- R2 = o devient (ff, 4- ©ci)2 == o. On
a exprimé automatiquement, sous la forme (29), que P2 + Q'2 -+- R2 est
carré parfait. Sous la forme (26), on doit in t rodui re 3m -4- 2 coefficients
non homogènes, avec m condit ions pour exprimer que P2 -+-Q :2-^- R2

est carré parfait; sous la forme (29), on n'aque^/T^ -4- î) •+- (27^2 -+-1 )
coefficients non homogènes^ nombre égal à 2 W 4 - 2 , résultat qui
coïncide bien avec le premier dénombrement. Nous retiendrons que
chaque indice doit être pris au double de l'ordre de mult ipl ici té de la
racine correspondante de l'équation //î 4- y?i = o. Nous verrons
même plus loin que si l'on se donne, le côûe G étant supposé réel, le
nombre des racines de ff, -h çy/ avec leur degré de multiplicité, on
sait exprimer explicitement les quatre polynômes /, y, f^ Çr au
moyen des arbitraires strictement indépendantes.

Les exemples réels, connus avant ce Mémoire, avaient été trouvés
par M. Fabry, correspondant à des cônes à deux génératrices
isotropes, sans utiliser la simplification provenant de l'indicatrice
sphériquè; le lecteur pourra juger de l'importance de cette simpli-

• fication.11',' , , 1 , 1 1 , : 1 ' 1 1 : 1 1 . 1 1 1 1 ' 1 , 1 ' , ' . 1 ';11 - ; 1 . - , 1 1 , . - . " . 1 : , 1 1 , , 1 1 . : 1 : 1 , , ; . 1 . , 1 '.. ^ . ,' .
Si le cône C est réel, dans le cas où les indices sont pairs, la

courbe unicursale^) est d'un seul tenant et fermée.
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H. Supposons maintenant que tous les indices ne soient pas tous
pairs, mais qu'il y en ait deux au pki's qui soientimpairs. En vertu de
la relation £z'= 2w, le nombre des indices impairs est pair; donc il y
aura exactement deux indices impairs; en supposant, ce qui est tou-
jours permis, que les deux valeurs de t correspondantes soient finies,
o n a P a + Q 2 - + - R ' =(ï-^)(^ - ̂ )S2^); il résulte de là quec, </,</'
ne sont pas exprimés rationnellement en ^ mais que si l 'on écrit
Q2 = (t —- t ^ ) { t — t^ on pourra exprimer ra t ionnel lement t et 0 au
moyen d^un nouveau paramètre T auxiliaire, de sorte que la courbe
c, </, c" est néanmoins unicursale; c'est une courbe de degré 2m
symétrique par rapport au centre de la sphère. Comme précédemment,
on pourra écrire -f^ ^-
la somme des degrés des deux fractions étant égale à 2m; la seule
différence avec "ce qui précède est que, à chaque valeur de ^, corres-
pondent deux valeurs de 0 et par sui te de T échangeant c, </, c" avec

' • — < ? , — c'/— c " , c'est-à-dire a en —I- et [3 en '=-^- 'Les coordonnées d 'un
point de (^) sont exprimées ra t ionnel lement en t : la représentation
de ces coordonnées en T est une représentation impropre qui fait par-
courir la courbe (.A.) deux fois, mais la courbe (i^) u n e seule fois.

Si le cône G est réel, les deux génécatrices d'indice impair sont
conjuguées, m est nécessairement impa i r . On peut s'arranger pour
que ^ = = — t^ == ï, et, en posant ^ == tang y,

p2^Q2^.Sp^( ï^_ ^)g2(^ V

... _COS9 P ( t a n ^ y ) / _ c o s < p Q^lang^)- „_coso R ( t a n ^ e p )
( I/ ^""S'cTaniTr"^ 0 ̂  ^^^^—^ /ci-——s^an^r"^

en partant d 'un po in t réel Ao de (^) avec la valeur Go et faisant
varier ç de ©o à Oo •+- ^» on décrit toute la courbe (<Ao) revenant au
point de départ Ao, mais aboutissant sur hi courbe (i^) au point By dia-
métralement opposé au point de départ Bo. La courbe (1^) est fermée
et d'un seul tenant; elle jouit de cette propriété intéressante, c'est que,
si Fon prend au hasard deux points diamétralement opposés sur elle
BO et B^, le circuit obtenu par une circulation réelle ou Imaginaire sur
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cette courbe à partir de Bo pour about i r à By, puis par le trajet recti-
l ïgne B^BO, qui ramène en ,Bo, a son axe nul , au sens de M. Kœnigs;
ou, si l'on veut, le système des vecteurs inf in iment petits mis bout
\ bout sur le trajet curviligne B^By est ecj[uivalent à un vecteur
unique BoB^.

A la r igueur, nous pourrions dire ici que rindicatricesphériquèdes
binormales est une courbe ouverte réunissant deux points diamétra-
lement opposés de la sphère.

La surface mitliïna (M) est double, la surface minima ( M ç ) a u n
centre.

Dans ce cas qui v ien t d'être étudié, je dirai que l'indicatrice sphé-
rique (.1 )̂ est mixte, pour rappeler que si c, c15 c" ne s'expriment pas
ra t ionnel lement en t, ils s 'expriment pourtant rationnellement au
moyen d'un autre paramètre.

12. Soit maintenant le cas ou les indices impairs sont en nombre
supérieur à deux; ce nombre est pair. La courbe (^) est indécom-
posable de degré 2/n double de celui de C et <jy symétrique par rapport
à l'origine, mais n'est plus unicursale.

Si la courbe (oA>) est réelle, nous supposerons que le paramètre t est
réel pour les points réels de (^), ou cr, et l'on écrira

(82) P â -^Q 2 +R ? •= :S 2 (^ ) [ (^—a, ) 2 +^] . . . [ (^—a/ , ) 2 -^^] .

S(/) étant un polynôme à racines deux à deux imaginaires, donc de
degré pair; on a donc 2m=4/?+2-À ou m == ip 4- À, le degré du
cône C est de même parité que le nombre des couples d'indice impair.
D'autre part, on a

___________P(t}__________
c~' S(Qv / [ (^—^) 2 -+-^^ . • • [ ( ^— aA) 2 -^-^ ]

et formules analogues pour c'\ c"; si donc on fait variera de —oo à -+" oo,
de façon à décrire toute la courbe (^), nous suivrons par continuité
la variation de c, c7, r/'; supposons le radical pris positivement pour
une certaine valeur ^ de t; comme il ne s'annule jamais, il reste tou-
jours positif; le polynôme S (t) garde u n s i g n e constant, donc de
—x) à -h ^o le dénominateur de c, </, c" garde un signe constant;
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si rn et h sont impairs, les polynômes P, Q, B ont changé' de signe
lorsque la variat ion de / depuis — co jusque 4- ̂  a ramené au point
de départ ; aut rement dit, l'indicatrice (^>) se compose encore d'une
courbe ouverte jo ignant deux po in t s diamétralement opposés de là
sphère; si nous parcourons la courbe (^) deux fois coup sur coup
dans le même sens, nous décrivons d'abord la courbe ouverte, puis la
portion symétrique : ces deux portions réunies constituent la courber)
complète, qui est d'un seul tenant.

Si maintenant m et h sont pairs, le même raisonnement montre
qu'une circulation complète sur (c,^) ramène au poi nt c, c1 ̂ c " de départ,
donc l'indicatrice (^) se compose de deux branches séparées, symé-
triques l'une de l'autre, fermées chacune et d 'un seul tenant; ces deux
courbes sont les deux moitiés d'une même courbe algébrique.

Quelle que soit la parité de w, la surface min imaCM) est double.

13. Dans le cas où le cône Gest de genre non nul, il peut arriver
que la directrice sphérique soit composée d 'une courbe (^) et d'une
courbe (W) symétriques l 'une de Fautre par rapport à l'origine et ana~
lytiquement distinctes. Dans ce cas, le degré et le genre de G sont les
mêmes que ceux de (iu>); les indices des génératrices isotropes sont
tous pairs, la courbe (tAo) a pour genre le g-enre commun de (i)i)) et G.
La surface minima M est simple. Ces résultats dérivent de ce que
l'équation du cône est de là forme

(33) (Ji?2•+y2-+•^)B2(^,J,^)—A2(^y, ^)=o,

où A et B désignent des polynômes homogènes en x^ y, z . ,
Si l'intersection de G et delà sphère a?2 -^y2 + z2 = i se compose

d'une seule courbe indécomposable analytiquement, symétrique par
rapport à rorigine, le degré C est égal à la moitié du degré de (^>), le
genre- commun de (cAo) et G est en général inférieur à celui de (^'),
mais il peut lui être égal, comme le prouve rexemple des cônes uni-
cursaux à directrice mixte; quant aux indices des cycles isotropes,
des circonstances bien distinctes au point de vue de la parité sont à
considérer. Il peut arriver ici que tous les indices soient pairs et que,
néanmoins, là directrice sphérique ('^) soit une courbe" indécom-
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sable admettant pour centre le cent re de la sphère; il peut arriver
qu'il y ait des génératrices isotropes d ' ind ice impa i r (en nombre pair,
comme nous savons). Dans le cas où il existe des génératrices isotropes
d'indice impair, nous sommes certains que l ' in tersect ion de C avec la
sphère se compose d'une seule courbe indécomposable. Je donne
immédiatement un exemple de cône non unicursal , n ' admet tan t que
des génératrices isotropes d'indice pair, dont la directrice sphérique
est une courbe indécomposable à centre. J'écris :

(34)

\ 4- Ai^ 4 ^. , Aû^-i" Aic -h ic'— ' ^^=——^——^

-'— V—AAir/8^-^ i —A2— A'i )^ "—^\,
~ ^itn 5

^où A e tA^ sont deux constantes réelles et 722, r deux entiers premiers
entre eux, r étant compris ent re o et 2m et impair . Si l'on pose
y==<?^, où y est un nombre réel arbitraire, on voit aisément que le
point c,c1 est réel; pour que c" soit réel et non imaginaire pure , t ou t
au moins pour des valeurs de y convenablement choisies, il faut et
suffît que le point (A, A, ) dans le plan ooAA, ne soit pas compris dans
les régions hachurées; ces régions sont les angles droits opposés par

le sommet aux angles du carré formé par les points des axes ODA
et o)Ai, situés à la distance i de l'origine. La courbe {^) est du degré
2(8-m — ar), double du degré de la courbe (^,^) et de genre L\m— i.

Ann. Éc. ^orm^ (3), XXXVL — OCTÔUKE 1919. ^
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A deux valeurs de q égales et de signe contraire, .on peut faire corres-
pondre deux points de(^)(c, c1, c") et ( — c, — c^ — c") diamétrale-
ment opposés, donc le cône G est du degré Sm — ar seulement. Si
l'on écrit

^ ' ^ = c±icl ̂  .——^ • A qttm ̂  A ! ! ___ -
c'1 v/<7-2 [—AA^78 / /^+-(I—A2—Aï)<7 / t /"—AAl]

__ . i __________A •+- A, (f'^1__________ '
11 ~~ . ^-r-l ̂ ^__^^^8m_^ ( I _ _ A 2 — — A ï ) ^ m — — A A J # 1

Si l'on pose y2 == Q, on voit que la courbe ÇK, p.) correspond biration-
l i e l l e m e n t à l a c o u r b e s ^ ^ Q I " - AA^Q^^+^î -A2 - A^Q^-AA,]
qui est de genre 2m ; le cône C n'a que deux cycles isotropes corres-
pondant à Q = = o e t Q = 3 o ; chacun de ces deux cycles est d'indice
8m — 2r, nombre pair.

Nous verrons u l tér ieurement que pour les cônes G réels non unicur-
saux conduisant à une courbe (^o) algébrique, il peut fort bien arriver
que la courbe (^) se compose d'un nombre arbitraire d'arcs fermés
séparés les uns des autres, et la courbe (^) d 'un même nombre d'arcs
fermés" aussi et séparés.. ' , , • : ' !

La surface M est toujours simple si l'intersection'complète de G et de
la sphère se décompose en deux courbes analytiquement distinctes,
et double dans le cas contraire.

i4. Pour terminer ces généralités, il est nécessaire d'indiquer
le parti à tirer des é léments imaginaires et de préciser la notion de
réalité.

Si l'emploi des imaginaires constitue un instrument précieux de
recherches, il est bon que dans le résultat on ne trouve plus trace que
d'éléments réels, j ' en tends par là réels au sens vulgaire de ce terme*
Le plus bel exemple de l 'emploi des imaginaires à ce point de vue est
fourni par les surfaces m i n i ma.

Ici, les surfaces applicables sur le paraboloÏde constituent une belle
application des courbes à torsion constante : étant donnée une courbe
réelle ou imaginaire ( l^)? cette courbe définit une inf ini té de courbes
à torsion constante homothétiques entre elles, le rapport d'homothétie
étant égal au rapport des rayons de torsion. Or, si l'on prend le rayon
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•de torsion égal à u n e imaginaire pure -?, la courbe (-t) est nécessaire-
ment imaginaire et, j o i n t e a la courbe conjuguée (^0, permet de
construire un couple de deux surfaces réelles S et S7 applicables sur le
paraboloïde de révolution de paramètre/? égal à 2T. La seule différence
qu i se passe, entre le cas où (iii>) est imaginaire ou réelle, est que, dans
le second cas/la courbe (^) peut s'obtenir à par t i r d'une courbe réelle
par une homofchétie dont le rapport est imaginaire pure, et que les
surfaces S -et S' ont un centre de symétrie, en supposant que ( ^ ) ,
S et S" soient algébriques. Je renvoie le lecteur au Mémoire que je
publie au Bulletin de la Société mathématique.

Dans ce travail, j 'ai rencontré, après M. Coursât, une série d'élé-
ments imaginaires offrant la particularité intéressante de coïncider
avec l'élément conjugué : ainsi, pour les surfaces, le cône isotrope ou
la'sphère x2 +y -4- z2 + i ==- o coïncident avec la surface conjuguée;
pour les courbes, l'intersection de deux surfaces réelles, qui n'ont
pas de points réels communs, constitue, si elle est indécomposable,
un exemple de cette nature. J'ai été amené, pour simplifier le langage,
à appeler ces éléments géométriques réels au sens de M. Goursat
ou simplement réels (ç). Ces éléments aussi sont plutôt intéressants
comme moyen que comme résultat. Dans le cas où il est besoin
de spécifier, j 'appelle les éléments réels au sens vulgaire, éléments
réels(P). '

Or, j'ai montré que si le cône C est réel (y), les surfaces réelles (^)
applicables sur le paraboloïde S et S^ qui lui correspondent sont
encore à centre avec cette différence que pour un cône C réel (?)' le
centre est un point conique non isolé de S etS / et un point conique
isolé si le cône G est réel (ç). D'ailleurs, si le cône C est réel (ff) et si
la directrice sphérique de ce cône ne se décompose pas, cette
courbe (i^) est réelle (y). Mais si la directrice sphérique du cône
réel (Ç) se décompose en deux courbes symétriques (z^) et (ip/),
deux cas peuvent se présenter : (ub) peut être à elle-même sa conju-
guée, autrement dit est réelle (ç), oubien (i^) est conjuguée de (^/),
de sorte que cette fois, même au sens de M. Goursat, (^)et (^/) ont
cessé complètement d'être réelles.

Il est bon de voir ce que l'on obtient exactement au point de vue de
la réalité pour les surfaces, nunima ( M) et (Mo) associées aux courbes
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à torsion cons tan te . Il est bien clair que toute courbe sphérique
réelle Çv) donne U I I H courbe (•1-), une surface minima (M), et la sur-
face adjointe (Mo) toutes réelles (?) si le nombre T est réel. Mais
qu'arrive-t-il si le cône G est s implemen t réel (Ci)? Dans ce cas, il est
facile de voir qu'en prenant T réel, on peut, si la courbe (^A.) est algé-
brique, obtenir une courbe (^) réelle ( C i ) ; si la directrice sphérique
de C est indécomposable, ou si elle se décompose en deux courbes
symétriques, réelles (G) séparément, la surface (M) et la surface (M»)
sont réelles (c); c'est' là le résultat intéressant à noter.

Prenons d'abord la courbe ( < A > ) ; j e considère la section cr de G par le
1̂  3=1; c'est une courbe réelle (Ci ) , et j'écris les formules détermi-

nant.», y, z sur la courbe (A') ;

(36)

/ • 1 > df}
x =. -c f ——-,———, + a,

J,, .-^-4-^

r 11 f/'F
7-(7ÏÏ^P^

- 1 ' ̂ c/l—'Ed-f}

-S,.
Z-=T 1 ———-^————Ï-+7;

\ J^ ,^•+•Ç2-+-.rJ2 /

P, étant un p o i n t fixe de a-, P un point variable; a, [3, y sont trois
constantes pour l ' instant arbitraire que nous déterminerons ultérieu-

. rement . En écrivant que les coordonnées du point de (eAo), "obtenu en
remplaçanL P par le point conjugué P', coïncident avec les conjuguées
de x, y , z, on a manifes tement , en appelant a7, ^, Y les conjuguées
de a, p, 7 et P,, la conjuguée de Pô :

" /•p' dn , ^ d-n__ ,
^^7^^^=^^

ou < dr\
-i- ̂  •+- Y]'2 •

et égalités analogues pour ^ - ? ety7 - y. Ces égalités sont possibles,
précisément parce que les seconds membres sont des imaginaires
pures, comme on s'en aperçoit en remarquant que l'inversion des
limites, pourvu que. l'intégrale indéfinie soit algébrique, revient
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ind i f fé remment à. changer l 'intégrale de signe ou à la remplacer par
l ' intégrale conjuguée. Et alors la partie imaginaire de a, ?, y est com-
plè tement dé te rminée ; la partie réelle est arbitraire, ce qui corres-
pond à une translation réelle. Nous pourrons donc prendre

• T r^ ^a == - y ——^——s»
, • •• 2j^ «+t--4-^

W •P=^.'"7T^,-
__T_ r^-nd^^d-n

•:1 ^ - îL l-h^Y]22jp. i-h^Y]2

Cela posé, pour dé f in i r la surface minima (M), je dois d'abord
considérer la courbe minima

(JÎL) x — c i r , y—c' I'T, s—C^'T:

puis la courbe minima

(ÔK/) . ^ -+- cir, y -4- C '̂T, . z -4- '̂Z'T,

et prendre le milieu des cordesqui joignent au point de la première à
un poin t de la deuxième.

Si l'intersection du cône C avec la sphère ne se décompose pas, ces
deux courbes ne sont pas analytiquement dist inctes; nous avons dit
qu'en effet dans ce cas la surface (M) est double. J'associerai alors les
points provenant de P et P' respectivement, à savoir {x — C?T, y — cf ZT,
z ^ o " ^ ) d'une part et \œ^ 4- c,i^, y ^ -+-C^'T, z, +c\i^} de l'autre,
points évidemment conjugués, de sorte que la surface minima (M) est
réelle (?). Si, au contraire, la directrice sphérique de C se décompose
en une courbe sphérique (i^) et la courbe symétrique (^)y les deux
courbes (c)iL) et (JR/) sont analytiquement distinctes, la surface (M) est
simple. Portons sur cr du point P et suivons par continuité la variation
de c, c', c''; quand nous arrivons en P7, c, cf, c" sont devenues soit
c^ c^ ^conjuguées de c, c7, c" si la courbe (i^) est à elle-même sa
conjuguée, soit—c,, — c\^—c\ si la conjuguée de (^) est (W). Dans
le premier cas, le point de(Jlt) correspondant à ^ et le point de (31l/)
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correspondant à ^ sont ^ --c^, y - C^T, s - C'IT d'une part ;
.^.ad-c^T, J-l-^ ̂  z + c ' [ i ^ , et cela montre bien que la surface (M)
est réelle (?). Les circonstances sont différentes dans le second cas,
car la courbe minima (.m') contient alors le point oc-ci^, y - c ' ^ ,
S—C^'T correspondant à ̂  et le point ^+C^T, y , -4-c^'T, ^•4-^ïT
correspondant à ̂  ; la courbe (<)ÎL) admet pour conjuguée elle-même
et non plus (OÏL'), de sorte que la surface (M) est imaginaire. Quant à
la surface (Mo) étant radjointn de (M), elle est réelle QQ ou imaginaire
en même temps que (M).

Cette surface (Mo) est circonscrite a là sphère-.^+ydr ^ =- T2 le
long de la courbe TC, TC^ TC' homothétique de (^). De même qu'une
surface réelle du second degré peut être circonscrite à une sphère le
long d'un cercle imaginaire, mais réel (&), une surface minima algé-
brique réelle peut, dans certains cas, être inscrite à une sphère le
long d'une courbe réelle (<j). Ce point était intéressant a élucider.
Dans mon travail sur la paraboloïde, j'ai donné des exemples précis
des divers cas étudiés ici; j'en indiquerai d'autres dans le cours de ce
Mémoire même.

i5. Avant de passer aux exemples, je résume les diverses formules
qui me seront nécessaires :

^ . y " !

Section du cône C par le plan z= ï : ' ""

c . . " </ • ^ _ c -t- ic' _ c--i'c'. , .
, ^c^ '^^'c''^ À — ^ ? ^" ^ '

Indicatrice (B) :

;, \ Q^-iç1^ ' , '. c—ic!^-——J^>•'cf/^ ———; •
. •1 ,/ •yx+À^ ^ . ; S/I-+-ÀP. </i-hÀ^ .

Courbe (A):

" • 1 ' / 1 . r ^ / - . • .r_^^ ' . _ '1 .•T^,-^^1
^i^^j^^^, ,-^=^,^^, ^-——T^ ———^———
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Si l'on emploie les coordonnées a et j3 sur la sphère de rayon i,
on a :

(38)

a -=-

ç —L ir/-»' -

X .4- îj'

X IJ .̂  -^

. f6^a
5 — o "r i S r

.

C 4
r —

i-+-a(r

. frfa 4-: 2-^ 1 ———
J (i+
. r^e 4-

ft ^- T 1 •

r-^ • i+

- C77 C -—

sa

J o+

c77

(3
ic1 '

0^0

ap)^ '

62 ^/a'
a(3)^ '

-ar/(3"
-^ 7

c
Ï

sp
4- c<

C 4-

—^
—c"

^̂
!

ic' —

ç!f ——

1

C

c^--

'/
'/^

-t-c"
+tC'

a?
-ap
rfa—

('+
rfp-
(«+

(3(/0t

(i+ap)2

^

—— I1'

4 - 1 ^

a2^
a^)2 ?

P^a
ap)^

4-a ̂ (3

La comparaison des trois intégrales donnant x 4- zy, r—y, -s avec
tes expressions des différentiel les algébriques rf(c 4- îc^), ^{c— ic'),
^/ montre que l'on peut, si Fon veut, prendre au hasard une intégrale
et une seule dans chaque colonne :

(39)

r da ""r d^ ' r ^da ^
j ( i -h-ap)2 5 ^(TT^?' j (l '+ap)25

r a2 ̂  '̂ (32 ^cc . F a^p
J t ï + a p ) 2 9 J(i+ap)^ J(i4-a(3)^

et exprimer que ces trois intégrales sont algébriques. Cela revient
d'ailleurs a écrire des formules, utiles pour rintégration :

(4o)

, -y

y

— ix
T : 1

,4- ix
T

iz-^ , 4-,
T

h/C'-

j p i

f.fl

- ^ fJ c
/ /"•

- ^ (^
-\rj (i

.-^a
^ap)^'.

rfp
+^J3'
KrfjS

+ap)2 '

;y — ix
T

j' 4- ix

-^
T

^C-l-t 'C')=:4

- ( C — { C / ) = = 4

(t+^r'
da..

IÏ-̂
J (• ̂

=^
(T-h^)2 5

>: S^a,.

(•+.^)2"

Dans le cas où la réalité de la courbe ("A>) ne joue pas un rôle essen-
tiel, on pourra employer avec fruit les coordonnées sphériques (^, ^)
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à (a, j3) par les relations u == a, r==—— qui donnent :

/ __ c -h ic1 _ i 4- c" i — c" c -+- ic'
i — c" c — ic' c — ic^ i -+- c^ ;

• 2 </P . , '>. ,, ^ 4- <•'
C -h ?C --=—————•» C — — Î C =:—————? C

// — C // —— (T M — V

,.\ j . . Fc2 du 4- //2 ^c . , r^ du - iêdv
(4 Î )WJ= ^J ^--f ? C4- 'J (.-P)- ;(^-p;2 -V ( / / -p) 2 5

^/ -+- ûf^ . , rdu — dv. rdu-^-dv . rdu—dv
x — ty == — 2 Î,T / -————-, c — ic' == — '2 / ————- ;

J ^ — r ) 2 J ^—(Q 2 5-—————- , C —— ÎC' == —— '2 1 ——————- ;( ^ — r ) 2 J (^—(,)^

| . r^du4- // dv „ " ' r ^ d n — u d ^
5 = = — 2 / T | -—————————, . ^'-=.—'2. \ —————————.

\ J (u—vY J (u—vY

Les colonnes analogues à (39) sont :

f du Ç ^du ,f <^ du
^ • J [ u - ^ y ' J ( / / -P)^ J o/-^)^

( a 2 )
f ^/(? r ^/^ f̂ ^L-

J (/ /—^'2 ? J (^-^2 ? J ( « — ^ ) 2 '

On aura donc :

r—^ ., , /" ^^/ 7—^'r , . ,, / r //••!^'
1 -————— + c-^^.7^:^ I-—————-, i-———————(c -+- Z^) ^-:4 / 7——————:;;
I T J ( / / — — P ) 2 T / V ( j /——^ 3

/ , o . ' y + ^ ., / C dv Y^-i.v . . r du(43)———— +c-^=^^-^, ———-(c-.c')=4j^^;

f ^ „ , /" //.(^P ï.z , , /^ ^r/?/,
! T + ^^V^r^' .T - .̂/(T^r

Enfin on se rappellera que le déplacement réel le p^îus général de la
courbe (ift)) à la surface de la sphère revient à la même substitution

mu 4- /i mv -h ni_ i * "LU -+- /& //i v -+- /i /Y» , ^homograpmque u^ ==——————, ^ ==——————, etiectuee sur je t v.0 r A — fiQU -+- niQ — n^-h mo '
m et TÎ désignant deux constantes dont m^ et ^0 sont les conjuguées.
Quand il s'agit de courbes imaginaires, on peut appliquer à - l a

mu 4- n m ('<••+- ncourbe (^)) la substitution plus ffénérale u, ==————» ç. ==—î— quiv / * t:) pu ~f- y ' pt^ -j- cy 1

fait correspondre à une courbe (^) algébrique une autre courbe ("A.,, )
algébrique ; cette nouvel le substi tution, au lieu de ne dépendre que de
trois paramètres réels, comme celle qui précède, dépend de six para-
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mètres réels1; elle. revient a la composition de la substitution corres-
pondant au déplacement réel avec. la substitution u.^ = = A ^ 4- y ' 4- v?,
t ' , == A^ -4-- a -h "^, où Ay a, v sont trois constantes réelles ;' les deux
subs t i tu t ions peuvent être effectuées successivement dans un ordre
arbi t ra i re , à cond i t i on de donner des valeurs convenables aux coetïi"
cients . De la sorte, a une surface S algébrique "réelle applicable sur le
paraboloïde correspondent toute une série de nouvelles surfaces algé-
briques et réelles applicables sur le même paraboloïde, obtenues en
faisant varier A, a, v qui sont alors des paramètres de forme et non
plus des paramètres de déplacement.

CHAPITRE III.

EXEMPLES DIVERS DE. COURBES AL&ÉBRIQUES^ •UMCUB.SALES,

IMAGINAIRES ET -RÉELLES.

Nous pouvons dès maintenant donner de nombreux exemples
obtenus par des cônes G, réels ou imaginaires, à directrice sphérique
unicursale ou mixte. Ces exemples seront nécessaires pour rendre
i n t u i t i v e s les lois relatives à la symétrie ou à la rotat ion ainsi que cer-
ta ines t r ans fo rmat ions qui seront étudiées au Chapitre su ivan t , de
façon à construire sans peine les exemples plus compliqués corres-
p o n d a n t aux cônes unicursaux à directrice sphérique non unicursale,
pu i s aux courbes à torsion constante de genre non nu l .

1. Je coininence par divers exemples imaginaires. Nous avons
vu que si le cône unicursal C n'a qu'une génératrice isotrope, la
courbe ( ^ ) est algébrique et unicursale. Il est bien clair que C et (;V)
sont imaginai res ; TU étant le degré du cône C, l'indice de là génératrice
isotrope est 2w, nombre pair, donc la directrice ( u t > ) est unicursale, de
de°Té m; nous supposerons le paramètre t choisi de façon que la
génératrice isotrope corresponde à ^,==00; là directrice (^) est définie

À nu. Éc. Norm., (3), XXXVL^" O<:TOURE 1 9 1 9 . ^O
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par les équations
, . • A G

, ( 1 ) ^r ^IT

où A, ,B, C, 1) sont quatre polynômes en t ie r s en / t ê t s que Féqua t ion
^ • — p , - = o ou A D - — I 3 C == o n 'ai t qu 'une rac ine , d'ailleurs i n f i n i e ;
donc AD — BC se réduit à une constante, à qui l 'on peut donner telle
valeur que l 'on voudra, puisque l'on peut m u l t i p l i e r A et B par un
nié nie facteur numérique. Nous écr ivons donc

( 2 ) ' A Î ) — B C = ï .

C'est r idenl i lé célèbre dite identité de Bezoul; a toute so lu t ion de cette
iden t i t é correspond une courbe ( ̂  ) a lgébrique imaginai re et par su i te
deux surfaces réelles applicables s u r le paraboloïde. J 'ai m o n t r é

- ( Conipfes rendus, janvier 1917» et NoweUes Annales de Mathématiques^
1919) que l'on peut donner sans calcul l 'expression expl ic i te des

, quatre polynômes A, B, G, D.
Les intégrations se f o n t imméd ia t emen i ; on a, en e f î e t , et cela jus -

t i f i e la théorie ,

U'T^^f^-^'^ dL f^y -/(iH;'-ci)')B2//,

( 3 ) U'^^^f^'-^'^^^- ,/'(^^=/(I)r/-c[)')AI^/<••
fj^^BA-AB')C^ J^^=/(DC'-CI)').V-<..

L'arc de l ' indicatr ice des torsions s 'obl ient a isément en se rappelant
que sur la sphère on a ds^ •̂  ^ ^—? on a dotic pour é lément d'arc' i {a — v}1 i

de l'indicatrice
• 1 - ; .9/^V/(^A<^^ • ' . ' !

l^arc de la courbe(''l*) a pour élément le produi t de l ' é iénientprécédeni
par T.Je signale en passant que ceci est l ' interprétation d'une remarque
que M. Lyon. a faite sur les simplitications qui.se produisent en calcu-
lant l'arc d'une courba algébrique à torsion constante î cette simplifi-
cation a l ieu chaque fols que l'intersection du cône C avec. la sphère
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se décompose, car la courbe (^) est en général de dea:ré supér ieur à
celui du cône C Çvoî'r Chap. II, § 6).

"" Nous avons donc des courbes et des surfaces de degré aussi, grand
. q u e l 'on veut , en nombre i n f i n i . Essayons de les classer. Nous savons
q u e l 'on peut ef lecluer sur u et ^ u n e même substi tution

/»// -s- n nie 4- n
j ~ —,^n _^. 7^ 1 _ / ^ f 4- ni^

où m et m.^ sont imagina i res conjuguées ainsi que ri et 7?o, corres-
pondant à u n déplacement autour de rorigine de to,ute la sphère
.r2 —;y2 4- ^ = i. Je profite de cette,subs(itution pour supposer B de
degré infér ieur à A, ce qui revient à supposer que l 'uuique génératrice
isotrope de C est la droi te ^ === o, .r — ù- == o. Nous supposons donc A
de degré/-?, B de degrép — A, où h est uu entier au moins égal à i . Ou
peut trouver un po lynôme Ci et u n seul de degré p -— i au plus,
u n polynôme Di et un seul de degré p — h — i au plus tels que
AD, - B C , E ^ Ï et l 'on 1 a

- C ^ c / + A Q , ' D^D/4-BQ,

où Q est un polynôme arbi t ra i re , pouvant se réduire à une c o n s t a n t e
ou même à zéro. On écrit donc

• A • c! •4- M).^) a^^ ^ ' -D^BO- 1 ,

Si Q n'est pas ident iquement nul , la fraction c est de degré au moins
égal à celui de u ; nous pouvons toujours supposer qu'il en est a in s i ,
sinon on échange u avec P, ce qui ne change pas le cône G, puisque
cela revient a remplacer la courbe (^) par la courbe symétrique par
rapport à l 'origine. Le degré de Q étant égal à rf, le cône C et la
courbe (ai^) sont du degré 2 p ^ - d ; le cycle isotrope unique a pour
indice 2 {'ip -h rf), pour degré et classe A ; H en résulte que le degré
de (f^), soit M, est égal à l\p +" ^d — À . Si l'on remarque que pïh
entra îne [\p +^d—fi^.p -h- ^d, on voit que les degrés minimum
de C et (e^) sont respectivement 2 et 3 obtenus pour ^==0, p = r , ce
qui entraîne À == i> Nous reviendrons sur ce cas.

Re.marquons que le nombre M = [\p + ̂ d — h peut être rendu égal
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à u n nombre quelconque égal ou supér ieur à 3, les nombres 4 el 6
exceptée. Pour obtenir M == 4? il f a u d r a i t avoir 4^3/^ -t- ^d^3p etp ne
pourrait avoir que la valeur i , r fque la va leur o, ce qui e n t r a î n e h= i
et M. == 3 et non pas M = 4. Ce cas écarté, si M est pair, h est. néces-
sairement pa i r et entre autres solutions on pourra adopter // •= 2,

M2/;-h ^ == — 4- î , a u t r e m e n t d i t p en t ie r quelconque compris e n t r e.? - '

^ et l ^ i _ - _ ^ i L si M e s t - i m p a i r , on pourra adopter h==i,

' ip -4- r/== —;—• Pour avoir M == 6, on a d'abord 6ï3p 4- 2 r f ; or h
étant pair et non n u l , h est au moins égal à 2, p est au moins égal à //,
c'est-à-dire à 2, on a donc/? == 2, </'== o, h == 2 ; mais d -== o, p == // don ne
s implemen t pour u et <-' deux polynômes entiers dont la différence est
constante, au t rement dit on retrouve la cubique de M. Lyon avec u n e
représentation impropre, donc M == 6 est lu i -même impossible ic i .

Revenons donc à p == i , h == i, d ==- o ; cela revient à supposer que
les deux numérateurs A et G sont du premier degré et les-deux déno-
minateurs sont du degré zéro ; u et c sont donc deux binômes du
premier degré en / d o n t la différence est constante. Je vais donc
faire u n changement de paramètre qui rne donnera des formules plus
simples ; l 'expression —;— est, el le aussi, un b inôme du p remie r
degré que je prends pour paramètre; je l 'appel le l et j 'ai u~=-t --h ^
( '= : / •—. k^ ou h est une constante réelle ou imag ina i r e . En faisant
tourner les axes a u t o u r do O^, on m u l t i p l i e u et P par e1^, je peux
encore remplacer te1^ par /, et j 'ai u •=== 14- ke1^ e == t — he19- ; je peux
donc profiter de l ' indéterminée a pour supposer h réel, et même
posi t i f si j e v e u x . .l'ai donc, avec un seul paramètre / 'réel,

l „ u = { -4- /;, p == /, — /" ;!

• | _ T -^iê—l^ ^ . i—A^-h^ 2 - / /_ /
^ ] C-———^———. C-^-L————^———, . ^ — — ^ : ;

1 ^^[^^^-^]^^^ —^
On obtient a ins i une cubique à torsion constante. Elle ne renferme,

en dehors d^s paramètres correspondant au déplacement le plus
général, qu'un paramètre T de grandeur, correspondant à une homo-
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thétie et que le paramètre réel X'; ce paramètre k est le seul intéressant .
C'est u n paramètre de forme. J'ai é t ud i é en détail cette c u b i q u e et les
surfaces appl icables sur le paraboloide qui en dérivent. J'ai tenu à bien
ins i s te r sur ce fait que la cubique de M. Lvon ne renferme, en dehors
des sept paramétres les plus généraux de s imi l i tude , qu'un paramètre
de forme ; M. Fabry l'a lui aussi signalé. Comme c •— ic1 est u n e
constante y l 'é lément d'arc de (^>) se réduit à dc\ ce lu i de (^) à " d e " ;

l'arc de (A.) est donc égal à — > il est rectit iable. L ' indicatr ice des
courbures est la courbe

/ , „ , , , , t- 4- 1^ + I y ———— /'/

„= ^(^.2-4-^-1), 0'=———^———, ^^-T^

courbe qu i se dédu i t de l ' i n d i c a t r i c e des torsions en r emplaçan t /*
par ik\ cette ind ica t r ice est donc égale à la précédente, elle s'en
dédui t par une rotation de -: au tour de Os; comme p r é c é d e m m e n t ,

puisque a—iaf^^-^î l'arc de cette indicatrice a pour élément da'1

on —^-/; i l en résulte que le rayou de courbure de la cubique est égal

à 'r:; i l est, lu i aussi, constant .

2. Voici m a i n t e n a n t un autre exemple qui général ise celui du
numéro précédent :

" ^=^ (i—a^ .,.^—a/^ (/-^)^... (i—l,^^^——,

\6) < • ' , ^
(,^^a+i(/...^^)2a,+i_.(/_^^J2a,+i(/_^)P, ... (/—^,)^- ^^;

A, B, C, D sont des polynômes entiers en / ; les a et b sont des
constantes réelles ouimaginaires, les a et ^ sont des entiers positifs
non nuls. On a '»1 • 1 • ! .„ "
(7) / y—^=^ (^—^ l ) a > . . . ( ^—^ / , ) ^ • (<—^ l ) 'P ' . . . (

X [(t—b,)^ . . . ( / — A.)P^1 ^ —^1 . . • {t—a^an + i ^1 .
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On détermine les polynômes A, B, G, D par l ' identi té

(8 ) ( / — b, ̂ -r1. .. ( / — b / , )?^-1 A l ) ~ ^ + 1 . . . ( / — a^y^ M\ -= î .

On a supposé les nombres o, a^ — a/,, b^ .. .,^7, tous d is t inc ts les
uns des autres ; pour résoudre ridentiJé (8) on peut se donner arbitrai-
r emen t les a et 6. le polynôme A et le po lynôme C el alors B et 1) se
calculent par appl icat ion de l ' identité de Bexout ; on peut même sup-
poser que A admet quelques-uns des facteurs (/ — b^) à un exposant
quelconque,, que C admet l 'un des facteurs t ou t — cif à un exposant
quelconque, mais on suppose que ni B ni D n'admettent les facteurs
/ — a/ , t — 1^ ou /.

Dans ces condi t ions , pour t == a / , on a un cycle isoîrope porté par la
droi te x.-+- iy, ^==0 , de degré o^ exactement, de classe 2a/ 4-1 si
C n 'admet pas le facteur i — a^ de classe égale, si C admet ce facteur,
à la somme de 20, -4-1 et de l'exposant de/ — ay dans C ; l ' indice du
cycle est ^ay. Nous savons que ces c o n d i t i o n s suffisent pour que le
vecteur période polaire relatif ai—a/ soit nul . Pour / = &/, mêmes
résultats : cycle isotrope porté par la même'droite ̂  + iy== o, ^ == o,
de degré ?/, de classe égale à 2?/ 4- i si A n'est pas divisible par t — b,,
de classe supér ieure à .2^-}- i &i A est divisible par t — b ^ ; l ' indice
est 2^-. Nous avons ainsi h - ^ r k ^ r - ï cycles tous portés par la même
génératrice isotrope ; h et ^peuvent d'ailleurs être nuls . En dehors de
ces cycles, i l n'y a plus, en vertu de l ' ident i té (8) que le cycle corres-
pondant à / ===cc. Puisque tous les autres vecteurs périodes sont nuls ,
le vecteur relatif à ^=co est donc nul aussi, la courbe (j-t) est donc
algébr ique et unîcursale . Si l'on a l ' inégal i té

' , degré R < degré A. -4- a + ai - + - . . , 4- ̂  -+- ( '261-4-1) -4-...-i- {f)^/,-+• i ) ,

le cycle t == ce est porté par la droite / x == iy == o, z == o conjuguée de
la première; si l'inégalité est renversée, le cycle ^==00 est porté lui
aussi par la première droite ; si l'inégalité est remplacée par une éga-
lité, la droite isotrope support du cycle t == ̂  peut-être une droite
isotrope quelconque.

Nous remarquerons d'ailleurs que le procédé indiqué pour résoudre
l ' ident i té (8) fait intervenir comme intermédiaire un certain polv"
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nome B, de degré-an plus égal à

" degré A 4-(^ 4- i ) -h (^ 4- ï ) -'r. . . 4- (3/;- -4- i ) — ï .

de sorte qlui existe effectivement des polynômes B cor respondant à
l ' u n quelconque'des trois cas qui v iennent d'être envisagés. Tous les
cônes G ou toutes les courbes (A-) de ce type sont imaginai res ; les
cônes G ont deux génératrices isotropes, pouvant être confondues,
dont Fune porte un nombre de cycles égal à un entier quelconque au
moins égal à ï ,

3. Je peux eircore généraliser, toujours en courbes imaginaires, en'
écrivant

I' K /x (t~ ai f-^. . . . . . . . . {t-~a/,}^ (t~b^^-[...(t—b//]î^[ A ( / )
|K«+i ~(,^—i)ï (^.—c0ï. ...{t—c/Y^ ( ^—^) • î « r - l . . . ( ^—J/ , ) • 2 1 ^ l l ï ( t )

^0) ] r _ ^'2a+ t(^^al)2a." l/......(^—a/^-4- l(<F--^,)i3. ...-{t—hi, )^. (:(/;)
f K r + i '"" ( / ^ - l ) 2y^ l (7—Cl ) 2 ï . - h l . . . ( /— < t / ) 2 ï / - t - l ( / - - / : / l ) ; s > ...(^—^,)^ S ) ( 0 '

' ' 1 1 1 » 1 • - \

Gomme précédemment, A, B,C,D sont des polynômes entiers en t ;
les a sont des constantes réelles ou imaginaires dont le nombre est
l 'entier A positif ou n u l ; même définition pour les constantes &, c, d et
les entiers /*, l, rn; K est une constante réelle f inie.

Nous pouvons, comme nous l'avons remarqué en fin du Cha-
pitre II", effectuer sur (^) la subst i tut ion homographique U== 'j^—r-^

V== î—^-—? de sorte que nous. ra isonnerons sur la courbe (V, V ) ,
. Ivc -h ï. , •

on a
_ ^{t—a^...(t—a^(t—b^...U--J^^

( 1 1 ) u " ' ^ ( ̂  r.)ï ( t ~ Ci )T- . . . ( < — c, Y^ ( ̂  — d, )°.. . 7 -̂ r^ )§-u

' • ! / r^^)^1^^^- ^)^1 A , ^
x [ ( ^ — ^ p ) 5 ^ 1 . . ^ ^ — ^ ) 3 - " 4 1 ^ 1 ^

^+l ( ^ — ai )al•H •'.. ( ^ — ^/^ )a^ c_'- . ^^^^^-^_^^^^^_^^

On détermine A,., B, G, I) de façon à avoir l 'iden tité

, (^) (t^b^l...(£-b^i{t-ly^...(t—c^
^ - ^ l ( ^ ~ f t ^ a • l • l ' • • • ( ^ — a A ) a A + l ( < ^ ^ 0 ^ ! " l • • • ^ -
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On se donne arbitrairement ' , par exemple, les a, b, c, d et. les deux
polynômes A et C, l ' identité donnera B et I). Le âme C relat if à Çu, c)
a'alors trois génératr ices isotropes, à. savoir:

i° La génératrice <p2' -4- zy== o, ^ = = 0 portant les cycles relatifs à
i =--o, a, , . . . , a/,, é, . . . , b,, en nombre A -{- /• -4- T , le'vecteur période
é tan t n u l pour chacun ;

2° I.a génératrice y-——J- =—^~-—^— p e r l a n t les cycles relatifs à
l == ( , r ' i , .. .^ c^ r f i , . . . , c1 ̂  en nombre 1-+- m 4- r , le vecteur période
étan t n u l aussi pour chacun ;

3° La génératrice (F correspond à /==cc, ne por tant qu 'un cycle
isotrope ; le vecteur période de ce de rn i e r cycle est nécessai rement
nul .

On peut remarquer que si les'deux termes de la fract ion.-——— ne
sont pas du mèniô degré en /, cette t roisième génératrice y coïncide
avec l 'une des deux précédentes. La vér i f ica t ion par le calcul de toutes
les propriétés annoncées ne f a i t aucune d i f f i cu l t é . Les hypothèses
fa i t e s ont servi à n ' i n t rodu i re que les paramètres essentiels, à nous
débarrasser des paramètres correspondant à un déplacement réel ou à
une s u b s t i t u t i o n hoinographique sur / : La d ro i t e p e r p e n d i c u l a i r e au
p lan de la droi te G et de la d ro i te conjuguée a été prise comme axe
des ^, la dro i te de même d é f i n i t i o n relative à G' dé t e rmine avec Os
un plan qu i a été pris pour plan .sO.r. Enf in , on a pris pour trois
cycles d i s t inc t s du cône C les valeurs de f. égales respect ivement
à o, i,- co. , , . ^ ^ ^ _. ! - '

Les exemples traités dans^ccs trois paragraphes d o n n e n t des sur-
faces algébriques réelles applicables sur le paraboloïde, of f ran t des
propriétés intéressantes dans ce r t a ins cas, re la t ivement aux symétries
planes ou aiixpoints à l ' i n f i n i .

4. Je vais maintenant démontrer une propr ié té . commune aux
courbes, réelles ou imaginaires, un icursa les : il n 'existe pas de courbe
un icur sa le à torsion constante pour laquelle le cône C n 'aurai t que des
génératrices isotropes d'indice 2. Pour un cône un icursa l de degré m
n'ayant que des génératrices isotropes d ' indice 2, on pourrait repré-
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senior la direcir iœ 0^) clé degré 7/2 aussi par les équations

^^. / ' iCn^ ^..-^A'-0

pi.^)' t "~ ^Q'

où la f ract ion u est de degré m^ la fract ion v de degré m.^ avec
/72i -4- ^.j ̂  ^2. S'il existe un cycle isotrope d ' ind ice 2, cor respondan t
a / = /o , et si la courbe ("t) est a lgébr ique , l 'une des deux é q u a t i o n s
u == ^o, c == C(, adniet ^ = t^ pour rac ine simple et l 'autre pour racine
t r ip le au m o i n s ; supposons que c==^ est l 'équalion qui a ^ pour
rac ine simple, u=u^ l 'équation qui a t^ pour racine t r i p l e (ceci, je
le fais remarquer incidemment, exige que ia fraction u soit du t ro i -
sième degré au moins en /, donc (lue le côneC soit du q u a t r i è m e degré
au i n o i n s ) . On dédu i t de là que /o est racine des équations

^o9i( / ) -—/ i (0 -^o, H.)^ ' i (^ ) —f\ (f)-=o. ^K^—./i'^) ~~LO'-

on en dédui t encore que /o est racine deî-? deux équat ions

, ,, . ^ i / ;—/iQ' i^o; 91/1 —/i®" = o', . ,

donc racine double de la première. Comme l 'équation ̂ \f\ — / l O ^ o
est de degré 2.m^ — 2, elle ne peut avoir au plus que m^ — r rac ines
doubles au plus. On déduit de là qu ' i l ne pe'ut y avoir plus de m^ — i
cycles isotropes d ' indice 2 correspondant à une tangente s[at.ionnasre
pour (^) qui soit génératrice du système (^), et de mèmeqii1!! ne peut
y avoir p lus de m^ — i cycles isotropes d'indice 2 correspondant à u n e
tangente s t a t i o n n a i r e du système (c). Donc le max imum possible de
cycles isotropes d ' indice 2 est (w, — i) 4- Çrn^ — i ) 'ou m — 2, et la
présence d'un cycle isotrope ou p lus ieurs entraîne m^(\.

Qu'arriverait-il si un cône uuiçursal G de degré m admet ta i t m — 2
cycles isotropes d'indice 2? La somme to ta le des indices des cycles
isotropes vaut 2m, les cycles déjà existants donnen t un total égal à
^•rn- 4, donc il faut compléterpar une^er ta ine quâulitê d'indices, au
m o i n s égaux à 2, et de total 4. Donc il n'y a que deux combinaisons
possibles : 2-4- 2 ou 4. La première, nous venons de le voir, ne peut
exister. Donc il reste simplement un seul ind ice égala 4- Cela entraiae
que le cône C soit imaginaire ; j 'ai cherdhé à réaliser de tels exemples,
mais j'ai constaté pour m = 4, 5, 6 l ' impossibilité de ce résultat ; il

^itJî, Éc, Nomi., (3) , XXX-VÏ, -- OCTOBRE ïQ^^ '40 •
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m'a paru assez vraisemblable que le résultat n 'existe pour aucune
valeur de m.

Plaçons-nous alors dans le cas où le cône C est réçl. (au sens vulgaire
ou au sens de M. Goursât). Nous avons déjà vu que, de toutes façons,
pour les cônes réels, m -- 2 cycles, d'indice 2 ne peuvent avoir lieu ;
essayons m— 3. Dans ce cas, il faut compléter les cycles d ' indice 2

«./ " A «.'

par plusieurs cycles deux à deux conjugués pour lesquels les indices,
supérieurs à 2, ont un total égal à 6. Il ne resterait donc que l'hypo-
thèse 34-3, qui ne peut se réaliser, puisqu'en courbes algébriques
l ' indice 3 est impossible, Prenons donc m — 4 ; ceci entraîne d'abord
que m soit pair , afin que les m "— 4 cycles se partagent en — ~ 2 couples
de deux cycles conjugués. On complétera donc par une somme d'indices
entiers deux à deux égaux, de total égal à 8, sans qu'aucun puisse
égaler 2 non plus que 3 : il ne reste donc que le choix unique 4 -+- 4 -
A u t r e m e n t dit , on cherchera un cône C unicursa.l de degré pair, soit
2/n, admet tan t m — 2 couples de cycles conjugués isotropes d'indice 2
et un couple conjugué isotrope d ' indice 4- Or n o u s t rouverons plus
l o i n que le cône du qua t r ième degré condui t à une imposs ib i l i t é : i l y
aurai t alors un seul couple d'indice 4 ; mais avec des cônes du sixième
degré, on arrive à un cône réel, au sons de M.Goursât seulement .

5. Jusqu'ici nos pérégrinations dans le d o m a i n e des courbes uni-
cursales ont été réglées par la cons idéra t ion du cône des b inormales et
par le désir soit d'avoir l ' indice m a x i m u m (cône C de degré m avec un
cycle un ique d ' indice 2/n), soit l ' i nd ice m i n i m u m (cône C de degré m
possédant le pins grand nombre possible de cycles d' indice 2). Avant
de passer déf in i t ivement aux cônes réels, continuons en cherchant
cette fois ce que d o n n e n t les cônes de p lus faible degré ; soit m le
degré de C.

Si le cône C est de degré 2, on doit résoudre Inégalité i^-\- i^ -4-... = 4,
où les i sont les divers indices; i l s sont au moins égaux à 2, donc
il ne peut y en avoir que deux ou un ; 2+2 est impossible, donc
il reste un seul indice égal à 4 ; c'est l 'exemple de la cubique de
M. Lyon. - ! ' • •" . : ' . , :

Pour m = 3,on résout ^ "+- Za + ..... == 6 ; il ne peut y avoir plus de
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trois entiers, puisque chacun est au moins égal à 2; trois indices
égaux à 2 ne peuvent exister ; 24-4 ^t impossible aussi, car nous
avons remarqué que l 'exis tence d 'un seul indice égal à 2 e-ntrame
/ /2^45 3 -+• 3 est impossible. Donc il ne reste que 6 tout court ; c'est ie
cas fourni par l ' identité de Bezout correspondant aux valeurs p = = i ,
f/== ï , À == i des entiers considérés au paragraphe 1 ; la courbe (-v)
est alors du degré 5 et imaginaire.

Soit main tenan t m == 4; o11 résout i\ 4- /„ 4- ... == 8 et, comme p l u s
haut , on arrive aux seules solul lons 2-4- 2 -r- 4 ^ 2 + 6 ; 4 + 4 ï ^-
Dans tous les cas, la directrice sphérique de C sera u n i c u r s a l e et de
degré 4- Le troisième cas, deux cycles d ' ind ice 4; sera é tudié p l u s bas,
il condui t à une Impossibil i té . Le dernier correspond à l ' iden t i t é de
Bezout : on a a'iors soit p == 2, d= o, h=i^ et une courbe (-1.) de
degré 7, soit/? = ï , r f = = 2 , h = i, et une courbe (A,) de degré 7. Dans
les deux premiers cas, la courbe (i!b) est du quatrième ordre , imagi-
naire, et l 'une des coordonnées sphériques u, v est du troisième degré,
l'autre du premier degré. Je peux donc supposer que la génératrice < î <
de C d ' i nd i ce 2 a pour équat ions x — zy=== o, s ==05 autrement dit
correspond à u = co, ç == ce et que^ qui est fraction du premier degré
en /, soit exactement égal à t. J'écris donc, pour représenter ('^),

( ! = z l , t= A/.3-^ B^- r -C^+D;

dans le premier cas, si ^ est la valeur du paramètre qui d o n n e la
seconde génératrice d ' indice 2, on pourra écrire plus simplement
u == l, v == /o 4- A(^ — ^o)3 ; l ' équa t i on qui donne les génératrices
isotropes, u — v--=- o, devient-(/ — ^)[i -" A ( ^ — / < > ) 2 ] == o; elle admet
pour racines /== ce et ^ = ^o seines simples; il est impossible que
l 'équation débarrassée de ces deux racines, à savoir ï — A ( ^ — / o ) 2 == o
ait une racine double. Donc le premier cas est Impossible. Dans le
second cas,jl suffit man i fes tement d'écrire

v • 1

( i3) u ^ l , r = : ^ + A ( ^ — ^ ) 3

pour avoir une courbe/ (.À.) algébriquey rentrant d'ailleurs, avec un
simple changement de notations dans le type (G); la courbe (A-)
s'obticat aisément, elle est du sixième degré.

Ce qui précède montre qu'il n'existe pas de courbé unicursale du
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quatr ième degré à torsion cons tan te , car nous savons que le degré du
cône C est: au plus égal à c e l u i de (^)'et nous avons passé en revue les
cônes de degré 2, 3 / 4 sans trouver de courbe d u quatrième degré.
Nous avons trouvé des courbes (A.) unicursa les de degré 3, 5, 6, 7
toutes imaginaires. ' .• ' •

Nous a l lons voir qu'à part i r du degré 5 pour le cône unicursal G et
pour tous les degrés supérieurs à 5, on trouve des courbes unicur-
sales (a.) réelles. Celle qui a le plus f a i b l e degré est de degré 8 el cor-
respond à un cône G du cinquième degré.

6. Je porte ma in t enan t mes efforts sur les courbes unicursales
réelles. Les génératrices isotropes de C s'associent par couples de
deux génératrices conjuguées; chaque couple est caractérisé par son
degré, sa classe et son indice ; m étant le degré du cône C, on doit, en
désignant par ^, i^ ... les indices des divers couples isotropes,
résoudre l 'équat ion z\ -+- ?"a •+ - . . .== w, tous les i é tant supérieurs à
l 'unité, aucun n ' é t a n t égal à 3; les i ne peuven t être égaux tous à 2,
de sorte que le nombre des i est au plus égal à l ' e n t i e r immédia tement
in f é r i eu r à —-'• Si m est donné, le nombre (Fessais est donc limité. De2 , '
même siTon se donne , non plus m, mais le degré M de (^), le nombre
d'essais reste l imité , puisque — <^w^M. Si l 'on se donne m == 5, i l

'.î

n'y a qu'une S o l u t i o n possible, à savoir ^ == 5; si m == 6, il y a deux
solutions ^ == 6 ou bien ^ ^ ==• 4, ^== 2- Or, pour chaque valeur de m,
la solution ^ •== m est admissible et correspond au cas le plus simple.
La directr ice (^), dans ce cas, est unicursale et de degré m si m eât
pair, mixte et de degré im si m est impa i r .

Les exemples -connus avant ce Mémoire, dus exclusivement a
M. Fahry, correspondaient tous à ce cas. Je le reprends.

Je dois d'abord éliminer les paramétres superf lus provenant d ' u n e
subst i tut ion hbmographiquesur / e t d'un déplacement de ('^) à la sur-
face de la sphère. Le cône G étant réel, je choisis le paramètre t réel
pour'les points réels dé (i i t>) et j'ai le droit de supposer que i et —i
sont les valeurs de ^correspondant aux génératrices isotropes; c, c^cf
sont donc des fractions rationnelies en t, de degré m si m est pair,



SUR LES COUHBES A TORSION CONSTANTE. O î^
iit

2w. si m est impair, ayant pour dénominateur (i -h ^ 2 ) 2 ou (i -+- ^y^;
si donc on pose t= tang -j chacun des cosinus c ^c ' ' , € ' ' ' est une expres-
sion de la forme

A -+- 7.i cos<p -h p.i coscp 4- ... -4-A/^ cosA 9 4" p/z sin /^ç, •

et réciproquement. On reconnaî t le type employé par M. Fabry. Nous.
avons montré l 'avantage d'employer les coordonnées sphériques a, p;
d'autre part, les intégrales à é tudier portent sur des fractions ration-
nelles en t ayant pour dénominateur une puissance de (i4-^2). Si donc
j ' introduis le paramètre q égal à e^, avec t == tang ^5 j'ai y == _ . ̂

t^-.i {.Z-^L, et pour l == z\ y est n u l ; pour ^ == — z, y est inf ini , .^vec le
paramètre y, les intégrales por tent sur une fra'ction rationnelle en q
dont le dénominateur est simplement une puissance de y : l'intégra-.
tion se fai t alors a vue, la condition d'algébricité est évidente. Ces
deux raisons combinées, d'une part l 'emploi des coordonnées a, [i,
d'autre part l 'emploi du paramètre y, apportent de grosses'simplifica-
tions : réduct ion du nombre d'inconnues, simplification des équations
restantes. Le lecteur pourra comparer les calculs clans les deux
méthodes : celle de M. Fabry et celle que j 'emploie ici.

La s u b s t i t u t i o n homographique faite sur -t de façon à obtenir les
génératrices isotropes pour -+-î et —i laisse un paramètre à notre
disposit ion. Raisonnons avec q : q doit avoir u n e valeur de module
uni té pour les poin ts réels; on peut remplacer q par qe^\ où QJ est une
constante réelle arbi traire .

Les deux génératrices isotropes G et G'de C sont imaginaires conju-
guées. Leur p lan est réel, nous le prenons pour plan des xy\ il nous
reste don-c un paramètre à not re disposition, à savoir une rotation
autour de 0^. Si l'on suppose que q = o donne la droite G, x -4- iy= o,
z == o et <y == ce la droite G', x "— iy = o, z == o, on pourra écrire

_ , </7/z'+Ally^•"l•+•...-+-A^ ; ' p ^ i. l-^-A /,<7^...-^A;^w

( 1 I 4 ) ' v : ~ ( l B^-+-,B^<7/^^+...+eî: ' P^</B /-^B-^+...-^-B'/^7WÎ

'•rn et r étapt deux entiers : positifs; A, A2.. .A^B...B^ des,constantes
réelles ou imaginaires ayant respectivement pour conjuguées A^....A^
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B^. . .B^ . La première fract ion représente Lien, CM effet, la f r ac t ion
ra t ionne l l e la p lu s généra le n u l l e pour q = o, i n f i n i e pour q •==- ce; la
seconde s'en dédu i t en remarquant que, pour les valeurs de <y égales
à ^f, où ® est une constante réel le , l 'expression c o n j u g u é e de la frac-
t i o n a est b i en celle que l'on a adoptée pour p. Sous la forme ( i^ ) ,
ou voit que le degré de ( \^ ) est 2(/n -i- /•), le degré de C est ^{m -+- /•)
oum- j - r , su ivan t que ( i U > ) n 'admet pas ou admet. 0 pour centre. On
écrit que le cône C admet s i m p l e m e n t les génératrices q == o, q = ce
comme génératrices isot ropes; nous formons i + a^ et l 'on a l ' i d e n t i t é

(15) ( ^^4 -A^ / / ^ - 3 -4 - . . . +A^) ( I+A^-+ - ; . .+A; ,7^ )
+(B^^+B^ / ; /- l~^...4-B^(B /+...+B;//7 / /Q^(^A,A44-...+B/J^

Nous devons ten i r compte de la possibi l i té de changer y en y^0

et a en a 6^, ? en pe-"^, co et o/ désignant .des constantes réelles
arbitraires. Si nous effectuons ces opérations, on voi t que cela revient
à faire les échanges

, • \
^Q. \ A,, A,, . . . , A,«, A',, A,, ..., A;,,,
^ f \, P ' { t i ) \ /•• -'-i/(»î À p-niiw \ 1 flhù A - ' ftîi'^ \' />/ni(ù{ - i t t - i - \î (/ , ' ' ' ' • ? ••-/« w ? -x i </ » y" 2 " ' ' • ' ' ' ' • lv//^.c

sur les A, et d'autre part sur les B, en posant rco + ci/ == o-)",

^^ ( B, H , , .., B,, B\ . . . . , , B,,
/ f 'R—^/'t'Ï^ P p — i t û - i t ù ! ' \i ^ //i!/(j0-/(j()" ÎV/.'/'^^ i-t1' f t f l l l 'W- i - / ; i , "\ S > t- 5 I> ^ t- , . . . , ï->/^ 0 y lï C. , . . . , *'//; c; *

On peut donc disposer de o-» et o/ pour rendre A,^ et B/^ réelles, car
si (0^ est l ' a rgumont de A^, on écrira œ^-— ^zco === a/i-ir ou encore
oj^ — /nco ==(2^-1- i)'n:, ce qui donnera pour œ une valeur a choisir
parmi une succession de 2m nombres différant les uns des autres
de • i- ; pour co', oit trouve l'une ou l 'autre de deux valeurs d i f fé ran t
<|ie T:. Dans ce cas, je d i ra i que le cône C a été mis dans la posi t ion
canonique en même temps que q a reçu la forme c a n o n i q u e l u i aussi .

Si l 'on t i e n i compte de l ' iden l i t é ( ï5) qui en t r a îne

, , ! . A ^ - t - I î ^ B ' ^ o , • - A ^ + B B ^ ^ o ,

on voit que A^et B,,/ étant devenus réels, B aussi, l'est devenu. Nous
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avons fait disparaître complètement les paranietres superflus; posons

A j = a , -r- i O j , A} = Ay — ?' (^ 5 B /, == .̂ + /' f.^,, B .̂ =-: /-» /, — i b'^,

les formules ( i4) cont iennent les constantes réelles a et. &, en nombre
2/72 — i au numérateur de a et im au dénominateur , en tout l\m — i
constantes en t re lesquelles l ' i d e n t i t é (p.5) é tab l i t les re la t ions sui-
vantes :

i° Le coefficient de y2^ ou le terme cons tant donnent la rela-
t i o n a^-^r b^b = o;

'i0 Le coefficient de y\ ou A est l 'un des nombres i, 2, ..., m — i,
donne une relation entre les lettres A, B; le coefficient de y27""^ donne
évidemment la relation conjuguée, de sorte que, en a jou tan t et retran-
chant membre à membre ces deux relations, on a deux équations
a coefficients réels entre les a et 6.

Comme le coefficient de q111 est le même de part et d'autre, nous
avons, par l^ iden t i t é ( i5) , un total de im — i équations entre les
[\m — i lettres a, &. Nous verrons p lus tard, comme application d'une
proposition générale, que l 'on peut exprimer ra t ionnel lement les ci, b
au moyen de im arbitraires [J.,, p^, ..., (x^, de sorte qu^à tout système
de valeurs réelles des u. corresponde nn cône unicursal G réel du type
envisagé. ,

Mais on n'a pas terminé : la courbe (^') n'est algébrique que si le
vecteur pér iode r e l a t i f à q == o est n u l ; cela fait trois équations au

cly.
m a x i m u m à écrire encore. La fraction ——J—^ est le quot ient d'un.

\ 1 ! C i '•J> i

polynôme entier en q par une puissance de q : on a donc immédiate-
m e n t la cond i t i on relat ive à ^ .^g , et il est clair que f-^^a^
( t o n n e la re la t ion conjuguée: ces deux relations donnen t , comme pré-
cédemment , deux équa t ions (an plus) à coefficients réels entre les <-/
et 6. Enfin, Ç^d(y'~~^df fournit une relation qui est el le-même sa
conjuguée. On a donc trois équa t ions nouvel les (au pin^) à écrire
entre les a, b ou , si l'on veut, les p..

Nous r e v i e n d r o n s plus tard sur cette étude. Je passe immédiatement
à un exemple,
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7. Le cas du cône'C de degré 4 à deux génératrices d ' indice 4 avait
été réservé; nous a l lons voir qu'il ne d o n n e r i e n . J 'écris

, ,., a -|- A .̂ s 4-- A a( ï s ) , ^^BT^ ^TTîm^
où A, B, C, d'après ce qui précède, peuven t être supposés réels si le
cône G est réel. La relation A- -{ -BC = o donne

„.___ (id-A^B^C2)^.
I--r-a,j— ̂ ^^ (e^(^)- • . .

Ici, le changement de q en ~ échange a en ^,ce qui correspond à une
symétrie de (^) par rapport à z ( ) x ; ce changement transforme

/ ...—^ en / 7—^1——, de sorte qu ' i l suff î t d 'étudier / -—c-c—-^
• J ( i , -4-aj3)2 J ( i4-ap)'2 i • J (i+ap)^

. fiQdy. —ff.dQ ^ -i î • ' •i • • i \ • ' • t 'ç[ i j — — — — ' _ . p^i* un calcul s imple, on voit que la première inté-

grale donne AC 4-B == o. En réun i s san t A 4 - B C = = o , , A C + B = o ,
on a (?=!; comme on peu t changer de si^ne B et G s imul tanément
(rotation de T: autour de 0^), on prend G ==.i, d'où A ===— B. Il ne
reste donc p lus qu'uue arbitraire A, que l'on devrait espérer déter-
miner par l 'unique équat ion restant à écrire; cet espoir ne se réalise
pas, car le terme en —7 de la dernière intégrale a pour coefficient

———-———— et .ne peut donc jamais s 'annuler. Ceci prouve qu ' i l( . 1 M-A^-i- S^2--!- G 2 ) 2 • i J 1 ^
ne faut accorder qu'une confiance relative aux dénombrements simul-
tanés d'équations et d ' inconnues : sous la forme (18) on a, en e f Ï e t ,
(rois inconnues A, B, G entre lesquelles la théorie établit seule-
ment trois équations; la discussion a montré que ce système est
incompatible. J'aurai l'occasion de- revenir Ïonguemenf sur ce genre
de considérations.

Je fais alors l'essai suivant :

, 1 , ' : ' . 'q^-^'A. • „ ' • l ' - i . - ^ K q ^ • .
('9) . ^^B^+C7 ^^B+C^5

où A, B, C sont réels, /m et p deux entiers positifs. On .a immédiate-
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ment la1 relation A-4-BC=o polir exprimer qui t n 'y ' a que les deux
génératrices isotropes y == o e-fc y==^c. On a alors

-- _•• ^-^^^(i-1-^)^^
1 4- a? — ( C ̂ n 4- C ) ( B -4- G q 1 1 1 ) 5

î ., ! JiO

et comme l'échange de y e n ^- échange a en p, (T^T^V en ( i+^r- 5

je me borne aux deux intégrales j ̂ ^? J ^r$~$T^ sl ]e

pose y^^ x, j 'ai

..^ • _ ^B^-C[/>+^+B^7U-^]^--^I.U^;(B+C.r)^^
(^o.) (T^^ - (m-̂  ̂ ( i ^ c 2 ) 1 2 ^ 7

6^a 1 i^B^^-C^^-w+B^w—^^-^BC2^!^—^
("2:I) ( i + a p y 2 ^ O ' + B ^ ^ d + C 2 ) " 1 ^ . ? '

Si m =1, je supposerai /?^3 de façon que l'intégrale (20) ne donne
pas de condi t ion.

Si m est plus grand que î , on suppose"^ prenner avec m\ s inon, il
est clair que, à é tant le plus grand commun diviseur de m et p , on
prendra i t y5 pour nouveau paramètre. Dans ce cas de w^ 2, l'inté-
grale (20) ne donne aucune condi t ion , puisqu'elle porte sur cinq
Termes d'exposant p - i +hm, où A a l 'une des valeurs 2, î, o,
_ ^ _ ^ ; p et m étant, premiers, aucun de ces exposants ne se réduit
à - i . l l ne reste donc que r in tégra le (2 i ) : le multiplicateur de -^
est une fraction au numérateur de laquelle il suffit évidemment
d'annuler le terme en ce2; A estégal à —BG et les deux paramètres B
et C sont liés par l ' un ique relation

• • :'' ^B^^-'C2^.—!^)!:^.^--^^

l l '/IJI(^peux:diviser l l l,par"C2111et;p loso^;C—..ç,= . : \ ,'

, , ^B<( / /2 1 1 +2) -~^( I—ï^) l : / ?^ : ^+^B ^ (m— ,,
. 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 Ann.Ec, Norm.., ( S^'-KXXVl.'— I^OVEMBUE iQi'g. ' : 1 1 1 „ 1 : 1 ^ l : ' -/



Finalement j 'obt iens, au moyen dn paramètre B,

I V'B '( ( m — p ) — ( / / 1 + P} ———7 V ^ ' ( ln— /-^ + -'l ̂  2 ̂  •— (m + /^ ) •H -^_ —————————L-^———————, y; / / - 4- ( rr= —————————————=—————————— j
B^ * B V ^

( 2 2 ) ^ . , C-^ :-://, C4-^=v^~ï;

^ w — B C ^ _ i i — BC^" ~ •
a — ̂  j^.^.(/ ^ 1-̂  =- ̂  •B + (^/" *

Si p est sapérieiir a m^ nous i^avons pas clé courbe réeUe (c'est
donc le cas pour m = i, paisqu'âlors/^3). Qaandjy est i n f é r i e u r à m
(m^2 e t p premier avec w), on donnera , pour avoir une courbe (^,)
réelle, à B une valeur arbitraire supérieure on égale à \ / _ / ^ °11

calcule ^ puis C, et l'on a ta courbe (^) < i i i i est réelle et dépend d 'un
paramètre arbitraire.

Je vais faire ici quelques remarques qui reviendront co.nstamment,
mais qu^l serait fast idieux de répéter en détai l :B donné, u a deux
valeurs,,\jir+ 4 deux valeurs aussi que l'on peut combiner arbi t ra i -
rement avec les deux valeurs de u; cela fa i t donc quatre valeurs de G
correspondant a un même B, à savoir C, —5 — C, p; si B est rem-
placé par — B, les deux valeurs de u, donc tes qua t r e valeurs de C,. n'e
changent pas. On obt ient ainsi ho i t systèmes de valeurs pour
l'enseiïible B, C ne donnan t qu'une courbe (-x>),, à un déplacement
près. D'abord, on peut changer B et C s i m u l t a n é m e n t de signe : rota-
tion de 180° autour de 0^. Conformémeat à ce qui a été expliqué au
paragraphe 6, je. peux-changer G de si^ae en changeant y en jq, o u j
est une racine de f11-^ '— i, ce qui ne change pas la courbe, p u i s en
faisant tourner la courbe (K*)) autour de 0^, de façon à m u l t i p l i e r a
p^p j-p et ? par j 1 ' . De là résulte é v i d e m m e n t que les hu i t systèmes de
valeurs de Bel G on t été r édu i t s à deux. M a i n t e n a n t , si je remplace (iil))
par la courbe (iil^) symétrique par rapport à l 'or igine, ce qui revient à
remplacer a, par :^1 et ^ par •^^•j'iîi ' • ' , : 1 1

1 ' 1 - 1 ' 1 1 1 • l l i • 1 ' 1 1 ' 1 1 1 1 1 . 1 1 B, . 1 • - 1 ' 1 l i"1 1 1 • ' . C 1 1 • 1 1 1 ' ! 1 1 ,,: „ ^ ^,,..^^^,, ,, .,^.^^ , ,
W, , , ^ „ 1 , - ! .-=ç.———^. •• ? -——1--; , - . ! ! ^ . : „
• 1 1 ^ 1 ! ' 1 1 / 1 , ^ 1 1 ,, 'B .̂-1- ^ ^ : ^ • .B——y'"11 :, . 1 1 ; . . ! /1 1 1
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(n1/) déf in i t le même. cône C que (!^); mais, tandis que (^) corr'es-
pond au système de valeurs numériques (B, G), (ni/) correspond au
•système (B,^!. Donc il est bien établi que les huit systèmes (B, G)
envisagés sont équivalents. Cette circonstance se reproduit, fréquem-
ment; elle tient à ce qu'il y a plusieurs façons d'amener le cône G
dans la posit ion dite canonique ou de mettre la variable y sous sa
forme canonique. Les calcula devront, dans chaque exemple/être
dirigés de façon à mettre en évidence les divers systèmes de solutions
pra t iquement équivalents .

En raison de l ' importance de cet exemple, je vais donner les valeurs
de <% c\ c " . En posant q ==== e^, on a msément

( 2 3 )

C r":
a cos ( în 4- p ) 9 — °- // B cos p o — a B2 cos ( p — vi ] ^

( i -i-:R2)^ï7"Z~4'

'.'i s i n ( /n 4- p ) o —• a u B s in p o -4-- a B2 si n ( m •
(j+B'H/^-hi

— ^ B w s m ^ — / / ( t — B 2 } ^
' ( T + B2^^usrî~î;^•'

On pourra remarquer ( ( u e si B est égal à la va leur limite { / — — ' ?
la quant i té u est nul le . G est é^'al à î ^ et ron retrouve un des quatre
exemples de M. Fabry, qu ' i l y a lieu d'ailleurs» on le verra, de mettre
en évidence :

^ /n •— p cos (m -+-/?) 9 — y'772 "+' P cos ( m 4~ P ) °
\ni -+- p -h y'w — ̂

^ /// — ^ s,! n ( 7/2 -4- ^y ) (p + ̂ / /n -f- /^ sin ( /n -+- p } 9
. \ 'm -î- /> -h \//?? — /^

— ^ \ m2 — /^2 cos m. c? ^
\/7/?/ + ̂  4- V/w- — /?

a — r/

\ / m + /?
g^— & /————— / -, y y m—^
./^Eï^^-n

••V w — ^ : , ,

v/^^JL^^.
/7À -- p — ,

r//^ 4 /7}T^~Jïv m — p 4- y7"

'Etudions les propriétés de ,(i^), G, (^) en supposâîit ^$2, ̂  infé"
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rieur à m et premier avec m, B supér ieur 'à ^/^L^LR- Les for-
V m — /j

mules (22), qui sont de la forme canonique a=<7 /y(9 / / /)î ?=~?(9 / / /)?
que je signalerai ul tér ieurement , mon t ren t qu'en remplaçan t q

' 2/TC c" . ' • ' ''

p a r ç ^ 7 " , on remplace un point de la courbe (i^) par celui qu i en
dérive par une ro ta t ion de l'angle an:- /-autour de Os : en continuant,
on a ou polygone régulier étoile de m côtés inscrit dans la courbe (i»l)),
donc la courbe (^il) ou le cône C se reproduisent par une ro t a t ion
d'amplitude —' effectuée autour de Os.

Le plan sO.r est plan de symétrie pour (lii), ainsi que tous les plans
qui en dérivent par une rotat ion de ̂  autour de Os ; le ( a i t que zOx

est plan de symétrie'et que Os est axe de rotation -^ (location abrégée

que j 'emploierai cons tamment) en t ra îne que le plan ^ ==tang-1 est
lui aussi plan de symétr ie de (i^); donc tous les plans obtenus en
ai. ant t o u r n e r s0.r a u t o u r d e Os de Tangle ̂  -^? ^1? • • • sont p l a n s13 . . • ° m m m i

de symétrie de (itl) et G : cela fait donc m p lans de symétrie pour (ill)) .
e t C ; les-/^droites perpendiculaires, à savoir Oy cl les droi tes obte-
nues par des rota t ions successives de Oy au tour de Os d'angles
égaux à -̂ - sont axes de symétrie de ("^); la courbe (4o) se reprodu it

. aussi par rotat ion de -^autour de Os.1 * 1 1 1 1 ' m . " ! ! ! . 1 ! , ! ! •' 1 , 1 1 . . -
Si u n'est pas n u l , le cône G est, comme la courbe (i^), du degré

2(w-4- p); les deux génératrices isotropes s = o, x. ± iy = o corres-
pondent à des cycles de degré et classe égaux à /?; le degré de ("i>)
est 4^+2^ . On remarquera que le degré de C est un nombre pair
susceptible de prendre toutes les valeurs, égales ou supérieures a 6; le
degré de ("^) est un nombre pair susceptible de prendre toutes les

'valeurs égales" ou', supérieures à 10. Pour w= 2p, p^= i, C es.t'de
•.degré'^.^^dedegré'io.111 : / 1 , 1 1 1 ; " 1 , / ' ' . „1 '1 '1 ; : ' ,::'.1''1, ', ;,/::.1: ' \ , 1 1 1 1 . . 1 - 1 ', ^ , 1 . 1 1 1 \ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 i i i ^ ' ' 1 1 , ' 1 1 : , , 1 , " ! ! 1 ! ' " / i l111/——— 1 1 1 ! 1 1 •

Si: a ,est nul,, c'est-à-dire-B égal1 à ladimitei/ /^L/^,les-rés^lltats
. 1 . , 1 , : ! 1 1 ; ' • : ,1 1 1 ^ ! ! ^ ^ - 1 - ! 1. ! ' °,. ; 1 1 ! ! ! ^ ^ ! y : /u — p 1 1 - ^ ! :

qui précèdent subsistent si m est pair, et par smte p impair. Mai s si m
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est impair etp pair, on. voit que le changement de ç en ç -4- r: change
simul tanément de'signe c, c\ c"; 1a directrice (^>) est. donc mixte, de
degré 2(m+p) et le cône G de degré ni — p seu lement (nombre
impair susceptible de 'p rendre toutes les valeurs impaires égales ou
supérieures à 5)-; les deux cycles isotropes sont de degré et classe
égaux à /)- le degré de' (•^} est 2m -r-^, nombre pair susceptible de
prendre toutes les valeurs paires égales ou supérieures à 8. Pour
m = 3, p == 2, G est du degré 3, (-t) de degré 8.

Donc cet, exemple, suffit pour démontrer qu'on peut obteni r des
courbes ("^) unicursalcs réelles de degré égal à un nombre pair quel-
conque égal ou supér ieur à 8, ou encore correspondant à u n cône u n i -
cursal G de degré égal ou supérieur à 5.

Je v i ens d ' ind iquer ce qui se passe quand u est nul et p pair (par
suite m i m p a i r ) : la directr ice (^) est mixte .

Si u est nul et/? impair, auquel cas (^) est dist incte de (i»1/), je vais
montrer que G coïncide avec lui-même, non seulement après rotat ion
de, ̂  autour de Os, mais par simple rotation de - autour de Oz.

m . "v

Mais cette fois (iii)), par la rotation ̂  vient coïncider avec (i(1/) et non
' /'n: 1 1 '

plus avec elle-même : i l suffît de remplacer q par qe"1 pour passer
d'iiii point B(oc, jî) de (i)',) à un autre point B, de ( > i l > ) qui a pour
coordonnées, comme on s'en assure aisément,

Ie T' - . J'

si maintenant je fais tourner B, de l'angle — ^autour de Os, il vient

s'appliquer sur le po in t de coordonnées ( — — > -^x.^ c'est-à-dire le
point B' de (iiî/) diamétralement opposé à B; faisons tourner B, de

l'angle - ( f ' + l ' ) ̂ ; puisque •p-±l est un entier, B, vient sur un
point Bâ appartenant toujours à (A). Je vois donc que B,, par une
rotation égale à ^au tou r de Os, vient sur S ' : c'est ce/qu'il fallait éta-

hlir; une rotation de TC autour de Os amène (ifo) sur (ti*/). La parité
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de m ira joué aucun rôle ici . Si donc u est. nul et p impair , le cône C
admet ia rotat ion ^-5 donc tousies p lapsobtenus en faisantpivoter^O.r

de Fânû'le — autour de Os constituent 2w plans de symétrie de C etD 2 m l

non plus s e u l e m e n t 772; les ^m perpendiculaires sont 2m axes de symé-
trie de (U). La courbe ("A.) admet aussi la rotation - autour de 0^.
Bien que la parité de m ne soit pas intervenue jusqu'ici dans ce cas,
où nous supposions p impair et // nul , nous allons m a i n t e n a n t trouver
une différence : T: est égal à m x ^ ? une rotation de l'angle ^- autour
de Os amène ('\^) sur ( u^), deux rotations successives ramènent (^/)
sur (il1.)), etc.; donc, si m est pair, ( i t i>) admet 0^ pour axe de symétrie,
ce qui est banal ici, cette propriété subsistant pour p impair , m pair
avec u non n u l ; tandis que, si m est impair , toujours avec/y impair
et u nu ] , ( iuQ et (il1/) sont symétriques l 'une de l 'autre par rapport
a Oz : (c, <, c " ' ) é tant un point de (^>), (~c, — c\ c " ) appartient
à Cil1/), donc (c-y c ' , — c " } appartient à ( i ih) : la courbe (^l) admet le
plan *z;0ypour plan de symétr ie ; mais , au point de vue de C ou (JL)»
cela n 'ajoute aucune propriété , car nous savions déjà que ("^) admet-
ta i t Os pour axe de symétrie.

8. Je viens d 'é tudier en détail cet exemple en me plaçant unique-
ment au point de vue des courbes (a^) réelles. 11 y aurait grosse faute
a ne pas profi ler de cet exemple pour les surfaces applicables sur le
paraboloïde on les surfaces m i n i m a [réelles (^)], même quand les
courbes (^) sont imaginaires. Mais les propriétés sont si nombreuses
que je me bornerai à quelques cas particuliers fort simples.

Supposons B, 6 imagina i res pures ; u et v^2 + 4 ^ont donc imagi-
naires pures aussi. Si m est pair et p itnpair, la courbe (iHi) est imagi-
naire, mais réelle (ç). En eQet, pour (p réel. les formules (a3) mon-
trent que c, c ' sont imaginaires pures et c" réel ; si l'on remplace ©
par cp 4- T;, le point {c,c', c") se trouve remplacé par (-— 6*, — c ' y e^qui
est conjugué du premier : donc (z^) coïncide avec sa conjuguée, elle
est réelle ((j').Elle conduit donc à deux surfaces réelles applicables
sur le pâraboloïde,admettant chacune un centre de symétrie qui est
en même temps point conique isolé de ces surfaces. Là surface
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Bimima M est réelle au sens vulgaire; la surface minima M,) est c i rcon-^
•scrite à la sphère te long d'une courbe imaginaire mais réel le ((j).

Pour déf in i r tous les éléments, parle calcul, je poserai

B = î'Bi. C = /<::;. . u --=- G — \ -= i (c, 4- - ) = mi,i.̂  \ \..à^ i
. ______________ J ,• T

V^2-}- 4 =:::- C 4- ,-, ~= i [ Ci — — ) -= i ^ u ' ^ -- 4 ( Bi et Ci dolveul êire réels » ;
v,j " 1 , i^i / .

- U y = Ci -t- ,——5 \A/Ï —— 4 ̂  <^ —— ]- •
LI ^l

Nous mu l t i p l i ons a et [3 par i et — ? respectivement, ce qui revient
à faire tourner toute la figure Je 90° autour de 0^ ; nous avons donc

i r -i I ̂  v^t'^—- ^?~- (^ -4 - p >
""^""' __^t^__^___

, ^ 1 i _ v^B';' ( m — //) — 4 P^'j — ( ^^ 4- /^ )< .o) ' , L,-^-—————————^—————————,

<•/'"+H iC;, . — i i-T-BiCiiy'" / . . .
^^B.^-KC:- ^-^ B.+C.^ (-Pa.r,/>un|uu^.

La seule.condit ion à écrire pour que Ci soit réet esl
B ̂  ( m — p ) ~~ 4 p B ^ — ( , m 4- /^ , ) > o, .

ce qui e n t r a i n e . __
-^ . n- ^ a / ^ 4-\/^2-1- 3^^/??.. > /? et • B < > ————-——————-

/ 1 3)1 —— ? .

tci. la courbe { ^ ) est représentée ana ly t iquement sous l ' une des
formes canoniques que f ai indiquées pour-dés courbes sphériques (g),
a savoir a=/(y), ^ =/o (:z•ï-\ où /e t /.sont deux . f rac t ions con-
juguées. Il y aurait également ici de noïïibreuses propriétés à rappeler
sur les symétries planes. . ____^___ ' :, • . ^ . - 1 ^ ^, —^—^—^.

Po,urB,, é£çal à sa limite inférieure i / 2f} "r'v m . ^ 1 1 ̂  la courbe (u^j
' CJ %/ // A —— /-/

disparaît tout entière a Tmfîni; j'ai montré, dans le Mémoire sur le
'paraboloïde,, l'application/que l'on en peut' faire pour ,les surfaces
minima. : 1 . 1 1 1 1 : , 1 ; 1 , 1 1 . ! ! ^ ! ! , .' . ! ! ! ! ! 1 ^

^ 1 1 les formules (23) montrent encore que,,si B ' e t u sont imaginaires
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[jures, mais v^~t-4 ré^l, on obtient le résultat'suivant : pour 9 réel.
la courbe (ni ') contient le point c = = A , (/== a, c^==zv , où A, p,, v sont
réels; la courbe (ï(1/) con t ien t le po in t c ==— À, <'/:-=-- a, c"^ — î'v;
or si, comme précédemment , m est pair et p impair , l'axe des s est
axe de symétrie, soit pour (i^), soiLpour (^/); donc la courbe (i^-)
contient aussi le point c = = À , c' = ;j-, c ^ ^ — z ' v conjugué du point
considéré sur (illï); donc cette fois (id)) et (i>î/) sont conjuguées l 'une
de l'autre, le cône C 'est encore réel (ç); on obtient donc encore des ^
surfaces à centre applicables sur le paraboloïde, réelles (c) ; mais les
surfaces minima M ou Mo sont imaginaires. Je poserai encore B == t B ^ ,
et j'aurai

M := ^/B'KW—^)^(^2::i:7?1 ̂  ̂  _ j. ^
• 1 ! . . , , . • B,\/p • Â ^ • , '

,/17TT—-~ ̂ ^ (m ""- P) •+• 4^Bj 4- (m'̂ 7) ,_ ^ j_v "' 1 " 't — ^ /— ,— ^ ''r' /''•">

• , ^•; . ^ . , ; , , , -BI^ , . • L , 1

K étant imaginaire pure et ^ir-^r 4 réel. G sera une imaginaire de
module égal à l ' un i t é ; ici i l faudra que

B^( /n-— p ) — (m -{~p) > o ^ et . . B^(m— p ) r- '{ p^\—{fn+p} < o.

On a donc
a p --h v nz1 -+- 3 p2 ... / m-^- { )

m> p et . "-/——v————^-^B^i/———/-;w — /,» * y m—p

je conserverai les formules (^3) en remplaçant B par z B , . Ici,

pour B. •==- \/——t-, on retrouvera l'existence de rotations é^ale à •̂1 y 7?z - /} D ///.
parce qu'alors on a u == o, C == i.

Le lecteur pourrait sans pe ine généraliser ces résultats pour les
hypothèses négligées sur tes parités de m ^P9

9. Cet exemple du paragraphe 7 généralise donc l 'exemple de

M. Fabry, qui correspond simplement à la valeur l imi te i / ^——^du
paramètre B. On a vu que, pour obtenir des courbes réelles, il était
nécessaire que m soit supérieur ^ p . •Ceci met sur la voie d 'une prôpo-
siCion plus générale, dont la démonstrat ion est immédia te : si un cône .
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unicursal G n'a que deux génératrices isotropes et si la courbe à tor-
sion cons tan te correspondante est algébrique, il est nécessaire,
pour que h courbe soit réelle (au sens vulgaire), que le degré de
chacun des deux cycles isotropes soit inférieur au quart du degré
de, C. Ecrivons en effet, en remarquant que la directrice (^v) est un i -
eursale ou mixte, s ' ,

s' <7 / / t•+-A^^•"14-.. .-^-A^ ^ - _L t^ -A^4- . ..j-A^'
ar" /7 B^+.Bi^-1-^...-!^.5 ^"^ B•-i-B:^+.,.-^-B/^7w•î

(%6;
^ _ (i -h A,A, +. ..4- A^+ 1^4- B,B,4-...-+ B^)^

1 + vij '"" , CBq111-}-.. .-4- B/«) (R 4- B^/ -t- • . -- B/.ç^) '

On en dédu i t

, o, a • ( r / " 1 -l- /\ i q " 1 - • î + . . . -4- \m) ( lî 4- B'^ < /+, . . 4- B//, c f 1 1 1 \
^ \\ ̂ ^ TT^ = 1^>~"^ -—————:7~:^^T^:^B],1——————-?

: ( °'7 ) ) // - ̂ i3 - T _ [i±_dlBâ^^
f c ~"'^3~i~T~ , , ^ ( I - ^ -A ,A,+ . . . -T-B 2 „ )y m

En d i v i s a n t / o n a À = €^-^-^ q ni cont ien t q11 en facteur, lândis1 1 ' 1 • . ! 1 c ! ! ! 1 1 , ' 1 1 1 ! . ! -

que [j. cont ient -^ en dénominateur ; ceci prouve que le cycle q ==o est
' de dc^ré et classer, d ' indice ^{m-^p) 'si (^) est distincte de (^/),

tand i s que si (-il!.)) est mixte, le degré ou classe sera -^ l 'indice m 4- p .
Je forme l^inté^rale '

^! ,̂ . ^â / *1 ^ ( ç ̂  i^ ) d (/• -h- ^l/ ) == ——\—— -h /' \ c ' cic — e de' ;

el le doit être algébrique. On a

^ c ^ i c ' ^ i ) ^ ^ ' 1 1 ^ ^ ^ 1 ^ 1 ' 1 - ^ —
, ^ ' Ic—^^IV^'^+l)^-^^^^..^^

D etD' étant imaginaires conjuguées. On égale à zéro le coefficient
de^- d a n s f c -h^)^^"^ ^ et l'on trouve manifestement1 1 ^ '^ ' , 1 ; " 1 1 1 1 1 . -, ' . 1 1 1 ^ 'W ' . - ! 1 - 1 ! ^ ' ' 1 1 ' . _. ,; . ! , \ 1 •

(29) ( p - î -m)DD /+( :p 4- /?i—T)I)il)i -+. . . .+.CP-— ^)î)2mB^==o, /1 1

' Ann.Éc, Norm., (3), XXXVÏ, — NOVEMBRE 1919. 43
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et si l 'entier^, p o s i t i f , é t a i t supérieur ou égal à m;, le premier membre
de (29) ne con t . i endra i t que des termes posi t i fs- On a donc bien, si la
courbe (A.) est réelle (^), p<^m sans égali té; si l 'on appelle d le
nombre 2 {m^-p),p<^rn revient à 4-p<^- Si (i)î.>) est distincte
de ('ni), p est le degré du cycle, d le degré de G. Si (^->) est mixte, p et rf
sont doubles du degré du cycle et du degré de C ; donc, de toutes façons,
la propriété est é t ab l i e .

10. Dans les paragraphes qui précèdent , le cas ou le cône C est un i -
cursal et de degré 2, 3, 4 a été épuisé complètement : on n'a eu que des
courbes imagina i res de degré 3, 5, G, 7. Puis nous avons été amenés à
étudier à fond un cas très par t i cu l ie r de cône G réel, à deux généra-
trices isotropes, de degré arbi traire . Je vais main tenant é tudier com-
plètement}^ cônes réels de degré 5 et 6 et i n d i q u e r quelques cônes
particuliers de cônes réels du degré 8. Ce t t e étude sera nécessaire
pour les lois générales que j 'établirai au Chapitre suivant.

Soit d'abord le cas où G est de degré 5 ; il n'y a qu 'une hypothèse
possible, à savoir deux génératr ices d ' indice 5. La directrice (^) est
mix te ; nous savons que a et p sont deux f rac t ions de degré 5 en q
( r^ • \ '" .

/ = = ( a n g ^ 5 ( y = = = e ^ ] te l les que ,Ie changement de o en CD 4-?:,

c'est-à-dire de y en — y remplace apar"^ et (S par"1-1. On en déduit.
imméd ia t emen t la forme de a et S :

y -=. r 4•-A</4 4- B^±ĵ !±J^ ' p — ^ 4-A^y ̂ W^^^^-^ \}'^
-D^^+C^^—B'^+A^- i "5 ij ~ ̂ -•Dq^C^—l^f^A^-^'

où chaque lettre accentuée est la conjuguée de la même lettre non accen-
tuée. En écrivant que l'équation i + a^ == o n'a, que les deux racines
y ==o,q ==oo d'ordre 5, on a d'abord D^D^ o; j 'écris doncs implement

(3o) ^^ /y' )+A^'-^.B<y'-^ (y . p _ r 4 -A / <y•^B / <7 2 -^ - (^ 3

•- C^—B'^+A.^- i ' 1 \ . ^ - • C ^ ^ B ^ + A ^ — r ' . ;

où A, B ont pour conjuguées A' etB' etoù C désigne une quantité réelle,
comme c'est notre droit , en amenant le cône C dans sa position cano-
nique. En. écrivant' ' . ! . . ''11 , \ 1 , \ \. . , 1 1 : 1 , 1 1 ' 1 . 1 ! /. 1 ^ . , 1 ! 1 • ' . . . •
(^-{-A^2^^^ "{-(^(r-^-A^-hB^ 2 4-Cy3)

-h (t^ : Î ICTB I /724-A^— lï^<^~î^^+ 4- AA'-i-l'ÏB^+G2)^,, '
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puis expr imant que le terme en ^/ d isparaî t dans—<———, ,—Ld-1 I i - €/ l ' ( l - t - ^ } ' 1 ( l - ^ r ^ ) -
fjc/.a — acIQ ., . . , . , , . . . '—.——;3—? j obtiens.. par des calculs que je ne reproduis pas,
, ! . ^ B ' - h . A C = = o / B + A ^ ^ o ,

| (^ ~ Air) C 2 — BC[3AA' - BB' - (.;?— 51
(3. > ) ^ -i- (A / B — aA) (B2 4- 3 AC) -~(AB -4- C) (^ C — 3 B) — C (;V4- a B) = o

(équat ion conjug'uée de hi précé ' ienîe) . ,
(^ — 5 — (B2 --aACKB^ - aA/C). — 3(A2 — ^ [^(A72 ~ •:îB') =o.

Il y a ï leux cas à distinguer suivant que A et B sont réelles toutes
deux ou imaginaires . Dans le premier cas, .c.O.r est plan de symétrie
pour ( i » l ) ) , Oy axe de svmétrie de (^). Les équa t ions (3i) se réduisent
alors a trois en t r e les trois inconnues A, B., (L Je recopie le système en
supposant A, B, C réel les :

- r . H + AC: === o,

\ (2;- B)^ — BC [ S A ^ ' — B2 — C2 4- 5'|
(32) + A(32) ) + A'(B'— 2 ) ( B 2 -+. 2AC) — (AB -h C)(AC — 3..B) - C(A2 + sB) = o, .

( (^ _ 5 - (B2 _, ^ ^C)2 _ 3^ — 2B )' =- o.

11 e s t c l a i rqn ' en remplaçantBpar -—ACdans lasecondeéquat ion (32),
A(; est en f a c t e u r . J'ai donc plusieurs cas à dist inguer :

Première solution : A = = o , B===o, C^==3.~ En prenant A ==o, B == o,
C == \/5^ on a le cône du c inquième degré déjà rencoatré au para-
o'raphe 7 ponr /n "= 3, p == 2 d o n n a n t une courbe (A) du hui t ième degré.
Les formules relatives à ce cône sont

ff-^r^ff ! ^ _ ï 4~ t/'OÇ3.,
^ =-T7=———-"5 .- .•-/- ., - i ^\ /o//3 -- i V'^""" y

(33) ^ • • , - . ^ ^ - 3
i ' ^—7" . .__ —i-+'\/^/6 ,__ v o ( 7 " — 0

^^^('Tî'^7 ^ '"^^(v^iT^^ (V^),3'
On remarquera que l'équation G' == 5 admet la solution imaginai re

C == ?v7)". Si l'on prend cette valeur dç C, on trouve a isément une
courbe (A) imaginaire du dixième degré définie par

! v^-^ . . . / i •+• ̂ ^ ,^_— /v /5(y t J -^ - I )
^ -.î- fc' -= -'-=——"— ? ^ •— ^- ^ 7-7=——— ? cl -- —7~==—————
; / ' . (\/5-~-i},<y ,-. , \ " 1 . ( v 5 — ï ) r ' 1 (A^-O^-'



jouissant , de celte propriété que sa projection sur le plan x0v est. une
courbe réelle (^), tout entière extérieure au cercle x2 •+-y2 == i. Cette
courbe est symétrique par rapport au plan .rCh'de sa courbe conju-
guée et ceci est i n t é re s san tpour les surfaces réelles applicables sur le
paraboloïde : elles admettent.z*0^r pour plan de symétrie.

Deuxième solution: C == B == o, 5 + 3.4^== o. —On trouve un second
cône imaginaire, d ' a i l l eurs signalé, lui aussi, au, paragraphe 7, pour
/n== î^==4. • • . • , ^ ! . . ;

Troisième solution : A, ^é o, G ̂  o. — On a a résoudre

(34)
\ C 4 ~ 3 A 2 ( A 4 - 2 G } â = 5 4 - A 2 C 2 ( A C — - î ) ^
/ ( A^ + 5 ) ( A -h C) .= C^A' -\- AC — C^.

Ces-deux équations n'ont que des solutions imaginaires; c'est très
aisé à constater en remarquant que si l'on prend deux axes de coor-
données coA, (.o.C, la première équation représente une courbe con-
tenue dans les régions définies par l ' inégalité

[C2—Av'3 (A ̂  aC)'] [C2^ AV/^. A -h 2 C)] > o ;

ces régions sont d é l i m i t é e s par qua t r e droi tes indéfinies se croisant
à l 'origine. De même, la seconde équation représente une courbe
tout entière contçnue dans les régions définies par l ' inégal i té
( A 4 - • C ) C ( 3 A 2 • 4 ~ A C — C 2 ) > o ; ces nouvel les régions sont encore
délimitées par quatre droites issues de Tôrigine et l'on constate aisé-
ment que les angles pos i t i f s relatifs à la seconde courbe sont tout
entiers compris dans les angles négalifs-de la première.

Nous avons donc à é tudier le second cas. J'ai écrit, :

\ ̂ A.^^.-l^^+Cy2 ^ . i ̂ A^'^.B'^'^C^^
„. S.r^^ A'q— \ \ : ' ^ ^ C r / ^ — . B y / 3 -h A (/k - f J

^ \ y ! — 7 ' ^V ' '"7 ' ^V
i ' / '^•C^—W^^A'q.--:

en amenant lé coiic C dans sa position canonique et employant la form e
canonique pour y; maïs il faut nous rappeler que ce choix de position
et de variable n'est pas unique/comme il. a été expliqué. Si nous rein -
plaçons <y par y^/a par a^~' l > ^ c l )etp par (îe^^^ nous aurons

' , . : 1 1^1, : , . • __(f -^r ke^.y ^^e~••^w(/'i\-^•C•e--•^ 1 1 1 - : 1 , 1 1 1 - , : , 1 . 1 : 1 • ,. . ^ ,̂  ^ . ^ ^ _ . . ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ .
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et l'on voit que si e3^ = ± T , on a u n e - a u Ère position canonique du

même cône C, A é tant remplacé par Ae •i , B par 'Be~, où 'k désigne
un entier. Ceci prouve qu' i l , y a avantage probable à prendre pour
inconnues le module B et, l 'argument de A. Je pose A== pe^A'-^ pe"^;
d'où B,== —, Cpe-^ B' == -- Cpe70. Je porte ces valeurs de A, A\ B,
B' dans la troisième équation (3i), j'égale à zéro la partie réelle et- la
'partie imagina i re , -de sorte que j 'obtiens deux équations remplaçant
la troisième et la quatrième équation (3i). On obtient ainsi

• ̂  \ P ̂  cos 3 9 -+- C [ 3 p2 — 5 — (.? -- C^o2 ] — G2 p3 cos 3 © — 5 p cos 3 9 == o
^ { [C^ i+p^smSç^o.

/._
Or si l'on prend sin 3© =-=o, d'où ç = —:î les diverses valeurs de l'en-

tier k donnent toujours le même. cône C dans des positions différentes;
or, pour k-==- o, A et B sont réels, donc ce cas est à écarter, puisqu'il,
a déjà été vu. •Prenons donc (.^(i -+- p2) == 5. Eu tenant compte de cette
re la t ion , la première équation. (36) donhe cos 30 == ^^T—^01 J'écris
m a i n t e n a n t la dernière équation (31)

^^ (C 2 —3)cos3®-k C"— 5—C : ip2(p2C2 1-^- 16 ;»— 3p*.==o'.

Dans cette équation je remplace 2p ; Î Ccos3ïp par 3 p 2 — l q et
C4 — C2p2(p2C : 24- lô^parC^ ' i ~ p4) — lôC2?2 ouen tenant compte de

•G2 ( r + p 2 ) ^ 5 et C2p2=5'-~ G2 par SC^Çi - p 2 ) — ï 6 ( 5 - C ^ ) : j ' a î
doue une équation qui devient une fo i s rédui te

(^p2_L.^â—— l 8 û ' 2 — — 2 3 — — ^ p ^ ^ O , , , . ,

et puisque (^( i -f-p2) == 5, j 'a i s implement

•' ! - • ^ 1 1 1 , 1 / 1 1 , 1 : 1 , / ' , \,11. 3p^+ l^,8p21-i-\2o.==: lo l l 1 - , • ^ ;1''/1111 1 1 1 , " 1 . ;

qui est l'équation résolvante ; p étant calculé, on a ensuite C== i / — ù — ,

puis ® et par suite A» A', B, B'- Ici l'équation en p n'ayant pas de
racines réelles, nous n'obtenons pas de courbe réeilû.

En raison de l 'intérêt qu 'une telle courbe présente pour les 'surfaces
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applicables sur le paraboloïde, je termine les calculs. iNous avons

^ - _ — y + £ v ' 2 ' ^
3;

£ désignant +1 ou —i ; puis

On-a

p-^V792-^' <-^v<^^ c^-4,/^^],
3 ^ — 1 0 .-^^[Ss-i- ̂ i] . . „ _ —£ /g<7f3\^I•+ 7 c |

s lu 3o -̂ = —1-ces o ® == ••
2 û2 ( 0 C ) 20 ^/^ 20\ /2

Fai désigné, par £' été'7 , 4-ï ou — i ; je n'ai pris que P L U I C des délenm"
nations de s in3y , car prendre l 'autre revient à échanger A avec A ' ,
B avec B\ ce qui revient àremplaccr le cône G par son symétr ique par
rapport au plan zOœ, ou encore par rapport à Or; cela rev ien t donc à

' ! , __ " / - / / f I /O ' î _ _ _ • ~ 1

faire tourner (^) de 180° autour de Oj. On a donc c3^ =---= —^-IJA^Z^J ;
.:.) y\î

en extrayant la racine cubique on peu t se borner à u n e seule détermi-
nat ion ; je prends donc

, „ / \ / 2 1 — £ . , /, /\/9.l-r-c,
e^^—E'^i / v———— et c -^^—^Â / v————?

|/ 5y'2 " %/ ^ v 2

d'où, f inalement , tous les radicaux étantarithmétiques,

(37)
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Dans les formules (37). restent deux quantités s, € égales à ±: i ; on
peu t se débarrasser do £\ car le changement de signe clé € revient à
changer de s igne A, A'';, C, résultat que. l 'on peut obtenir en changeant
dans les formules (35') q en —<y, puis faisant tourner le cône C de
180° autour de 0^. Il ne- reste donc, en prenant C ^==. î , que deux solu-
t ions d is t inc tes correspondant à £ =~= 4- i ou, — i . Chacune des. deux
courbes (DI)) que l'on obt ient a ins i est symétrique par rapport au plan
rOs de sa conjuguée; en effet, A, A", G étant imaginaires pures, tandis
que B et B' sont réelles, le changement de q en iq^ donne oc == ij\,q\))
^ •===. ïy (<7() , où les fractions/et 9 sont à coefficients réels; donc pour
(f^ réel, les quant i tés c' et c ' ' sont réelles et c imaginaire pure, ce qui
jus t i f ie la proposition. Les deux surfaces applicables sur lé paraboloïde
déduites de la courbe (^) sont unicursales, réelles et admettent y0^
pour plan de symétrie. Je dois d ' a i l l eu r s faire remarquer qu'il y a lieu
de considérer non seulement. la courbe sphérique (35), où, A, A7, B.B'
et G ont les valeurs (37), mais encore toutes les courbes sphériques
q u i s'en déduisent par la subs t i tu t ion signalée à la fin da Chapitre I I .
En négligeant un déplacement réel, on o b t i e n t donc une courbe sphé-
rique (^i, ('i) à trois paramètres :

\ - r+ A ^ ^ + B ^ + C ^ . „ ̂ —A^- r -B^—C^. ,
(38) ' ' ' "C^-B^^-s-A^-i5 ^"~C7 : î+B^2-^-A /y-n•' :

f //; r̂ lu^p.-}- ' J l , {^—-l.^-^^-^^f. . , . ,

On remarquera que si ^ et v sont nu l les toutes deux, le cône C, corres-
pondan t à ' l a courbe (u^ ^) 'admet les deux : génératrices z ̂  o,
.r-d:: iy == o; mais si celte double condition u. === v === o n'est pas vérifiée,
le cône G, admet deux génératrices isotropes non conjugaées. Un peut
dire encore que G est la position canonique du cône C i , mais ceci n'a
plus d ' interprétat ion géométrique si l'on se borne aux déplacements
réels. On peut remarquer que si ;x est nul, u, et ^ sont comme a et v
imaginaires pures quand -q est lui-même imaginaire pure et la même
conclusion en découle, àsavoirqueyO^ est plan dé symétrie des sur-
faces applicables sur le paraboloïde déduites de C i -

Le résumé de la discussion complète faite pour les cônes du cin-
quième degré est que nous avons eu une seule courbe réelle (^} de
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degré 8, u n i c u r s a l e . Nous verrons que c'est la courbe réelle de degré
m i n i m u m .

10. Je passe maintenant aux cônes réels unicursaux du sixième
degré, .rai dit plus haut que l'on doitenvisagerle cas o û i l y a un couple
d ' ind ice 6 et celui où il va un couple d ' indice 4» ^n couple d'indice 2.
Soit donc le cas où il y a un couple u n i q u e d ' i n d i c e 6- La directrice
sphérique (i^) a pour équat ions

. ^^A^-^Bq ^ \ ..pA^+B^(ûû a -=: —,—-——————^- •) p == -——————,—^——-- y,
• " 0^-4- i}q '-h E ' G^-hl)^-1-^ E^

où B, E, G sont réels; A et A/ sont imaginaires conjuguées, D etD' aussi.
Nous obtiendrons trois familles de cônes à un paramètre :

i ° A = D •=• o, cas traité au paragraphe 6 pour m = 2, p === i. Je n\
revienspas : i l y a d e u x p l a n s d e s y m é t r i e p o u r C , sO.r, z()y si B ^> v3;
pour B = \/3, le cône' G admet en plus les deux plans x =.y et x == — y

'comme plans de symétrie; , . , 1 , . " !

2°A et D non n u l s , mais réels, le cône G admet un seul plan de symé-
trie z0x', ! • . . ! , ! ! ^

• , 3° A et D imaginaires, le cône G n'admet pas de plan de symétrie.

Dans les trois cas, le degré et la classe des deux cycles isotropes sont
égaux a l 'unité, la courbe (A)) est du degré 10. .l'indique rapidement
les calculs pour la deuxième et la troisième fami l le .

. Deuxième famille:'cônes à plan de symétrie.unique. — Par la méthode
exposée plus hanty on obtient quatre équations entre les cinq incon-
nuesA,B, C/D, E : \ ' ' , ' . ! .\., ^ " . ./,. • • . , ' ! , -

B/+EC=o, A^ï+Bî - i - lycC+E^ 'o / - -'„.. 1 , ' i . - , . '
DC2 -h (Aï) ,4"'3EI—BC)DCI:'+- AE(D2+2.EC)-^-•BDE2=o, : . '-'
C^ 4- ^'y--^ aACD+.A.^D^—a^G2 ' ^ 1 . : 1 1 1 1 1 \ 1 1 • 1 ;1 / , ' : : / . • 1 1 . 1 1 • ' 1 1 ; 1 ;(4o)
: ^3Eâ^4ADE I+^BeK•4-:2A^Eâ^ ' :.: •

On peut avoir une équation unique entre C et E en remplaçant partout
, • ' ! ! ! ! ! ! 1 1 1 1 1 1 'i?' 11 1 ' 1 1 ! ! ! f^ 1 1

B; par •—•CE1,' 'puis;1: écrivant ^^'^-^'pr'A11^111--^^ .où p est-nne.
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inconnue auxiliaire. La troisième équat ion devient, alors, en posant
E - ̂  = u,

p2^ C{u +.C) [ C ( y — C ) — 3],

et alors, écrivant la dernière équation sous la forme

^-^-[-^M
^-C-.3-,^^-,,V=»,

on constate aisément qu'en remplaçant A, B, D par leurs valeurs en
C et E, elle devient

[^^—•(C4----3 )][[---- C^—Cu]2 sp^C -T- ^[(C3—!)» --qCl-hp^o.

• Je récapitule :
/ [(?^,2——Q4.^_ 3j^ __ ( ^__^^ j 2__^p2^^_^^^ ( ^_^ . ̂  __^^}~}-p''==:0,

^] p^C(^+C)[C(^-C)-13.L
î - JE-^^ ^-C^iP- ^T ÎP' ^-^ 1 ,

La première équation. (4-1)» où p2 est, bien en tendu , remplacé par
l 'expression donnée au-dessous en G e t ^ , représente dans un plan coC^
âne courbe symétrique par rapport au. po in t (D; le po in t (C, u) étant

' choisi, on a o par une extraction de racine, E par une équation du
second degré, puis A, B, D ra t ionnel lement au. moyen des (|uantités
.déjà calculées. Si le point Çu, G) est réel, les deux valeurs de E sont
réelles, mais les deux valeurs de p ne sont réelles que si le po in t (u,C)
satisfait à la condit ion C(i/. -h- C) |C(^ — C) - 3] > o; le.s quatre sys-
tèmes correspondant pour .E, p, A, B, D à (u, C), jo in ts aux quatre
systèmes correspondant à. (~~u, — G)y formant liult systèmes don-
nant le.même cône à un déplacement près [changement de y en — y ;
rotation de 180° autour de Os, ou encore échange de i^ avec iH/, ce qui
revient à faire, les échanges

a, j3, A, C, 1), E, u
. — i — i î) — A — i • •^-, ^-, -^ L, -g-, -^-, u;

Afin.. te. Norm., (3), XXXVI. —"'"NOVEMBRE 1919 . 4^
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ces trois hypothèses combinées deux à deux corsduisent aux huit. sys-
tèmes indiqués [.

Tout revient donc à dé te rminer les poin ts réels de la courbe T
définie par ta première équat ion ( 4 l ) sat isfaisant à l ' inégal i té
C{u 4-c) [C(^ — c) -- 3 j ^> o. Je cons t ru i s les courbes séparatrices et
couvre de hachures les régions où. l 'expression de p2 est négative. Or
on constate imniéd ia tement que la courbe F n^a aucun po in t réel
à distance tinie commun avec les courbes frontières C == o, u4 -C==o ,
C(u -— C) — 3 == o. La conclusion sera donc que loute branche réelle
de F, ou bien conviendra tout ent ière , ou bien sera tout entière à
rejeter. Développons l 'équation de r :

(42)
^C2-^ ^(SC3--^;:) 4- î ^ ( ioO—23C 2 )

4- «(^-O'—SoC^ôC) +3 — 6 C 2 — i3C^

Cette courbe est du sixième degré; l 'origine est centre, les directions
asymptotiques sont données par ^uÇu 4- -âC^C2^ 4- C)2 == o. I l y a
donc une branche asymptote à ooG qui ne convient pas ; il y aune branche
asymptote à la droite u 4- 2G == o, qui convient tout entière. On vérif ie
immédiatement que la droite u + 12 C = o n'a aucun point commun à
distance f in ie avec r et que la courbe a la disposit ion indiquée iur la
figure.

Maintenan t pour l 'asymptote co u, je pose C == - et j 'étudie t pour les
grandes valeurs de u : l 'équation (4'2) devient alors

2 ̂  — 6 £ 4- —, ( ) == o ;

pour- = o, on a t = o et t ==- 3, d'où. deux développements pour G, à

savoir C === —:, 4- .. • et C == ^ -t- -:-{-..., procédant suivant les puis-
3^ U U4 7 l i

sances croissantes d e - 1 ; comme la branche d'hyperbole frontière
0

asymptote à (JL)U correspond au développement C === °- 4- -^ 4- ..., on
voit immédia tementqu 'aucune des deux branches de rasymptotes à wu
ne convient.

Enfin, pour la direction asymptotique u 4- G = o, j 'écris u 4- C == r-,
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et j 'obtiens aisément deux de.veloppem.enls en série convergents
pour C très grand

3 . •- ^ i_ 2 .
C-C-h +... et : ._C- C3' 20-

dont la première ne convient pas et dont la seconde convient. Il résulte
de là nécessairement que celte branche asymptote à 11 4- C =-• o, ne
pouvant traverser les frontières des hachures non plus que la droite
u. i - 2 C = = o doit aller rejoindre la branche asymptote à la droite
u 4- 2C == o; on a donc entre les deux droites u -{- C == o, u -F- 20 = o
une branche de- courbe réelle soitdans le deuxième, soit dans le qua-
tr ième quadrant donnant des courbes réelles (ci.) dépendant.d'un para-
mètre arbitraire.

Pour les branches à négliger de r\ que je ne construirai pas, on-a
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C, u réels, E est réel; p, D, A sont imaginaires pures; donc pour q ima-
g i n a i r e pure, •a el ^ sont i m a g i n a i r e s pures, c i rcons tance déjà réalisée;
les surfaces applicables sur le parabolôïde déduites clé ces courbes
imaginaires. adn'iettentj- 'Os comme plan de symétrie.

12. J'ouvre u n e digression qui sera utile pour un problème ultérieur.
Cherchons les génératrices d' intersection de ces cônes réels C avec le

an de symétrie sChr; j 'écris l 'équat ion-a = ̂  qui donne G' == o; on api

^3-^.A.r/2— ECy _ i ̂  Ay—EC^ 2

C^-h î)q -4-E ~" 'C<7-4- i)(f-\-Eq3

équation réciproque admettant q = i et q •==- — i comme racines, on a
ainsi deux génératrices simples le .long desquelles le cône C est normal
au plan zOx. Ces deux racines enlevées, il reste l 'équation réciproque

(43) E^-h^-h î )4- (A-E -t- D)ç( /7 2 -1"- ï ) -+- (C—E^ + AD 4- EC2) c/^ o.

Si a , est racine, — aussi est racine; à ces deux valeurs de q corres-" ^/i . , , . , ! 1

pondent deux nappes du cône C se croisant le long d'une même géné-
ratrice double du cône C; or si q^ t end vers l 'unité, — aussi , de sorte

Cl
que si q === î est racine de 'cette équation, c^est en même temps une
racine double : à cette racine double correspond une génératrice de
rebroussement de C; on vér i f ie aisément ' que c-^^ -1 sont nulles, de1 dq dq
sorte que (il1)) admet un rebroussement dans le plan zQx^ la tangente
étant dans le-plan z ( ) x ; d 'a i l leurs nous avons vu que c'^o admettait
alors q == s pour racine t r ip le ; le cône C admet une génératrice de
rebroussement dans le plan z ( ) x , le long de laquelle z()x est le plan

' tangent . En écrivant que l 'équation (43 ) admet y == î pour racine, on
./•<, / I in '\ ,--(0 •) f i ^ \ AI) , »a C -r-, — h •+- C" -i- 3 4- 2 A 4- .,7 -h -.T- == o, et en remplaçant-\ fc / , \ A/ h ' A'

A ,D,Een u, C, p, on a p214-2(2C+^)p-4-(C^4-C2,---ï)(C24-3-~C^)==o
\ou:, esi tenant compte de la valeur , trouvée pour p2 simplement,
•12(2C +-u)p == C2 -i- 3—Cu. lîn portant , cette valeur de p, à savoir
(^2 î g _ ('; ̂J . •.,———dans l'expression trouvée pour p^ on a l 'équation

(44) 4.C(^-i- C)(>C4- ^ < ) â — ( C < ^ — C 2 — 3 ) = : o . .
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Celte équation représente une courbe F' du quatrième1 degré dont., il
suf f i t d 'obtenir les points d ' intersect ion avecT pour obtenir un cône C
à génératrice de rebroussement dans le plan s0.;r. Si le point d'intersec-
tion est réel, le cône C est réel, car, pour un tel point,, o === •• ' 4" ̂ ~—"..I ' r * a ( s L -4- u )
Lacourbersatisfaifcconinieràî ' inégalilé C(?/.4- C}(Cu — C2 — 3)>o,
elle n'a aucun point réel à, dislance U n i e avec les frontières; elle est du
quatrième degréy admet l 'o r ig ine pour 'centre. On trouve aisément
que F' est asymptote à la droite u. •+- C =r o avec, le développement
u = — C — — -i~ ç— -4- ..., tandis que la branche trouvée pour F cor-

respond au développement u = — C — - — — +.-. D'autre part, la
f~^

droite ^ .4-2C== v-0 est asymptote à r'; en tenant compte de ce fait
9. l" 1 - ' , l

que P ne peut entrer dans les ' rég ions hachurées et de la disposi t ion
que F'' offre par rapport a l 'asymptote eji quest ion, on voit que P possède

une branche comprise entre les deux droites u -4- C = o, U-+- 2C= v—

coupant nécessairement F en un point M réel conformément à la figure;
l'ordre de mul t ip l ic i té de M dans l 'intersection de r et F" est ou l 'uni té
ou un nombre impair.

Nous verrons plus loin l 'utilité de cette digression. Je résume le
résultât. Si je me suis proposé le problème suivant: « Trouver un cône
unicursal C du sixième degré, n'ayant que les deux génératrices iso-
tropes'5 == o, x± ?y===o, admettant zOx pour plan de symétrie, ayant
une génératrice de rebroussement dansée plan, et donnant une courbe
(A) unicursale »;, j'ai obtenu cinq équations à cinq inconnues. Les
inconnues sont A, B, C» D, E; les équations sont les quatre équations
(4o) et l 'équation

C(^-E).C..-3..(A^)^=0.

Fai obtenu, par le point M, une solution de ce système : j'ai besoin de
l'ordre de multiplicité de cette solution Ao, Bo. Go, Do, E^. Je fais remar-
quer qu'il était légitime de remplacer partout dans mes cinq équations

_ "p 'p !

B par — EC, puis A par -—rTv F9 ^) P '̂* F"F P' c*e ^ç00 a ^îavoi^ pi118
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que Irols équa t ions à (-rois i nconnuesE , G, p; l'ordre de multiplicité
de hfsolut ion Ao B, G, Do Eo clu système p r imi t i f est bien le môme que
l'ordre de Eo, Co, po po^ 1e nouveau. II e^ légitime aussi de faire le
changement de variabie E — - —.•u; à tou te s-oiution du système C, u, p

correspondent deux so lu t ions distinctes (G, -E, p) ou ( C , -^i p j du

système en C, E, p et, l 'ordre est conservé/pourvu que u -^ ±-21 ou
É^±i, ce q u i est le cas. Or mon système définit if en C, u, p se trouve
être

ç"2 4- 3 — c ur=o, pr-r -;r -=-= o, 2 ( 3 C -\- II )

F et r' ne r en fe rman t que u et C; l'ordre de mult ipl ic i té de la solution
(G, u, p) est donc simplement l 'ordre de mult ipl ici té du point d'inter-
section des deux courbes T et F : pour le point M, on a un ordre pro-
bablement égal à l 'unité, mais en tous cas impair . Ceci sera u t i l i sé
plus tard.

. 13. Troisième famille des cônes du sixième degré à un seul couple iso-
trope, famille -a ayant aucun plein de symétrie, — J'écris

,,..• ^~^(a-^ia'}q^W.q ^ „ J.i.t̂ LZl̂ ^̂(43) ^ ̂ ^^^ -̂̂ ^^ ?„ ̂ ^ (,/_„ ,,//)^^ 8^3

de façon à mettre en évidence des quan t i t é s toutes réelles. Par la
méthode habituelle j 'obtiens

a ( ï 4- B ) + €l(C -h E ) :=" o a' ( i — B ) -I- d ' (C: — E ) == o,
^ [ ^ ^ ( S E — B C ^ C + B E 2 ] .

"-4- C. a( ̂  + d ' 2 ) 4- a a CE' 4- E [ a ( cP — d ' ^ } -h- ^ a' d d ' ] -= o,
^ j - C 2 _ ( 3 E _ B C ) C - » B E 2 - )

+ G ^^ ( d^ -+- d ' 2 ) + 2 a/ G E12 -4- E [ ̂  ( ̂ / - d^ ) — 2 a dd' ] = o,(46)
ad+a'd!

C.^+E-^.-.f^+.-^^-C^^EC^+^-.J

(aï-+•a'2)(di-J^d'2} ad-a'd'
-}- 6 •=-. 0. •-C4^^.

Où a cinq équations à six inconnues a, a\ rf, d1\ C,/E; B est mis à. la
pl^e de — CE. La résolution du système (4.6) est au fond très simple;
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pour u n e inêsne courbe (41.'), abs i rac l ion laite d 'un déplacement , nous
t rouvons t rente-deux s o l u t i o n s du svsièîise (4^ ) - .i.îî'ï e l iet , faire tourner
C de 180° a is lonr d.e Oz r ev ien t a changer de signe G, E, cl, d\ Faire
tourner le cône C de 180" au tour de Oy est équivalent , 011 raison de la
symétrie de C par r appor t a 0, à p rendre le symétrique de C par rapport
à z ( ) x ou à échanger a et 3 : cela rev ien t , en échangeant en même
temps q avec -? à changer de signe a el c ' t ; changer y en — y rev ien t
à changer de s igne a, a\ C, E; t a i r e lour.ner C de 90° autour de Oz
r ev ien t , si l'on remplace en même temps q par zy, à faire les échanges

ci, . ci', C, d y ci1 y E,

€î.\ —a, — C y —^ / , c^, E.

Enfin échanger ( i^) avec (•ot/) r ev ien i aux échanges

a, i3, a, a ' , d, ci1, €, ' E,
— i — i /./ — cr — a ci' — i
•"7:— ? ———— 3 "g"; 5 ——«"ï—— ? g ~ î î •ÎT 5 i-' y j~~ "p a E h ib 1̂  iî.

La coinposition de chacun de ces c inq procédés à deux alternatives
chacun donne trente-deux so lu t ions équivalentes. Ceci conduit aisé-
ment au changeineufc d ' inconnues

a • -— d _ Cî' _ d' _ ,
(47) CT-Ë^ ^"^^p. —^^^

qui d i m i n u e d'ailleurs de 2 le nombre total d ' inconnues . Si l'on rem-
place a, a\ dy d ' dans les troisième et quatr ième équations (46)? ^n
suppr imant le f a c t e u r p ou p' qui ne peut être n u l qu'à condition de
reprendre la première ou deuxième fami l le , on obtient deux équations
du premier degré en p2 et p^ faci les à résoudre, d o n n a n t , en posant
E^-^ ,

^ - G ( a C - ^ ) ( ( ^ — C ^ + 3 ) .?>„ - C^C^^HC^C^S)
(^)P-- 4 (C ; i -^C^~î ) (C 2 4- i ) î p"~" rU^—Ca—iKC 2 -^ ! )

a,.

En remplaçant dans la dernière équat ion a^ d, a ' , d ' , en p, p', C., E,
cette équation ne renfenne plus que C, E, p2 , p^, ce. qui permet, en
tenant compte de (48), d'obtenir la relat ion un ique , que je mets sous
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deux formes équivalentes :

| 2 C 2 / / ' t - — ( o C i • - " I î C ^ ^ 2 - • ( 3 — 3 C2 4- SQC4 -h 3 C6 ) == o,
(4.9)

V^C2-!-^4-C

Cette équation représente dans le plan coCaune courbe admettant
coC, wu pour axes. .[./expression ^Lï3-^-sc)^2 — 3..z''+3 n'a qu 'une
racine réelle négative, car la dérivée d'homogénéité 29,r2 — 6x -}~ q a
ses racines imaginaires ; donc C é t an t réel, l 'équat ion bicarrée (49) Gn
u a deux racines1 en n2 réelles dont on ne prend que la positive : sous
la seconde forme, on prend donc le signe 4- si C est positif^ le signe ~
si C est négatif. Une fois le point u, C choisi sur la courbe (4e))? on
calcule p, p' par (48), Epar la relation E — y == u et les formules (4?)
donnent a, a', rf, d ' . A chaque point u, C correspondent huit systèmes
pour p, p^ E, et en associant, les quatre points Çuy C), Ç—u, C),

Fig. 6.

(u, ~ C), (— ^ — C.), on a l 'enseînble des trente-deux solutions équi-
valentes. La seule condition de réalité est que p2 et p'2 soient positifs.
Je peux me borner à supposer C et u positifs, Si C est réel positif, la

valeur réelle positive de u est u = -M/ '' "r"11 -4- —*' ' . V . 1 1 4 </4C •v^c2- 24.
Le point (u, C) cléôrit alors une courbe F asymptote à wu et à la droite
ii == C\/3, On vérifie aisément que la droite u == C n'a pas de points
communs avec F; do^nc puisque nous sommes dans le premier quadrant,
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pour Ions les points de ï\ p ' 2 est positif, car le numérateur de p^2 est
négatif; le dénominateur égaie à zéro donne riivperbole u = C -- .-. tout
entière en dessous de l'asymptote u == G, par suite sans point commun
avec F; le dénominateur de p'2 est donc lui aussi négatif. Il reste donc
à écrire que p2 est positif ou (^ — 2C)(C2 — Cu -4- 3)(C2 4- Cu — i) ^> o.
L'intersection de r avec la droite ^ = = ^ C conduit à l'équation
(3C2—ï)(C24-I•)2== o; l 'intersection de ravec l'hyperbole Cu =î—C2

conduit à l 'équation (3C3:—^(C2-!-- iY=o; l ' intersection de ravec la
courbe C u = C2 -h 3 condui tà l 'équat ion (C'1 4- ^C2 — 27)(C2 -4- i)3 = o,
d'où G2 == — i •+- V'28 ; je marque donc le point P de F correspondant à

G = —^ et-le point Q correspondant à G =\/ — 1-4- \/28 ; le point P n'est

pas frontière, mais Q est f ron t iè re et l 'on v o i t aisément que Farc partant
de Q pour rejoindre l 'asymptote à 60° convient seul. On peut d'ailleurs
remarquer qu'au, point Q, on a p -== o, donc a -= d = o et, d'après ce
qui a été expliqué, le cône correspondant admet yOz comme plan de
symétrie et, par suite, rentre dans la famil le précédemment déter-
minée. '

II n'est pas sans intérêt de faire remarquer que l'arc réel négligé
sur T donne des surfaces réelles applicables sur le paraboloïde admet-
tantyOs comme plan de symétrie : en effet, nous avons dit que p'2 était
pos i t i f , mais p2 négatif , tout le long de cet arc : alors a et d sont ima-
ginaires pures, a' et d1 réels, de sorte que ci -+- ia' ,d+- ici', a — ia\ d —ïd'
'sont eux-mêmes imaginaires pures, et si q est lui-même imaginaire
pure, c est imaginaire pure, c' et c" sont réels : proposition déjà ren-
contrée. Les surlaces applicables sur le paraboloïde ont alors j0s pour
plan de symétrie.

14. Je passe maintenant aux cônes unicursau.x réels de degré '6
admettant un premier couple isotrope d ' indice 4 <-ît un second d'indice 2.
Les équations de la courbe(^) seront /alors réductibles à la forme

/ iy

(^^ • V7^-) .
( / a ' -(^+x)/r(^^^-4-c) ï ^ /^^(^^^_,,/ .

Ânn,. Éc. Norm., (3), XXXVI. — NOVEMBRE 1919 . 44
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où a, b, c, k sont réels; on a amené le cône C clans sa position cano-
nique en supposant que le couple d ' indice 2 se compose des deux droites
z == o., x ± iy = o obtenues pour q ==. — /c ou q = — ï et que q ==o

_ et y ==oo donnent les deux génératrices d' indice 4- -Les deux généra-
trices d'indice 2 ne d o n n e n t a u c u n e relation,, et les deux génératrices

.d'indice 4 donnent deux relalions fixant l ' indice et deux relations rési-
duelles. On obtient quatre équations à coefficients réels entre a, b, c, k
qui, malheureusement, n ' admet ten t aucune solution réelle. En négli-

' géant les déplacements, on n'obtient qu'une solution imaginaire

(5.)^-——^^ .—-, ^ (/-')3 . ,
• . {-q•+i)^+îf-^ -(q+i)(-gl+7-f+l)

possédant la propriété intéressante de déf in i r une courbe ('n'i) imagi-
naire, mais réelle au sens de M. Gonrsat. Je change en effet q en iq et
j'ai les équations

/5^ q- ' (y+ ' ) 3 ._ (y - - ) 3
\^<î) a — —————-—————————— 3 jj — —————F—————————r

( r -^)(^4-y+i j (^+,)ly^^+J

rent rant dans la forme canonique a = = F ( ^ ) , ?. == F(, ( -^—ï ) que j ' in-
dique dans mon Mémoire sur le paraboloïde, F désignant u n e fraction
rationnelle, Fo la fraction conjuguée. Le cône C est réel, au sens de
M. Goursat; on obtient deux surfaces réelles unicursales à centre appli-
cables sur le paraboloïde ; le fait que F est réelle, entraîne de plus que
zOx est plan de symétrie des deux surfaces.

La surface minima My est réelle, admet zOx pour plan de symétrie.
La courbe (x) avec un choix convenable des constantes d'intégration

est réelle (ç). Elle est du degré 8.
Là discussion qui vient d'être achevée complètemeni pour les çôûes

de degré 4, 5, 6 montre qu ' i l n'y a pas de courbe réelle unicursale de
degré 6, car pour une telle courbe le degré du cône C satisferait à
l'inégalité m$6 <; 2,m et m devrait donc être égal à 4, 5? 6- La courbe
réelle (au sens vulgaire) dérivée du cône réel du cinquième degré (§7
et 10) et la courbe réelle (au sens de M. Goursat^ trouvée à t ' ins tant
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sont'du huitième degré et sont les courbes réelles unicursales de plus
faible degré dont le rayon de torsion est constant.

15. J'achève ce Chapitre par une étude sommaire des cônes réels
unicursaux de degré 8; les couples de génératrices isotropes conju-
gués ont pour indice i^ 4? • " • avec là relation i^+ 4 -l-...= 8.
Comme quatre indices 2 sont impossibles, on ne peut avoir d'autres
solutions que ^ -= 8 ; ou i\ = 6, ^ == 2 ; ou ^ = 4» ^ == 3 ; ou i\ = 4»
^ == ^, Zg == 2.

Je m'occupe uniquement des deux premiers cas. Dans le premier
j'écris
„ ^/--{-A^-^Bç2-}-^ ^ _ I-^-A^/-4-B^72-^C^3 .

< 0^ a :— D^-^E^2^- F < 7 - + - G 3 ^ ~ D<7 4-E^7••Î-+-F /^3+G(745

C, D, G étant réelles; A, A', puis B et B\ ou E ctE\ ou encore F et F'
sont quatre couples de constantes imaginaires conjuguées; au total
onze inconnues. L'identité

(54) ( < 7 3 - + - A / 7 2 - 4 - B < 7 - + - C ) ( ( 4 - A / y + B / y 2 - ^ - C r / 3 )
-^(D^-t-E^-hF^ + G r ) ( D + E /^-4-F /ç< i -^G(7 3 )

^ (î -{- AA^ BW-+- C2-^ EE^ FF^ G2)^

donne cinq relations; il y a ensuite trois relat ions résiduelles. On peut
donc espérer obtenir des solut ions dépendant de trois paramètres
arbitraires,

Les calculs n'ayant en eux-mêmes aucun intérêt, cherchons des cas
de simplifications :, il y a d'abord le cas où A, B, E, F sont réels, le
plan zO.T est alors un plan de symétrie coupant le cône C suivant deux
génératrices simples réelles correspondant à q = ±: i ; le nombre des
inconnues s'abaisse àsept, l ' identité (54) ne donne que trois équations,
les relations résiduelles se réduisent à deux; on obtient un groupe de
solut ions à deux paramètres contenu dans l'ensemble à trois para-
mètres du cas général.

Il y a un autre genre de symétrie qu'on peut mettre en évidence ici,
car en écrivant

^A^B^-hCr/ ^ _ ï -4-A r r /+B f r / 24-C7 3

(5 5) a === •rTc^-4- B^2- hîq + i? ' p^"—•Cç- t -B<7 2—A<7 : î+,^ î ' •
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T . n fle changement de q en — q change a en p et ^ en -?(TOÙ symétrie pây
rapport à a/'Oy; cette fois le plan de symétrie coupe le cône C suivant
deux génératrices simples q = o, q == oo imaginaires, qui sont précisé-
ment nos deux génératrices isotropes. Les inconnues sont C, réel; A
et-A', puis B et B', deux couples d ' imaginaires conjuguées. Les cinq
inconnues sont liées par deux équations B' -h- AC == o et B 4- A^C = o
provenant de l ' identité (54-); maintenant si nous rappelons qu'il suffit
d'étudier les trois intégrales f c"dc, c^dc, cdc^ on remarquera

que-^, —•> -T-sont des fonctions impaires de q, de sorte que c" — et a"—-

ne contiennent pas^de terme e n - ? les deux premières intégrales sont
automatiquement algébriques et l'on n ' ob t i en t qu''une condition rési-
duelle.

Les deux sortes de symétrie envisagées ici successivement corres-
pondent aux deux cas prévus a priori (Chap. Il, § 9); dans le premier
cas, les deux vecteurs périodes sont perpendiculaires à l'axe de symétrie
COj) du cône C et d i rectement opposés; dans le second cas, ils sont
portés par l'axe de symétrie (0-s) du cône G.

Je te rmine les calculs relatifs au second cas de symétrie. Les cinq
inconnues G, A, A^ B, B7 vé r i f ien t le système des trois équations

(56)
B'+AC^o, B -4- A/ C=o,

C4 — A2 A^ — ^ G ( A:i + A/3 ) —. 4 AA / C2 — 2 == o,

en,po.santA= pe^, A! = p^, B ==.~ Gpc"^, B7^ —Gp^, j'ai une
équation unique entre p et œ :
/, , ' ' . O — — p 4 — ^ ? 2 ^ — 2
(57) ^ cos3û)^———~~é2————'1 ' '

Le p o i n t réel C, p étant fixé dans le plan coCp avec la relation restric-
tive |cos3oo| <^ i, 1/angle co peut recevoir six valeurs distinctes com-
prises entre — îr et -+-71:;. en rassemblant les quatre, points (C, p),
(— C^ p) (C, ~ p), efc ( •— G, — p) 'on a vingt-quatre solutions donnant,
sauf déplacement, la même courbe (ri.). L'inégalité à écrire .revient à
(58) ( C 4 — p 4 — 4 p 2 C 2 — 2 - 4 C p ; î ) ( C 4 — p 4 • - 4 p C 2 - - 2 4 - 4 C p 3 ) < o .

Chacune des1 êeux courbes séparatrices admet'co pour cenîre;1 elles
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sont symétriques l^ine clé 1/aufcre par rapport à û)C ou cop. Elles sont
faciles à construire. L'équation de la première par exemple s'écrit
C / < — ( p 2 + 2 C p ) 2 — l î = = o ouencore^^p^^—ûCp—û^^ .En
posant p = = À — C , où *Xest un paramètre.» on a

r — ̂  "4" 2 — i \A4 -4- a^ — — ^ 5 p — A — — — —
- A \/2 À</2

qui permettent de construire très simplement la courbe. On pourra
remarquer, une fois les régions déterminées, que si le point (C, p).v.ient

* sur Fune des frontières, par exemple sur la courbe cos3o).==ï,, on.
a ,c^==o , A et A^ sont réelles, ainsi que B et W : on a-donc un-cône
admettant" en p l u s ^ O ^ comîïie plan de symétrie et. dépendant d'un.
seul paramètre.

. Cet exemple a été obtenu par M. Fabry; le lecteur se rendra compte
de la simplification apportée aux calculs par la méthode suivie ici.

Si le point C ,p est choisi dans les régions négligées jusqu'ici,
cos3-oo est réel, sin3co est une imaginaire pure; cos3.oo +- 2sm3î^e&t
un. nombre réel, on pourra • se b o r n e r - à la racine cubique réelle-
pour cosco ~4- z s i n œ , de sorte que A, B, C, A', B7 prennent des vâl,eur&.-
toutes •réelles; pour cj réel, a et {t sont réelles,, c et c" sont réelles,
et ^ • imag ina i r e pure; la courbe (]^) est imaginaire, symétrique par.
rapport à.y 0.s de sa conjuguée, de ' sor te que les surfaces applicables
sur le paraboloïde déduites dans ce cas de (^) admettent *r0^ pour plan
de symétrie; comme ('i^) admet x0y pour plan de symétrie, l'axe 0.s
est axe de symétrie de ces surfaces et, par suite, y Os en est un second
plan de symétrie.

16. J'aborde maintenant le cas ou le cône C unicursal du Imitième
degré admet deux génératrices conjuguées d'indice 2 et deux généra-
trices conjuguées d'indice 6. Pour simplif ier , je suppose de plus que
zOx soit plan de symétrie ; j'écris les équat ions de (li^) •

(59) a:
{ q — k Y ( q - ^ m )

( /^^(A^+B^-t-C^D)
„_ (î—/ir/)2(î-^mq)
P- (A ' -çHA^B^C^+D^ 3 ) '

où A, B, G, D, k, m sont-six constantes à déterminer. Toutes les con-
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d i t i o n s d ' indice et de résidus relatives aux génératrices z == o,
A? == ziziy données par y == k ou q = ^on t été déjà exprimées. J'écris
l 'identité 1 1 "
(60) ( ^ — Â • ) 2 ( A 7 7 - î ) î i ( y 4 - w ) ( î - ^ - w ^ )

-4- (A-73-+-B^-+- <>7-4-I))(A4-B^-4-C^4-D^3)
^ [ï + (.̂  __ 2/,.)24_ (^2__ ^^^y2_^ ^2^4^_ ^2_(_ B2+ G2-? D2]^3

fournissant trois équat ions expr imant que le couple isotrope q == o,
q ==-x) a pour indice 6. Le vecteur période relatif à g=o est nul
moyennant deux équations complémentaires . On a*donc un système
de cinq équations à six inconnues dont *un raisonnement très
simple va prouver l'existence de solutions réelles à un paramètre. Il
suffit de remarquer que si k devient égal à i ou —i., les formules (F>9)
se simplifient; la courbe (v(1)) et le. cône G s'abaissent au sixième degré ;
l 'identité (60) exprime alors que le cône C a un couple isotrope u n i q u e
d'indice 6 et les équations résiduelles obtenues continuent, quand on
y fait k •==. i -ou — i , à exprimer que le couple isotrope d'indice 6 ne
donne pas de 's ingulari té logari thmique. II nous suffit d'ailleurs de nous
borner à ^ = = i ; nous remarquons que ce cône dégénéré du sixième
degré admet pour q == i' la génératrice Oz comme génératrice de
rebroussementy le plan zOx étant le plan tangent le long de cette géné-
ratrice. Mais alors nous reconnaissons le cône du sixième degré qui a
été déterminé directement au paragraphe 12 (sauf rotation autour
deOy de façon à ce que Oz coïncide avec la génératrice derebrousse-
ment). La conclusion est donc la suivante : pour k -^ i, nous avons un
cône du hui t ième degré, obtenu en résolvant un système de cinq équa-
tions à-six inconnues ; ce système, où. /cest l ' une des inconnues, admet
une solut ion réelle, d'ordre de mul t ip l ic i té impair, quand on y fait
^=i . On peut donc prendre k comme paramètre et; développer la
solution générale du système suivant les puissances croissantes
de k—î en séries'entières à coefficients réels, convergentes pour k—ï
suffisamment petit en module. Il est donc bien établi que nous avons
une infinité de cônes réels du huitième degré répondant aux conditions
de l'énoncé.

J 'ajoute s implement quelques mots pour bien vérifier ce que devien-
neni les cinq équations du problème quand A" tend vers ï . L e s é q u a -
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tions (59) donnent, en tenant comple de (('io) :

33 î

(61

dcx. _________{cf—i.Y^(q-/^P
~dq — (^ —T)^ !̂̂ ^^^^^ '̂̂ ^

/.<r
l -h ap

(A^4- B^-r Cy -r- 1)) (À-r- 1-̂  '4- C//2 -r- D<73)

où P est un polynôme du quatrième degré et A une constante.
Un déduit de là • • . ' ;

da
dcf

(i-4-a(3)2
(ç kY P (A 4- Bq -h C^-h Dr)3

A2^-!)2^
et, par suite,

(62)

:̂

^ (Â-y— î Y ( ï -[••• nifff P
, ̂  ^( i+a(3)2 • À 2^ 8

6^ • : • , • ' ; • - ' • ! • • ' ••r d q _ ( g — k ) ( / . ( / — î ) ( î -h nu/ ) ( A -h B^ -}- C^ + D^3 ) P
(I4~ap)2• -". : • " , - À2^ ; - - - ... ,, •• ;'

Nous savons qu 'une fois l ' identi té (Goy.vé.ri.iïée, il suffît d 'étudier les
• A ' î C y d s x r o^d^ r 3doc , - A . î - î .•'ois intégrales f ,——/—? / ,———p ——^ dont l-es deuxtrois intégrales^ ̂ -^^ J^+.^Y J ^+'a|3)2 J ( ï - r - a p ) 2 . - _ -

premières se ramènent d'ailleurs, en raison de la' symétrie' zO'Xy l 'une
à' l'autre. L e s - f o r m u l e s (62) montrent c la i rement 'que ie vecteur
période relatif à l 'une ou l'antre des ^génératrices- isotropes q'=k
ou q=^ ï est nul . Les.,deux condit ions résiduelles -s'obti.eiuient en
écrivant que les deux numérateurs des fractions (62) ne 'côaliekne'nt
pas de terme en cf\

Si l'on f a i t À = ^ = ï , la directrice ( u h ) est rem placée" par l'a courbé- - •

W)
- (^-i)2^/-^)

• — A^-r.B^+Cç.+l)5 p== (q^— ï )^ ! - 4 - m / T ) ^
A.,-h.By -4- C^-hl)^ ,

l'identité (60) où l'on remplace k par 1 est bien celle qui exprime que
cette courbe (^/) n'a que deux poinis à f inf in i . La dé r ivée—peut
s'obtenir soit en dérivant directement (59/), soit en recopiant la
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dérivée calculée sur (5()) et faisant ensuite Je == î , puis simplifiant, on
a donc

cia _ ______P_______
~dq ~ (A^+B^-î-C^ +D) 2 '

où P estle polynôme précédemment obtenu, où k a été ensuite remplacé
par i. Et l'on a ensuite

dac
p2' dq _(q— i)4^ 4-m^P •

(i -{-a(3)2 ~~ P^6 '
(6^)

ft da:r dq ___ (ç — i)2 ( i 4- mq) ( À 4- Bç •+• C^2 -4- l)^3 ) P
(i-h^)2" ^^6

toujours en recopiant (62) et remplaçant /' par i. La méthode est donc
bien justifiée.

Les courbes unicursales (4.) obtenues ici sontda degré 1-4, le cône C
étant du huitième degré et ayant quatre cycles isotropes de degré i.

i7. Je me borne à ces exemples numér iques ; le lecteur peut se
rendre compte que les calculs deviennent rapidement inabordables.

Je renvoie au Mémoire de M. Fabry pour la comparaison des exem-
ples; M. Fabry a-cité seulement quatre types réels; le premier est
celui que j'ai trouvé au paragraphe 7, où les entiers -m atp sont quel-
conques, mais obtenu par M. Fabry uniquement dans le cas ou le. para"

., . , , -^ , ,. . 4 /ni -+- pmètre que j ai appelé B a sa valeur l imite i / ̂  _ '
Le's'eco'nd est constitué par les cônes obtenus au même paragraphe?

e-n donnant à m la valeur 2 et bp la valeur i, ce sont les cônes du
sixième degré à deux plans de symétrie; l'exemple du paragraphe 7
est donc une généralisation, de deux types de M. Fabry.

Va troisième type de M. Fabry est celui que j'ai retrouvé au para-
graphe "15 :, cônes du huitième degré à un seul .couple isotrope. Cet
exemple est peut-être celui qui montre le mieux la simplification des
calculs.

Le quatrième type de M. Fabry est un cône du dixième degré que je
n'ai pas cru devoir retrouver, les calculs n'ayant qu'un intérêt
nrédioçre,
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Tous ces exemples sont du type : cône des binorniaies iinicursal ne
possédant q u ' u n couple isotrope.

L'exemple que je donne au paragraphe 16 est. foiM:iamenlal pour
prouver qu'il existe des cônes réels (au sens vulgaire) ayant p lus ieurs
couples de génératrices isotropes conjuguées. L'exemple du para-
graphe 14 donne aussi un type dans ce genre, à condi t ion de prendre
le mot réel au sens de M. GoursaL Enfin cet exemple du paragraphe 16
est fondamental aussi, par la méthode employée, qui nous permet
d'esquiver la. résolution et même la formation de systèmes d'équations
inabordables à u n e discussion directe. Il suffit dans beaucoup de cas
de mettre en. évidence dans une famille, de cônes un cône particulier
dégénéré pour établir l'existence et la réalité de toute la famil le .

Pour les 'courbes complèlement Imaginaires, j 'ai de même indiqué
des cônes de degré arbitrairement grand possédant une, deux ou trois
génératrices isotropes, avec un nombre de cycles isotropes lui-même
arbitraire; les seuls connus jusqu ' ic i n'avaient qu'un cycle isotrope, je
les, ai retrouvés en les rattachant à l ' identi té de BexouL

La théorie des surfaces minima et la ihéorie des surfaces applicables
sur le paraboloïde se sont trouvées en même lemps notablement
enrichies.

Dans les Chapitres qui su iven t nous construirons des cônes unicur"
saux à directrice sphérique cette fois non unicursale, puis des cônes
non unicursaux.

CHAPITRE IV.
SYMÉTRIES, ROTATIONS. EXEMPLES DE COURBES UJN ICURSALES .

.ADMETTAIT UN NOMBRE ARBITRAIRE DE'POINTS A L INFINI.

.IJNDÏ-CATllICES DES TORSIONS NON UNICUIl. SALES.

I . J 'énonce quelques résultais relatifs au cas où le cône C admet un
plan de symétrie -n:; la perpendiculaire A élevée à T: par le sommet du
cône se trouve être axe de symétrie du cône C. La courbe (4-) supposée
algébrique admet pour axe de symétrie une certaine droite A' paral-
lèle à A. , .

^fifi. Êc. ^orm.. (3) , X K X V I . - DKCEMBBE 1 9 1 9 -P
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La directrice, sphérique complêie de .G admet à la fois r: ou A pour
.p lan ou axe de symétr ie ; si elle est indécomposable, rien de plus à
dire . Mais si elle se décompose en deux courbes (i^) et (^), deux cas
sont à dist inguer :

i° (^) admet 7: pour plan de symétrie; (-ia/) aussi ; les deux courbes
(i$b) et ('in/) sont symétriques l 'une de l 'autre par rapport à A.;

2° ("il1.)) admet A pour axe de symétrie; (^ /) aussi ; les deux courbes'
(it1,)) et (^) /) sont symétriques l 'une de l 'autre par rapport au plan TÏ.

J'étudierai d'abord le cas où (^) supposée unicursale admet un plan
de symétrie. D'une façon générale, si une courbe unicursale plane ou
gauche, spliérique ou n o n , admet un plan TC de symétrie, les para-
mètres t et t1 de deux points symétriques M et M7 sont liés par une
relation involutive Au' + Q(l 4- t1) -+~ G = o. Si la courbe est réelle,
supposons t réel pour les points réels; deux cas sont à distinguer
suivant que l'équation At2 4- 2Ïit -i~ G === o, qu i fournit les éléments
doubles de cette invo lu t ion , a ses racines réelles ou in^aginaires. Si les
racines sont réelles, à chacune correspond un point réel coïncidant
avec son symétrique, donc s i tué dans le plan de symétrie ou rejeté .à
l'infini dans la direction perpendiculaire ; don-c le plan -n; coupe la courbe
en deux points simples réels (ou i, ou o) et s'il a d'autres points
avec la courbe, ces points sont nécessairement doubles ou multiples
d'ordre pair. Par une substitution homographique préalable sur ï, on
peut supposer que la relation involutive est / -4- ^== o; supposons que
M parcoure toute la courbe, le point symétrique M' la parcourra aussi
tout entière, en sens inversede M, les deux points M et M' se croisent
deux fois aux points doubles de l ' involut ion . I /e l l ipse offre cette dis-
position par rapport a l 'un ou l 'autre de ses deux axes; la lemnis-
cate (*r2 + j2)2^ a2^2 —.y2) l'offre dans la symétrie relative à Qx.

Dans le cas où les éléments doubles de l ' involu t ion sont imaginaires,
on peut supposer la relation involu t ive réduite à la forme ï^ -+- i = o.
En dehors de points multiples, le plan'n: ne peut avoir de points réels
communs avec la courbe ; si Fon pose t = tang ̂  ^= tang — ? on
pourra écrire c /===^ -+- 'n:. Si le point M décrit toute la courbe, le
point M7 décrit aussi toute la courhe dans le naême sens cette fois ; les
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deux points M et IF res ten t à une distance cons tan te , mesurée su r la
courbe. La l emnisca te déjà citée olîre cette d i spos i t ion dans la synié-
trie relat ive à Or.

S'il s^'igit de courbes un icursa les sphér iques , remploi des coordon-
nées a et [3 conduit naturel lement dans le p remie r cas à supposer
que zOx. est le plan de symétrie; le paramètre ayant été choisi comme
il a été d i t , si. l 'on pose £ = tang -^ î q == e1^, la relation involutive
est ^4-11 = o ou <7/== i ; le po in t (a, jS) a pour symétr ique le
point (j3, a) et l'on a pour équations paramétrique.s de (^)

= f/m ̂  A,^-1^...4--•A^ , ^ _ ï -4 - Al74-...+A^W

1 ; - - jf/- +1^—^ + ...-.- I^5 >J - B + 1^ ./ ̂  . . . ̂ - B^'- '

où. les coefficients A et B sont réels; les p o i n t s réels .de la courbe s'ob-
tiennent en donnant à y des valeurs imagina i res de module égal à i; la
projection de la courbe sur le plan z0x comprend d'abord la projec-
tion des points réels,, puis une partie réelle virtuelle correspondant aux
valeurs de q réelles, valeurs donnant pour c et c" des valeurs réelles et
pour (/ une valeur imaginaire pure. Sous les seules hypothèses faites,
les formules ( ï) comportent une rotation arbrtraire autour de O y e t l e
changement de t en A/ où À est u n e constante réelle arbitraire. Dans le
cas déjà r encon t ré où nous étudions u n e courbe 0<i>) iinicursale,
admettant cette symétrie p"ar rapport à zOx et n'ayant que deux points
à l ' i n f in i , les deux arbi traires en question ont été déterminées en
prenant le plan xOy pour plan des deux génératrices isotropesde G et
fa isant correspondre t= i et t == — i à ces'deux génératrices.

Dans l 'autre genre de symétrie, il est commode au contraire de
prendre le plan de symétrie pour plan x Q y ^ c " changeant de signe,
a est remplacé par - et (3 par ^; en adjoignant encore q à t, la relation
involut ive est i 4-1^= o ou, y-4-</=o; nous avons encore deux
arbitraires : une relation autour de Os et le remplacement de o
par CD 4-0), où o est une constante arbitraire. Si l'on écrit

^qin-J^ A,1^-1 • - + - . . , -t- A/, / ^ _ > -+- A\ q -+-. . . 4- A^/^
a=r B^+B,^^^...^"^5 - ^ ' " ""B^B^/^---^^^3 .
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on a les relations nécessaires et suffisantes

(—iv " •\/,.
B;,,

d'où (—i^B^B^ ==i ; cela entraîne que m soit pair, le degré
de (u1)) et G est mult iple de 4. J'ai i n d i q u é (Chap. III, § 6) l 'u t i l i té de
la posi t ion canonique de C : cela fixe les deux arbitraires restant en
jeu et permet de supposer A//, et B^ réelles, de sorte queB^ peut être
pris é^'al à i ; en r emplaçan t rn par 2772, on a f inalement

_ rf^ 4- A i ̂ /»-1 4- A^/2^ "'•i-4- ... -1- As/»
a : ^^^ :̂-̂ :̂-—-̂ ^^

P T '"+" •v'1 V 4- A ^ 72 ^:^_-_-_4- ^-in^f'"'

\77~/7̂ :T"::^:^
(3)

J 'emploierai souvent les expressions abrégées; symétrie .s0.r,
t en — ^ ou y e n -^ pour d é f i n i r le premier ^'enre de symétrie; pour le

second, symétrie ^O.r, y en — ,y,
J'avais d^jà eu l'occasion de faire a l lusion à ces deux modes de

symétrie (Chap. Il , § 9 ; Chap. III, § 7 et 15). .

2. Il est in téressant de voir dans quel cas une courbe u n i c u r s a l e
quelconque peut admettre deux p lans de symétrie rectangulaires.

^s- 7-
M'

A
A \

^( ; j

/ M"
l ^
l/
V

W1'

Supposons-les, pris pour plans des xz et des .xy; les points de la
C(.)urbe sont donc associés par /i, M, Rf, M% M" comme sur la figure;

•la relation entre le t de, M et le ^ de M7 est supposée ramenée à l 'une
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des formes t -h-11 = o ou tt1 4- i = o. Prenons le premier cas ; f para-
mètre de M"' est lié à t par une relat ion A/^"-+- îî(t -+-f) + C ==o,
relat ion qui subsiste encore si l'on remplace ie couple MM"' par le
couple M'M", de sorte que cette relation est simplement t t ' " =K, où K
est u n e constante ; en changeante en A^ on peut supposer K égal à -+-ï
ou à — ï . On a donc à choisir entre

M, JVr, M1'. W M, M\ M', M";
ï --1 on — ï ïi, -t, -^ -^ ^ -,, —, ^

Si, au contraire, la symétrie .x0z est caratérisée par î-^-ti^o, on voit
aisément qu'il suffit de permuter le rôle de .rOy et xOz dans la pre-
mière hypothèse que nous venons d'obtenir. On n'a donc que deux
espèces de d ispos i t ion : dans la première, les deux symétries planes
sont du type opposé ( l e m n i s c a t e ) ; dans la seconde, elles sont toutes
deux du type à éléments doubles de rinvolulion réels (ellipse).

Le premier type, pour les courbes sphériques unicursales, donne
man i fe s t emen t les formules

(3)

— <72W•+• Ai^-^+As
l —— A (y 4- A 9 (72-

4" Ai g - " • ' + ̂ y -s-. • . -ï- ^â^
ï — A ï q 4- A^y"2 — . . . 4- A^, (f^

^ _ l "{- Ai q 4~ A^/2 -4- . . . -4- Aa^y 2 ^
P.— ^m_ Â^y^"-i-4- Aa^-^-i-. . .-4- A^^

condensation des formules (ï) et (2).
Dans le second type, il sera commode au contraire de prendre ' x O z

et yOs pour plans de symétrie; M et W correspondent aux valeurs q
e t — y ; il suffira donc de supposer qu'on écrit les formules ( î ) en
prenant le numérateur pair, le dénominateur impair par rapport ày ou
le numéra teur impair et le dénominateur pair.

Le même mode de raisonnement prouve aisément qu'une courbe
unicursale gauche ne peut avoir trois plans de symétrie deux à deux
rectangulaires. Pour une courbe plane unicursale, les trois plans
peuvent exister (ellipse, lemniscate), mais l'un de ces plans est préci-
sément le plan de la^ courbe. Il .existe une infinité de courbes algé-
briques gauches ayant, trois plans de symétrie deux à deux rectangu-
laires : elles ne sont donc pas unicursales.
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Une courbe unicursale ou algébrique ne peut avoir deux plans de
symétrie parallèles, niais e l l e peut avoir deux plans de symétrie
sécants, faisant en t re eux un angle commensurable avec TT ; l'intersec-
tion des deux plans est alors un axe de rotation de là courbe; ceci
sera étudié plus loin.

3. Nous devons maintenant é tud ie r le cas où la courbe (i^) admet
un axe de symétrie A, que nous prenons pour axe des z.

Un point M et son symétrique M' on t leurs paramètres liés par une.
involution que l'on peut ramener soit -a la forme l +t' = o ou
tt'.-}- i ==o. Ceci entraîne des conséquences analogues à celles indi-
quées pour la symétrie plane relativement au sens de circulation de M
et M' sur la courbe. Dans le premier cas, les équations paramétriques
de (i^) seront

(4) • a=(y-^ ) / (< /+^ , p=^-7)/"(^)'

où/et /°o sont deux fractions rationnelles conjuguées. Le second cas
donne
(5 ) a=<//(./2), p-^//^,

où/et/o sont encore deux fractions rat ionnelles conjuguées.
Il, peut d'ailleurs être aussi commode de prendre A comme axe des,r

ou bien si l ' i i ivolution est à éléments doubles réels de la réduire à la
forme I L ' = i au.lieu de l -+-1' = o. :

4. Supposons ma in t enan t que le cône C se reproduise par une
rotation d'amplitude V au tour d 'une droite que je prends pour 0^
l'angle V est nécessairement commensurable avec îcsi le cône C est
algébrique. Lé-cas V = = T C vient d'être étudié; inutile d'y revenir. Si.
l 'intersection de C avec la sphère ne se décompose pas, rien de plus à
dire. Mais si elle se décompose en deux courbes (^) et (^ /), comme
précédemment la rotation V superpose (^) soit ave'c elle-même, soit
avec (^/); dans cedenner cas, une nouvelle rotation V ramènerait (\^)
sur elle-même par une rotation totale égale à 2V.

Je me borne donc à étudier le cas où une courbe gauche unicursale
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se reproduit par une rotation d 'ampli tude V autour de Os; le point M'
de paramètre t v i e n t se superposer à un po in t M' de paramètre /7 et Fon
a mani fes tement une relation 'homog'raphique Ait1 -hB^-h- C^ 4-1) == o
entre t et z 7 ; les points doubles de cette homographie sont nécessai-
rement imaginaires si la courbe est réelle el si l 'angle Y n^est pas égal
à TÏ; nous supposerons donc qu^ils-correspondent à t = 4- ? o u — i ; laf _ ^
relation sera donc——-7 = K, où K est une constante; en posant

I -4~ tt •

" tou jours t == tang °, q == e'13, on a ^ — © ==V, <7- = ^v ; du pointM on
dédui t donc tous les points de la suite

q, (./e^\ r/e2^, . . . ;

on devra donc avoir , . si m est le nombre de termes distincts,
y ̂  ^^ _^ où k est un entier premier avec m. Je pourra i donc ranger

'autrement les valeurs de q, à savoir :
2/7: 4/7: i ( H t — 1 ) / T C T:

q, qe^, y e m , . . ., '76- m ,

la rotation faisant passer du point q au point q e m sera égale à 271: ̂
où j) est un entier premier avec m/Cet te rotation multiplie a par
2/^ • ! , , ' , " ^ ^

e m , donc -^ reste invariant par le changement de q en q e " 1 et je
peux donc écrire
(6) - a=.^A^). ?=^A(^J>

où /* et/, sont deax fractions conjuguées; la réciproque est immé-
diate.

Nous avons déjà rencontré des exemples de cônes à rotation au
Chapitre Ht, § 7, en particulier. A ce paragraphe, j'ai même signalé le
cas où (il1)) s'applique sur (is1/). On vérifiera sans peine que ce cas
correspond aux formules

(7)

^(2-'/.--î ) /// 4- A i q^11' 2 } l n -j- Agy^-3^ 4-... 4- A^..
^-"-^———^-rT^+A,y2/"4-...~A^„l^^À"llll)-//

^ „ î 1 i4-A^--f-A.^+.,^^
p ~" y^ q ^ 1 1 " ^ ' 1 1 — A i y^ 2 À~2 ) / / / -4- . .. '

où/? est un entier impair ; la rotation ̂  fait coïncider (^) avec (^/).
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5. Il ne me reste plus qu'à signaler comment on reconnaîtra si une
courbe unicursale tracée sur la sphère admet le centre de la sphère
pour plan de symétrie, aut rement di t est l ' une de ces directrices que
j^ai appelées mixtes. J'ai, au Chapi t re II, § il., indiqué le choix
du paramètre; en posant t == tang^y == e19., © a u g m e n t a n t de r^ ou

q étant remplacé par — y , a est remplacé par — et p par —. On
arrive aisément aux formules

(8)

^ ̂  </^-4• t+A,^--^...^A^, ^
i—\\q -T-...- A^i ̂ ^

p — » -t-A^j/ 4--. .. +•• A^i g ' 1 - " 1 1 1 ^ ^
' ———— ^/« -i-l ___ ^ ^ y2/// ^_. ___ ̂  ̂ ^ ^

Ces formules sont tout à fait analogues à celles relatives à la
symétrie ocQy, q en — q\ le mode de formation des fractions a et (i est
le même dans les deux cas avec cette dilÏerence que dans l'un des cas
les fractions sont de degré pair, dans l 'autre de degré impair. Dans
les formules (8), si l'on prend la position canonique autour de Oz,
on pourra supposer co nul et A^^ réelle.

6. Tout ce qui précède dans ce Chapitre s 'appl ique à toutes les
courbes algébriques ou unicursales sphériques;, sans que nous devions
nous préoccuper de savoir si la courbe correspondante (4^) est ou non
algébrique. Il est utile de signaler une autre proposition importante
concernant les cônes réels unicursaux dont h directrice sphé r ique
est unicursale ou mixte, que la courbe (4.) d 'ai l leurs soit algébrique
ou non. Je me borne d'abord au cas où la directrice (^) est effecti-
vement unicursale et non mixte. Nous savons que si l'on se donne le
degré nécessairement pair 2m du cône C à directrice sphérique
unicursale proprement dite, et les indices 2^, 24? • . . » ^ip des divers
couples isotropes, on a d'abord m == ^ 4- z'a -h ... + ipy et les équa-
tions paramétriques'de la directrice (^) sont de la forme

(9)

' _ A ̂ ^ -+- Aiy^^-t-. . . 4- A.,n
(y—— î^-^B,y---'^^——ï~B^;

^ — A /+ A^/ -^ - ..-t- A^//^
p""" B'-i-B^/-+-, . .+ B;/,^
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les coefficients A, A7; A,, A^; ... ; B, B7; ... ; B^, BL sont répartis par
groupes de deux imaginaires conjuguées et doivent satisfaire à une
identité
( T O ) (Ayw-^...4-A./,0(Af+...^A^ç//Q^(B^t+...4~BM)(B^...-r•.B^^?)

= K(q -}- ^y\(A-,ç 4- ï )^( f / 4- .W^<7 ^- Q'3 • • •.

où K est une constante réelle et A\, ^; ^L, ^4; ̂  ̂  J0 ^w^1^
couples d'imaginaires conjuguées.

Le résultat intéressant annoncé est le suivant : Quand on a fixé les
indices ? , , 4, ..., ^ (ce qui donne m), on peut exprimer rationnelle-
ment toutes les inconnues 1 A, A^; . . .; A,,,, A^; B, B^ ...;B^, B^ au
moyen d'un certain nombre d'arbitraires indépendantes; et si ces
arbitraires sont réelles, le cône G est réel.

La démonstration montrera même, mais c'est moins important, que
K ; / ^ , k\; . . .; k^ V^ seront, elles aussi, exprimées rationnellement
au moyen de ces arbitraires.

Cette proposition est importante, car la méthode suivie pour
arriver aux courbes (c-i) algébriques réelles se divise en deux parties
successives : premièrement, déterminer un cône C algébrique connais-
sant les indices de ses divers couples de génératrices isotropes conju-
guées; deuxièmement, choisir parmi les cônes ainsi obtenus ceux qui
donnent effectivement une courbe algébrique. Le problème prélimi-
naire se trouve résolu si le cône C est non seulement algébrique, mais
unicursal et si le nombre de couples d'indice impair est égal à ï ou o.

La démonstration est intuitive : supposons, en effet, les nombres
i,, h, .. .5 ip fixés numériquement et le résultat acquis, soit si p a reçu
une valeur inférieure, soit sip ayant la même valeur, l'un au moins
des nombres r,, ^, ..., ip a une valeur inférieure.

Je porte mon attention sur le couple G( G, d'indice 2^; je prends
pour plan xQy le plan OG, G',, je suppose que G\ et G', correspondent
respectivement à q=o et y =00; choisissant arbitrairement un
entier r^i^ je dois écrire pour (ij^) les équations paramétriques

A^/^-hA,^/^^...^ A/, p _ _i_ ^4-^^-4-...-^;^
^ ï ) a ̂  ̂  B^B^1 -+-... +B/ p '" rf B7 -4- B' q+.. . + B/^

où je suppose A et BA différentes de zéro, h 4- r == m-, des deux quan-.
^nn, Éc. Nonn., (3), XXXVI, — DPCENRRE ^19. 4^
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fi lés A^ et B u n e au moins est différente de zéro. Il suffira donc de
conna î t r e les formules (n ) et d ' imprimer à C le mouvement le plus
général au tour de l 'origine.

Or, pour connaître les formules (11)5 il. suffit manifestement de
connaître la courbe (^i) correspondant aux formules (i i ) recopiées
purement et. s implement après suppression du facteur cf ou --̂  soit.

( ^ } A^4-A,^4-.. .4-A^ A^A^^-..^^^
v ' ) B^+Bi^-1 -+-... -4- B// ' i S^+B^/+.. .H-B;^/7''

Le cône C de directr ice O11»), formules (il) , ou le cône G, de direc-
trice 0^.,), formules (12), ont l 'un et l'autre leurs génératrices iso-
tropes définies par l 'équat ion

( i3) (Ar/' 4- A^-1 4- . . .-4- A/,) (A^- A', q 4-. . . -i- A;,^)
4- (Br/^ 4- . . . . . . . . . . . . 4- B/,) (B^h î  y 4- ... 4- B;,^) == o

Un couple tel que G^G', de C, d i s t inc t de G 4 G^, correspond à deux
racines d'ordre de mul t ip l i c i t és de (i3) et ces mêmes valeurs d e y
donnen t sur C^ un couple isotrope, d ' indice 2^ aussi, ayant une
autre position dans l'espace. Quant au couple G^ G'i, si r== i^ l 'équa-
tion (f.T) n 'admet plus la racine q == o, le couple G^ G'i n'a pas d'équi-
valent sur le cône (^ qui a donc s e u l e m e n t ^ — i couples isotropes
d'indice z'a, ..., ^. Au contraire, si r<^i^ l 'équation ( i3) admet la
racine c/ = o au degré ^ — r, le cône C^ admet pour y == o et y = ce un
couple isotrope d'indice 2 ( ^ — / • ) seulement correspondant à G^G^
donc le cône (^ a/? couples isotropes comme G, p -- i couples ayant
même indice sur C ou C^ ; mais un autre a un indice plus faible.
Donc la proposition est établie si l'on sait la démontrer pour C ^ , que
r soit égal à ^ ou inférieur à i^

On peut non seulement se donner ^, i\y ..., ip, mais décomposer
chacun des nombres i^ ..., ^ en une somme d'entiers positifs
choisis arbitrairement. AutremenI dit , soient r, r7, ..., r^-^ des
entiers positifs choisis arbitrairement, mais de somme ^ ; si le
nombre n est égal à l'unité, le cône G sera à déduire du cône C< à
p — î couples; si n—î. n'est pas nu l , nous avons une série de cônes
G, G ^ , C^, ..., C^ dont le dernier est à p — î couples; tandis que
Cn-^ 0^,2, ..., C^ Cpossèdept en plusde'ceso — ï couples un couple
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supplémentai re dont l ' indice va en croissant en passant de C^.i à C,^,
puis.C^, ..., et enf in Q, et C.

Cela posé, supposons obtenues par un moyen quelconque 'les équa-
tions paramétriques a =/(Q), ^ ==/, (^ de la directrice sphérique
d 'un cône unicursal à p — i couples isotropes d ' indice pair, cône
supposé mis dans une posi t ion quelconque autour de son sommet ,
/et/o désignant deux fractions conjuguées; pour laisser subsister
c e s p — i couples avec leur indice et ajouter un couple complémen-
taire, je remarque que k et A'7 désignant, deux imaginaires conjuguées,
si Q a une valeur de module unité, l'expression ———- est le que-

Q~''
tient de deux imaginaires conjuguées et a pour module l ' un i t é ; il en
sera donc de même du produi t de cette fraction par — ; " "y . a pour

\J' ï —' \^! A

module l 'uni té , si Q a pour module ï ; si l 'on effectuait la subst i tu t ion
homographique y = ————, à Q = /c correspondrait a = o, à Q = —

1 ~~— lj1 />' K

correspondrait y ==xs, de sorte que, d'après ce qui précède, les équa-
tions

^-^/(Q), ^fe^ï/.^— — — ^ 1 _ Q / , . ' / ^•'-/' f - ^ Q _ Â - ) ^^Q,

représentent la directrice sphérique d'un nouveau cône unicursal
ayant d'abord p —ï couples isotropes de même indice que le pré-
cédent, plus un nouveau, pour Q == k ou -p > d ' indice •27'; si nous
impr imons le déplacement, le plus général à ce cône au tou r de son
sommet, cela reviendra à écrire a ==/, (Q), p =yi,o {,T~\i où l'on a

( i^)

/.(^y'./w) -..
/i(Q)

-^(-Q=^)rA^ -.^
, , 1 -.()/('-.'• , / ï \
^[-o—r) Mo/^"

/l,o(^-^^'W)-7-
Si je veux laisser au couple (^, - ) l'indice 27', j'en reste là; si je
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veux lui donner l ' indice ar-i-ar,, je n'ai qu'à écrire a ==fs (Q)»

p=/2,o (^) -avec

/.(Q)

( > 5 )

'^(.^ro^)'''^^^ +^
/ Q - A - y1 . /o. „

—r"l-" \ . _ (\ 1 . 1 j J i \ ' - i l "T"'-!^

î /l-^V' y / ' '^y
" • • "V O - Â - ; ^ i . o ^ o / ^ ^ 1 ' 0 •

' ' ' vQ/" ' " / > - Q/'-' \'"' /• / > \ •i
-^ (lî^r)"71"^)^7-1

et ainsi de suite, /, et /,,o,/2 et .A,o< . - • désignant des fractions
conjuguées; X et A(p 7^ et X ,^ , ... désignant des couples de constantes
conjuguées.

Tout revient donc à construire nn cône unicursal n 'ayant qu 'un
couple isotrope d^ ind i ce pair; or la méthode du début s'applique
comme on le voit sans peine : le cône se ramène successivement à une
suite-de cônes n'ayant tous qu 'un couple isotrope, d iminuan t d^ndice
à chaque fois, tou t en changeant de position dans l'espace, ob tenu
toujours pour les mêmes valeurs du paramètre, que je peux supposer
être cj = o, y==co. Le dernier cône de la série se rédui t nécessai-
rement par un déplacement convenable à u n cône a = Kq^y ? =-• — ?
à représentation impropre, si p ^> i, cône de révolution au tour de Os,
A é tant une constante que je peux supposer réelle et j 'effectue succes-
sivement les opérations ana logues à celles de la suite ( i 4 ) » O'^? — * •

J'écris successivement, A et B étant réels,
, , ^ — A B /^\ : i-AH^ •- / ( , / ) ̂  ^ ̂  ̂  ^ , j , ̂  ̂  j ^ ^ ̂  ^ ̂  ,

• f(.^ ^f^)^^ ,̂  ^^^f^)4-^/
• ^^^-^o,-7^^ ' /.,(^,-^^^-————,

( 1 6 ) . -^^y^^+ A

^.,_ ^^A(y)-^-^ . ' . /.^^^••^^^(^^(/}"::::"^^^ /-^J~-- -^—-—^,
. ^ p., ^^y,^^ ^ j .4-. /^
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/ \
et dans la suite (i(..)) les équations a ^y^c'y), ^ ==y^o ( - ) déf in i ront
un cône unicursal. ayant un ' seul •couple isotrope d ' indice

2p 4-2j?i4- 2^2-4-. ..-r2^,;

on doit supposer 71$ i à moins qu'il ne s'agisse d'un cône de révolu-
tion. On transforme ensuite ce cône en cône à deux couples/puis
trois couples, . . . ; les opérations successives n ' introduisent que des
calculs rationnels; les valeurs du paramétre correspondant aux divers
couples sont mises en évidence et rentrent précisément dans les cons-
tantes arbitraires.

Pour étendre cette proposition aux cônes à directrice mixte, écri-
vons les équations paramétriques générales d'une courbe sphérique
mixte de degré 2(2772 4- i) ;

^nm ...̂  \ ^ g-'n ̂ . ̂  ̂ ^-' ̂  . , . 4- A.̂ ,̂r / ' ^ " 4- Aa^-1

~^=~^, q - A, 72///-•1-- . . . - A,//, ,1 q11^ '.
( ï 7 )

\ ̂  \\q •+- A 2 T -+-...-+- A^4-» ffîm^

T/^1^ — Ai//'^ -^-A-îy-'^-1—.. .—As//^,

L'équation aux génératrices isotropes d u cône C estjalors

( 1 8 ) (r/2^1 + K^^ -\- A,^2^"3-^...-^ A,//^/) ( ï + A^;2-^...-^ A^v2'")
+ (Air/2^ ^f111-14-.. .+ A,,/,H) (A[q +.. .4- A^-M^^1) = o.

Le premier membre de (18) est un polynôme entier impair en q,
admettant la racine q = o à un ordre impair de multiplicité, indice du
couple isotrope d'indice impai r ; les autres racines sont associées par
groupe de 4, à savoir /i , , — À , , •—•>~:— qui donnent un co-uple
d'indice pair égal au double de l'ordre de multiplicité de chacune de
ces racines Supprimant le f a c t e u r q dans le premier membre de (18),
nous aurons en posant y'2 •=oc une identité
( l ^ ) (^-h k^X^^ :A4^W-2+ . . . -+- À2^) ( I 4- A;^ 4-. . . 4- A^,^1)

-+- (Ai x " 1 -t- A^-14-. . . + As/^i ) (A't 4-... 4- À2 //^i ̂  )
^K^C^—Â- fy ' ^A^ . r—î ) ' ^^—^^^^^^

Si donc on a fixé l 'indice 2 ? 4 ~ ï du couple ( l ' i nd i ce impa i r , les indices
2 / , , 2^, ..., ïi^ des autres couples, l 'identité (19) ne diffère que par
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les rotations de l ' i den t i t é (10) et le résultat est que nous savons
exprimer rationnellement au moyen d'arbitraires les quant i tés A^,
A,, ..., A^, A^,.. . , A^, et A.,, A;,, .... A^^, A\, .... A^, ainsi
que K, ^f , ^, ..., ̂ , ^;, ....

On passe par l ' intermédiaire de la courbe sphérique unicursale
auxi l ia i re

g 1 9 1 +- \.^//'t-l -h- A^./7"-'-}-. . .+ \.,.,
K , ( { " 1 -+- A;^ - • 4- ."" . . . . . . . .~5- A^Ti"'

(20)
0- '-4-^-+-. .+A^ r/^
1 '" A [ -+- A, 7 + . . . -f- A^+i q ' " '

qui sert de base à un cône unicursal admettant le couple q = o, y ==cc
d'indice 2?', le couple /^, -j^ d'indice 2^, .. ., etc.

" "i
Dans cette proposition ainsi établie, il faut se rappeler que je n ' a i

fixé aucune autre indication a priori que les valeurs des indices des
divers couples; toute autre condition donnée à l'avance, relativement,
par exemple, an degré ou à la classe des cycles, d iminuera i t le nombre
des arbitraires, mais il ne serait, en général, p lus vrai que les coeffi-
cients inconnus s'expriment rationnellement au moyen d'un certain
nombre d'arbitraires. Cela se conçoit aisément, car en nous bornant
aux condit ions de renoncé primitif, nous avons tous les coefficients
inconnus exprimés rat ionnel lement au moyen d'arbitraires X, ,
À2, ..., À y ; les relations nouvelles se traduisent par des relations
/*C^o ^29 • • * ? Ây) ̂  ° dont nous ne pouvons rien dire.

Il est bon de signaler que si l'on impose au cône C d 'admet t re un
axe de rotation, la propriété subsiste : car, en prenant Ospoi f raxe ,
les équations a = y^/C^)? ^ ==JI— /o[—,) conduisent à considérer

la courbe a ==y(.'r), p = = y ^ ( — y q u e Fon déterminera par la méthode
indiquée ici.

De même, si l'on suppose que le cône G et la courbe (^>) admettent
le plan O^pour plan de symétrie, q en —? le résultat subsistera pourvu
que les points d'intersection de (i»l>) avec le cercle de l ' in f in i se répar-
tissent en couples de deux points à la fois conjugués et symétriques
par rapport à xOs, car alors il suffira, dans les diverses formules (i4)y
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(ï5) ou (16)5 de supposer les fonc t ions / "ou /'o réelles, les quant i tés
À, i?., X,^ ... toutes réelles, a insi que i\ k^ . . . .

Nous allons voir que, dans le cas de ia symétrie q en — y, le résultat
subsiste complèteiïient; supposons que le pian de symétrie soit .r(Vy,
les équations de la directrice (^) sont réductibles a l 'une ou. l'autre
forme :

( 2 1 )
[ a == a^ (fïm^ + Al <72m4" A2 ̂ /""1 ̂  ' • • 4" A2- •/ î - A'» ç -4- A,^ —. . . - A:,̂  q^ '

^ _^ __I__ • I 4- A^ -h A^2 -h. . . -h À^_M ^/"4-i

1^ - ^+1 ^ - / / / - ^ 1 _ _ A ^ ^n^_ ,^^^-t__, __ A,^^^

OU

•> > 72m-+- A, </2/"-14- Ag (f-111 -^ -}-... 4- A.^
(^ ^-V znY^^^r- ^...-+7^^--

1 P — J i -j- A\ (] -4- A.^ ^2 -h.. . . -+- A^» 72/ / /

[J ~~ ̂  7'2m — A i f^'11 - î - i - - . . . . . . . . . . . . . ̂  Aa,,,

où/) est un .entier positif on nul. Dans le premier cas, la méthode
exposée condui t à déterminer la courbe auxiliaire

(^ / )

— r/"^ -h Ai n^14- ... -4- A^t
a~ î - A ^ / -+-...— A,/// M y-^1 '

^ — ( -^ A ^ 7 -4- ... -4- A.^^, 72w+l
F__ ^ , ^ ^ _ — ^ , ^ ^ ^ _ _ ^ ^ ^ ^ '

correspondant a un cône à directrice mixte : problème qui a été résolu
complètement.

Dans le second cas, la méthode conduit à étudier la courbe
auxiliaire

O/)
î — ^y27"-^ -4! r^"1-^---^- 4-^
| a- ^A,<7 -...4-A^^'
i ^ ̂  i- '-^^y -+-.. . 4-A^^/^^
( ^ ~" ^2//; 1- A î qîm-{ 4- . . . -+- \^n

Cette courbe [identique a la courbe (22) si p == o] est la directrice
d'un cône admettant aussi la symétrie. xQy q en — q, admet tant pour
chaque couple isotrope du premier un couple isotrope de même
indice, exception fa i te pour le couple z ••==• o, x± iy == o d'indice 4p
sur le premier, couple qui ne se retrouve plus sur le second. La
considération des génératrices isotropes, soit du cône (22), soit du
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c ô n e ( 2 2 / ), c o î'î cl u i t à 1 ' i d e n i i S é
( a 3 ) (/7â / ' ;-+-A,7•' /"•- t>-4-. . . 4--A.2///) ( i 4- A^2 4-'. . . 4- A^/y2^ )

-4- ( A 1^y-^-2 -4- A^3^'-4 4-.. . 4- Aâ/^-i ) r A^ ̂  -4- . . . 4- A;/,,^ ̂  )
^K(^._^)/,,^^_.)/,(^-^)/.(^^—,)^....

En remplaçant y2 par ,r, j 'ai l'identité

( aS' ) • ( .r̂  +- Aa^ ~ 1 4- .. . 4- A.2/// ) ( ï 4- A^ 4-. . . 4- A^, .ï^ )
-h ( A, ̂ m"-' -h-... 4- A^/,-1 ) ( A^ .r 4- ... -}- AL/-I .///; )

^^(^ - / •^^ (^ .y—l) ' ^^——^) '^^^——!)^ . . . .

Et il est alors natufel de considérer le cône auxiliaire de direct r ice
sphérique

—— 'xfll~{~ At2•r^"" l-+•. • '+A2^
a~: Ai.r^-1-^. ..-{-Aa,//-:• -4-A2,/ / - ; l

(^)
p= -h A^T •4-. . .4- A^, ^w

A^r-h.. .-^- A^-i^^'

qui, en vertu de l ' identité (^S7), admet un couple ( x == /r^ ou — ^ j

d^indice 22',, un couple (^, -ry^ ) d'indice 2 ^ 2 , ... : la seule différence
qu'il y ait avec le cas général, correspondant à l'identité (10), est que
l'on a spécifié qu'au dénomina teur de ce le terme en x111 a son coeffi-
cient nul. Or cette condition est faci le à exprimer : le. cône (24)
dérive par la méthode indiquée d'un cône antérieur

_ ax^1 -4- a, x11 '"~\ 4- ... -1- a^ p ^ af +' af\ x ~}"' ' ' ̂  ^//
b x 1 1 + b^x11"^ -<r . . .+ ̂  , ~" b1 -+- b^ x -i- . .. 4~ ^//,

par les formules (1.4)9 à savoir
' „ I(.T— k,Y(axh+. . .4- ai^ 4- p.(î—/i•f^y(b^/t-}-. ..-4- hf,\

~—^Çx— k^y'^a.x-'1+.. . .4- ^/J -t- À o ( i —/."i .^k)/'(^.:r//4-. . .4- b'/,)î

il suffit donc d'écrire [ X y a — ( — " ïf\QK^b=o pour avoir une condition
donnant rationnellement ;JL(» en fonction d e A o et p. en fonction de À,
de sorte que, finalement, la méthode générale s'est appliquée jusqu'au
bout; dans la dernière transformation successive de cônes, au lieu
que X, X(p (x, p.0 soient arbitraires, il n'y a que '\ "et ^o qui le soient;
tous .les- coefficierits ont enç'ore été exprimés rationnellement aiî
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moyen, /rarbitraires, ent re lesquelles il ne reste a u c u n e . relation. à
.écrire.,

_ 7 . Nous avons main tenant à notre disposition tous les éléments
nécessaires pour aborder la recherche générale des:€Oiirbes'(A) uni-
.cursales ou. algébriques,,en dénombrant les i.ncoîiniie.s, ainsi 'que le
.nombre de conditions auxquelles/satisfont ces inconaues.' 1 ' 1 , ; 1 1 ' 1 ' ' 1 .

/ J ' insiste d'abord sur ce - f a i t classique, qu'une, simple ènumération
d'inconnues1 et d'équations, est tout à fait ' insuffisante. Il ne suffit pas
de:constater qu'un problème de géométrie sera, résolu si Fon sail ^ou

_du^iïioins ,si l'on peut) /trouver m +jp quant i tés ;satisfa'isant.à7/2,rela-
tions pour, affirmer qu'il, y, a .des 1 solutions (réelles oïl imaginaires) et
.que la solution ,la plus. générale .dépend, de p paramètres,, arbitraires.
Pour bien nous rendre compte de cette proposition,, ..supposons que,
suivant l 'habitude, toutes les équations écrites aient zéro pour second
membre :si m individus isoles écrivent chacun au hasard une fonction

.algébrique, de. m +^,vâriables^,^,^»..,- —^w-i-p?: 1e système obtenu.en
égalant, à,:;zem\,chacuue,:de ces,,, Jonction^ ,,,sera , , compatible, ..et aura

^ effectivement sa. .solution générale, dépendant /de j^. arbitraires, .parce
que les.m premiers'' membres..sont, indépendants s' mais^ srron "c.onsi--
d.ère le problème de ..géométrie que, j'ai imagine, se traduisant: par.un
système de m équations à m:, - ^ r - p - variables, si ..arbitraire qu'ait pu être
l'énoncé, rien ne prouve que les m premiers membres doivent être
indépendants1* "Nous devons, nons.divr.er, à- une discussion préalable,
souvent trop négligée dans la pratique,-qui nous-conduira à l'une,des
trois hypothèses suivantes : ! • ! - • • • • • • ; • • ' • •:

î ° L e système est effectivement formé d'équations indépendantes;
^da"siôl«tion'l"lgénérlale dépend-dê-p-pâr^m'ètres^ n:"-^—— : î t - - ^^^-n-n '
- > ' i ' ̂ ^ Les 'premieTs, membres ; .n.ê ••so nt- pa.s indépan dan ts'^et ̂ e • syslëia e
...e.st'incompâtîbteî l l l , l l l l • • . • • l i - - • • • • > 1 -1—'1' -^^^^•.i^,"^1111^ ! i •^ i i ' ^ ? : : s s î : ; l : - • / • • 1 ^ . ' 1 " î ^ î ^ ' 1 .
- . l ' ; l ' î ' • 3P'.LêSil!premiêri^rileTnb^esrBe; sont" pas rndépendarïte et'ie^ystèïïïè^se
';' réduit à "wf- équ^tiofis dîstîîïefô^ l(m!•^•m>), tes m l-"•sm^ autres étanit de

1111 pufôs- .con$éql"Qe:rïceslîlde^."preïïlïières;,.,Jllel systèm.e.-.est. ̂ o.ïïipatibteï lêlfèa
-'^o^ûtiW •gétïérâlê.' dépend'"'de^-t-' w,—- -m1' para Mètres a.rb'itraire^.1- ̂  - . 1 1 :

,,,,^ND'US. : ayo^s^Tçnc^^tré,,, des.,, exemples, noîijibreux,^ ,,de, ̂ roblenaBs
A'im. Éc, Nûrm,, (3), XXXVI. — DÉCEMBBE 1919. 47
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rentrant dans le second type. ; il suffît que l'un des cycles isotropes
soit de degré d et de classe 2^, ou encore que l ' un dès cycles isotropes
soit de 'degré et classe égaux à d et d'indice 3r/. Dans la thèse de
M. Lyon, la plupart des cas amorcés rentrent précisément dans ces
cas d'impossibilité.

La discussion préalable en question, est négligée précisément en
raison de sa difficulté dans la plupart des cas. Mais un moyen simple
de la tourner s'offre na tu re l l ement quand nous pouvons, par un
procédé quelconque, mettre la main sur une solut ion particulière, avec
ou sans paramètres, car alors on est nécessairement dans la première
ou troisième hypothèse. J'ai donné un exemple très simple de ce
procédé lorsque je me suis proposé de trouver une courbe unicur-
sale (cJL) pour laquelle le cône directeur desbinormales est de degré <S
avec un premier couple isotrope d'indice 6 et un second d'indice 2
(Chap. III, § 17).

. Ce qu i précède ne fait pas intervenir la notion de réalité ou non-
réalité. Supposons d 'une façon plus précise qu'il s'agisse d'éléments
géométriques réels, que les inconnue^ so ien t des quantités géomé-
triques ou numériques réelles sa t is fa isant à un système d'équations à
coefficients réels. Il faudra, en général, se résigner à vérifier si les
équations sont effectivement indépendantes ; supposons donc cette
discussion faite, le système a été réduit à m équations

(a5)

X.i { ^ i i 3)îy . . . , ̂  fn ; <2',/,.j_i, 'V/n.^y . . ., Xm^.p) —. 0;

A.2 \^i-s . . . . . . . 3C ,n î •^•'//;4 - i i ......... •j 'Xfit~\ p ) '::==- 0^................... - . . . . . . . . . ...... . . . . . . . . . 5

•^m (^"17 • • • • • • i ^ in i y- tn->s- \i • . • . . . • • . , <X ̂  .^.p j '^- 0

distinctes, on essaiera de trouver une solution part iculière (avec ou
sans paramètres) x\, x^ ..., x^; ^1-n? • < •? ^m.+i^ réelle, et si le sys-
tème (aS7) obtenu en remplaçant /r^, .../^^ par <^ ...,^^
admet avec un ordre de mult ipl ici té impair la solution ̂ , x^y .•., x^
on pourra affirmer qu'il y a une infinité de solutions réelles pour
lesquelles x^,, ^+2? • • • ? ^m+p restent voisines de x°n^ ..., x^p :
on pourra prendre précisément ^4-0 .,., ^j^p pour paramètres indé-
pendants et développer x^ ..., oo^ en séries entières à coefficients
réels procédant suivant les puissances entières (ou fractionnaires,
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suivant le cas) de x^—^^ .... y,^— ^^,. C'est ce qui a été
fait pour le cône du huitième degré rappelé plus haut.

8. Abordons^ comme application.» des problèmes généraux : sup-
posons le cône C unicursal de degré 2772 n'ayant qu'un couple isotrope
d'indice 2m;, de degré et classe égaux à r et admettant la symétrie
zOx q en ^- On a, d'après ce qui a été expliqué au Chapitre II (§7) et
au début de ce Chapitre, le droit d'écrire

a = nr ^4-A.^-i-i-•...4-A/.
(.6) B^....-.B. ,̂̂

Ô r= -î- I 4- A^; 4-. . .4-ÀA^^-^ B^e^+. . .4_B^

où les A et B sont réels, en nombre 2/14- î . L'identité

(27) (<^4- Ai^-1 4-...4- A/,) (î 4- Air/ 4-...4- A/^)
4-(B^4-.. .+B/0(B+B^7+.. .4-B^)=(i4-Aî+.. .4-B|:)^

exprime que le coup le ' y==o et q == =o a pour indice 2 (/î -i- r); diaprés
ce qui a été expliqué au paragraphe 6, cette identité permet
d'exprimer A^ ..., A/,, B, ..., B/, rationnellement au moyen d'arbi-
traires indépendantes; l ' identité (27) donnant h relations entre les
A et B, le nombre d'arbitraires indépendantes est h -4- î.

Il ne reste plus qu^à écrire les deux conditions résiduelles fournies
P^ (;—€aQv>> i f ^^ on a donc deux équations seulement entrey J ( i - f - o p ) 2 J ( î . -4-a i3) 2 ' i

h 4- ï inconnues. Donc, il est permis d'espérer obtenir des solutions à
h—i paramètres; nous connaissons un cas d'impossibilité : le degré
et la classe é tant égaux tous deux à r pour les deux cycles isotropes
conjugués, si l'indice 2(À 4- r) est égal à 3r, c'est-à-dire^si r = 2Â, on
est dans un cas d'impossibilité. Nous avons vu un autre cas d'impossi-
bilité, à savoir h === i et r = = i . [Je rappellerai pour mémoire que si

. , , , . ' .. ^ z/a

r „ 2 h 4-i, la fraction ——!5—— est un polynôme entier en q, de sorte
qu'il n'y a qu'une équat ion entre les (A 4-1) inconnues.]

Occupons-nous maintenant de la réalité : au Chapitre III (§ 9) nous
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avons virque, 'pour la réalité,-•i 'l estnécessaire-que ^•'soit l li lnféTie ;Hr•a'A ;

sans égalité (ce' 'qui'•élimine •alors "res^deux'cas^r 'r^ ^A'èt ' r^Â-r^r .
Nous avons fait la discussion en particulier pour h = 2, r == ï (cônes
du-sixiërnë^ dégreva plan 'de 'symétrie) ' et reconn'u"que 'le" nombre' de
paramètres1' ̂ aAitraires j'e'stant^ est 'bien'- égal' "air nombre "prévu "par1 îè
simpieâenômbremént1, etqifil 'y ̂ iles'sôlutions réelles ̂ (avec urip^ara-
iBètrei-.arMtraira^1.'' • , i . • • ' . • ' • , ' , : : 1 ; ! . ; • , • - , • • ' • ,. . 1 ' • : 1 • - • : . ; • " 1 ' " : 1 . . - - ' -

II, serait sans doute assez pénible xle" reconnaître si^.pour,;; toutes les
valeurs de h et de r, il y a des solut ions (réelles ou imaginaires) ou
s^il v a des solutions réelles pour A quelconque et r<^Â.

Il y a un inoy.en très. simple d'e •démontrer qu'il y a effectivernept
des solut ions à h paramètres .'.si r^aÀ+'ïr, à;, h1— i ^paramètres si
r< 2Â. . - "-'1• ; ;11 ' 1 1 ' 1 ' 1 1 1 1 • 1 1 ' 1 1 1 • ; 1 1 1 ' 1 " 1 1 1 l i l 1

'En effet, au Chapitre JI1. (§7) , ,^nQUS^y.ons:mis .en^éyi4ence^i ine
solution particulière obtenue en faisant

, ^', ^ A^=- Ba-^. ...l=i,A/,JII^B^=B21=\ll/.=B//,--l=lo.^ ,

Cette solution .renferme,.un paramètre a rb i t ra i re ; donc si r est supé-
rieur : ou é^al à ^ A ' + ï , ' l a ' so lu t ion générale 'dépeud bien d e Â â r b i -
traires, mais' donne' tonjo.urs1 une' 'courbe imaginaire; si' r<^ 2 À, 011
paut considérer 'côlnmë'trës probable" que" tes .deux équations obtenues
entre les fi -4- Ï '"inconnues sont disimctes^caril en est1 b i e n ^ a i n s i p o u r
h == 2, r =,i) ' et ' alors 'là ;. solution'"^éheraîe dépendra de A — T 'arbi-
fraîrès'; en" fous les cas, 'si des 'deux'équation s" n'étaient pas distipctes,
l^exTsteiTce^d'unè -sôtuticrn /'particulière^ en fcraî:ner ait sim;plçment bette
(3Q.nséquienc.e,,que.,çe3,,,d^iix,equatjpns,se .ramènerai en t . à ̂ in^, seule,.,., e^
il.,y,auî:ait À^rbiltraire^^'u lieu,d.eÂ,-^j.,Quant,àiajéaJit^
q^*lU^tl;n,e;,ûes.saire..'qlla,r,sç)it. inférieur a,A;-:si cela',,aJ:iep^ la.,sQlution
particulière;,a,, .un,, paramètre rapp^l^- à ..I.'instant,..^ t. TeeUje s,i-,le,pîara.-,
m^tre „ ̂ airie;^ n tçe,. nertçU nés.. Vjnit.eB^ rnai ̂  ^1 ;ç el^, .ne. .suffît. i,pas :.; poui:
affirme^.iu^^^pa^îflii.les,^ â'^—^^parainè.tr.es^ily.,^^ ait^:(ïe^
t ivementune infinité à À — ï paramètres qui ^sont réelles. Pour bien
.comprendre ceciy, *imaginon^,,un, point x, y^z sati.sfçU^nt.à nne œpdi-
tion unique fÇx^y, z) === ô; îl y a doux paramètres arbitraires^ le
point décrit, 'tfi'të ^'stirfyèé1 S"": s li ;F8h! ' i^àiÏI<trô'ày lB^yné litïiiîn sbîli.-
îi9ti s Tééîîey ^ 'Ïiti'i^ràAiëtrë ̂ ôur ̂  "f, s TëpâMiéy1 ̂ lilr1!' ïiïï'é ëou^be' r,
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ce lâ^n^îï traîne' pas que là 'surface S soit réelle1; siTéquâtionl^:==•••o est
algébrique, • on- pourra l'affirmer par'exemple /si. F est ligne ^'imple
ou multiple d'ordre impair "surla surface S. Ce1 sontdes considéra-
tions'analogues qui ' entrent e n j e u ici. : - ' : • '1 1 ' 1 : 1 ' ' 1 ' 11 • :

, '.Je .ferai .remarquer encore- pour .mé-moire ...que •s i r . n'est;pas^preinier
i i : 1 ï .• ' .' i- r ^ ' - ^ ^ h p î 'ï-4-A^avec h, la solution particulière a == q g A _ ^ g \ p =;..̂  .^ ^BA^.'

ainsi,mise en évidence, est mise sous forme paramétrique' impropre; '
mais cel'a-ne;gêîie n-ultement'pour^ia. '-déffîonstralion.^ ; ; i i l - i ; : - 1 ; • 1 : ' i • i ' i ~ i " i '

II y a un autre groupe de solutions particulières- que^ nous aurions,
pu employer : supposons que h n'est pas premier, soit a? un diviseur'
de h autre que i, posons A ^À^.Les équations

(28)

_ • i-^^^- a\ g^-^ -4- a.2 q^1'-'1^1 -+-... -4- ̂  ;'
-a =: ql bq11^.-^ ai q'- /^-l}(/ -t- ^2 7( ̂ /-2)G! -T- . .. -I- b^ .

- r . ^ i.+ ̂ i q'1 -4-. . .-4- ^h'c/11^
, ̂  b-}- b,rJd-+-..^b^q/ifd

dbnnen^^n^tÏS^INîl^'le voir^^des â-oNtîo'iïS- -à À^-paramètre's. •.Gomme
ptwhâût.^i 'r:ï et -rf" rië^^^t ^pâs^prêWiërs^ .là^ représentation1, ( 28) -est
i rn. propre'1, 'mais-'ee'Ia' slàî:sliâê•l^uî)^istër:":ie; rêsnitat. ,•/ ^ "li ;1 f ; î L î 1 " l i i 1 1 ' " . " ' • ; ' • : l l : i • 1 1 ' ^1 ' ;^ ; : ' ' "11 '

, • . , . , ' , . „ , . . 1 , . , ^ 1 . - . , 1 . . 1 -1 • ' 1 ' . - , ; - • ; ' . • ; : ! , / ^ '\ ' : ; ^ » ; : "' !i s ' . ' ; 1 " 1 " 1 ; 1 1 T ' i ] '\ ' • . ^ i i • ' • \ ' . \ ' ;'; " ": 1 ' l i l

• ' • ••Q.' Nou^ -sommes'' 'conduits1 'tout[ nàtûrellein'ènt "^ 'étïïd^tôr^le càs-^ù"-
te-côîwC Satisfait- aux -m'êmes •conditions-que préeédemiiï'ent et oî^kt
èoyrbë (^^.^dmet^ Ô s'11 poW axë'de'-rofatiori.- récris,1 r -et w-étaiït p-ré-
ririèrs'entre eux,' ll:v1' : ; : > : • 1 - • : - 1 ^ 1 • ; : 1 ' 1 : • • ! ' i • [ • " • l ^ i . . : • • i i • 1 ' 1 1 1 ' 1 1 1 1 •^ ; ^ ; 1 1 • - 1 - • • • 1 • : • • 1 • 1 1 1 - 1 • • 1 1 • 1 1 :

(29)

• . • ; ; i . - : .,^ l-rlil^y^l^.^. j^^f^-f)m:_p^ , .^AT,
a = g/'. B^77^^ ̂ /;-l ) {n -i~^ r. ' ̂  B ̂
l^l •̂•J,;L.tlAl̂ ^
^ — ^r g^. j^^/»-^.,. . -^B^ç^/"

oùi••ll^;-gardê:•^^sll•mêtôeslll:notatî0ï^a^ ie.parâgraph-eYpréeédent,
afin que nous nous rendions compte de l'analogie des calculs. Eê fait
que le cône C ne contient que les Aeux génératrices isotropes y=o ,
q == os, se traduit par l'identité
(So^ '^'^^-"U^^-^^i.ï^-1^.^ J^^Ylï^^v^'- :"lu- A^^^l-^ "ln:i^ : " 1 1 1 1 : " : -
..,:; • . i , ^ -•^ '::;!l;S;^•(BIII^I'i+ilBr^^ ^.'••--.-h^Â^^^1:'1'' 1 ' " - " — 1 1

^^"i ' —'-^---^•^•'(ï q--lAî^lf.l:ti.4-Bfv^ . , • • ; ; - 1 • • - ^ -,- ^^..:. . :11" ;.1::.^ -
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qui est. exactement la même qu'au paragraphe précédent, de sorte que
nous retrouvons les mêmes expressions paramétriques de A ) , Aa, ...,
A/o B, B,, . . . » B^ au moyen de h + i arbitraires X ^ , As, ..., ̂ -n.

Cette fois, m é t an t supp'osé .différent de i, les deux intégrales
j——a— et j - — ' sont automatiquement algébriques. L^inté-

ffrale / . ' cla , donne une relation nécessaire et suffisante entre les X.& J i -+- a? )•-
/(-r)Formons cette relat ion. Je puis poser q"1 = x, a = (f "^ ^

^-LÂW,etj-ai,' y^?l(^) u

^^ ' f i3^ - rf^/?^^^^?/7—/^)]./!?.^
^I) j (i-+-a(3)^"J [,+AÎ4-...+B!J2<7^ /'

II suffît donc d^exprimer que le polynôme en x de degré f\ h
[7/? "̂  ̂ ^(ç/' """•""/îOL/i ?i "^ Pas d6 terme en x2^; j'ai appelé/' la,
dérivée du polynôme /(.r)^^-l-A, ;rÂ~1--^-...-+- A/<, .... On peut

- remarquer que si m devenai t égal à i, q"1 ou oc coïnciderait avec q et,
par suite, le calcul que nous faisons serait encore valable pourw == i.
Les calculs que nous avons faits jusqu'ici : 'réalisation de l'identité (3o),
condition fournie par l'intégrale (3l), sont donc valables même pour
m-==. i; la différence est la su ivante^ suivant que m surpasse i ou
égale i : si m surpasse i, nous avons obtenu toutes les conditions ;
si m est égal à î, nous n'en avons quune partie; il faut adjoindre aux
condit ions déjà écrites, recopiées en y faisant m = i, la relation
fournie par ( -,——°—. (d'ailleurs si r^ ih +i, cette nouvelle intégrale
ne donne pas de condition). La remarque que nous taisons ici sur les
calculs analogues relatifs à un cône à rotation et à un cane sans rotation
sera exploitée avec tous les détails nécessaires.

Cette digression faite, il esibien clair que la relation fournie par (3i)
est de la forme
(32) ' ^ ^==-Fa^, ....,^).1.

^ ' s ^

II est alors naturel de poser la question de la façon suivante: A^
X^» • • • ? ^-M sont h -4- i variables qui doivent être réelles pour que la
courbe (29) soit réelle. Considérons-les comme les coordonnées d'un
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point dans l'espace à h •+• i dimensions; cherchons entre quelles
limites varie la fonction F quand le point (7^, X^, ,.., A^.,) balaie cet
espace tout entier : soient / la l imite inférieui^ L la limite supérieure
de F ; quand — aura une valeur rationnelle prise arbitrairement entre

, et L, l'équation (3a) représentera une variété réelle à h dimensions
dans cet espace à À+ i dimensions; donc, nous aurons des courbes (ci)
réelles algébriques pour toutes ces valeurs -^-5 courbes à h paramètres.
Autrement dit, la méthode revient, la valeur de h étant donnée, à
considérer 1-— comme une nouvelle inconnue,-qui ne prendra toutefois
que des valeurs rationnelles»

Une digression en passant : j'ai supposé jusqu'ici r posi t i f ; mais il
est bien clair qu'il n'y a aucune raison, dans le calcul de l et L, à éli-
miner a priori les valeurs négatives de r ; en elîet, dans (^9), si /' est
négatif, rien d'essentiel n'est changé; d'ailleurs, nous pouvons alors
faire tourner G de 180° autour de Oy, ce qui se traduit indifféremment
soit par la même rotation de (^) autour de Oy, soit par l'échange
de (i^) avec la^symétrique de (^) par rapport à zQx; or cet échange
revient a permuter a avec ? : dans un tel échange, déjà signalé nom-
breuses fois, r change de signe en même temps que les coefficients
A,, ..., A^, B, .... B^ sont remplacés respectivement par ——^
ÂA-.2

-AT 5 - ' - *
II résulte de là que /== — L; bornons-nous donc à calculer L et 'à

prendre r positif; nous savons a priori que la réalité exige r<^Am,
donc LS//. D'autre part, il est évident, en raison de l'exemple du
Chapitre III (§ 7), que L = A, en effet, nous savons que

A, ̂  A., ~==. .. == A/^-i -==- o, BI = B.2 =-. . .== B/,,...i -= o, B/,== i,
1 ' ! i IR -. * /hm ~^ r

A /, •~^. — s) — t / --—————/i y / i m — r

est une solution particulière, réelle si -^ < A ; donc là proportion est

bien établie.
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. ;10. La. roême méthode donneraJes-résultats suivants : , / : : . - , .
- Côn.ô::umcuFsal n'ayant, n i , , rotation,: ;-:m. plan. de symétrie, à-déux
çénérâ t r ices- iso ' t ropes , : • • • : • : • : • ' . - : • , , , - • • • • , ', • • • ; • . ^ i —

••^Y

'-•_- ,•: ^•^A,^"1^-11^.-^- 'V// '
a-rJ^^+B.^•-l^,,,-,+^^ ,

___ ï 4-A^+ ^^-•-tA^
^--^'•B + B, q -+:"I^7-+ ;. . + ̂ f^1'

En,, tenant, comptedes rés,ulta(s du, Cha,pitr,û TU ,(§; 6) et de. ce .Chapitre,
les quantités A, , ..., B/, s 'expriment ra t ionnel lement au moyen d e ^ À
arbitraires si ' l ' on ' se "borne a" exprimer qu'il1 'n'y1 a 1 1 qu'un1-' couple" iso-
trope; trois condit ions résiduelles s'ajoutent, de sorte que la solution
générale • est - -à ih — 3 arbi ferai res : (sauf ; ca-s-.' d'exception-, ̂ = ,2Â et
-ri=^ =^-)'1; ÏQL : solution- -1 particalière-11- dii"1 / ..Chapitre; ' 1 -JII111;: (§ ,.-7 )•, i 1 . : cor"
^respond.an.t^à"^1^11 . . . , • • ' - - 1 1 1 1 ; 1 - • ' 1: 1 1 : ' ; l î ! ' . . • : > • : : ^ • 1 / : 1 ; . 1 1 . , 1 ^ 1 ; "^.^û.'t. ' '1-1 1 1 ' '. ' — - • s - , •:^,: ;—
'-;{-'\^ ^i^^r^;1-', . • ; 1 ; - 1 ^ ^ ' j^^A/^ii^: A^^; .'.•.. ̂ "A^i^.ô,-1 1 , • . - -1 1•1 1 1 1^ : . 1 1 1 " ' 1 - „ ^ 1 : ; : . ' ; : ; • -;
. ,^^^ ̂ -r^ i ; -1 ;; Bi.±=^^ ̂ .-.-.^.'B/,-!^^^ -^.:.- .'==-B.^î =:^û, ; •. -.:-. ' - - •- ; i ̂

-permetd'affirmer,eu toute ri gueur,cette existence. .Enfin^'.pôur-la.réalité,
-ihest nécessaire ;que:r<lA -et :.il •est-'yra^^&^À^.'qu^n.-gÀnéral, ..cette
aoégalilté5,era'suffi:sante^ -car -pour À•.=:^.Lil•,en;:]est;}}ien-ain^l..l'- • . - ^ • • i • . : • . • : : . :

i Soit maintenant le cône unicursal a .deux, génératrice^ isotropes,
dépourvu de plan de symétrie, mais ayant un axe de rotation

M^-

__ ^ q^ -4- Ai q^-^^1 -+-.. . 4- A /,
^— •€ •^•q^-^'^^^ -4-1 ' ;11.11. -I-SA î

'p - ll..î t ! •4"'l'AIY^ff^l •4" • •' • '̂'̂ ^ ̂ 7^lil n 1 "
.k:—^-^ ^-i^y^.-i-.11,'. -+- H,/i^ ' 'r-. ̂  i

Comme pour (33) les A et B s'expriment rationnellement au moyen de
i h arbitraires; cette fois, il n'y a qu'âne reiâtion tésiduelle provenant
de f—ê^—î cojnme plus tiaut, polar la réalité, il est nécessaire et
j ( i+a jâ )^ • • ! 1 ; , ' . — .' r

.suffisant que L soit inférieur à A : on a des courbes réelles à 2 / À — irn ! ! l l l i i . ! 1 1 . , ^ ! .,, 1

^âryîtrâî^M:'1^ ml " i n ? < h : < : ' • i • l l l : ' ' ' l • l • , : , f l ; i • • • ' " ; î l j î " ' l : l ; " l î l- i ' [• l ; l<î l ;h ' ; : i ru^l -"-.îr-l^-^ni. .|.y,
Soit un cône unicursal à deux génératrices isotropes d'in^iflçiTOp^y
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admettant le plan zOx pour p lan de svrnêtrie y e n ~ :

„_ „, ^4-1 -4- A, .y^ + A,^-1 -... -r- A^,.,a _ ç- —rrr-;—r-T-Ti—z—zrr~~
î <7 + À.,^ -4-. . .— À^iç^4"1- r i -A^ +W +...-A^,^-

(3.3) <;
6:= ! i — ^ i q -+- A^2 4-.. .4-A,^i^^
r 2r /•/2/Z4-! __ A , rfî'l ^ A,/;^ - î .4- , —— 4.,,. , .cj^ ^^+ !— \i-7^^ A,7^-1-}- . ..—À

Nous avons vu que la condition que ç == o et q = oo donnent le seul
couple isotrope permet d'exprimer rat ionnel lement A,, A a . . . A .̂.,,
au moyen de /i -+- i arbitraires, lesquelles seront liées ensuite par deux
conditions résiduelles. Pour les mêmes raisons, la solution générale,
si r > 2 À - 4 - ï , dépend de h arbitraires, -mais est imaginaire; pour
r == aÀ 4- ï , ii y a impossibilité ; pourra 'ih. -4- ï y la solution générale
dépend de h—ï arbitraires; pour avoir des solutions réelles, il est
nécessaire que r soit inférieur ou égal à h et l 'existence des solutions
réelles est alors vraisemblable; tout cela a été vérifié pour A . = = i ,
r === ï.

Prenons maintenant le cône unicursal à deux génératrices isotropes
d'indice impair sans plan de symétrie :

(36)

— -r <72^1-+-Ai ^2/<-h . . .-h Ag/,^
a"<r . i-A^ -t-...-A^-M^19

^ _^ _î_ i -4 -A^r / .^...^-A^^/2^
lu ~' ̂  ffll+ï — ̂  f +. .. — A^i

Comme précédemment, les lettres A^ A ^ , ..., ASÂ-» A^, Aa/^^ peuvent
s'exprimer avant toute condition résiduelle, rationnellement au
moyen de 2/1 -4- ï arbitraires ; il y a trois conditions résiduelles (deux
seulement si r surpasse 2 h -4- ï ); donc, si r surpasse 2 h -h ï , la solu-
tion générale existe et renferme 2/1— ï arbitraires ; pour /' === 2À 4- 1 5
il y a impossibilité; pour r<; 2À + ï , il y a 2 À — 2 arbitraires et l 'on
peut, si rïh, obtenir dans certains cas des solutions réelles : pour
r ==. h == ï , on n'avait eu que des solutions imaginaires.

on

Nous pouvons considérer les cônes de même définition géométrique
que précédemment, mais admettant en plus Os comme axederotat ion^

/-f/p. Éç. A'orw., (•3), XKXVL — DËCE;HUÏŒ 1919 , 4^
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m é tant un entier impair , premier avec r :

(37)

2, g i ï / i ^ } / n - { -A ,q 2 / l m -+ - . . . - ^ A,^,_____ ^
i — A^/^ -+-. . . — A a / / , ;^(^+')/" '

a=z q

î - i ̂  Ai r i " 1 4-. . .-+ A^+,7^4-"^
^7 ç', ̂ -+-1 ' //' — A", ̂ w 4- J — — ^ - A ^ •

Si 7z et r ont les mêmes valeurs que dans (35), il y a un paramètre
arbitraire de plus pour le cône (37) que le cône (35), mais cette fois
la réalité est établie en toute rigueur pour - : - 7 -< ;2À-^- I . De même
pour le cône

(38)

<7 rs /^+ l î / / ^-4- A, q ^ " 1 1 - ^ - . . .-h- A^ia == q^
î — A ! ^ ' " -l-.. . .-~-A^,^ (2 / / t-•^'

_!_ ____î -f- A^ g111 -h-. . . ̂  A.a/^ g^^}^
'q^r ^2/^î)m~Z. Ai y2^^ -4- ... — À T / ( T I ;

il y a deux paramètres de plus que dans (36) et l'existence de solu-
tions réelles est établie en toute rigueur pour^ << ih "+- î .0 r m '

Passons m a i n t e n a n t aux cônes unicursaux à deux génératrices iso-
tropes d'indice pair tels que la courbe (^) admette le plan xOz pour
plan de symétrie q en ï- et le plan. xQy comme plan de symétrie q
en —y. La directrice (il1)) a pour équations

(3g)
a = n^ ^l^A^+...-hA^

i — A i / 7 + . . . — A 2 / ^ i ^i —Ai / ' / 4". . .— Aa/^iV2^-1

î î -f- A î g -+- A., cf- -4- ... -4- A^
———— ^ q , - , , . — — — , • • . _ _ „ / , „ " , ' " *
î î -f- A 1^7 -̂ - A,r / 2 -4- .. .-+- Aa/^i ^2^+-l

^2/^1 yâ//. M __ ̂  ̂ 2A ̂  ̂  ^.//-.. , _^ _ ^ .,„ ̂ - ^ •P~-

Avant toute relation résiduelle, on peut exprimer les A au moyen
de h -f- î arbitraires et l'on a une seule relation résiduelle, car c, c' sont

J dc11 / " cfc"paires en y, c" impaire; c — ' ' q , j c' — dq sont automatiquement

algébriques et l'intégrale i c d c ' fournit seule une relation, relation

que l'on peut former avec f -—'^—r Par le même raisonnement que
pour les cônes à rotation, on montre que si ^<1Â, on a une infinité de
solutions réelles à /^paramètres. Cela a été vérifié pour h== ï , r=:o.
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Si l'on prend le cône unicursal à deux génératrices'isotropes d'in-
dice pair tel que la courbe (^) admette la symétrie .r0r q en—y, les
équations de la directrice (i^) sont.

1 -4- A , q A.

(4o; •A\q +- . . .—A^^iy^4-1

• M <] 4" A^ ̂  -r- . . . 4- A./,. ,^^
ï-^

.— A^fi+i

avant toute relation résiduelle, les A s'expriment au moyen de -2/1 -4- i
arbitraires et il n'y a toujours qu 'une relation résiduelle : il y a une
infinité de solutions réelles à ih paramètres, si r<^h; nous l'avons
vérifié pour h •== i , r == o.

Enfin, si nous prenons les formules

(40

ou m est premier avec 2r +• i, on ne gagne aucune simplification ni
aucun paramètre par rapport au cône (3g). Ici, le cône G admet Faxe
0-5 pour axe de rotation -rr-? cette rotation de ^appliquant^^sur^7) ;
si m est pair, (i(b) admet Qz pour axe de symétrie q en —ç; si m est
impair, (i^) admet .rOy^pour plan de symétrie q en —y. La seule con-
dition pour obtenir des courbes réelles est 2/-4- î <(2Â-+- ï ) m.
Mêmes considérations pour les cônes

(4,2)

a:r= q
j(2/i+î}w . •Ai^7"-

A / ffl)Lî y
^•2/i-+-!

P=-
A'i?'"

A-A+ty'2^'""
-^-A,/,+,<7'2/'+l>"l

^(2^-(-l)//i __ j^ qïfï.tn . ,.- A^-

comparés à (4<>). Le cône (Zp) possède les mêmes propriétés géomé-
triques que le cône (4ï)î sauf la symétrie -sCte.

»
11. Le paragraphe précédent généralise tout ce qui était connu

avant ce Mémoire sur les courbes algébriques réelles à torsion cons-
tante : les seuls exemples connus consistaient, en effet, en courbes
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i inicursales dont le cône directeur des binormales n'a que deux géné-
ratrices isotropes. J'ai. réalisé, outre la généralisation de ces types,
un autre progrès en donnant des types où le cône des binormales a
quat re génératrices isotropes : Chapitre II! (§ 14), cône réel (y) du
sixième degré, et (§ 16) cône réel (^) du huitième degré. Les calculs
étaient assez pénibles pour le premier ; mais, pour le second, ils étaient
inabordables de front; j'ai pu les esquiver par l 'application des
méthodes générales exposées dans ce Chapitre. Si nous songeons aux
propriétés des cônes à rotation, nous formons sans effort un type de
degré aussi grand que l'on veut par des calculs analogues à ceux du
cône réel (^) du sixième degré? mais p lus simples. Cette extension
n'est qu 'un cas part iculier d'une méthode générale qui sera exposée

.s bas. J'écris, en supposant r et m premiers entre eux et m ̂ > i,plu

(42)

_ ^ (7^-4- /c}3 _____
^ _ q (/^//T"^. , ^ ( Ay27" -+- B^ 4- C ) :

û ̂  J_ ______LL±-^^_____
• ~ q'' \ À- -h q 1 1 1 ) (A -4- B q"1- + C^ ) *

Pour chacune 'des racines de y7" -4" k = o, on obt ient un cycle isotrope
porté par la droite x + iy= o, z == o, de degré i, 'classe 3, indice 2 :
le vecteur période polaire correspondant est nul. Pour les m racines.
de kq^ "4-" i == o, on obt ient les cycles symétriques par rapport à x0z.
J 'expr ime maintenant que le cône C ne possède plus que les deux
cycles q ==o, q == oo en dehors de ceux-là et j'îii ainsi

(43) , • /^-hACr^o, (A+C)B4--2/.( î .+^)=:o,

équations qui permettent, par exemple, d'exprimer explicitement C
et B au moyen des deuxarbitraires indépendantes A eU. Nous n^vons
plus maintenant qu 'une relation résiduelle à écrire, qui sera de la
forme — = F (A, 7c), où F est une fraction rationnelle en A et /c; il suf-
fira donc de déterminer la l imite inférieure et supérieure / et L de la
fraction F dans le champ réel A,7c; pour toute valeur rationnelle de —
comprise entre l et L, on aura donc des courbes réelles (4.) à un
paramètre* J ' indique rapidement les calculs : on a, P.., désignant un
certain polynôme du quatrième degré en x et posant q^ = x,
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"À = i +4 P + ̂ ' + A2 -+- B2 + C2 :
,/'-1 (,,.-+-/,•) 2 (\da

dq (A'.r-+. l):i(A^:î4-B.z<+. G)^

P,(i+A-.r)4^
cla
dq

{W
(l -4-aP)2 — }^//w-i

P^
• ^y P4(A 4- BA- + C^2) ( /- 4- .r) ( i -r- A\r)

381

(i-h-ap)2 P^ç

II nous suffit d'étudier les trois inlégrales
P2 da .. 1 r a2

fr.
r a2^ ' r p ̂ a
/ ( i+ap)'5 J ( i+a^) 2 5(i+aiS)2

dont les deux premières se transforment l'une en Fautre en changeant
a en î-' Comme vérification de la théorie, nous constatons que les

9cycles kq^ 4- i = o ou q^ -4- k = o ne jouent aucun rôle dans les inté-
grales 1 r ^îda r (xîd^ •

j (i-hap)^ ,J ( i+apy 2 '

II n'y a qu'à annuler le coefficient de x^ dans le produit
P ^ ( A 4 " B ^ 4 - C ^ 2 ) ( Â • - 4 - ^ ) ( 3 -^kx)

et nous avons ainsi
r ( A / c 2 4 - B A - 4 - A ) ( 3 A Â - 2 — B Â • — A ) )
j + [ B Â • 2 4 - ( A - 4 - C ) Â • 4 - B ] [ 2 B Â - 2 - ^ 2 ( A - C ) A - - 2 B ] j

r ' ^ 4.. ( ç A-2 _^ B A- -4- C ) ( C /^2 -4- B k — 3 G )___________) ^
(^ s) ^^ l A 2 Â • ; î - + - ( A - + - B Â • + A Â • â ) 2 / *

+ [ B ^ ( A 4 - C ) / c 4 - B A • 2 ] i 4 - ( C 4 - B Â • + C Â • : ' ) ^ 4 - ^ C 2 j

A condition de faire tourner C de 180° autour de Oy, ce qui revient
comme on a vu à échanger a et P, on peut remplacer r par —r, donc
/== ^ L. Nous remarquons que si A augmente indéfiniment, A- étant
fixe, G tend vers zéro ainsi que B et le second membre de (45) tend
vers 3 k ' + 4/f2 ~"I > fraction susceptible de prendre tontes les valeurs/c4 -4- 4^"2 "+"I

entre — i et -4- 3. Donc, on a 3$L et ceci prouve que si -5 en nous
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.bornant aux valeurs positives de r, est inférieur à 3, nous avons des
courbes réelles (^) à i paramètre.

Le degré du cône C est 2 Çïm+r); il y a -im cycles isotropes de
degré ï , classe 3, indice 2 et 2 cycles isotropes de degré et classe
égaux à r et d ' indice [\m -h 27'. Le degré de (.A.) est 10 m -h- 2r. Comme
les plus faibles valeurs de m et r sont respectivement m === 2, r = î „ la
courbe la plus simple sera de degré 22, et il en existe, qui sont réelles,
de ce type, puisque - est dans l ' intervalle convenable pour — Ici
encore on peut obtenir des courbes de degré arbitrairement grand,
à un nombre de cycles isotropes arbi t rairement grand, mais tous
ces cycles sont portés par deux droites seulement, à savoir
z = o, <r± iy ====o.

Si l'on ne se préoccupe pas de la réali té, il n'y a aucune condit ion
à imposer à r et m^ sauf m > î. Il n'est pas sans intérêt de remarquer
que si l 'on a des solutions où A et G sont réelles, B et k imaginaires
pures, le cône C est réel (ç,1), la courbe (u^>) étant elle aussi réelle (c,*).
On s'en aperçoit en écrivant k == ik^, B == iïi^ q ==fq^ où j est une
racine primit ive dey^ == i : la vér i f icat ion se fait exactement comme
pour 772 == î , r= o, exemple du cône du sixième degré traité directe-
ment au Chapi t re I II . Or si, dans les équations (44) et (45), on rem-
place A par ik^ et B par iK^ ou aura à faire un calcul de l imites /y L
analogue à celui déjà fait , conduisant à la fraction ^ """"4i l— î?• r- ' . • A"; — 4 A'i 4- »
laquelle varie de —'os à 4- oo; donc pour tou tes les valeurs de la frac-
tion — on obtient des cônes réels ((j') à un pararnètrey ce qui est inté-
ressant au point de vue des surfaces applicables sur le paraboloïde et
des surfaces minirna réelles circonscrites à une sphère.

12. Je donne un dernier exemple qui sera fondamenta l pour arriver
aux cônes unicursaox à directrice sphérique non unicursale. J'écris
les équations

( — r (^m -^ ky (q^— k} {g1714- A ) ,' 1 '
l a - ^ y ^_^/^3^^^/ , /^^_ ^ ^

( 40 } \
l P •= ± ( ï -+• Â •ç m ) 3 ( t— Â ^ W ) ( I -^ -A^ / / / )
v ~~ ^ ( q 1 1 1 — k ) ' & { c { m - J r • ^(q^—A.)
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qui. définissent, A et k étant réelles, une courbe umcursale (tô) ayant
zOx pour plan de symétrie. Je me borne, pour abréger, aux valeurs
impaires p o u r w et paires pour r, m étant supposé Supérieur à i et
premier avec r. Dans ces condit ions, le changement de q en —q
remplace a par —- donc la courbe (ni) est mixte. Le cône C est alors
de degré 5 m •+• r, il admet m cycles isotropes d'indice 2 obtenus pour
qm=±k portés par la droite x -{- iy = o, z = o; le degré de ces
cycles étant i et la classe 3, ces cycles ont leur vecteur période nul.
Les racines de y " 1 == ± adonnent les m cycles à la fois conjugués et
symétriques des précédents. En écrivant que le cône C ne possède
plus que deux autres cycles isotropes d'indice 3m-h r pour y = = o ,
q === co, on ob t i en t l 'unique relation

( 4 ? ) 2 ( ' + / ^ A ^ î + A 2 ) / . •- o.

L ' u n i q u e condition résiduelle donnée par ce couple provient de.
r p//a , ,/ 7———s-7; c estJ (i -hap) 2 9

( 3 ( / ^~ î ) [ 2Â• • 2 A 2 - { - ( I -+-/.•4)(î.+A4)]
) + ^ ( A 2 / ' 2 — î )
j x [2A/ ; ( î+ /^+/ rO+( i -^) ( I - + - A • 4 ) ( I — A 2 ) ^

/ / g . r _ 1 - ^ 2 ( I + A • 2 - ^ / r < • ) ( A • ~ A ) ( ^ - A / > ) [ A ( I — Â • a ) - A • ( î - A S ) ]
v / m~ 4A• 2 A ; ! ( !+ / ^ + )+ ( l -hA 4 ) ( l - ^ -4À t 4 4-A• 8 )

Suivant la méthode habituelle, construisons la courbe (47) dans un
plan coAÀ', c'est une cubique, et cherchons entre quelles limites varie
le second membre de (48), quand le poin t A, k décrit la cubique.

On peut remarquer que les changements

^ rî A1 f' ou i q' r- As k

. [^ -rî r 7, ou \-^ r1 -^ -/'
reviennent à changer a et? de signe, donc donnen t la même courbe (c^>)
à une rotation près.

L^équation de la cubique, mise sous la forme

( 2 f\ -^ A ) A k 4- s A 4- A- ==: o,
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met en évidence les trois asymptotes et la tangente à l'origine.
L'échange (A, / c ' - , î ) transforme la branche î en la branche 4? laL'échange f A , /c; -î-? î

\ A /î /

branche 2 en la branche 3; en raison de la symétrie de î et 2, je me
bornerai donc à la seule branche 2, sur laquelle le second -membre
de (48) varie de —5, quand le point (Ay A) part de co jusqu'à + 3 pour
le point à l ' inf ini sur la partie négative de co k.

Fi g. K.

Il résulte de là que si l'on s'arrange pour prendre r toujours positif^
à toute valeur positive de-^- inférieure à 3 correspondent au moins
deux courbes unicarsales de ce type (non égales entre elles) et à
toute valeur de /- comprise entre 3 et 5 en correspond au moins
une. Les "courbes ainsi .obtenues ne renfermeixt pas de paramètre
arbitraire; la plus petite valeur de m, en nous bornant aux nombres
impairs/est 3 : prenant m ==3, pour r== 2, 4? 6. 8, on a au moins
deux courbes réelles; pourr=-=:ïo, 12, 14, on a une courbe réelle au
moins.

j'aurai besoin ultérieurement de l'exemple relatif à m === 3, r==2 ,
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Le cône C est alors de degré'17, chacune des deux dro i tes .1- ±iy == o,
^ = o porte quatre cycl-es isotropes dont trois sont d/hidice 2 el le
quat r ième d ' indice 11. La courbe (^,) est alors du degré i(). Pour c e t t e
courbe particulière,. j 'aurai besoin de la d i rec t r ice plane dans le plai i
c. =--1 : je formerai donc les quant i tés

. _ C -+- IC' _ 20 •i5

c" a? — i k ^ ~ i
On trouve ainsi

^ -^ ̂  -lî̂ Îî!̂ ^ p- ^LL±J^ Î!_^
(i-WCî+A-^KT-A^y ^""^ ^^Â^^^-.r-'/'u^^-Ar

«9) ^=

jj.=:

-̂!/!rLÂ:̂
( i - A-V ) ; A A-2 ( (fs -T- i ) -h [ A ( i + 5 À-'2 4- A- ) -i- 2 /. ( i ~r A'- ) ( i + A3 ) :| ( 7 ' ' -4- / / * • ) ;
_________ __ _ ( r -- A-2 //(; )3 ( ï —V^
^ ( ̂ 6 - A'2 ) ; A. A^ ( // 'y + i ) + [A ( i +- 5 A-2 + /^ ̂ ^^^"^^-^^ ; •

où A et A* sont certaines constantes niiniériques bien délermiî ' iées ([ne
je ne calcule pas; il nous suffî t de savoir qu' i l v a, deux svstèlncs (au
moins) de valeurs pour A et ' k . , , ,

13. Les paragraphes précédents, ^partir du n0 8 , font concevoir
d'une façon tout intuitive que si nous connaissons par un moyen quel-
conque une courbe (-i^unicursale correspondant à la directrice splié-
riquc (i^)-

m , ' ^-^/(y). p=^yo(^ ) '
où p est un en t i e r positif ou. nul, / et Vu deux. fractions ra t ionnel les a
coefficients imaginaires conjugués, i l y aura. toute u n e série de courbes
(Jl^) unicursales elles aussi, se d é d u i s a n t de la première par le pro-
cédé suivant : si p n'est pas n u l , le cône C admet le couple isotrope
( 7 = = 0 5 Ç = = o o ; si ? est nu l , .je. supposerai encore que /' et fy soient
choisies de sorte que q == o el q = ̂  d o n n e n t un couple isotrope sur C ;
à ce couple de C correspondra, sur le nouveau cône C,, le couple, iso-
trope .s =^o,, x ± iy == o et le cône C, admettra Os pour axe de rota-
t ion ; si G n'a qu'un couplelsotrope, le cône C^ n'aura que ce couple
isotrope s == o,.x.± iy == o; si/le cône C a d'autres couples isol:ropes,

Ann. Éc Norm., (3) , XXXVI, — DÉCEMBRE 1 9 1 9 . ' ^9
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à chacun de ces couples, nous faisons correspondre sur G, un ensemble
de m couples isotropes, déduits de l 'un d'eux'par des rotations succes-
sives de l'angle -^ autour de Os, l'indice de chacun d'eux étant éû'al àa m °
celui du couple correspondant de C. On arrivera au résultat en appelant
F ce que devient la fraction connue/, si on la recopie en rem.plac.ant
chaque coefficient par un coefficient indéterminé; les équations
de (^i) seront de la forme

(^) a^F(^), p^^F^y

Dans les paragraphes qui précèdent, ce procédé a été utilisé, nous
avons vu que les calculs nécessaires pour trouver (ojl>i) sont calqués
sur ceux épi conduisent à la courbe (cAo) et qu'en général, ils sont
même plus faciles, surtout si l'on considère la fraction -^ comme uner m
nouvelle inconnue.

Je vais préciser; mais je. rappelle un résultat relatif au degré et à la
classe des cycles isotropes du cône C, quand on suppose ce cône C
satisfaisant aux condit ions voulues pour que (cilo) soit a lgébrique :
au Chapitre II (§ 4 et suivants), j'ai, choisi, les axes et le paramètre
de façon qu'un cycle isotrope corresponde aux développements
\=Tîl^ 4-,..., [x== -, 4-y ... ; on en a déduit, siq >/?, a = - ^ 4 - 0 . . . ,

(3 ==^ ^ -h,. . . , et si q=p. a== B^+.. . , (3 == ^ 4-..., de sorte

que de toutes façons les quantités a et —5" admettent toutes deux
la racine t ==. o avec un degré indiquant le degré et la classe du cycle
t=o; si l'on remplace (iilï) par (^/), a et — s'échangent, donc il
nous suffira d'indiquer que le plus petit des deux exposants de t donne
le degré du cycle et l'autre la classe. On verra aisément, au para-
graphe 6 de ce Chapitre entre autres, que, si le* cône,G est s implement
unicarsal sans que (-il:,) soit algébrique, ce résultat n'est plus néces-
sairement vérifié-

14. Soit donc un cône C connu donnant une courbe (cXo) Bnicursale,
la directrice (^>) étant unicursale. Je porte mon attention sur un couple
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isotrope Gi G\ île C cl.-je suppose le paramètre habituel q choisi de
façon que ce couple s 'obtienne pour q = Oy q = ce. Quant aux axes
•de coordonnées., je peux supposer que le plan x()y coïncide avec le
plan OGG\, ou en diffère.

Soit le premier cas; ' j 'ai alors a dis t inguer si le couple G-, G\ est du
type où le degré e t ia classe du cycle isotrope sont égaux ou du type où

, la classe surpasse le degré.
J'adopte la première hypothèse : soit p le degré et la classe du cycle

q = o. Les équat ions de (i^) sont alors
, 7A4-al// / ;- l-+-. . .-4- €îf,a== ^ ék—7—^=\————r-'-bq11 -{- ôi ////-1 -h ... -4- b fi

T i -i- a'^q -4-. . .-4- ^/,7\
^ b 4-^7 -+-. . .-+- buq'^

où b, a/,, 6^ sont trois quan t i t é s réelles non nu l les , a^ et a'^ ... des
couples de constantes conjuguées. Les ind ices des divers couples iso-
tropes de C sont mis en évidence par l ' identité

( 5 i ) ( ^-4- a^q^1-^-.. .-4- a / t ) ( r -+-a\f/ -h.. .•+-^^)
-+-(Z^+ b.q^-1^...-^- / J / O ( À + ^'7-4-.. .+ b}^1)

—- ^pl ( // + ̂ ^^(^ ̂  -+- I)^ - • • »

qui exprime que le couple G^G\ a pour indice 2 (p-i-^), q u e
le couple , G^ C'a correspondant à q = — k ^ ou y = -/j a pour
indice 2/?^ etc.

Nous a l lons chercher un nouveau-cône Ci de directrice (i^) :

f — r '̂-i- A•^7 f ^~ l } / / ^ -4- . . .-4- A /,a — ^ i>» ^/<//< ̂  j^-^-T^/ ̂  _^ e^ î

p — JL î ^^'^'I111-^' ..-+-A/^ /^W
1 ~ <7/: B + .Sri q " 1 + . . . + B / . q 1 1 " 1 '

où les lettres A, 'B sont, cette fois, des i n c o n n u e s et j 'écris l ' identi té
(53) ( ^À-4-Âl^" l+.. .4-AA) ( ï 4-.^4-. . .-t-A/^)

+ (B^+B^--1 •+-.. .4- B/0 (B -4- B^ -4-. . .-+- BA^') •
= L^i ( ̂  4- Sî»)/^ ( K:2lr •+-1)/'2 • • -

calquée sur l ' ident i té (5i) : de la sorte les deux droites x± iy ==o
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ei, z =r o seront, des génératr ices isotropes de G,- , comme sur C ; les deux
cycles correspondants on t p o u r de^ré et classe sur G, le nombre r et
pour i n d i c e 2 (r-{~p^m). Ce couple'joue SUT C et. G, un rôle exception-
n e l ; prenons maijî tenant le couple G^ (..!'» de G, qui a pour indice 'i p^ :
i l lui correspond sur C i un groupement de 'in couples isotropes,, d^ in-
dice 2/.^ aus s i ^ correspondant aux racines' de qm-}-'K^=o ou
K[, y" -{- i == o;.et ainsi pour les autres couples de C. Si donc le 'cône C
admet. n couples de génératrices isotropes conjn^'uéeSy le cône Ci
admet un nombre iota! de 2 •+•2 (n—i) m génératrices •isotropes; il y
a augmenta t ion du nombre si. n est supérieur à i.

Pour être l ou t a fa i t général , i l f a u t prévoir le cas où. le cône G ou
bien le cône C, , soit séparément, soit s i m u l t a n é m e n t , sont à directrice.
sphérique m i x t e : dans ce cas, i l n'y a qu'a procéder comme si, par
inadver tance , , ce résultat avait échappé : le couple un ique d ^ i n d i c e
i m p a i r sera traité cous me ayant un indice factice double de son ind ice
sirict; les deux génératrices de chaque couple d ' i n d i c e pair sont obte-
nues deux fois chacune pour d e u x valeurs de y distinctes,, l i é e s , par
n n e ce r t a ine r e l a t i o n i n v o l u t i v e ; nous traiterons l 'une e t i ' au l re valeur
de y c o m m e d o n n a n t d e u x génératrices isotropes d i s t inc tes , ayant pour
indice r ind ice eiïectif de cette génératrice en réalité unique. Le cône
sera . lui-même considéré comme ayant un degré factice double de son
de^ré strict; Si c'est le cône 'G qui a une directrice mixte, le couple
exceptionnel de G pourra être soit le couple d ' indice impa i r , soit u n
des couples d ' i nd i ce pair; mais si. c'est G, qui a une directrice mixte,.
ce sera nécessairement le couple except ionnel 'de G.) qui est à indice
impair . Le lecteur se convaincra a i sément de l ' u t i l i t é de cette exten-
sion en se r a p p e l a n t que môme pour le cas très simple

,. c^11 — B ç ï t -- B-y7"a -: q ̂ ^ , . p .̂  ^ ̂ ,̂ ,

on peut avoir, suivant les parités de m et r, soit une directrice mixte,
soit une 'd i rec t r ice un icursale à p lan de symétrie. ' !

Ceci posé, pour que le cône G^ conduise à une courbe (^•'i') nn icur -
sale, ' i l faut écrire que ridenhté,(53) est vérifiée^ pu i s q u e les" condi-
tions résiduelles correspondant à -chaque groupernent isotrope/sont



SUR LES COURBES A TOBSÎON f-OXSTÂNTE, •• 389

vérifiées. Je regarde donc

Ai, A^ . . . ^ A/,; S:̂  Bi , . . . , B / / ;
A^ ..., A^i; B,, . . . , BL-i;

L, lu, .K^, . . .

comme des inconnues a ins i .eue la fraction i r r é d u c t i h i e — • Or, les rela-. . . „ .̂  ., „ . - . . . .. ^ .. ^ 5
t ions provenant de l ' i d e n t i t é (53) a d m e t t e n t m a n i f e s t e m e n t une solu-
tion toute connue, à savoir

Ai •= a^ Aa ~= ciî, - • • » B ===6, . . ., L =-- /, K.2-= /'s, . . . .

D'autre pari, les cond i t i ons résiduelles p rovenan t du groupement
qm -^—1^2 o ty^ == —^ se composent des équations ainsi obtenues :
j ' annu le le vecteur période re l a t i f a / / / / ^des ^ônératrices y^'^ — - K a ^ d'où
trois équations au p l u s , auxque l les j ' ad jo ins les équa t ions conjuguées.
Ceci, résulte comme on l'a vu. de ce que Iesvecl.ei.irs périodes des cycles
y ^ = = — K ^ dériveni les uns des au t r e s par des rotations successives de
l 'angle—autour de 0^. Les équa t ions fou rn i e s , par ce groupement
admet tent aussi la solution i n d i q u é e a l ' instant à laquelle il faut incor-
porer -r- = p, puisque J— est aussi considérée comme inconnue.. Ce

. résultat est tout à fait évident, si l'on songe que les intégrales à étudier
sont de la forme

r rv (</'") 7 rF(^")^<7
J^F^)^. o'i ;-^-^ o!î J y z7

où F est une certaine f rac t ion , ra t ionnel le ; la Ihéorie classique des
fractions rationnelles donne un grand nombre de moyens d e l e veri.ti.er,
je ne my at tarde pas. Les calculs peuven t être dirigés de façon à ne
faire aucune hypothèse sur la f r ac t ion— et subsis tent pour m==i,'
r quelconque, égal à p.en particulier, du moment qu'il ne s'agit pas du
couple q= Oy y == oo. Enfin, il faut considérer le. couple q = o, q = co :
puisqu'on a annulé les vecteurs périodes de tous les autres cycles, iso-
tropeSy on se borne à considérer le cycle q == o : sur G ( , il donne une
seule relation résiduelle provenant de ( ^^^ in tégra le de la forme

/'F (q^) dq^ ^ encore, en posant f = x, de laforme f ' ( ^ ltr; cette,
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condition est encore valable pour m == i, r = p ; elle admet donc la
solution connue que nous avons indiquée. Donc toules les condit ions
relatives au cône G , sont vérifiées q u a n d on subs t i tue G à. G.; : d'après
ce qui a été expliqué dans les paragraphes précédents, les équat ions
fournies par C, sont donc compatibles, quel le que soit la valeur
rationnelle donnée à —5 sauf peut-être pour certaines valeurs excep-
tionnelles; et si G, le cône connu, est réel, dans bien. des cas, on
pourra en déduire u n e i n f i n i t é de cônes G, réels, pourvu que -'- reste
entre certaines l imites .

Il faut bien, remarquer que les équat ions de conditions du cône C^
recopiées en remplaçant les g randes - l e t t r e s par les petites e t — pour
p sont toujours valables, si l'on y regarde les petites lettres comme des
Inconnues; mais q u a n d on se préoccupe de trouver le cône G lui-
même, il y a à considérer le vecteur période du cycle q =o : ce vec-
teur donne non seul-ement une re l a t ion provenant de f -,—r—-—^ mais

encore celles qui p rov iennent de ( ,—{——— et .—•t—— : ces deux der-. 1 1 J (i 4- ap)2 ( i •4- ap)2

nières relations disparaissent au tomat iquement sur C^ le vecteur
pér iode é tant alors dirigé suivant 0^, mais il. n 'arrive pas en général
qu'il en soit de même pour le cône G ; si donc on. considère le cône G
lui-même comme inconnu, o.n peut profiter des calculs faits pour G , ,
mais i ly aura souvent à a jouter une ou deux équations complémentaires;
par conséquent , le système rela t i f à G, sera, en général, plus simple
que le système relatif à G; i l peut arriver que l 'on puisse trouver des
solut ions pour G , , sans qu' i l en existe pour le cône G, mais le résultat
essentiel pour nous est le suivant, c'est que, si un cône G existe, on
en déduit immédia tement l 'existence d 'une in f in i té de cônes G, , de
degré arbitrairement grand; la réalité reste le po in t délicat. Tout
ceci a été vérifié en é tud ian t les directrices

/•//" .4-. A T î -4- À //w

—^•ï^' îï^ «^p-111^7)'
ou encore

— ^ m 4" A 1 ̂ ( /'""] ) m '4" '- • • "4" A /l ^ — • ï ï "^ ^i r I m -+ - • " ' •+ • ^^/im
a ~ ^ B ({hm -4- Bi q^ ̂  -4- ~^,,y , , p """' 77 iT^~B^+. . ..-hlW/^,

1 . , - t ! , • • ( C h a p . l V ^ § 9 ) , , •• , ! • . ! ,
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ou encore
__ ,. _____^^î^tL^i3_____ o — 1, _ _ ( i --h-Âv/7»)3_____

a — q ( ÂY;^ -+-i)( A^ -+- S3 ̂ m -+- C ) ' IJ~ ^r ( A- -4- ( / l n ) ( A + B ̂ M -+- C<y2^ )
(Chap. 111, § 14, et Chap. !¥, § 11).

15. Je reprends la seconde hypothèse : j'ai pris le plan OGG-' du
couple, exceptionnel de C pour plan x0y, ce couple est fourni par
q-==o, q ==co. Mais celle fois le cycle y = o est de degré p, classe
p -j- s et indice 2p. Les équations de là directrice (i(l>) sont donc

W

qh 4- €îi ̂ /'-1 -4- . . . 4- ak
——^ ^ ^-^....^, :

_ï^ f •+•^1 <y -4--. . .-+• a^q^
r~~ ^P ^,^4--...-+-^/^7^

et l'on a une identi té

(55) (^+al^-•14-.. . 4 - a / , ) ( ^ + â f l < 7 4-...4-a/,//^
-^(^ÇA- l y+...+^)(^^+•-+^^)

^ Z(<7 4- ^)^ (^ q + 1)^(^7 + ̂ )^(^^ -i-Q^ .. .,

le couple q ==o, ^ -== co est d'indice ^p et l'identité (55) met en évi-
dence les autres couples, tels que q == &^ q ^ -77- d'indice ip^ etc.1

Pour le cône inconnu C^ j'écrirai

_ •^^+.A,ç^-^w-r-...-+-AA _ j i 4- A., ̂  -h,. . -4- A ̂ m/i

[^) - a — ^ B^(A-U//^_,..^_ B;/ . p ~" ̂  B\q/n^-...^-B^qm/t

et j'écrirai l 'identité

(57) . ( ^ / / +Aî^- 1 4- . . .4 -AA)( Î+A,^+ . . .4-AA^ / / )
• -^(Bl^A- l+...+Ï^)(B^-î-. . .4-B^^) .

. s L ( x + K i )^ ( K^ ̂  + i )^ ...,

au couple GG' de G correspond le couple q = o, y == co sur Ci d^in-
dice 2r, de degré r : la classe des deux cycles en question est r -+- m
si BI est différent de zéro; si B< est nul , supposons que By soit le
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premier coefficient non nu!, ia classe sera r+jm; mais, peu impor te ,
A,, A _ , , . . . , A//. A\,..., A^ ; B j , . . « ,ÏÎ//5 B^ ... , B//,,,, sont des incon-
nues ainsi que L, K^ K',, .... Sauf la légère modification relative au
couple except ionnel sur C et C i , tout ce qui a été dit au numéro précé-
dent subs is te ' in tégra lement .

Enf in^ si je prends la troisième hypolhèse, à savoir celle où je prends
comme plan .r0;y un plan d i f fé ren t du plan G , G ^ du couple excep-
t i o n n e l de C, j 'écris pour équat ions de ("il11))

Q _ ^Z^̂ f.̂ -̂ !̂̂ "̂  //- p -— ^dî lî-̂ "—: -î L î̂(ob) a —.j^^-^^r^ ^ -1- ^ ̂ . y^ ̂ _ .-^a^

avec l ' identi té

(6C)) (<7A4-^l^ / '- I4-..:+^A)(l+ffl<7+•..+a/^/ /^)

• ^Çb^^^.+b^Çb+l^r/^^.^b^/^^l^^q^/^^^^^^^^

Pour le cône inconnu G) , j 'écris les équations de (i^)

_ ./•.J^^r^A^^^1'"^^'4"'-'"4""1^^ /= ' - T î •+• A^ ̂ ffl4~...+A^W
(00) a-=r/ ^^^ .̂,̂ .̂ ^^^ p ̂  ̂  ̂ ^^^^^

et l'identité

( 6 1 ) ( ̂ ^ -i- A î •z-^-1 + .. . 4- A /, ) ( s 4- A \ x -KA,/, xh•)

+ (B x 1 1 + B^^1 +.. . 4- B/0 (B 4- H\x -4- ... + K^ )

• ^L^^^-t-Ka)^^^^-!)^....
w •

Sur G , , le couple excep t ionne l d o n n é par ç = = p , < y = = o î coïncide
avec les deux droites z == o, x ± iy == o dist inctes cette fois de G, G\ ;
G^G\ ont, pour indice 2^, s u r , G, mais pour degré et classe des
nombres' qui ne sont plus mis en ,év idence ; sur G » , le couple excep-
tionnel a pour degré, et classe r et pour indice 2 r -4 -p ,m. Apar t i r de-
ce moment, tout ce 'qu i a été d i t ' au paragraphe précédent subsisie :
^'ailleurs, ce dermer cas revient à supposer p == o, dans les formules
du premier cas., . , , ' , , , . " . . -
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Dans les trois cas, les équations de condi t ion du cône G, , recopiées
en y fa isant— == p, p étant le nombre positif ou nu l relatif à C, sont
vérifiées par les coefficients de C : donc les équations fournies par C,
sont nécessairement compatibles si le cône C existe et il arrivera sou-
vent , au cas où G est réel, que, si le nombre rationnel -r reste.suffisam-7 A m. • •

ment voisin de p, le cône G( lui-même soit réel. Gomme les coeffi-
cients de C doivent souvent satisfaire non seulement à ces équations
recopiées, mais à une ou deux équat ions complémentaires,si nous
considérons le cône G lui-même comme inconnu, le cône Ci contiendra
o, i ou/2 paramètres arbitraires de plus que C dans le cas où le couple
excep t ionne l de G, coïncide dans l'espace avec le couple except ionnel
de G; dans ie cas où le couple exceptionnel de G| est un couple isotrope
dist inct du couple exceptionnel de G, il. y aura à ajouter à ce nombre

•de paramètres supplémentaires les deux uni tés qui sont, in t rodui tes
par la détermination d'un plan arbitraire passant par Fon^ine :
G| con t i en t ' donc cette fois, -2, 3, 4 paramètres -a rb i t ra i res , de- plus
que G. Je n'ai parlé, bien entendu, que des paramètres de forme,
rejetant ceux qui correspondent à un déplacement ou u n e homothètie.

La transformation appliquée à un cône G qui n'a qu'un couple
isotrope n^est pas très intéressante en ce sens qu'elle n 'augmente pas
•le nombre des points à l ' inf in i de la courbe (^). Et c'est pour cela
qu'il était indispensable de trouver des exemples de cônes unicursaux
ayant au moins deux couples isotropes. J'ai dit qu' i l é t a i t nécessaire
ici d ' introduire le cas échéant un degré fact ice pour les .cônes, un
indice factice pour les cycles isotropes. Le résultat a été que, pour les
couples non exceptionnels de G, l ' indice est conservé, un couple G
étant remplacé sur Ci par un groupement de m couples, tandis que
l'indice du couple exceptionnel change en passant de G à G( : j ' indique
dans les trois cas la valeur de l ' indice sur G et Ci du couple excep-
t ionnel :

(G) , 2(p-4-7?0, sp, 2/?i; .

(Gi) , 2(r-+-/?i/n), ar, -2(r+/?im).

Jusqu'ici, la transformation, telle quelle a été exposée, supposée
Afin. Êc. Norm^ (3), XXXVÎ. — DÉCEMBBE 1919. 5o



à direcl.ricc sphérique unicursale ou mixte et l ivre un cône C,, .lui
aussi, a directrice sphérique unicursale ois mix'te.

16. Il n'y a p lus qu 'un léger effort à faire pour arrivera des'cônés'
unicursaux de directrice sphérique non un i cu r sa l e . L'exemple'le pl.u's
s imple^ lorsqu'on n'exige pas que la courber) soit algébrique^ est^
cône unicursal d u ' s i x i è m e ordre à . qua t r e génératrices isotropes d'in-
dice 3, mais nous savons qu'un indice •3- est incompat ib le 'avec l'algé-
bricité de la courbe (cJL) ; donc l 'exemple le p lus simple, en "courbes (A^
.algébriques/ne peut être obtenu qu'avec un cône unicursal du,dixième
ordre à quatre génératrices is-otropes d'indice 5. Ce type'existe, nous
l'obtiendrons au Chapitre suivant c o n f o n d u par la n a t u r e i n t i m e des
choses avec des cônes non unicursaux. Nous a l lons en o b t e n i r ici
d'autres types, grâce à la transformation q u i précède, réalisée bette
fois, non plus avec la directrice sphérique (a»1^), ma i s avec la directr ice.
plane a". Il est nécessaire de donner quelques exp l i ca t i ons p r é l i m i -
naires : Avec les notat ions adoptées À, a et le pa r amè t r e h a b i t u e l ^
la courbe unicursa le p lane réelle la p lu s générale est représentée par
des équations paramétr iques

f^ \ i „ a^-4- ^Ç^-'--}-.. . - ^ a / , _ _ f _ a ' -^- a\ q -\-. . . 4- a'/, g11 •
^ / 1 bq^ b,q1^ -+-.. , 4- b^ ^ "~~ ^ ^-+- b',(f +. . . -4- i^ q ^ y

où a, a , , . . . , ak\ by b^ ..., b/i sont des constantes ayan t pour conju-
guées a^a^ . . . , a'^ ï / , 6^ . . . , &/,; p est un en t ie r pos i t i f , nu l , ou
négalir . On pourra remarquer qu 'une racine de bq11•-^ ... -h-.A//., ' h0n
rac ine de V -h- b\q -+-... + b'///^ donne une génératrice isotrope de C
pour. laquelle A est i n f i n i , [j. f ini , autrement dit pour laquelle le .pîà'n
tangent au cône C n'est pas confondu avec le p l an t angen t an cône
^_^y^ 4-. ^-:= 0 ; donc si cela a l i eu , la courbe (^') n'est pas algé-
br ique (Chap» I I , § 4). Si nous voulons que (^o) soit a lgébrique, i l
faut donc qu 'une t e l l e racine, si elle existe, soit rac ine du numéra teù ' r
de a avec un degré de mul t ip l ic i té au moins égal; il en sera de même
pour les racines du dénominateur de p- qui ne sont pas racines du
dénominateur de X, elles annuleront le jmmératem4 de A. Finalement ,

-en-se'^oraa-nt au^ courbes o" conduisant a une ^oarbB(--Ao) unicursale,
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on aura
. ___ .. ^ _ c ' g ' 1 4- ^i ^•••' -4-. .. -4- ^i . c'-i- c't ^ -r-. . .-4- c'/, '̂t — ^l ^Ay/^^y^r^ c^rciy7---1-^-.. .--h c//

(63)
__ _i_ ____a' -4- a'i y -4-...-{- a/, (/h____ cy71' 4- Ci y7"""1 -h .... -4- c/..,

i ' —— n^ Th~ti^ .^- h1 \ -J- / /) rt^—l _L_ /•r ri\ - L ~ ^ i ^' ^ i _ L _ ^. /i^ 3^F ^ /^yA .̂  ^/ ^ ^_ ^ /^ ̂ h-l ̂  ̂  ^^ ̂  _ . ç/ _L_ ç'̂ y _^ . __ -^- ^.yA

rent ier k é tant posi t i f ou nul . 1.1 suffira d 'ail leurs de réduire ^ et a au
inèm.e dénominateur pour qu'on puisse se borner à écrire
(Q^ . _ .., a<7/t ^- ^1 f//^l~l -i- . .. -4- a/, . __ ï a^^-^..,^-^^

À- 4 / "~~ / (/^-hZ/)-^:^^/^-.1^ ^<7)4- . . . 5 F"" q9 (^+-^)+.. .

Les génératrices isotropes du cône C, en adoptant les équations (64)»
sont données par l'équation
(65) • (a<^-+- a,q^"1-^. . .+ a^) (a^ ci\ rj 4- . . .-h^^)

+[(6ç/ /+^/ ) .^ . ( /^^ / / - i+^^4- . . . ]2^o.

Si y === o est r ac ine de l ' é q u a t i o n (65), l ' ind ice c o m m u n du cycle y = o
•et dû ^ycle y == co s 'obtient en a jou tan t le nombre | 2 p | au degré de
mul t ip l ic i t é de la racine nul le de (65). Si c/ ==- o n'est pas racine
et si p n'est pas nu l , l ' indice du cycle isotrope y === o ou<7 == ao est |2p[ ;
si y == o n'est pas racine et si p est n u l , il est clair que q =o ou q = a?
ne d o n n e n t pas de génératrice isotrope. Enfin, si q == q^ est racine
d'ordre / d e (65), q = q^ et y == -^î où, y^, désigne la conjuguée de yo»

^0. ^ '" . "^ . • 'd o n n e n t deux cycles isotropes conjugués d ' indicey.
Le résu i td t fondamenta l pour notre bu t , c'est que cette fois, saut

p o u r le couple y ===o, y === ce qui jouera encore le rôle exceptionnel,
l ' indice d ' u n couple est égal à l'ordre de mul t ip l ic i té de la racine
correspondante de l 'équation (65) et non p lus au double de cet ordre,
comme cela a l i e u pour la directrice sphéri^u-e.

Je me borne en passant à donner quelques indications sur le
problème consistant à d é t e r m i n e r un cône un icnrsa l réel connaissant
s i m p l e m e o t le nombre de couples isotropes d i s t inc t s et l'indice de
chacun d'eux : on suppose qu'il y ait au moins deux couples d' indice
impa i r , s inon le problème a été déjà résolu. On est alors ramené à
trouver la solut ion générale de l ' identité
(66) (aq/i ̂  aiq^-1^. . ,^-a/,) (a'-^ a\q-}-...-+-a^^)

^[(^^^^^^(ô^y^^^y)-!-...]2

. =Z(<7+^>4^<7--^-Q / Ï Î••••
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Cette i den l i l é est, uiî cas part iculier de l ' iden t i t é
(67) (A^4-A^--14-. . .+A/0(A /^A^+. . .+A/ ,^) -

+ ( B ̂  + B, q11 -1- + .. . + B/. ) ( W + 1̂  </ -h. .. + B'/, ̂  }
== L (y -t- K i )/'< ( K', ç 4- i ) / ' i . . .

que nous avons résolu : en écr ivant B == B^B^ == B^-,,... , on obtien t
un certain nombre de relations entre les arbitraires au moyen desquelles
on. a exprimé A, A,,... , AL A^ ...; B , . . . , B/,, B\ . . . , B^ L, K^, Kp.. . ;
donc les calculs qui ont été faits précédemment permettent s inon de
résoudre l ' identité (66) dans tous les cas, mais de d iminuer de beau-
coup le nombre d ' inconnues . On pourrait citer un assez grand nombre
de cas ou l 'on peut effectivement exprimer rat ionnel lement tous les
coefficients au moyen d ' u n certain nombre d'arbitraires indépen-
dantes.

17. Cela posé, je partirai comme précédemment d^un cône C.connu,
en distinguant trois cas comme précédemment et je calquerai les
équations d 'un cône i n c o n n u G, surcelles de C, les deux cônes C et C,
étant définis par leur section plane cr ou o"^. Le couple exceptionnel
de C sera toujours défini par y == o, <y === 03, aura pour correspondant
le couple z == o, x = ± iy sur G , , et l ' indice de ce couple ne sera pas
le même sur C ou C < ; un autre couple quelconque de C aura pour
correspondant tout un groupement de m couples sur C,, avec conser-
vation de l ' indice : cette fois, il n'y a plus lieu de d i s t inguer un indice
factice; i l n'y a que r indice strict proprement d i t . Si donc le cône C
n'est pas un cône a coup le isotrope unique et si l'un des couples a un
indice impai r , i l suffira d'éviter de prendre ce couple comme couple
exceptionnel pour que le cône C, soit à directrice sphérique non un î -
cursale, car ni étant au moins égal à 2, le cône C^ possède au moins
deux couples d ' indice impair. C'est pour cela que je me suis efforcé
de trouver un cône à directrice mix t e ayant plusieurs couples isotropes:
au paragraphe 12 de ce Chapitre, nous en avons obtenu u n , par des
calculs très s imples , et cela nous permet d'arriver enfin à un cône
unicursal de directr ice sphérique non unicursale.

J ' indique rapidement les formules relatives aux trois cas.
Premier cas, — On a pris le plan G i G ^ pour plan xQy^ le

couple G(G^ de G ayant même degré et même .classe p , et pour
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indice 2p -h p ^ :

À= 7?
qh _^. ̂  ̂ h-i 4_ . . .4- ^A

(6^4-^)4-(M/"-i-4- ^ i ^ ) - 4 - - - -

î 4- a\ q -4-. . >4-'7/^
<7P ( ̂  4- ^ /) 4- (6i ^/A-1 -4- b\ q ) 4- . . .

(a/,^ o, &7^o) ,(C)

(^A 4- ^^ ̂ -i + . . .+ a^) ( î -1- a\ q 4- ... 4- a '̂)

^-[(^-i-ô^+C^y^1^ ^/z)-^-... ]2

^Iqr^q -+- k^{k^q + l)^.. . ;

'' r ^^ ̂  4- A î r/^^-^ w 4- . . » -h A/,

• == "/r (B^4-B /)4-(Bl<7A- l ) / / ^ + BI ̂ /" ) + - • î

ï ! l4-A I^/w4-..,4-A^/ / fw______^
^'^ 7f (B^/" 4- B' ) 4- (B.q^1-1^11 •+• B\ q " 1 )-+-. . .(Ci)
(..̂  •+- A, .r^1 4- . . . -4- A/,,) ( î 4- A\ ̂  4-. . . 4- A^71 ;

4- [(B^' 4- 1^)4-.. .]2

=L^«(^4-K2)^(K^4- ï )^ . . . .

Deuxième cas. - Le couple GG' choisi su.r G est de degré p, classe
p 4- s, indice 2p, et l'on a pris le plan GG7 pour plan xûy :

ç^û?,^-"1-!-. • .4-aA-^
À - r/ (7^4- ^T^+- (^i^^-1 4- b\ q) 4-. . . '

(C)

ï 1 4 - a ^ y +.. ••4- a'î^^
^ — ^p (/^/^ 4-^)4-. ..

(Z/^O, .?^! ) ,

^// 4- a^-^..^ ah-sqs') ( r + ̂  -+--•+ ^A-^V7^)

4-[(^4-^)4-.. .12

•s <?(</4- /f2)^(/f^4-iy'.. • ;

^^^4- A j t/(^-1)^ 4-... 4- A/,-i ̂ ^
^^^'(B^^B') 4-(Bl<7 l /<- l } / / ^4- B^g^) 4- ..î .

(Ci)

L _^A^^ .. 4- A^.., ^(^-^)^ • , , ' .
? , ( I ^ / / / ' W 4 • B / ) 4-.. . ?

'^TT

(^4-Al^-14-...4-A/,-^)(î4-A^4-...4-A^^r^

4-[(B.^4-BP)4-...P

'' =L(^4-Kl )^ (K^4-Jy ï l . . -



3^)8 . ISERTIUND GAlVin iER.

Troisième cas. — On a pris pour plan xOy un plan arbi traire distinct
du plan du couple G-, G\ d ' i nd i ce p ^ sur G.

Il suffit: de supposer, dans les formules du p remier cas, o ' r emplacé
par zéro. '

J ' indique dans les trois cas la valeur de l ' i nd ice sur G et'C^ du couple
exceptionnel :

(C) ap+^i, 2p, p^

( Ci ) -2 /• --h p i ! H , 2 r, -2 /• -h p i m.

Pour les couples autres que le couple exceptionnel, F ind ice se conserve
et, en part iculier , conserve sa par i té ; pour le couple exceptionnel,
l 'indice change : pour que ce couple soit d'indice impair sur C, , i l est
nécessaire que l'indice sur G so-it Impair et, qu'en plus, m aussi soit
impair.

Pour un cône G à directrice sphér ique non un icursa le , n o u s n 'avons
à notre disposition que l 'emploi de -cr pour cette t ransformat ion et le
cône obtenu est lui aussi à directrice sphérique .non un i cu r sa l e . Si le
cône G est à^lirectrice sphérique unicursale proprement d i te , il en est
de même du cône C^ que l 'on passe par (u^) ou T, et comme l ' emplo i
de cr ne peut donner aut re chose que l 'emploi de (^), i l v a avantage à
se servir de (^) qui donne des calôuls beaucoup p l u s s imples ;
d 'ai l leurs, accidentel lement , G, pou r r a i l être alors à directrice mixte.
Si le cône G est à d i rec t r i ce sphérique mixte , l 'emploi dé ( ^ > ) donne
toujours un cône G, à directrice sphérique un icursa le ou mixte ; l'em-
ploi de or, si le couple d ' indice impa i r de G joue le rôle except ionnel ,
ne donne rien de plus que l 'emploi de (i»i>), donc doit être évité comme
précédemment; on emploiera donc o- en évitant de faire jouer au
couple un ique d ' indice impair le rôle exceptionnel, ce qui Impl ique
qu ' i l y ait au m o i n s deux couples isotropes sur G.

J'ajoute un dernier mot : si le cône G est lu i -même un cône à axe
de rotation (l'angle de rotation étant —? où m est un en t i e r supérieur
à i), le p lan p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe de ro ta t ion coupe G s u i v a n t un
couple isotrope e l l e s autres couples de G se répart issent en groupe"
ments de m couples dans chaque g r o u p e m e n t ; si j'applique la traiïs-
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fo rmat ion qui précède lavée { ^ } en Œ suivant le cas) en prenant un
axe des z d is t inc t de l'axe de rotat ion de G, il rrv a r ien à dire, la rota-
t ion de G ne joue aucun rôle part icul ier . Mais si le couple exceptionnel
de C est celui qu i est perpendiculaire à l'axe de rotation et si cet axe
est pris pour axe des z , 11 y a s implemen t ceci de modifié, c'est que,
si à un couple de C autre que le .couple exceptionnel correspond ton-
jours u n groupement de m, couples isotropes sur C, , tous les couples
de C, appartenant au même groupement de m couples, conduisent
tous au 'même groupement de m^ couples sur C,,.

Si donc je pars d'un cône C comme nous l 'avons fait, nous arrivons
à un cône G ( : nous pouvons con t inue r la t ransformation sur C ^ , mais
à condi t ion de faire jouer le rôle except ionnel à un autre couple de ce
cône .C,,...Et alors le nombre des paramètres de forme de la courbe (\'t)
augmentera à. chaque fois.

• , 18.; Je vais donner un .exemple précis de cône unicursal à directrice
sphérique non unicursale. Je pousserai mêmela discussion de façon à
établir la réalité du type ob tenu , car j'ai bien spécifié dans tout ce
Chapitre que la not ion de réalité reste le point délicat.

Je recopie les équations (4e)) ^i remplaçant q1 par q et P par p\
J'obtiens a ins i

q(^— r^Y((f— A^

^ 0 -pV) IÂR-V^- Q+ [A^+Sp3^?6)^?^! +A2)(î4-p3)J (^+cf}\
t _ ( î — p ^ / ^ ^ ï — A 2 ^ 3 )y. _ —————-j————————„———————————^—————————.—————-,

^(73—f/ i)(Aps(ç9+l)^[A(î+5p3+û f i)+2pâ(I+A,2}(l4-p•\)J(^ f i4-<y3)S

formules où A et p sont deux nombres réels, p étant posit if /qui ont
été calculés. I I y a trois couples isotropes conjugués d'indice 2, fournis
par les valeurs de q : p, -^Jp?'7-;./2?, t /— ̂  un couple d ' indice ï ï fourni
par q ==- ûy q == ^o. Ce dernier couple ne doilpas jouer le rôle excep-
t i o n n e l ; jetais donc la s u b s t i t u t i o n q == ——^- de façon que Q==o

donne <y== p, et Q == ce donner == ^ •
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On obtientaisément, en posant
B = A (i -4- op3 4- p6) 4- 2 p^i 4- A2) (i 4- p3) :

^( l -^p^Q.-^p+Q^^A^pQ+l)3 ] 1

) X [(p4^ p2^_ ^Q2^ 3pQ( l 4- p2) 4-jp2?^^

/ ( Y r _ r^srprrn -j- m3.

p 4 ~ Q
^= Q- p^) + , / [p4_^p2_^. i+ 3p(i-4-pi)Q 4-3paQ--']

x |Ap 3 [ (p - ^Q) 9 +(pQ4- î . ) 9 ]
4-B(p+Q)3 (pQ+I)3 [ (p+Q)3+(pQ4-I)3 ]S

(69) ^( î -p^^ÇpQ-nî^A^p+Q) 3 ] (
ï pO+i ^f_xj^^p^ 4- ï + 3 p Q ( i + p2 ) + 3 p2 Q2 ]3 (

^~ Q p^Q ( [ (p^ - t -p 2 4- i )O a +3p( l -4 -p 2 )Q-+ -3p s î ]

x iAp 3 [ ( p4 -Q) 9 +(pQ-^ - l ) 9 ]
14-B(p+Q)3(pU+x)3 [(p+Q)3+(pQ+,I)3 ] j

Nous sommes dans le second cas : le couple exceptionnel Q == o,
Q==co se compose des deux droites y±iy== o,z ==o; chacunôdeces
valeurs de Q donne un cycle de degré 2 et classe 3; les formules
mettent encore en évidence deux autres cycles isotropes de degré i
et classe 3 donnés p a r ( p 4 -h p2-^ i )Q 2 -+-3pQ(ï + p2)^ 3^= ô et les

• deux cycles respectivement conjugués
p/.+p24.. ï 4 .3pQ(i +p2) ^SR'O'^O;

enfin, chacun des cycles p -+- Q=== o ou pQ 4- i= o est de degré n.
Nous avons déjà dit que la droite ^ == o,oc 4- iy == o porte quatre
cycles, de même la droite z = o, x — iy == o.

Dans ces conditions, je considère le cône Ci :

(70)

_ _ Qi5^^_ A^Qi^-4- A.Q1^^-.. .-4- Ai,Q^ "
Â -- U' B(QIS^^ i) 4- B^U14^ Q^) -^^ ..4- BT^O^-I- Q7^
_ 1 i •4- At Qw-+- Ag Q2^ 4-. ̂  + Au Q14^_____

^~ (p E (Q18^-!- i)+.. .—77:7:-';......, .4, B^O^^^Q7^)'

où A , , . . . , A^^ B,B^ ..., 87 sont 22 constantes réelles. J'écris
l ' identi té
(7 I ) (^ l B 4-Al^ l 4 4- . . . 4 -Al /^ ) ( I+Al . r4 - . . . "+"Al4^)

4-[B(^u4-I)4-Bl(^1 44-^) -+-...]"2

^ B8 (^ + A)11 (A:^ + ï)11 (^4- k,Y{k,x 4- l)2 (^4- /^(Â-3^4- ï)2/
/C , 'ft"^ A^ 1 , 1 1 1 ' , ! ' ! ' '
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où. A est réel et A') 5 ^ sont, deux constantes imaginaires conjuguées.
L'identil-é (71) donne i5 relations entre les 25 inconnues A , , . . , " , B^
k, k^ k^. Je dois main tenant annuler tous les vecteurs périodes; je vais
passer en revue toutes -les génératrices isotropes de C,, sauf le

f(y\cycle Q == co. Je pose Q^ == x de façon à pouvoir écrire \ === Q21-——»

[x = — J ï { x , où/, /,, ©1 sont trois polynômes; on a
9(aQ

. B^.r-h f^^kx 4- ï)11^ 4- Â-,) ' (A-^4- ïY(.r 4- Â-,)^^ -4- ï ) 2

ï 4- Ap. ̂  ————————————————————————;—————————————————————-— î
?"

^À _ Qr-! dQ rf 9 4- /n .r ( 9 /f — /^^ )

î 4- 'À^. ""' B2 (^4-A-}1 1 ^to4-I}u(.r4-/.l):i(/i•.l^4- ï )'2 (^4-Â•s)îi(^^+î )2

^p. _ clQ — rf^ o 4- înj){a f\ — /'ï o/) ___
ï, 4- ̂  ̂  (F̂ IF (^4-Ây l l(A\r4-I} l ;(^4 :Â02^Â•l,r+3^^

'}^^^ „_. ^Q_ ___________-, a r ̂ /j 4- 7/z ̂  ( /; /— /^ /ï )__________
i-t-A^. ~ QB•2( . : r4-/c)n(Â•,^•4- i)s l(^4- /CJ^Â-^ 4-î)2(^4-^)^^^^i)^

On -suppose r pos i t i f ; m est supérieur à ï et premier avec r; la
fraction ——.— "— n'admet pas Q === o comme pôle (même si m = ï).

La fraction —î— ( ' ^ admet Q = o pour pôle d'ordre r + i ? mais laï 4~ A/JÎ. <î/Q r i . ? .
partie polaire relative à Q == o est de la forme

a a, €i^___ _ i _ __t_ ï _ " ï
0/-4-1 •~ ()/•-(-! -m " ' ()r-i-l—2/n " ' • • • ?

de sorte qu'il ne peut y avoir de terme en /=, (mais pour m = ï, ceci ne
subsisterait plus) . Enf in , on a évidemment une simplification impor-
. , g,. ,, , C'hcbj,—u-cÛ dQ m dx . î , . 1 1tante pour 1 in tégra le f —-—-—? car—- === —-- ; cec'i^d ailleurs, est

général quand Os est axe de rotation -TC; comme / contient x en

facteur, la différentielle ^-]^^^ ne cont ien t pas x en dénominateur
14-A^- , r

(que m SQit é^al ou non à l 'uni té) . Donc le vecteur période relat if
\\ Q == o est nul automatiquement si m ^ > i ( p o u r 7 7 ^ = = i y on a u n e
condi t ion et une seule').

Soit ma in t enan t un quelconque des cycles isotropes du groupement
Ann. Ec. K'orm., (3) , XXXVI .—DÉCEMBRE 1919. ôl
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;r-4-^, ̂  o; il siifiit d'écrilT que le plan tancent' à C< le long de la
génératrice support du cycie coupe Ci, non pas seulement, suivant
deuK, mais bien quatre génératrices confondues avec celle génératrice
support : ce!a fait deux condilions seulement. En vertu de ce fait que

le cône C, . se r ep rodu i t par une rota t ion de rangle -LJT autour de 0^,
cette propriété a p p a r t i e n t automat iquement à (.ouïes les autres géné-
ratrices du groupement; en ver tu de la symétrie de C, par rappor t
à zOsc, il en sera de même pour le. groupement k^x -4-1===- o. Si l 'on
remarque que l 'ensemble des deux g roupements x •+- k^ ;== o,
À', oc -4- ï === o admet comme conjugué l 'ensemble des deux groupements
x 4- ̂ = o, k^x + ï === o, on voit que les deux équa t i ons écrites sont
à compléter par les -deux é q u a t i o n s conjuguées; aut rement dit , l 'en-
semble de ces quat re groupements d o n n e ' q u a t r e équa t ions à coeffi-
cients réels entre les inconnues réelles A ^ . . . , A ) . , , B , . . . ^ B 7 , ^ ,
k^ 4- ik^^k^ — ik^. Un.procédç de calcul simp'le met d 'ai l leurs ce fa i t en
évidence : on peut dans un. système d'axes réels OJÀJJ. aux i l i a i r e consi-
dérer les équations (70) comme déf in i s san t u n e courbe réel le , symé-
trique par rapport à la bissectrice À — [j. ===== o^ru lmet tan t en p lu s une
'transformation b i r a t ionnc l l e imagina i re X == / ' 'A, a. == ^5 / étant, u n e

U ' , ï/ ' l • 11 «/

racine quelconque de.X/"—î == o.Il su f f i t d'exprimer que la t angente
au p o i n t obtenu en prenant une racine de Q^-h /r, == o a un contac t du
troisième ordre avec la courbe : en prenant les coordonnées homo-
gènes Q^y^Q^), /< (CT). (r? W), c^ci se t radui t par ce fa i t que deux

.polynômes entiers eu x == Q'" sont divisible.s par ^•4- k^ ;.ce polynôme
est réciproque, de sorte que k^x 4-1 se trouve ê t re en même temps
diviseur. Le calcul a i n s i f a i t se trouve valable inéme si m devient
égal à ï : donc pour le cône C obtenu pou r m ==• r , r == ï , elles sont
vériliées.

Il ne reste plus qu 'à é tudier l e s -deux groupements x + k == o
. etfo.4- T == o; pour .des raisons analogues aux précédentes, ces deux
groupements é tant a la fois symétriques et conjugués l ' u n de Fautre,

' et chacun d'eux^se composant de m génératrices .s'échangeant par des •
rotations successives de l'angle ^-autour de Os, on a seul émeut trois1 1 1 1 1 1 .' ' . . ! ' ! . 1 1 . 0 1 fn • ^ . 1 1 1 1 . 1 . 1 1 ! '
équations1 à coefficients réels entre Ai 5 A^ .. , : y B,,.. , ^ k ^ ' k ^ k ^ Ces
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équat ions subsistent, même pour m -==- i e t 'par suite pour C. Pour bien
é tab l i r ce p o i n t , on peut raisonner a ins i : décomposons en éléments
s imples la fract ion ra t ionnel le -— —— <—. fraction qui ne dépend1 O'"11 ï -r A u. 6/0 ^ r

r1 / . \ ^
que de y, et soit -~——-lt^^ la par l ie polaire relative à l'en-

semble des deux racines .2' ==—/• et .r -== — - F est un certain poly-

nôme ent ie - r . La d i f l e ren t i e l l e fr-^/O,———^-^p———n doit ê t r e' " "- (.r -4- À - ) ' 1 (A\r4- î ) 1 1

a lgébr ique , donc est la d i f fé ren t ie l le d 'une certaine f rac t ion de la
forme _—__. '__2-—o-n ]̂  ^[ y^ certain polynôme; en écrivant

^ . r -t— A J ^ A A' -r- r J ~ *•'
cela, on a l ' i den t i t é

[r S^+ m.r ¥\] (.r -4- A-) (A:,r + î ) — î ow.z-( '? /-.r-^'i 4- À-2) Fi(.r) ̂  F;

c(da exi^'e que F^ soit d ' u n de^ré i n f é r i e u r de d e u x uni tés à, celui de F
e( alors l ' identification donne par l ' é l imina t ion des coefficients de F,
deux relations1 entre les coefficients de F. Tous ces calculs se font sans
avoir aucune hypothèse à faire sur roum, donc subsistentpour m = ï.
Comme la. symé t r i e z0a'-, Q en . - . ? échange À avec pi, ces deux équa-

t ions n'ont pas besoin d'être écrites de nouveau pour—"y- et le même

procédé f o u r n i l une équation u n i q u e pour ^^—^-~ provenaiit des
deux groupements x 4-, k =^ o, kx -t- î =• o.

Je rassemble donc loutes les équations obtenues pour C^ m étant
supérieur à î : l ' identi té (71) a donné qu inze équations, l 'ensemble
des quatre groupements iX' -+- A', = o, A', x + î == o, x 4- k^. ̂  o,
y^>,t>-+- î === o a donné, quatre équat ions et l 'ensemble des deux grou-
pemenis x + k == Oy kx +" î = o trois équations : celafait un total de
vingt-deux équations1 : i l est tout à fait impor tan t de montrer cjue ces
vin^t-deux équations sont indépendantes quels que soient m et r ;
elles a u r o n t alors une solution générale à trois paramètres et une
i n f i n i t é seront m ê œ e r é e l l e s y comme nous le verrons. Nous établirons
même que ces vingt-deux équations, toujours nécessaires pour /n ===i,
restent suffisantôs pour m = = i , la relation supplémentaire trouvée
si m == î étant conséquence des vingt-deux équations déjà écrites»
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Pour vérifier ce point , nous remarquerons que si l'un des cycles
pris parmi les cycles Q^-i-^^o admet comme support la droite
x-J^iy=o, /s=o, il en sera de même pour tous les cycles QW4-^==o;
il suffit que le n u m é r a t e u r de A soit d iv is ib le par Q^-i- k^ ce qu i fait
une condition. De même, une seule condition assurera que tous les
cycles Q^-h^a^o aient la môme droite pour suppor t . Donc, parmi
les courbes (c,Ao,) à trois paramètres, nous devrons en obten i r un
groupe part icul ier à un paramètre, si nous ajoutons ces condi t ions
géométriques. Or, il est p lus simple de préparer le calcul dire.ctein.ent
en écrivant les équations définissant un cône G^> :

/ . .y(Qm•+-/••.)3(Q^~ l-^)3

l l" ' (A-,Q^4-i)(Â-,Q^i)
\ ^ {r^-^AiJ^^+A.O^"^ A,(^ l / /^-4-A^Q ;m•-4- ^Q^^^-Q^

(73 ) . x B^^^4^y4:7Î ['u'̂  .. -4- j^^^-j^-ïn^—î

I —• L. LL±̂ î TiL± f!l()'l)l _l^^i^^ — • ̂ '«^L—-\ y'~Q'r'~~]Jpr^,~^^ ^ ,̂-̂ ^ ,̂̂ ^^^

avec l ' identité

(7.4) (^ -h Â-i)^^ -t- ̂ )'(i 4- Â-i-r)^! -+ Â••2.z•) : i(^7+Al.^• f !+. . .+A<,^)

X ( î + Ai ̂  + . < . 4- A, ̂ (> ) 4- [1^ (^1 1 4- I ) 4- . . . -h Ba ( ̂  -{-- ̂  ) ?

^^(,,^A.)lt(^+()M.

Si l^ôn recommençait le dénombrement des inconnues et des équa-
t ions , on trouverait comme inconnues A , , ..., A(,, B, ...;, B/,, k, k^k.^
en nombre i5, l ' identité (74) donnan t onze c o n d i t i o n s ; quant aux
résidus, cette fois tout a déjà été écri t pour les groupements 0^4"-^ = o,
0^4-^2=1=0 (que m soit ou non égal a î ) et k^y-\-ï,=o, ^LQ^^i^o;
si m est supérieur à, î , Q==o ne d o n n e r ien et l ' cnseml ' ï l e Q^" 4- k == o,
^Qw4-j[^ :0 donne I ro i s c o n d i t i o n s ; ( lonc on a seu lement quatorze
équations pour lesquel les il sutura de montrer qu'elles sont indépen-
dantes, que ls que so ient m ou r; i l y aura alors des s o l u t i o n s à
un paramètre; nous verrons-méme q u ' i l y en a une i n f i n i t é de réelles.
Nous verrons encore comme p l u s 1 haut que, même pour m = = = / ! , ces
quatorze équations sont suffisantes.
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Je c o n t i n u e encore par le même procédé : dans ce cône Ça? comme
us haut, il suf f i t d 'une cond i t i on supplémentaire pour que les géné-

ratrices du groupement .r -h k == o coïncident avec, la droite
x -+- LY = o, z=o; on peut encore préparer le ca l cu l ' en écrivant
a priori les équations définissant un cône €3 :

pi

, __ ^ 0^4- />• (Q^-{- ^^(Q^- /.-.y . •
^ A — 0/ /.Q^-i-l ^ Â-i O^ 4- t ) ( A:2 0" -+-1 )

Q5w^ ,^Q^.+. . ,-l-.A...Q/" _____ __

(7 5 ) ' >< B (Q9^ -+-• i ) + IMO8'" -4- Q^) -4-. • • -s- .B^CQ3^ -+- Q 4 ^)

f -. ï ï-j-K)^ [l± îQ^^^ .̂JL^AL07"4" • • • "+"A^ Q'^
^ ^ := "[y /, + (]/" "[0^4- A-îKO^ -+- A-2 j l^(Q9//^"ï7yTT"Tl^,(Q5^^ 3

avec l'identiié

(7;;)) (.2- 4- Â-^ (.:y -h A - a ) 2 ( ï + Â-p.^)2 ( ï + A^T (^.x-'-i- Ai.z--r-.. .+ A^)
^ ( i -^Aj . : r 4-... +• A^) -h [53 (^9 -h i ) . . .+ B^^T ^YP

^^(^^^).C^+i)9.

Le déiion-ibrement direct est t^oujours d'accord avec nos prévisions,
car on a pour i nconnues A ^ , A.^ Aa, A/. ; B, B i ? Ba? -^3? ^'.î A:? Â / •^•+-^A^,
A ^ - ik^ au, nombre de ï 2 ; l ' i den t i t é (76) donne neuf relations et, pour
ce cône €3 comme pour le cône C^ les condit ions d'algébricité
de (Jl^)'se réduisent aux trois condi t ions provenant de l 'ensemble
^ ̂  ^ ̂  (.̂  ̂  ̂ . ï == o. On a douze équations à douze inconnues, il ne
reste donc plus de paramètre arbitraire si les équations sont, comme
nous Fani-ioncons, effectivement indépendantes.

Ce point sera é t ab l i en toute r igueur de la façon suivante : les équa-
t i o n s obtenues soit pour C, , soit pour C,, soit pour G, sont nécessaires
et suffisantes pour m supérieur a i ; pour m = ï , elles sont toujours
nécessaires', mais rien ne prouve jusqu ' ic i qifelles 'sont suffisantes. Je
vais démontrer qu'elles sont encore suffisantes même pour m = = i .
Pour plus de netteté, je renvoie la démonstration plus bas. Admettons
ce point acquis.

Étudions le système r e l a t i f à C, : nous avons douze équat ions en t re
les douze inconnues réelles A , , ' A ^ , A^, A,.; B^ . . . ^ B , , ; k, k^ih^y
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/ ^ — i / c . ^ Ce système dépend du. paramètre f rac t ionnai re —; or, pour
r = = m = = ï , nous avons su le résoudre c o m p l è t e m e n t ; la. so lu t ion est
donnée par la formule (69) et: la s o l u t i o n n u m é r i q u e ob tenue est
d'ordre de mul t ip l ic i té égal à, l 'uni té , en tous les cas I m p a i r et, de pliïs^
elle est réelle : donc , pour-7" sufl îsaniment v o i s i n de ï , il existe bien
des cônes €3 réels donnan t • une courbe (.t,) réel le u n i c u r s a l e sans
paramètres; dans les f o r m u l e s (^S), les q u a n t i t é s A.,, ..., B, ,.., k,
^ ̂ .i/^^ ^ .— ̂  pourront être développées en séries entières procédant

• suivant les puissances croissantes de — — i et à.coefllcicnts réels. Les
quant i tés A^ ..., B, k^ ^r ik^, ^ — ik^ sont des fonctions algébriques '
(le-— oui sont réelles dans un certain cliamp de v a r i a t i o n pour — ;

rn i , * ^-
nous pouvons remarquer que, si. k^ et /^ sont récdies séparément et
non imag ina i re s conjuguées, r ien. d 'essent ie l n 'est modif iée Cy on <^
ou G., restent réels, les groupements oc -+- k^ ==- o et k^x -+• i = o sont
alors à la fois symétriques par rapport à zOcc et conjugués, de même
les deux groupements x+/c^=.=o et /^.z"-+- :i: == o ; aut rement d i t , i l
suffit de considérer /'.,-i-^ e^ ^^2? comme c'est na tu re l ci priori, a u "
lieu de k^ et k^ séparément. Abstraction, laite de la réali té, le cône €3
existe quel le que éoit la fraction -- î sauf pour des va leu r s exception-

nelles de -/— L'existence de cônes C.{ réels prouve l 'existence de.
m l

• cônes Ça et de cônes G/, réels, les cônes C^ é tant à un paramètre et les
cônes C.^ a trois paramètres.

on remarquera, que le cône C^ pouvait être considéré seul, car les
équations de 63 sont calquées exactement sur celles 'du cône C, suivant
le procédé général développé précédemment. Mais. i l était bon de se
débarrasser complètement de cette particularité géométrique qu i con-
siste à donner la même génératrice isotrope pour support à plus ieurs
cycles, propriété qui'est commode en tous cas pou.rconstrui.re certains
types-particuliers. Le mode •de démonstra t ion employé a signalé en
passant certains procédés d'intégration q'ui peuvent être commodes

^ soit .pour avoir effectivement1 les coordonnées d'un point de la
couf'be (^)y soit •pour. .dénombrer Ies,rel,ati.ons, et qui. s 'appliquent
que l le , que so i t - l a courbe : (A») étudiée. Par excmpley si l 'on prend
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les formules (72), on peut. écrire

r__j^_ _ _______J^LÏI^________
J ï 4- Ï[J. ~ [.r -+-/ . )•"( À- ,r ̂ T)̂ "̂̂ ^ !̂̂ ^^^^ î

où F(.z') est un polynôme de degré 23 : l ' idenl i f ical ion des deux
membres donnera à la fois le polynôme F et des relations d'identifica-
t ion, au noîBbre de six. 11 suffit de remplacer Q par — et x par î- pour

/ /
avoir l ' intégrale f ^ , - Le résultat est bien conforme à îa théorie
des fract ions ra t ionnel les , car iî y a six séries de pôles pour la frac-
t ion . -JTT et chacune des six séries donne une seule condi t ion
•résiduelle.

De me nie l 'intégrale j -—^-—^—, qui ne dépend que de x et qu i

change de signe quand x est remplacé par-^ donne ra i t une relation

/.-, / ' „ - . , 1 ; ^ (.r — - Î-)<I>(^)/ À dp. — p'^ _ ________________\ rr,/ ' /_______
J j^ry^"" {Jr-+-Â•} l u (^^+ fJ'^^-i-Â-i) (Â'/^-h-i) (.r-hÂ-â) (^^+i) '

où $ est un polynôme réciproque en x de degré 22; l ' identification
des deux membres d o n n e trois relations; la théorie des fractions
rationnelles permet ta i t de le' prévoir comme plus haut/en raison de
l'existence de six séries de pôles;, la série x •== — k^ et x == :—s- devant

A!

' donne r le îïiœme résuliat , ainsi que x == — k^ ou se = —j— et x =. — h

et x == —, on n'a que trois relations. D'autre part, nous avons vu
di rec tement au. Chapitre 11 (§ 3 ) que si un cycle d'indice 2 et degré i
existe, si l'on annule la composante du vecteur période polaire corres-
pondant relative à Qx et 0;y, la constante .relative à Os est nul le
a u s s i ; donc ici les trois nouvelles relations se réduisent à une seule,
en tenant compte, des précédentes. On' retrouve clone bien •1e résultât
annoncé ': sept relations résiduel les pour C i ; on pourrait opérer de
même pour les autres cônes (^ et €3.

19. Le seul point à démontrer ma in tenan t est donc que, si mêle vient
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é^al à i, ia re la t ion fol i rnie par —<—— et le pôle 0 = o est une con-0 -9 i , ,„ •r --h Â.a î

séquence des re la t ions f o u r n i e s pur les couples cintres que Q == o
et Q = co. .

C'est un cas particulier d 'une proposition plus générale. Je consi-
dère un cône C algébrique réel ; je le déf in is par la courbe a trace de
ce cône sur le plan z == r ; soit F($, Y]) == o l 'équation de cette solution
dans son plan ; le point réel ou complexe $ est supposé balayer tout le
plan de la variable complexe et je marque sur ce plan les racines de
l'équation i 4- '^-f- r^== o; j ' en toure chacune d'elles d 'un petit cercle;
les intégrales

f ^ ' _ /"* ^ r -f}dE,—^dr\
7J '1+P+Y]^ , r ] i-^-^5 ^J |4-^_^

prises dans le sens direct le long d'un de ces cercles T, sont les com-
posantes du vecteur période polaire re la t i f au. cycle isotrope corres-
pondant de C; soient a -h a'z, b 4" b ' i y c -^ c i ces composantes.

Si je prends ma in t enan t les intégrales conjuguées des précédentes,
elles se rapportent au cercle P symétr ique de F par rapport à l'axe
réel, le cercle T ' é tant décrit dans le sens inverse cette fois : d o n c ' l e
vecteur période polaire du cycle isotrope conjugué a pour composantes •
— 04- a ! i y — b 4- // i, — c -'r- r/ i. Donc, s'il y a. n couples isotropes
conjugués, la somme géomét r ique des in vecteurs périodes polaires
est nul le et ceci se t r a d u i t par

n • fi n^ar::=::0^ s^^05 ^s61^0*
1 1 1

Imaginons maintenant q u C y parmi. les cycles i sot ropes , ' i l y en ait
un qui. soit du type classe supérieure au degré. Je suppose les
axes pris de sorte que la droite isotrope .support soit ^==0, /z?4-iy==o.
Alors, en nous reportant au Chapitre II (§ 4), puisque nous avons
pour la courbe (e/v)

oc 4- l'y =^—T^J, i , . x — i y •=:T^"I.3, : 2,5-~_—^'§3 y

•et que I,, et la ne donnent pas de s ingular i té 1 logari.tliimi.que pour ce
cycle", on en déduit 'que tes trois composantes du vecteur période
polaire sont.,, „ * . , . . . . • ,

. ' . . ! : ^a-^r.a'i^ ! !— a' 4- af, , . o,
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et le vecteur polaire du cycle conjugué donne

— a 4- a' ï, a'' 4- ai, o.

Supposons donc qu'on ait annulé tous les vecteurs périodes relatifs
aux autres couples; dans ces conditions, comme la somme de tous les
vecteurs est nulle, la somme des deux vecteurs écrits précédemment
est nécessairement n u l l e : donc a = o, a^ == o ; donc chacun des deux
vecteurs est, nul automatiquement, comme conséquence de la nul l i té
des autres.

. Or, dans l 'étude faite au numéro précédent, qu'il s'agisse de C ^ , Cg
ou €3, on a annulé les vecteurs périodes de tous les cycles autres que
•Q _= o^ Q == oo; chacun de ces deux cycles est du type classe supérieur
:au degré, et cela que m soit ésçal à i ou supérieur à ï .

Si m est supérieur à s , les deux cycles Q -= o, Q == co ont leur vec-
teur automatiqueinent n u l ; si m est égal à l 'unité, ces deux vecteurs
ne sont plus nuls automatiquement, mais les équations obtenues en
écrivant que tous les autres vecteurs sont nuls ont pour conséquence
que les deux vecteurs en question le soient; par exemple, pour 772== ï ,
r == i y la relation A, 4== o, s'il s^agit de C^ sera une conséquence des
deux équations formées; de même pour Ça ou Cy (Ag == o, s'il s'agit
de Ça ; A^ == ô, s'il s'agit de €3).

Quant au calcul fait pour Cg, en supposant m = i, r= ï , il a été fait
avec d'autres variables au paragraphe 12, de façon à n'avoir que deux
inconnues au lieu de douze, mais cela importe peu pour apprécier
l'ordre de multiplicité de la solution numérique obtenue; de la sorte,,
nous sommes bien certains que les douze équations sont indépen-
dantes.

L'exemple ainsi obtenu en toute rigueur est le premier exemple
connu jusqu'à présent de courbe unicursale à torsion constante dont
le cône directeur des binormales a une directrice sphérique non uni - •
cursale. Nous en trouverons d'autres au Chapitre suivant, et en parti-
culier le type le plus simple cojrespondant à quatre couples isotropes
d'indice 5.

( A suiçre.}
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