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SUR LES

COURBES A TORSION CONSTANTE
(SUITE ) ;

PAR M. BERTRAND GAMBIER,
Professeur à la Faculté des Sciences de Rennes.

CHAPITRE V.

COURBES ALGÉBRIQUES' DE GENRE NON NUL, IMAGINAIRES ET RÉELLES.

L Je vais donner deux exemples précis de courbes algébriques de
genre non nul . Le premier se compose de courbes toutes imaginaires;
grâce au paraboloïde, nous savons l'intérêt de ces courbes imagi-
naires.

Quelques explications préliminaires éviteront déjuger cet exemple
comme artificiel.

Nous savons que toute courbe algébrique (i(l) tracée sur la sphère
de rayon i conduit à une courbe unique (Jl) à torsion constante, en
négligeant lestranslations. Les coordonnées d'un point xy^ de cette
courbe (cAo) sont trois intégrales abéliennes attachées à une certaine
courbe plane algébrique d'équation F(^ r\) ==o; en général, (JL) est
transcendante; chaque pointa l'infîni de (i&) donne sur (ail,) une singu-
larité logarithmique; pour éviter ces singularités, il faut étudienW<°-
ment chaque point à l 'infini de (^>). L'ensemble de ces conditions est
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nécessaire; mais, sauf dans le cas des courbes unicursales, non suffi-
sant. Supposons la courbe F de genre g ' ^ i , chacune des trois inté-
grales f R(^y])^ a ^g périodes cycliques; cela fait un ensemble de
conditions supplémentaires, en nombre 6^" au, plus, «qui, cette fois,
font intervenir simultanément tous les points à l'infini de (^).

Il est naturel de se demander s'il. est possible de trouver une
courbe (^l>) à laquelle s'associent un nombre f in i ou infini de
courbes (^) ayant les mêmes points à l ' infini que (ail)), chacun étant
caractérisé sur ('iib) et (iil^) par les mêmes entiers p , q, z", les courbes
(.ji>) et (<A>,,) étant simultanément algébriques.

La réponse est affirmative ; pour les courbes unicursales, nous en
connaissons déjà de nombreux exemples : par exemple, les cônes uni-
cursaux à deux génératrices isotropes conjuguées où chaque cycle a
pour degré r, classe r et indice 2 (À -+- r) : nous avons trouvé une solu-
tion à À — i paramètres. Mais, en réalité, le problème est posé à propos
des courbes non unicursales. Je vais en donner un exemple très
simple.

2. Je pose
C- -f- (.C ^a=-.—^3 ^=-

nous avons à étudier les trois intégrales

r dy. F (3^a F p^/a
v / J (P-^ J (P-a )^ 5 J W~^Y'

II est clair que l'équation
K

(^ P- — 0 ( a ) 3

où 6 est une fonction algébrique de a et K une constante, définit , si K
varie, un ensemble de courbes (ifl)) ayant toutes les mêmes points a
l ' infini, correspondant aux pôles de 0 et, éventuellement, à la valeur a;
de a.

Pour que les trois intégrales (i) soient algébriques quel le que soit
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la constante K, il faut et il suffit que les intégrales

(3) fô2^, fô^a^a), fe^^d^), Ç 0 ch., f^a^a)

soient algébriques.. Si nous intégrons par parties, nous pourrons dire
qu'il faut et suffit que l'on puisse trouver deux fonct ions algébriques
a et 9 d 'un paramètre/? telles que les intégrales

(4 ) fad(92), fa2^2), f ̂  d(9^), fy.dQ, f'a2 dQ

soient algébriques en/?.
On. aperçoit immédiatement une solut ion particulière

(^)
0^== 4 p^ + aA.i/^-1 -4- 2 Aa/^-2 4- . .. + 2Â2,,
OC =: )̂ « -i- /,, P///-1 .4, __ .̂  ̂ ^_^ p ^

où A^ A^, . . . y K^ sont 2^ constantes données et X, Â ( , ..., X^^-,
m constantes inconnues.

Les trois premières intégrales sont manifestement des polynômes
entiers 'en/?. Si nous posons

( 6 } i - f^ i-/>^ . rp^^W io-J -j^ ii-J -ç-. • • • , l^,-=j ———^———,

les 1 sont les intégrales de première et deuxième espèces attachées à la
courbe (6, p ) et les intégrales f ocdQ, j a2^ se ramènent à une partie
algébrique plus une somme linéaire par rapport aux I; si les coeffi-
cients des 1 sont nuls, ces deux intégrales sont algébriques; donc
j a^O fournit 2/1 condit ions linéaires et homogènes par rapport aux À,

j a2 dQ 2/1 condit ions quadratiques homogènes; si donc m? 4^ + i,
on peut espérer obtenir des solutions dépendant des in arbitraires
A, A ^ , ..., A^ et de m — ^n —• i coefficients À qui restent arbitraires.
/Pourfaire les calculs, désignons encore, si l 'entier r surpasse ï n — _ î y
parI,. l'intégrale f/—-^; la dérivation de 0 et /fQ donne manifeste"-



120 BERTRAND GAMBÎËR.

ment
•, ( 9-=: 2(2/1 -4-ï)l2/t+ ) ( 2 n — l ) A i & 2 ^ - 2 4 - . ..-+- Aa^iÏo,

( 7 ) î "
( ^'6 =: [4 /• + 2 ( 2 ̂  -4- l)] L^4-r"+- [2 /--+- 2 ̂  — — ï ] AI l2,,4-r-2+ ... -4- 2 rA^n I,.-i.

Comme il importe de donner un exemple précis, écrivons

• e^^p^-^p,Qï•==.^pîn+î-—^p,

a = A/?4"4-1-4- B>2^-1 + Cp.{ a ̂ A.p^^+ïfp^

Les formules de récurrence sont alors
0= 2 ( 2 /1+ i ) l 2 / i—2lo ,

^0=:[4r+ 2 ( 2 7 2 + l ) ] l2^^—(4/ -+ 2)1^;
(9)

de la sorte, ( arfû se ramène à une partie algébrique plus un terme
en l^ dont on annule le coefficient : ceci donne une relation homogène
et linéaire en A, B, G ; si je considère A, B, C comme les coordonnées
d'un point dans un système d'axes rectangulaires, cette équation
représente un plan passant par l 'origine; de même \ ex.2 dQ se ramène
à une partie algébrique plus un terme en la dont on annule le coeffi-
cient; l'équation obtenue représente alors un cône du second degré
de sommet à l 'origine; or il est clair que l'une des deux génératrices
d'intersection du plan et du cône est la droite d'équations A = o,
B + G = o; car, dans ce cas, on a

B r R03 r R2^
oc=-62 et adC=——, { a2 dQ = ———

i4 J 1 2 J 80

On peut donc diriger les calculs de façon à éliminer cette génératrice,
qui donne une solution illusoire à notre point de vue, a savoir la

Kcourbe unicursale a=^= K^ 62, [3 == K ^ 9 2 + .- rentrant dans les types
fournis par l 'identité de Bezout; l'autre génératrice aura donc deux
équations rationnelles par rapport à la lettre n; autrement dit, A, B, C
seront égaux au produit par une constante E^ de trois fractions ration-
nelles en n. Ces considérations prouvent qu'il est avantageux de
modifier légèrementia forme de calcul de façon à avoir le résultat de
l'intégration, facile à prévoir d'après les formules (9). J'aurai, si rin-
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tégrale est algébrique,

( i o ) (\ p'^^ -i- B y^4"1 -h (^ ) ̂ 5 == 0 [ 1) /j4"-^' 4- E p^1.-^- Tp ].

Si l'on dérive, comme — -= - [(an 4- î " ) ? 2 7 1 — i ] , en chassant
le dénominateur 9, on trouve immédiatement que

( 4, n 4- i ) D p'^1 4- ( 3 n 4- î ) Ejo2" 4- F

est divisible par (2/2 -+- i)p211— 1; Gp^--^ H représentant le quotient,
la dérivation de (10) d o n n e

A --. •:
4

i^. —- vi î î , - - -———.
1 L \ I I 4- î 'in -

f y.f/Q -

r D '? îï
a 4- î

.-(,r „ - -î o n — 3 /( // 4.•>'t«,+-i '

— û ' ( i / 3 " - ^ ' ,/..-.i. '^-n/

-ï-^-1"^-, f -
2 /< 4- 1 ï

^- 3 ^n^'
i:-I ̂

^• î / /^ - l

a /z ~h- î

4-3 Hf/ /2"-4-1

\ + SK^^-^

3 1 1 ;

-^) ;

-.]
3 HII faudra écarter le cas où G serait n u l , qui donnera i t a = = — 9 2

conformément aux prévisions précédentes. Je vais écrire

• f
i0 1

n["-^

....
ffï Q ̂  ^

9 I6

4-

/""' 17'1..1
6H

04 | dO =

0/?-4-
^4-

" î o n

,.,.,̂

3 \ 2
\ > , 8 ^ } 2

• J /

+3,.,„-...
+> /

9[^8n+S

'îf^l /^4-3)( lO/Z-h
( 2 n 4"

36/z 2 -
( 2 n 4-

-h^i^6^4-2

î )
« )

(4 /^4-

32/; 4-
(4^ 4-

+p.,p

-3 )

0
6

î )

1.//4-

^'î/^i2^.

y/^^-

24-^pt-

/4^-4-3\ 2 , "/ 1 ^ ,'„«-+-. 2
/'\ 2 //- 4-- ï /

/^M+3,,•^1
:î /Z 4- î J

^-{-P^2].

Comme p lus haut, la dérivation de la seconde formule (12) entraîne

( i3) (8/14- 2)^8^-+-14-(6/^4-2)/JLl/J ( i"- t-14-(4/z 4-a)p.2/?i^^"4-l

4- ( 2 fl -+- 3 ) fJ.3 ^2"-+-1 4- 2 ̂ .̂  ̂

SE [(2/1 4- i ) / ^"— î] [a^6^-^ /y'^'-1-1 4- c/y^^^^^y],

ce qui permet d^exprimer les ^ au moyen de a, b, <?, d\ en dérivant
donc la seconde formule (12), on divise les deux membres par
Ç'in -L" î)/?2" — î et l'on arrive, par él imination de a, b, c, d, à la rela-

Ann. Éc. Norm^ (3 ) , X X X V n . — AVRIL ic)'>o. l6
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îïGt ion u n i q u e —-—- •+- -,——=- =. o; on a alors le droit d 'écrire1 î 8 n -4- ;) 4 /l + ï)

G . = = — ( î 8 / 2 - + - 5 ) K , , H=: (4/?. + 5 ) K i ,

( '4 )
_ 6(4^ 4-3) (2^-4-^) ..2 ( l 0 / / -+- 0)- .

— / .. , .——"-r u — — -————————————————— IV,,
/^ + I 2 /î

2 ( î o n 4" 3 ) ( '24 ^2 •4" 3-1// +• 9 ) î. d =. o :-K,:
{'îfl + l)( ,4^4- 1 )

.=-(.8.4-5)Kj-^^^--
L ^ "''

^0^= ^,e\-(^n+^)(^-^p'^

4 // -h- 3
-in 4- î

/?2-

^2/<4-1 4-3(4//+5)Kl(^2/^ l—^),

+(4^+5)(p 2 /^ l -^)1,

fa^^-(i8^ 5)K^ f-d^tJ^^ 4( io^+3K^^3) ^
J .. v L - , ( 4 ^ + D 2 ' 4 ^ + 1 '

192 /^ 4- 7-20 /z3-^ 83-2 n1 + 342 ̂ +45 ^^ 6(4/^+3) ,. .,~|
( ^ / < 4 - i ) 2 ( 4 , ^ + 7 ) / ^ '+"TTT'Tr^"^)

9^^ -^^^
P^+Tp Û2_- / / ,,2/f+l^^(p2^1-^).

La courbe sphérique (a, p) ainsi obtenue dépend des deux arbi-
'traires réelles ou complexes K et K, ; comme a et j3 s'expriment
rationnellement en 9 et p , il en est de même de c, c\ c\ Inversement,
6 et p s 'expriment ra t ionnel lement en a, ^ et par suite en c, r/, 6t//; en

K"effet, on a d^abord 0 == —— ; l 'élimination de p entre les deux équa-
tions

Ap^1 -+- B/^2^-1-14- C/J ~ a = o,
(.6) 4(^-.i_^). K2

(P-a)-2

donnerait à la fois la relation algébrique entre ? et a et l^expression
de^> rationnellernent en [î et a; donc le genre de la courbe (ilb) est bien
celui de la courbe (6,^), c'est-à-dire n. Cherchons le degré de ('KI)) :
coupons par une génératrice a = a^ ; l 'équation

Ap4^1^ Bp^ 4- C/) ~ <ay= o
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donne 4^ -i- t valeurs de p, 8/1 4- '2 valeurs de Çp, 0) ou de p. Donc
chaque génératrice a de la sphère coupe (ni)) en 8 /2+2 p o i n t s ; cou-
pons par une génératrice [3 == ^o , on a la relation

4(^+l_ ̂  ^A/?^4-1-!- B/r-""»"1^- C^—,6o]2— K^ro,

qui donne 10/14- 3 valeurs de p ; on a ensui te

0 =. -————————K——————^— et a == Ap4"4-1 -h B/,^-4-14- Cp,po — ( A /^//4"1 -+- B/y2^ 4- (^ ) 7

donc chaque génératrice po donne icm -+- 3 p o i n t s de rencontre
avec ( i tb) , donc la courbe (ad/) est du degré 1871 +• 5 et n 'admet pas
l'origine pour centre ; comme point à l ' i n f i n i , la courbe (lil) ne pos-
sède que celui qui correspond à p==^, point de ramification de la
courbe (ô,/.»); le cône C, de degré iSn 4- 5, n'admet qu 'un cycle iso-
trope d'indice 2(18/^4- 5), de degré et classe égaux à 8/14-2; la
courbe (cl) est du degré 28/1 4- 8, nombre égal, puisqu' i l n'y a qu'un
cycle, à l'excès de l ' i nd ice de ce cycle sur le degré de ce cycle. J 'ap-
plique les formules (4 r) et (43) du Chapitre II (recopiées en tenant
compte que les quanti tés u, v qui y f igurent sont appelées ici a, j3) et
j 'obt iens pour la courbe (cl-)

9 Q ,, Qa
\ c ^ ( c < î — î ) • F - + - y . , c^—i^^-^-^—iai, c'= — 2 -g-— ^

ïy^Q . , ^0
c 4- te == ... 4- '>. a, " c — ic == — -.7- ?K y^-

x 4- iy a ^Q i /\,., q .7 I C 2 //)
C7) -47^ =.̂  4-ÎK-+ K^ ^^-KJ"^

ï_y;^___ r^^, .
4,^'r a,K îv.^ J

__ ^ ^ i _ ^ ^ - f^a^4-- fa^,
4 < T 4 2 K K\7 KJ

formules où f^a^doc, fo^a, f ô ^ a ^ a sont des polynômes entiers

en /?, tandis que Çy.dQet f^ dQ sont les deux intégrales dont le
calcul détaillé a été fait. Le résultat remarquable est que du premier
coup nous avons obtenu une courbe (-1) algébrique, de genre n arbi-
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t raire. Cet te courbe est imagina i re , ma i s conduit à des surfaces réelles
applicables sur le paraboloïde, algébriques, et de genre arbitraire-
ment grand. Cherchons de combien de paramètres de forme dépend
une telle surface, lorsque n est donné ; adjoignons à la courbe a, p la
courbe a< ===^a •+- (JL, [3, = À|3 -\- p. et et îectuons ensuite sur la courbe
a^ p , le déplacement réel le plus général. La subs t i t u t ion a^==Xa-t-[J^
p, = = X p 4 - ^ est manifestement la résultante des substi tutions
a ,==a4-^ , (3, == J3-4- [J. et a^ =='Xa, [̂  ==Àp. Je remarque que ai=='Xa,
p , = A p revient à remplacer K et K< par X K , "ÀK^ ; donc, en donnant à K
et, Ajoutes les valeurs possibles, on peut négliger cette transformation
(qui à défaut de nouvelle surface donne une transformation algébrique
de la surface en elle-même); d'autre part, une rotation réelle autour
de Oz permet toujours de supposer que la constante K est réelle;
donc comme paramètres de forme, il reste la constante réelle K, la
partie réelle et imaginaire de K^ et p. : en tout cinq paramètres de
forme. Notre exemple particulier donne pour chaque valeur de n deux
surfaces réelles S et S'algébriques applicables sur le paraboloÏde dont
la forme dépend de cinq paramètres arbitraires, abstraction faite d'une
similitude.

J ' indique les valeurs numér iques pour n ==-1 des divers coefficients;
je suppose encore la constante (A nul le et j 'ai, en posant^r/2^ = 4/?3 — [\p
suivant les notat ions de Weierstrass,

— [— 13 x ÔQ/r -4- i 2 [ o p ' ^ — 4o5/?] (3 -= a -+- -— ?

(i8)

C ir \ T - / F 6q/j5 5op3 "]f ce dQ = K, // u — -4— + —— — 9/? ,

fa2 dQ = Kï// u \ 69->li6f)^l.)_ 4 ^ i3 x 3:^8
J , L '̂")

55574 3o68 , 729 ,14- —__ p^ __ _^ ^4 ^_ L^.pî
4'> ^ o )

Quelle que soit la valeur de n, si K, K, p- sont réelles, pour des
valeurs réelles de p comprises entre — i et o .ou entre •+• i et -+- ce,
a, 6, ? sont réelles, de sorte que c et c" sont réelles, c ' imaginaire pure :
on en déduit que les surfaces réelles S et S' admettent alors zQœ
pour plan de symétrie; il reste trois paramètres de forme.
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3. Je signale en passant un fait intéressant : dans l'exemple (5), au
lieu de se donner à l'avance les coefficients A,, A^ ..., A^, on pour-
rait les considérer eux-mêmes comme inconnues; si l'on songe que

i
la subs t i tu t ion^ = pp,, 0 == p 2 Q ^ o ù p estime constante quelconque,
ne change rien à la courbe, on voit que l ' indéterminat ion des A donne
2 n — i arbitraires supplémentaires; les inconnues sont ces a n — i
arbitraires e t — î - 2 ? ...,--^_l^ il semblerait donc que l'exemple de plus

faible degré s'obtiendrait en prenant (m-h i)-4-(271 — i) == 4^ ou
m = in -4- 2. Mais alors il se trouve que le polynôme

4^2/^1 ̂ 3 Ai/.)2"--1--}- . . . - + • 2À2,,

n'a plus ses racines dist inctes, le genre de la courbe (ci) n'est plus
égal à 7i.

Par exemple, pour n = i , on peut écrire

1 //2 u = 4/?3 u —^pu — ^-3,
) a ^A/r+Aij^+A^+A.^,a == A p ' " -h A i

v l7/ 1 vrK
p^P ==a

A A \ °'3les inconnues sont —, —? —, ̂ |; on a quatre équations. Le calcul se
A A. A • ,̂ 3

fait aisément et le résultat donne ^ —- 27^ ==0, de sorte que l'on
trouve une courbe unicursale.

Cet exemple prouve, encore une fois de plus, que les prévisions
basées sur les nombres d'équations ou d'inconnues sont en général
insuffisantes; il prouve encore qu'il existe certaines relations d'iné-
galité entre le genre de la courbe, le nombre des points à l ' infini et
les entiers caractérisant les cycles isotropes.

4. Il est bien clair que l'on peut trouver bien d'autres solutions a
et ô de la question posée au paragraphe 2. Mais le fait remarquable est
que toute» les solutions donnent des courbes imaginaires. Nous

K'avons dit que l'indicatrice des torsions a pour équation pi — a == ^—.

et ^ 0 ̂ a, autrement dit f p—^— est une fonction algébrique; supposons
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la courbe réelle, posons ? === —? l'intégrale devient au signe près

/ —_—, Supposons aue l ' intégration se fasse le lon^ d'un arc réelJ i -h aa,i l t l & t)
de (i^); sur cet arc, en chaque point a et a, sont imaginaires con-
juguées; l'intégrale f -c^~c^- est une quantité imaginaire dont la

„ conjuguée est l'intégrale f -/—— prise le long du même contour ; il
y a contradiction, puisque la somme de ces deux expressions
est L(i 4- aa,).

Pour arriver à une courbe réelle, nous pourrions donc chercher
d'autres exemples issus du même principe, mais correspondant à une
relation ^ — a==F(a ,K) où F est une fonction algébrique de a dépen-
dant d*un paramètre K, avec la condition que ———- ne se réduise
pas à une fonction de la seule variable a. On aurait alors à exprimer

. , . . , , , r cla r Qda F y-da ,que les trois intégrales / rrr-—^—9 \ —^,—^—,) f ̂ -——— sont1 & J [F (a ,K) r - J [F(a, K)] 2 J [ F ( a , K ) J 2

algébriques, quelle que soit la valeur de K. Si l'on choisit une valeur
arbitraire Ko pour K, et si l 'on développe en série suivant les puissances
de K — K() chacune des trois difFérentielles, les coefficients des
diverses puissances de K — Ko do iven t être des différentielles algé-
briques. Or les exemples des courbes unicursales trouvées aux
Chapitres précédents, chaque fois qu'il y entre au moins un para-
mètre arbitraire, donnent des solutions de la question ainsi posée,
tout au moins en courbes unicursales. Si le genre de la fonction algé-
brique de a, F(a, K) s'abaisse pour certaines valeurs de K, on peut
prendre Fane d^elles pour valeur in i t ia le Ko. Mais il est bien clair qu ' i l
n'y aurait pas, en général, grand'chose à f c i r e r d e ce procédé.

5. La principale difficulté à surmonter pour trouver un exemple
précis de courbe à torsion constante algébrique est d'ordre matériel :
le nombre d'inconnues à choisir et le nombre d'équations qui les relie
sont en général trop élevés pour que nous puissions aborder la dis-
cussion. Nous savons qu'un dénombrement pur et simple est insuffi-
sant. Mais j'ai expliqué, dans le Chapitre qui précède, comment Fétude
attentive des exemples connus avant ce Mémoire, dus uniquement à
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M. Fabry, conduit .naturellement à un procédé régulier de réduction
simultanée du nombre d'équations et d ' inconnues. La théorie des
vecteurs périodes polaires et cycliques montre d 'une façon, in tui t ive
que les propriétés géométriques que possède eventaellement l 'indica-
trice (i*^), telles que symétrie plane ou axiale, axe de rotation,
réduisent considérablement le nombre des condit ions distinctes
obtenues en égalant à zéro chacun des vecteurs périodes. Un faible
effort d ' imagination va nous conduire à un type non unicursal et réel.

J 'obtiens la courbe (\^) par l'intersection de la sphère et d'un
cylindre unicursal; je choisis le plan ,r0y perpendiculaire aux généra-
trices de ce cylindre; (i i l») sera donc du tvpe e l l ip t ique ou hyperellip-
tique. Je puis encore supposer que zOcc soit le plan de symétrie ; j 'ai
à étudier trois intégrales cdc\ \ d ' d{e + ic"}, c^dÇc — i c ' ) dont la
première porte sur une fonct ion rationnelle, tandis que les deux
autres se ramènent Fune à l 'autre. Je supposerai encore que le cône C
n'a que deux génératrices isotropes etj'écris :

^ A(7^2 / A- l îw+At<7 ( 2 / /-2 ) / / ^+...-+•Ao/<„_^
C -1- l C' -== —-——————————i———;————————————"~—— 5

• / — A 4- A, g 1 1 1 -4- Aa^ -+-...+ A^-i g^-^
C — l C — / 2 / , _ i ) ; ^ - 7 î

c" — ^/(2/ /••^)^~^- aiç^-^-t- . . . •+•^^•4- i] \/~ AA^-i (y^ -^hq111 -h i )- ^ — — ^ .

<7

L'identité c2-!--^2 -(-c^== i donne

(21) (A.^-1-^ Ai^-2^- ... + As/,-i) (A + Ai^ + .. . -i-AaA-i^-1)
==s ^2//'-1 + AAâA-i (^ + bx +• i ) (^^-^-h â?!^27'-"3^-... + i)2 .

Dans ces formules, A, A,, ..., AsÂ-i? ^\, ^2» • • • » ^-u & so0!
3A quantités réelles; l 'identité (3o) fournit ïh— i relations entre
elles. L'entier r est premier avec w; l'entier w sera ou égal à i ou
supérieur à i.

Nous allons écrire que le intégrales f c d c ' y c ^ d ^ c ^ i c ' ) et

fç^dÇc— ic') sont algébriques; il est bien clair que je peux remplacer
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la première par

(\c—i€')d{c-^-ic')^ îi±-̂  -^i f c d c ' — c ' d c .

Or cette forme j (c — ic^clÇc-^r i c ' ) est avantageuse et donne la
condition
(22) [ ( 2 Â — — l ) 7 7 î — r ] A 2

+ [ ( 2 Â — 2 ) w — r]Aï-t- . . . -+- {m— /')A^_2—rA.^..^o.

De là résulte immédiatement que, pourla réali té (au sens vulgaire),
r doit être compris entre zéro et (2/1 — i)m.

Gomme le changement de q en -1- change c + ̂  en c — ic\ il suffit de

considérer f c ' d Ç c + i c ) ^ or, si cette intégrale est algébrique, nous
aurons

« (^^2^a1jr2A^3^ • .+^1^4" ï ) \ / ^ - 4 ~ _ ^ . y - ~ ^ i
A ̂ , !

^r+l^. 2

X j [ (2 /^—I)m—/• ]A^ 2 / À - l -4- [ (2^—2)w— ^]Al^ti//--2+...—rA2/,-lj

- ^(^+^+i)2 ^.^^), ^^o, , . ^=== .— / ——————^————— ^ Ai ̂  ~i- À2 ̂  -+- . . . + A^/^_4 ,
Ut/ J /(--.- 1

, ( ^ 2r/• 1

en posant </"=== .r et désignant par À^ Xa, ..., X^_,^ 4 A — 4 indéter-
minées. L'identité (^3) équivaut à
(24) (a?2A~2_^ ^^.2/^3^. _ ^ ^.^^_^i)

xj[(2^—î)^—r]A^2A-- l+[(2/^—2)w—r]A^^^-2+ . ..—rA^ij

^ 3^ ̂ + ̂  [Â^4/^+ ... + \^}

^^bx-^A\ ̂ 3^-^w—/>1À^4^54-...4-^^^

L'identité (24) ne fait plus intervenir que des polynômes entiers;
les 4^ — 4 coefficients A doivent satisfaire a [\.h — 2 relations linéaires
non homogènes, ils s^éliminent aisément et il reste deux relations
entre les inconnues du problème A, A^ ...A^^é, a^ ...a/^,. Au total,
on a donc trouvé, sans faire d'hypothèses particulières sur m et r,
2À4-2 relations entre 3h inconnues.Si donc h^4!, on peut espérer
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trouver des solutions à h — 2 paramètres. Nous pouvons remarquer
que la valeur m == i ne donne pas plus de conditions que les valeurs
entières de m supérieures à ï . Sur les 2À + 2 équations de condition,
les 2 A premières qui ont été écrites ne renferment pas les entiers m et r
et les deux dernières dépendent du rapport J—^ On peut considérer

la quantité — elle-même comme inconnue; dans le cas de h == 2, par
exemple, on aura donc, à cette condi t ion , six équations pour sept
inconnues; nous vérifierons que ces équations définissent une variété
réelle à une dimension de l'espace à sept d imensions , et nous choisirons
sur cette variété les points où •— a une valeur rat ionnelle . De même,1 m - . ,
pour h ==3, nous aurons une variété à deux d imensions d'un espace
à dix dimensions; nous verrons qu ' i l y a aussi dans ce cas des solutions
réelles.

Ces points importants seront élucidés avec tous les détails néces-
saires; donnons auparavant l ' indicat ion du degré et du genre de ('^),
G ou (JL), le nombre, le degré, la classe des cycles isotropes.

Je me borne au cas où o<<r<;(2À — i)m, puisque dans ce seul
cas on peut obtenir des courbes réelles. Je peux remarquer que les
échanges ' - , , ---;;•••

<7, /", A, A i , . . . , A.A-i, . — ; 1 ' ' :

^ ( 2 À — r ) m — r , Aa/.-i, Aa/^, ..., A , - i ' , . 11... ' "

ne changent manifestement pas la courbe; on pourra donc même se
borner aux valeurs de r telles que o <; r^f h —- -\m.^ ^ -\ ï )

On peut remarquer que la courbe (id/) symétrique de (ï)1)) par rapport
à l'origine s'obtient évidemment en changeant de signe A,A^ ...,A^^
et que ce même changement donne aussi la courbe symétrique de (^H))
par rapport à Oz ; ce changement de signe ne change pas le cône C ; ce
cône admet xQy et ^O^pourplans de symétrie commet), donc les
droites Oz et Oypour axes de symétrie; la droite Ox intersection de
deux plans de symétrie est donc aussi axe de symétrie de C [et de (itî>)]
et le planj'0^' est plan de symétrie de C*

Si m est pair, auquel cas r est impair, le changement de y en — y
fait correspondre à tout point (c^ c\ c") de (^b) un autre point

Ann. Éc. Norni., (3), XXXV11. — MAI 19^0. 1 7
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(— c, — c\ — c"), dans ce cas (ajl) et (itl/) coïncident. Le cône G, si m
est pair, admefc la rotation :L7r autour de 0.^; si m est impair, le cône C

admet la rota t ion — autour de Oz et cette rotation remplace (lil)
par (W).

Degré de (^l). — La courbe (^^/) du plan xQy ,;est unicursale,
et puisque o < ^ r < î À — ^ y m ^ elle est du degré (4^ — 2 ) m — 2 r ; la
courbe (ill) est donc du. degré (8 h — ^)m — 4r; C a ce même degré
si m est impair ; si m est pair, le degré de C est simplement
(/[h — 2)7/2 — 2r. .,' . . .

Genre de (i(î>). — Si m est impair, le genre de (^) est m, c'est aussi
celui de G et (et) : les courbes (^) ou (Jlo) correspondent biration*"
nellement à la courbe j2 == y(q2m•+- bq"1-}- i). Si m est pair, i l n'en va
plus ainsi; le genre de (^l) est alors m — i, car ('i(l)) correspond alors
birat ionnellement à la courber2 == ̂ m 4- bq"1^- i ; nous voyons qu'ici
la courbe (i)l) est toujours de genre impa i r . Supposant toujours
m pair, pour avoir le genre commun de C et (Jl) j'écris

c + i c ' __ q
c ^—^A^^q^'^Tn/^T)

A ^M-^m^. ^^^•ih-.îYm _^ _ __^ ̂ ^

Çl2//-2;m ̂  ^^t2//--T)'//,f'_^r~T^"-^^ *

Si m n'est pas multiple de 4? (2 A ~ i) '̂ est impair et ( 2 Â — 1 ) ^ — r
est un nombre pair, de sorte qu'en posant y2 == Q, À et ^ ne renferment^ ^
plus que le radical \/ Q^d- & Q 2 + i ; le genre de C et (JL) est donc
alors ^ — ï , genre nul si m == 2. Si m est mult iple de 4, en posant

- ^
y2^ Q,X et ^ ne renfermeront que le radicaly Q^Q^-î- èQ2 + i^ donc
le genre de C et <U) est alors m-^

Voyons maintenant les cycles isotropes : pour m impair, on a deux
cycles isotropes seulement, un pour q == o, un pour q === OD ; chacun
d'eux est de degré et classe (2^ — i)m — 2r, l'indice est (8 A — 4)w --4r;
le degré de (c't) est (i2À ~ 6)m — 4r.
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Si m est pair, multiple de 4? on n'a toujours que deux cycles, -un
pour Q = o, l'autre pour Q == co ; le degré et la classe de ces cycles
sont égaux à (2^ — i) ̂  — r, l'indice à (4Â — 2)m — 2r; le degré
de (JL) est (6À — 3)m — 2r. J'ai montré au Chapitre II (§ .1.3) l 'intérêt
de ce cas; bien que les cycles isotropes du cône G soient tous
d'indice pair, la directrice sphérique du cône C est indécomposable.

Si m est pair, non multiple de 4^ exception faite pour m ==2,
r= 2/1 — i, le cône Ça toujours deux génératrices isotropes seulement

. Q = o, Q == co (a? ±: iy --= o, .z = o), mais chacune porte deux cycles,————^———
car le radical qui intervient est |/ ÇT'-i- bq^ + i, radical .qui n'admet
plus Q === o et Q == .30 pour ! point de ramification ; chacun des
quatre cycles a pour indice à (2/1 -- i)m — r et a pour degré ou classe
- ( 2À — i J-^ — r , le degré de (cAo) est (6/1 — 3)w — 2z\ La relation

(2À — i)^-' — r = o n'est vérifiée, la fraction -/- étant irréductible, que
pour m === 2, r ==• 2/1 — i ; c'est le cas d'exception : dans ce cas, on a
toujours quatre cycles isotropes, portés cette fois par quatre droites
distinctes. L'indice commun des quatre cycles est 2Â — i, la courbe (<Â,)
est unicursale. Nous savons qu'alors, s i A = = = 2, i l n'y a pas de solutions,
Findice 3 ne pouvant être réalisé en courbes algébriques. Je donne un
Tableau récapitulatif :

w pair ' m = 2,
m impair, m rnuJtiple de 4" no'11 multiple de 4- r ^ r a / i — i.

Degré de (ill)),...... ( 8 A - 4 ) m ~ 4 / ' ^h-~^)m—^r ( 8 / / — 4 ) m - - 4 r 8 / ! — 4
Genre de ( lU>) . . . . . . . fn m — r m — i r
Degré de C . . . . . . . . . ( 8 // — 4)m — 4/' (4 // — 2)m — ̂ r (4 ̂  — '^} w — 2 /• 4 // — ;>,
Genre de G et (eAo)... w — — — i i
Degré de (X)....... (i%//--6)w-"4r (fi/i—3)m~-îr (6/i~-3)m — ar 3(//—.^
Nombre de cycles irio-

tropes... . . . . . . . . . '2 •2 4 4
Degré et classe de ^ j r ,̂  -i

chaque cycle. . . . . . ( ' ) J i — \)m— 9. r ( 2 // — i )— — /• - (a // — i ) — — /• i'î i [_ a j
Indice.............. ( B // — 4)m — 4 /' (4 ̂  — 2)7?2 — "2 /• ( 'i h — i ) m — /• -2 h — i

Au point de vue de la réalité, on peut remarquer que si tous les
coefficients A, A( , . . . , A^,_p a^ ..., a^_^ & sont réels, la projection de
la courbe (oïl) sur le plan ocGy est une courbe réelle (v) ; pour
les valeurs de q dont le module est égal à l'unité, c et c' sont réels
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ainsi que c^2; il faut encore que c"2 puisse devenir positif. Or on a, en
posant q === e^y
0'^== — AA 2/^_i ( b 4- a cos m 9 ) [a cos ( h — i ) m o? -}- 2 <??i cos (A — 2 ) m q? 4-... ]2.

Dans le cas où b2^ 4 et AA^_i& ^> o, c"2 est toujours négatif pour les
valeurs de y réelles, alors la courbe (ajl) est imaginaire, mais réelle au
sens de M. Goursat. Dans le cas où lr^> 4 e t A A ^ _ i & << o, la courbe
unicursale (c, c') du plan xOr est tout entière à l ' intérieur du contour
apparent de la sphère x^ 4-y2 4- ^ = ï sur le plan x0y, la courbe (1(1)
est réelle (au sens vulgaire). Dans le cas où b2^ 4. la courbe (^^')
serpente autour du cercle ^-{-y2 == ï , la courbe (i(^) au point de vue
réel se compose de m contours fermés se déduisant de l 'un quelconque
d'entre eux par une rotation de l'angle — autour de Oz répétée
ï, 2, ... fois. La courbe algébrique (<A)) se compose/également de
m contours fermés.

Au po in t de vae des surfaces applicables sur le paraboloïde, nous
obtenons toujours dans ces t ro is cas des surfaces réelles à centre,
ayant les trois plans de coordonnées pour plans de symétrie.

6. Je dois ma in t enan t justifier tout ce qui précède par un exemple
précis.

Nous avons vu que pour h = 2 nous avons le cas le plus simple :
six équations à six inconnues. Ces équations dépendent de la frac-
tion-7-; il est pratiquement presque impossible d'en faire la discus-

sion quand "?-est quelconque. Mais pour r= r , w = = i , la résolution
se simplifie et l'on t rouve explicitement une solution, malheureuse-
ment imaginaire. Cela m'a obligé à une discussion assez longue pour
mettre en évidence des valeurs de — pour lesquelles on peut affirmer
l'existence d 'une solution réelle. J'écris les équations de (il^)

A q'^1 +• B q^1 -4- C q " 1 •+- I)——————————————————,
^

\ -h-B^-h Cy2^ -^Dr/'^'
^5) ^—<c-——————^^——————,

, _ ( gîrn ̂ , ̂ n ̂  ^ ) ̂ /rrAT)77i;;̂ ^^

;!///

^
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Les relations fournies par c2 4- c/2 4- c"2 == i sont
1 ( A C 4 - B . D — A D ( ^ 4 - 2 ^ ) : = o ,

('26) ' A B 4 - B C + C D — A D ( ^4--2^/4-3):== o,
( A'-^B^ C2+l.) î î—I—AI)(ô2^-r- 2^+4^)=o.

D'autre part, nous avons rappelé que (iu>) est inaltérée par les
échanges

A, B, C, I), r, q,

1), C, B, ,A, 3 m — r , ~,
'7

et cela condu i t à poser r= ô m ~~ p ou p == 3m — sr, de sorte que p
et w seront des entiers de même parité, premiers entre eux s'ils sont
impairs; s'ils sont pairs, m et^ seront premiers entre eux et de parité

différente. Je poserai ensui te /'==^ == 3 — 2 î- et la relation fournie" m m
par f(c — ic^dÇc -+- îb') est

(27) (3-4- / )A 2 -4- ( I+/ )B 2 +(/~i )C 2 +(/~3) lP=o.

En écrivant ensuite

Ç c " d ( c + ^>/) =: ̂ AÏÏ (^4-^+ i)^(/.^4- ^.7^ "^ 4- ̂  ~ 2 m + p^ " / ,

j 'obtiens l ' identité

(28) (^-^-6^+ï)[(3m+^)A^34-(m•+-/?)B.y2-^(/?—m)C.r+ (p— 3w)D]
^ 3m(2.r:^-4- ^z-) (À a;3 4- ^.z>24- v.r 4- p) 4- (.r^- <r/.2? 4- s)

X [^ÀcT^ (p — aw)^..^^ (/? — 4^)^-^ -+- (p.— 6m)p].

Les inconnues ^, p., v, p qui ne jouent qu'un rôle épisodique s'éli-
minent aisément : dans (28) on égale les termes enx'" et^\ d'où À, (JL,
puis le terme en x et le terme indépendant, d'où p et v. En égalant
ensuite les termes en x^ et x2 et remplaçant 'À, p., v, p par les valeurs
déjà calculées, on obtient les deux équations prévues qui se déduisent
l 'une de Pautre par le changement de A en D et inversement, de B en G
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et inversement, de y en — f : .
/ [^(î+/)(6-+-/)-(i-h/)(3+/)^-6(44-/)]

x(3+/)(4.~/)(6-/)A
4- [/.(2 +/) (6-/) - (2 +/) (3 -f)d}

(2q) / X(3-/)(4+/)(64-/) I)<

+ [(^ +f)d-b((, +/)](!+/) (6+/) (4 -/) (6 -/)B
+ 6(r -/) (4 +/) (6 4-/) (6—/)C ==o,

[^(, ̂ .f) (6 4-/} - (2 -/) (3 +/) cl] (3 +/) (4 -/) (6 -/) A.+. ..== o.

7. J ' i nd ique en passant la résolution qui est très simple pour
m == î , r == i, d'ôùj.» == l y f = i. Les deux équations (29) sont alors

(3o)
( ^ ^ _ 4 ^ _ i 5 ) ^ ^ _ ^ ^ ^ _ 5 / ^ ( 3 _ _ D) ^o^
(7^ — 4^).A. -h 21 (B -—I)) -^ o.

La première se simplifie a isément-au moyen de la seconde et devient
( 3 ï ) i 3A.= :7 (26-7 '4 -ô ) ( l )—B) ,

et comme on suppose essentiel lement A =^= o, l 'élimination du rap-
, B - D ,port —.— donne

(3s) (^^^d)^b--4cl)=:36.

L'équation (27) est devenue
(33) . aA2:^])2-^2.

Je remplace cette équation (33) par celle que l'on obtient en divisant
membre à membre (33) par (3ï), d'où l'on déduit

(34)
A D + B " D—B
6 "~" 7(^-4- ici} "" [ " 2 (7^—4^ )1

le dernier rapport s^obtenant par la seconde équation (3o).
Entre les deux premières équations (26), j 'élimine C ^ d ^ o u

A . 2 B + ( B + D ) [ ( 2 Ô + ^ ) A Ï ) - B D ] = A 2 D ( ^ 4 - 2 ^ + 3 ) ;

dans cette équation je remplace A2 par —^l—.y le facteur B-l-D est
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alors en évidence, il n'est pas nul puisque A n'est pas nul , donc il
reste
(35) B(D — B ) 4- 3 l ) [ (2Ô + d)A. — B] = D ( D — B) [<^4- 2 bd-+-3],

et dans cette équation (35) je peux remplacer A, B, D par les quantités
proportionnelles 84,, 35 b 4- 106^,9(7 h 4- îod) tirées des rapports (34),
on a ainsi
(36) (35& -+- io6<Q.(i4^ — Sd) -4- (63A 4- 90^) [ i 3 3 b — ̂ d]

=:(63b-+-c)od)(i^b— 8d) f^2-4- 2^4- 3"].

En vertu de (32'), les termes du quatrième degré en b et d dans (36)
se réduisent au second, degré et l'on a Inéquation homogène et du second
degré en &, cl:
(36') (3^b-+-io6d)(î^}—8d) 4" (63 b 4- Qod) [igb 4- 2<"l=o.

La forme (367) permet de voir aisément que b 4- ^d est en facteur ;
cette quantité ne peut être nul le , sinon en vertu de (3i)A serait nu l ;
donc, ce facteur ôté, il reste deux équations pour calculer b et d:

(37) ^Z- îl, (^4-^)(7^-4^)=36;

•i, , , TL ' l^7 7 X ^l-1
d ou, en posant pour abréger m == -.7— == / g.^ :

6/ 6 /ni

/(2 m 4- 0 (4 rn — 7 y(2 m + ï ) (4 ̂  -— 7 )

, 7 0 ^ ] ^ ( 354 - io6m)^ . ^ q ( 2 ^ m — i 3 3 ) ( row.4- 7) ,
, '>° ) . !:> == ———•„, ,_,- — „ -———— A ^ L ==- '•——-•;————————:—————-— A,

i4 ^(-2/^4- i )^4m—7) i9b(2m 4-i) ( 4 w — 7 )
9(7 4- ï o m } i .

j/ ^=2 ————.————.-.,.,, , ..„,„.„,„,„„„„„..,_ , „„.„,„ .̂  ————. A,

i4 v72771 + 1 ) (4^ — 7)

En portant ces valeurs de B, C, D, b, d dans l 'unique équation non
encore employée A2 4- B2 4" C^ D2 — r — AD(é^<^4- 2^/4- 4^V="= <-^
on a une équation qui donne A. D'ail leurs on peut déduire des trois

' équations (26) la combinaison évidente
( A — I C ) 2 4 - ( B — . D ) 2 — ! — A I ) & 2 â f = : û ,

qui est plus commode pour calculer A ; en posant ;JL = ~|̂  ===== w? on a
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aisément

. . r (4i^ 2— 1 2 3 2 ^ . — j 43 )2 4 ( 4 ^ — i)2 36 x 27( ï - t - io^)m1
' 9 / [_ I 6 ( 8 / ? ^ - 2 — I o m — 7 ) i i 87^—10^1—7 (8m2— iom— 7)^ :i.

On vérifie aisément que le mul t ip l i ca teur de A2 est négatif, car cela
revient à
(4o) ( — 4 ï 2 ^ 2 4 - I 2 3 2 j u l + I 4 3 ) 2 — 6 4 ( 4 ^ — I ) 2 ( 8 m 2 — l o w — 7 )

— 36 x 27 x 16 x (i + 10 ^j.) m <;o.

L'inégalité (4°) se vérifie aisément; en tout cas nous avions besoin
de vérifier que le premier membre de (4o) n'est pas nu l , afin d'être
sûr que l'équation (3g) détermine A au lieu d'être impossible; or ce
point îsolé est facile a établir sans calculs, car en remplaçant m
par 7^. le premier membre de (4°) ^s't un polynôme du quatrième
de^ré en a à coefficients entiers, n'admettant certainement pas ;—

û o H,

pour racine, car le terme en a4 n'est pas divisible par 334 et le terme
constant n'est pas divisible par 241.

Nous avons pour A une valeur imaginaire pure; B et D sont réels,
A, C, b, à? imaginaires pures. Posons A=^?"Ai , C = = i C i , b = - i b ^ y
d == id^ et donnons à q une valeur imaginaire pure q •==• iq^ on aura

, , ^_A^-B^-C^+D /(A.-hBf/^C^t-D^)
C —r" «' (•' —— —""————————'"—"'"————~~~—~"—————' 3 '-' •"""' l G —— '"———————————————~~î——~~———"————— y«7i —q{

de sorte que c sera imaginaire pure et c ' réel ; cela prouve que le
cylindre F projetant (i(1.)) horizontalement a pour conjugué un
cylindre T1 symétrique de F par rapport au plan y O z " , or nous avons
signalé que (^L), admettant xOy et. xOz pour plans de symétrie,
admet Ox pour axe de symétrie, ce qui entraîne que C admette yQz
pour plan de symétrie : donc les deux courbes (^l) et (ijî/) suivant
lesquelles C coupe la sphère sont symétriques l 'une de l'autre par
rapport au plan y0z^ et le cylindre projetant (iil/) sur le plan ocOy
n'est autre que T1; il résulte de là que (i)1)) et (i(i/) sont conjuguées
l'une de l'autre, donc le cône C est réel au sens de M. Goursat.

Les surfaces réelles applicables sur le paraboLoïde déduites de (ifb)
sont donc à centre; elles admettent les trois plans de coordonnées
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pour plans de symétrie, les trois axes de coordonnées pour axes de
symétrie.

La surface min imaMo est imaginaire.

8. Nous venons de trouver une courbe algébrique de genre i,
malheureusement imaginaire. Elle nous donne néanmoins des résul-
tats intéressants : elle est imaginaire, mais réelle (ç). Cela entraîne
que pour- /- suffisamment voisin de i le résultat subsiste, avec toute-
fois quelques modifications, si m reste impair, suivant que r est pair
ou impai r ; il suff î t dans les équations (26), (27), (29) de remplacer
A, C, b, à par iA^ iC^ ib^ t d ^ pour avoir un nouveau système de six
équations à six inconnues A,, C < , b^ d^ B, D à coefficients réels
dépendant de la fraction -'- et ayant une solution réelle d'ordre de

multiplici té égal à l 'unité pour î- • = = i ; d o n c , p o u r — voisin de Y unité,
on aura encore des solutions Ai, C < , b^ d^ B, D réelles; remplaçons q
par jq^ où j est une racine de/"== ^ multiplions c + ic1 par f
et, c — ic/ par /-/', ce qui revient à faire une rotation réelle autour
de Oz ( ro t a t i on de l'angle /-IÏ- si /^cos-^- -t-z'sin-31-) et l'on a\ ° 2 m v a m i rn /
alors :

, ^ __ A ,q\m — B <7î/rt— Ci cr -4- 1:) , . , _ ^-}-ïïqm-C,€/ïm--l}q3m

C 4- i C :— ——————————-~——————————— » 6' - i C — 3m-r-——————— •
Cl 7 1

On voit alors que si y, a u n e valeur réelle, c est réel et c1 imaginaire
pure; il en résulte que dans sa nouvelle position la courbe (iil>) a pour
conjuguée la symétrique de (iil>) par rapport au plan xOz; en revenant
à la position primitive, la courbe (-ui) et sa symétrique (ii^) par rapport
au plan - == t an f f f /-TC-} soni comuffuées; or comme (ii^) est à elle-mêmer x Q \ 2 m / " D N /

sa symétrique par rapport au plan xQz^ on peut dire que (i^,) dérive
de (ni)) par une rotation de l'angle ̂  autour de Oz. Or supposons
m impair de sorte que (il1,)) et (^î/) soient distinctes : nous savons
qu'une rotation de l'angle n- autour de Oz applique C sur lui-même,

mais (i(iï) sur (id/) : si r est impair, cette rotation de — répétée rfois
A-nn. Éc. Norm , ( 3 ) , XXX VII. — MAI 1920. ï8
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coup sur coup appliquer) sur (i(î/) : (i(i/) et (ii^) coïncident, le
cône C est réel Cç), et la surface minima M^ est imaginaire. Si m est
impair et r pair, cette fois (i(^) coïncide avec (11^), le cône G est
encore réel (Cj'), la surface minima M(, est réelle au sens vulgaire.
Les surfaces applicables sur le paraboloïde déduites ainsi de ces
courbes (u1)) particulières, pourw impair , sont à centre, quelle que
soit la parité de r.

Pour m pair, les résultats changent: (ii^) et(ii1./) sont confondues,
la rotation ^autour de 0,z est la plus petite que G admette; cette fois

le p lan— == tang-"- et tous ceux que l'on en déduit par une rotation

de ~ autour de Qz sont m plans de symétrie pour chacune des deux
surfaces applicables sur le paraboloïde dédui tes de (i(^); ces deux sur-
faces n 'on t plus de centre.

On verrait de même que si pour certaines valeurs de — on a une
solution où B, D, h, d sont imaginaires pures et A et G réelles, le
cône G est réel (ç) si m est impair ; cette fois si r est pair, (K')) est
imaginaire, mais a (il1/) pour conjuguée, et si r est impair, ('i(^) est
à elle-même sa conjuguée. Si m est pair, G est imaginaire sans être
réel(<?).

9. En dehors de ces résultats intéressants par leur application aux
surfaces applicables sur le paraboloïde ou aux surfaces minima, la
discussion faite pour m == i , r == i nous prouve que les six équations
en A, B, G, D, 6, d sont compatibles, sauf pour des valeurs exception-
nelles de ^; A, B, G, D, &, d sont des fonctions algébriques de J- ou
de/; ces fonc t ions ne peuvent avoir d'autre singularité que des pôles
ou des points cri t iques algébriques. Or nous connaissons une valeur
de /, à savoir /== o (d'où m = -2, r == 3) qui est sûrement un pôle
(et peut-être en même temps un point critique) des quantités A, B,
G, D, 6, rf, car pour ces valeurs de m et r on tombe sur te cas d'impos-
sibilité, en courbes algébriques, de cycles isotropes d' indice 3. En
regardant A, B, G, D, ^, d, /comme les coordonnées d'un point d'un
espace à sept dimensions, les six équations définissent une courbe
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algébrique de. cet espace; il est certain à l'avance que cette courbe
a toutes ses branches réelles, s'il y en a, comprises entre les plans
f= 3 et/ '=—3, en raison de la forme de l 'équation (27). Il s'agit
maintenant de trouver par un moyen quelconque un arc réel de cette
courbe, sur lequel nous nous bornerons aux valeurs commensurables
de/. Il est naturel d^étudier les points correspondant à / = = o ; o n
aperçoit assez aisément que si l'on fait le changement de variables
d='i+ d\ b = 2 + //, ^ == 3 + B7, ^ = 3 + C/, ^ == i 4- D^ ^ = a,
le système transformé aux inconnues a, B7, G7 , D^, b1 et ci1 admet pour
f= o la solut ion a === B'= (7== ' D ' = b1 = d1 = o, mais -en é tudiant
par les procédés réguliers le p o i n t a insi obtenu, on reconnaî t que c'est
un p o i n t isolé d'ordre 12.

Si l 'on essaie d 'é l iminer un certain nombre d ' inconnues , on se
heurte a des diff icul tés de calcul inextricables; le procédé le plus
simple consisterait à résoudre en B et C par exemple les deux équa-
t ions (29) de façon à avoir B = = A A •4- [J.D, C == ;J^A+ X , D , À, p., X ^ , u^
étant des fract ions rat ionnelles en &, d,f; en portant ces valeurs de B
et G dans les deux premières équations (26) et l 'équation (27), on a
trois équations linéaires et homogènes en A2, AD, D2 qui par élimina-
tion du rapport . -donnent deux équat ions simultanées î{b,d,f) = o,
<1>(6, d^ f) = o que l'on pourrait regarder comme résolvant laquestion
ou peu s'en faut; ce calcul d 'élimination de .- donne en même temps

— = G ( & , r f , / ) , G étant une fraction rationnelle en b, d\ f; donc
A ' •
"D F'
- = A 4- u.G, - = u^ -+-^ G et, en utilisant la dernière des trois
A • A.

équations (26), on aurait
r

^^ "l 4- (À-+- ^.G)2 -4- (Àid -h-^i)2-!- G'2— G(^/-+- 2^4- 4^ ) '

De la sorte, les deux équations F == o, $=0 représentent dans
l'espace b, d, f une courbe et il ne faudrait garder de cette courbe
que les arcs réels où A2 est positif; on peut voir que les calculs indi-
qués sont praticables, mais que la discussion complète qui consiste
à savoir si cette courbe (&, d, f) est réelle ou non est inabordable,
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et a fortiori inabordable de séparer sur cette courbe les.arcs donnant
des courbes (cl.) réelles. Les arcs négligés correspondraient alors à des
solutions où b, d sont réelles, A, B, G, D imaginaires pures pour
certaines valeurs convenables de — 3 et cela donnerait lieu à unem
discussion analogue à celle déjà faite : cette fois (i»1)) et (i^7) seraient
conjuguées, quelle que soit la parité de m ou de r, déserte que le cône C
serait imaginaire, mais réel (ç), et les surfaces applicables sur le
paraboloïde seraientréelles, à centre. Mais srw est impair, (id)) et (W)
se trouvent être distinctes et conjuguées, donc la surface m i n i m a M o
se trouverait imaginaire; si m est pair, (in>) et (i(l/) étant confondues
et conjuguées, la surface min ima M() se trouve être cette fois réelle
et en même temps surface à centre.

Les explications qui précèdent sont nécessaires pour comprendre
pourquoi j'ai adopté la marche qui suit, malgré la longueur apparente
des calculs.

10. 11 y a une valeur remarquable de d^ c'est la valeur d === 2. Si, en
effet, je me borne aux équations (25) déf înissantunecourbesphér ique,
moyennant les trois équations de condition (26), pour f/== 2, cette
courbe sphérique se décompose en deux courbes sphériques unicur-
sales et par suite nous savons que les coefficients A, B, G, D, b restants
doivent s'exprimer rationnellement au moyen de deux arbitraires.
Pour trouver ces expressions de A, B, G, D, b, qui sont indépendantes
de m et r, supposons par exemple w = = 2 , r== i , auquel cas nous
avons une courbe sphérique

(4i)

A^-4-Bç^ c ^ a ^ j ) . ^ ^^ ,v-+-B^24-C<74-4-.D<74

^ ^——.————— ^ c1.— ^ 0 — ——————-~—-————»-— ^
<y ç5

,_ y^ AI) (^4-1) (r/4 -4- ̂ -n)
'"-"———?———

admettant l'origine pour centre, les points symétriques s'obtenant
pour les valeurs q et — y, et le plan œOz comme plan de symétrie q
en ^-5 et ne possédant que deux points à l 'infini dans le plan horizontal.

Nous savons qu'alors, si l'on pose a == c ̂ ^ et (S === •^-^^-^ on pourra
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écrire
^-{-A^+B^/^-Ct ft -^L ^A^-4-Btf / 2•+ C^73

L ^ + B i ^ — C i Ç 3 5 tj ' ^ ^--Ai^-h IV/—Ci
/ / , ^ \ / y _ a ^ ' ^i^ ^ -'"IV ' '-Jl ^ _ • • ' ^\^ • - i^ • - i^
( s ) ^ , -A^+B^—C^3 5 ^""^ ç^A^+B^-Ci

avec la seule relation B( 4- A, C, == o. En calculant c 4- ic^ c — îY, c"
et comparant avec (41)? on a

A=-————————. B^-^.^^^.
(I+A;)(I+C^ ( i+A; ) ( i+Cf ) '

;4.) ^^A 'C•^C--2L "= -cî
( I +A^ ) ( I+C Î ) ' ^ ) + A ^ ) ( i + C t )

-)•^=-A,C,+ ^ — A î — i

Je dois rappeler que j'avais six équations, à sept inconnues, à
résoudre; ce sont les équat ions (26), (27) et (29); les inconnues
sont A, B, C, D, b, d, /. Les trois équations (26), quand on y fait
d= 2, admettent la combinaison (A — B -h- C — D) 2 — i= o qui peut
remplacer l 'une de ces trois équations, la dernière par exemple.
Suivant que l'on prend A — B '-+- C — D == i ouA — B + C — D =-= — i,
le système des six équations, où l'on a fait d = 2, se décompose en
deux systèmes de six équations à six inconnues; si une solution
A, B, C, D, 6, /de l'un de ces deux systèmes correspond à des valeurs
finies de A, B, C, I), cette solution n'appartient pas à Pautre système;
donc, pour avoir l'ordre de multiplicité de la solution trouvée, il est
bien légitime de garder les deux premières équations (26), de prendre
l'équation A — B -+- C — D = i, et d'y ajouter les trois équations (27)
et (29), puis d'apprécier l'ordre de multiplicité sur ce nouveau sys-
tème de six équations. Les formules (4^) permettent alors de ne
conserver que les équations (27) et (29) en remplaçant A, C,B,D, &
par leurs valeurs en A< et Ci ; à un système de A,, C^ correspond un
seul système pour A, B, C, D, 6; mais à un système A,B, C,D, b donné
correspondent deux^ systèmes (A^, Ci ) et ( — A^ — C ^ ) : en effet, on a
C; == — -? i +A'f == —rîî équations qui donnen tA^ etC^, laformule
qui donne B par exemple montre ensuite comment associer les
valeurs de C< à celles de A ^ . Donc les deux systèmes (A^C^, / )
et ( — A i , — C^/) sont équivalents : j'ai dit que je ne gardais que
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trois équations, à savoir (27) et (29) en A^ C,,/; l'ordre de multipli-
cité d'une solution (A^ C^/) sera, d'après ce qui précède, celui que
nous devons conserver si A^ et G, ne sont pas nulles toutes deux et si
A, B, C, D sont finies. Quant à la réalité de A, B, C, D, &, /, il sera
nécessaire et suffisant que/soit réel et que A, et C\ soient ou réelles
ou imaginaires pures toutes deux. D'autre party nous devons encore
nous rappeler que le changement de/en —/, de A en D et de B en C
laisse la courbe (oi)) inaltérée et que le changement simultané de signe
pour A, B, G, D remplace (n1)) par (^/); donc le changement de (^
en ̂ î qui remplace A par — D, D par — A, B par — C et C par — B
et laisse b inaltéré, ne donne pas de courbe nouvelle. Cela conduit
à poser C^ — jr =u^ C^ 4- — .= ^, de sorte que b ==,— A^ u — A2 — i

1-4 LI - l

et l'équation (27) devient

(43) /==<- 3 ^ — 4 A ^ + A ^
(u2-^ a) (i -h. A } ) -h8A^-- 4A3^

La première équation (29), où je remplace û?par 2 et A, B, C, D, b par
les valeurs (4^), donne
(44) (34-/)(4-/)(6-/)

x[-^(i+/)(6+/)+4(i+/)(3-h/)+6(4+/)]^
+[^(^+/)(6-/)—3(â+/)(3-/) ]

x (3-/) (4+/) (6-h/)A + [â(i+/) - ̂ (4+/)]

x (i-h/)(6 +/) (4 -/) (6 -/)A^2 4- ̂

~ 6(1 -/) (4 +/) (6 +/) (6 ̂ })A,(A,C,- 2) = o,

équation que j'écrirai en abrégé

(45) ^-[a/5+|3/^y/3+^/2•4-£/-+ÇJ
l+ay54-P //4+7 //34-(î //2+87•4-S^

^ Ci [aV5 + P^/4 -+- ff^ + oV2 + £"f + ̂ ] = o, .

a, [3, . . . , a / , . . . , a7 ' , . . ., ^/ ne renfermant que A/et b, c'est-à-dire
finalement que Ai et u. La seconde équation (29) se déduit de celle
que nous venons d'écrire en remplaçant C^ par '—^ et/par —/ c^st11 • - , , - 1 - . , 1 ; . , , „ . C i ! , . ,
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donc :
(46) C, [a/3 — (3/^ 4- y/3 -h ô/2 4- £/ - Ç]

^ 4- a'/- - (37"^ + y73 - ôy2 + £7 4- ^

4- ̂ [ay-PT^yy3- ÔV-4- £7'-^]=o.

En ajoutant efc retranchant membre à membre, on forme deux combi-
naisons plus avantageuses :

<,[(a 4- a^/^4- (y 4- f)/3^ (s + ̂ )/J

- u [(P - p^)/^ (ô - â^ + Ç - ̂ ] 4- 2(^7-4- ô^+ Ç^ = o,
(47) \

- ̂ [(a- a^)/^ (y - f)f3^ (s -e^)/]

f + ^[((34-P / /) /44-(ô+ô / /) / ^+Ç+Ç / / ]4-2(a / /5+y73+£ / / ]=o.

Si je remplace a, ? , . . . , a ' , . . . , a" par leurs expressions développées
j^ai aisément :

a 4-^/=:(!-+- A ' 1 ) ( 3 - + - A ^ +A^),
. ( 3 -P y =(3+A t ) (3+A î4 -A ,a ) ,

y + y^—52(a 4- a'7),

(48) à- ô'^-o^^p-p"),

£ 4- s^ 676(0 4- a"),

Ç-Ç / /=576(p-p / / ) ,

(3 /=:2A^(34-A^4-A^), ^^—ôa^, Ç /.=576(3 /.

La première équat ion (47) prend une forme très simple, en rem-ar-
quant que/4 — 52/2 4- 576==(/2- 16) (/2 — 36), à savoir
(49) [ (A- ï4- l ) /p~«(At4-3)^4AJ[34-A l f4-Al^[ /—36][ /^- r6 : l= :o .

La seconde équation (47) prend une forme moins simple, on a
a— ̂ ==(A'î 4- 3) (3 4- A't 4- Ai ̂ ),

? 4- (S'^ (î 4- A j ) ( 3 4- A? 4- AI^) — (24 -+- l6A.j 4- 4.Ai ̂ ),

(5o)

y — y ^ = _ 5 2 ( a — a ' ) 4 - i 2 [ j 2 4 - 4 A ' t 4-Ai«],

o-+-o /=:—52(I4-Aï)(34-A't4-Al^)-( I64-4oAi4-IoAl«),

•E'— £^=:576(a—a / / ) - -J44[ I64- I2A^4- 3Ai^],

Ç 4- ^=== 576(1 4- A'ï ) (3 4- A? 4- Ai ̂ ) — 576(4.Aî 4- Ai M), •

- a^-aA^ 4- A^z 4-A^), y^—ôaa^ 72Ai,

. ' ^ . • £ /==576a r— 72 x36Ai';. . •
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donc cette équation prend la forme

(5i) [^.(A' i-^.3)^/+^(ï+Aq ï)+4At/]
^[S+Aî+A^n/^^en/2-^]
^(A.^^An^-^K/2--^)
+I3[I2At-^(4At+Ala):|(/2--36)-•24(( ; /+6^)(/2—J6)=o.

Nous devons donc prendre les trois équations (43), (49)» (5 i )
en /, A^ Ci et tâcher d^en avoir une solution numérique, dont on
doit aussi évaluer l'ordre. Comme l'équation (49) se décompose
en quatre facteurs, il suffira de prendre l 'un de ces facteurs
3 + A^ 4-Ai^== o; pourvu que la solution des équations (43), (5i)
et 3 + A ^ + A ^ = = o n'annule aucun des trois autres facteurs
de (49)» l'ordre de mul t ip l ic i té pourra être évalué sur ce système
simplifié (43), (5i) et 3 - 4 - A ^ •+-A^ == o. Remarquons que
3+A^ -h Ai u -== o donne b ==2; en tenant compte de cette équation.
je remplace u. par — —..—l; l 'équation (43) devient

(^ ' /•- ,A 9 ^ 3 A ^ 7 A ^ A j(J2 ) •/ -^ ( Al 9 -h 8A f 4- 3oAÎ -h r 2^ -4- AÏ

Comme p2-^ ^2 4- 4 == 1 4" A ' / l '+' , si je pose A^ == .T, j'auraiAi

(^\ ^_ ( i+ . r ) (94-^) (9 4-3^4- 7^4-^3)2

v / •/ ~~ (94-8^+3o.r2+I2.z l 34"^4)2

2 < À 2
En tenant compte de u == ——.—, l'équation (5i} se simplifie

beaucoup; en remplaçant/et/2 par les valeurs (52), (53), P se met
en facteur; je remarque que v =o entraîne C == £?*, u === 2£ï , où £ == ± ï,
puis A^ =-= — 3ti ou A, = £ i, /== o; c'est le cas où f = o, b =-= d = 2

R ret où A, B, C, D deviennent infinis; -r tendant vers 3, - vers 3 etA A

~ vers ï ; pour un tel système. A, B, C, D étant infinis , une remarqueA
antér ieure prouve que l'ordre de multiplicité de cette solution pour
les six équations primitives est nécessairement pair; j'ai d'ailleurs
signalé sans démonstration que le point à l ' infini correspondant sur
la courbe (A, B, C, D, 6, d, /') est d'ordre 12 et isolé. Si donc je
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supprime le facteur v, l 'équation (5i) devient une équation en x :
(54) (3^-h 18^—9) (9 4-3.r4- 7^24-^'3) (9 -4- Sx 4- 3o .y2 4- 12 ̂ 3 4- ̂  )

X [(.r 4- i ) (^-+- 9) (9 -+- 3 A'4-7.r^ .r3)2

— 36(9 4- 8^' 4- So^2^ is.r3-)- ^4)2]
4- 2 ( 9 4- 3 .&• .+-7 .•r;2-^- ^•3 ) [ 6 ( 3 4- x ) ( g -4- 8 .r 4- 3 o a?2-!- A 2 .z'3-!- A'4 )

-r-(^ 4-l) (^-4-Q) (9-4-3.T-1-7 ̂ â 4-^;î )]

X [{x 4- l ) (^4-.9j (9 + ̂ x '+" p-^24" A'3)2

— 1 6 ( 9 4- 8.r4- 30^4- l2^34- ^4)2]
-{- ( ^ — i ) [(.y-4-i)(.^4-Q) (9 -)- 3.r4- 7.z?24-^3)2

— 4 ( 9 4 - 8 ^ 4 - 30.;̂  4- î a.r34- ^)'2]
X [(^ 4- î ) (^ 4- 9) (9 4- 3.T --}- 7^2 4- .2-3)2

— 36(9 -+- 8.r4- 3o^24-ï2^34-.r•' l•)2] =0.

L'équation (54) admet encore le facteur ( x 4- î ) {x-^r 9), comme
on le voit, en groupant les termes qui ne cont iennent pas explicite-
ment («T 4- î ) {oc 4- 9) en facteur, à savoir
12 (-9 4- 8 .a? 4- 3o^4- ï^r^ x^Y\_\9.{x—î) (9 4- S.x -+-ïox2-^-lia'3-}-^)

-- i 6 ( 3 4 - ^ ) ( 9 4-3^4-7^24-^3)
— 3 (3^4-18^7—9) (94-3.r4- 7^2 4-^3)],

la quantité entre crochets étant égale à
^ 4^1) (^.4-g) [—33 — 3Q^—3i^24-3^ 3 ] ;

et après quelques réductions simples telles que
3^2_{_i§^._g_^ i a ( 3 4-^) s3(.Z- 4-1) (^-+-9)

OU
3 (g 4- 8^4- 3o.^•24-I2^3~^^ /-) 4-(9 4- 3.r4- 7^24- ^ 3 ) ( ^ 4 ~ I )

^ 4 ( 9 -+- 9 ̂  -+- 25 ̂ 2 4- î r .r3 4- .a?4 ),

on arrive enfin à la forme
(55) (94- 3^4- 7^24-^3)3(•^+x) (^4-9) [94~ 9^4-25.^•24-II^34" -2?4]

4" [(2 ~ îox) (9-+- 3;z?4- 7•^s'-+- ^3)2

4--3(94-8^-•h3o^ î t4-I2^34-^4)(-~-33--~39^—3I^ i î4-3^3)]
X [9 4- 8.r 4-3o.r24- I<2^34- ̂ 4]2== o.

L'équation (55) est le résultat de l'élimination de A^ et C^ ; Féqua-
An.n. Kc. ^'orrn., (3) , XXX.VÏÏ. — MAI 1920, 19
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tion (55) ne contient plus (074-1) (^-4-9) en facteur; le terme
constant s 'annule, cela donne A ' ^ = = o , nous écartons cette solut ion
d'ordre pair; le premier membre de (55) est en apparence de degré i5,
mais le ternie de degré i5 disparaî t ; désignons donc ce premier
membre par — xX(x)^ où X est un polynôme de degré i3, qui, nous
le verrons, a tous ses coefficients positifs. La forme (55) est très
avantageuse pour le calcul des valeurs numériques de X; on trouve
aisément X(-~i)==2o 2 ><4-8 et 9X(—9)=I8o J i x 19; ioX(—io)<o;
donc entre — p e t — 1 0 il. existe pour X ( x ) une racine de X d'ordre
de mu l t i p l i c i t é égal à l 'uni té ou tout au moins à un nombre impair,
soit XQ, La quantité A^ == \/^o est imaginaire pure, non nul le ;
u^:——^ est imaginaire pure, P== vO2 '^1)^4- 9) est i^gi^i1^

pure. Or C^ ==•^^^-p? donc Ci est imaginaire pure; A, B, G, D, b sont
réelles avec la condit ion AD > o. J'ai montré plus hau t que l 'ordre de
mul t ip l ic i té de x^ sera l 'ordre de multiplicité de la solution A(), B,,, Co?
D O ? ^<p/o pourvu que les trois facteurs de (4.9) autres que 3 4-A^4-A,i u
soient différents de zéro; or nous avons vu q u e tous les p o i n t s - r é e l s
de la courbe (A'BCDbdf) sont compris entre les plans/' == 3 et /•-= — 3,
donc le point réel que nous venons de trouver n^annule sûrement pas
les fadeurs/2—36 ou/2—16; voyons si

(A? + I)/P - ̂ (Af-t- 3) + Ui

est nul ou non ; désignons par F la fraction ^ ̂  |̂ ^27^ ̂  ̂ ^_ ̂ ?

nous savons que pour la solution é tudiée /=—A^ ^F/donc

prend la valeur

ou

(A?-+- i ) /F -^ (A^+3)+4Ai

-^(^+l )F^+(3-( - . -z > ) 2 + 4^' |—Ai

(>-h 0 ( ^ + 9 ) ,.[i-(^-+-i)F].A,

Or l'égalité T — ( . 2 ? 4 - i ) F = = o se réduirait à ^(.-y2 +-5,x—i)==.o; la
racine x^ qui nous occupe pour oc n'est pas nul le ; d'autre part, —9 est
plus petit que les deux racines de oc^ 4- 5x—i ; donc x^ 4- 5.'x*o— i> o
et le facteur en question n'est donc pas nul pour x == x^.
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La racine ^y considérée est vra isemblablement s imple ; en tous
les cas, elle est d'ordre impair : d o n c - A , B, C, D, b, / pour ron t
être de toutes façons développées en séries à coeff ic ients réels ordon-r —nées suivant les puissances croissantes de d — 2 [ou ( d — 2 ) ^ + l , oùn
est un certain entier ; pour d suf f i samment vois in de 2, les fonct ions
algébriques A, B, G, D, b, /de d restent réelles; pour d == 2, on a
A<>D() > o; donc si d reste suf f i samment voisin de 2, AD reste posi t i f .
Or nous savons que si <^< 2 (zwr§ 5), la courbe (c, c 1 ' ) du plan xOy
serpente autour du cercle x^y^i et la courbe (i^) est réelle ((/'),
composée de m arcs séparés; i l en est de même de la courbe (-Jl,). Mais
si d^> 2, comme AD > o, la courbe (ir.) est imag ina i re , mais réelle ((,),
la courbe (c, c1 ) é tan t tout entière à l 'extérieur du cercle x2 -{- y1 == i;
dans ce cas, la courbe (x) est imaginaire aussi, mais réelle ( G ) ) avec
un choix convenable des constantes d ' intégrat ion; les surfaces appli-
cables sur le paraboloïde déduites de (\\^) sont réelles à centre, la
surface m i n i m a M(, est e l le aussi réelle (au sens vulgaire).

A t i t re d ' indicat ion, je donne les calculs nécessaires pour déve-
lopper X : !

( 9 -+- 3 x 4- 7 A'2 -h ^13)2 == 8 r 4- 54 x -+• 135 .r2 -)- 6o.r3 -i- 55.2^ -i- r 4 .z'3 -4- ̂ \
(9 + 3.2? -+- 7 A-2 -+- .r3)2 (;r 4- i) (x + 9)

-r ^29-4-1296,2; 4- r836.T2 + I944«•r'34- i23o^4

(56) -l-<736A••'i•4- 2o4^6-l-24^-t- .r8),

(94- 8^-4- 3o.a?2-}- 12^4- ^4)2

== 8 ï -t- j 44 '̂ > -+-• 6o4 ̂ 2 -+- 696 x3 + 1 1 1 o ̂ '4

4- (736.a^4- 2o4^fi•+- 34•^>7-+- ^'s)»

de sorte que l'on peut écrire

/ K \ f2 — I _ Si -4- ^44•<r "̂  1 5 4 ̂ '2 -+- 156 .r3 4- 13 X ' "
8 (94-8^4- 3o^'2 4- 1 2 <r3 4- .:y+ )2

L'é-quation (55) s'écrit, en profitant des calculs (56) :

xX ^(729'4- 2547.2' 4- ooiS^^ 6091 ^-^ 471 ^^4+ r^S^^^-: rsS^^T-A-7)
'"X (8ï. 4- ï44^ -4- 6o4.^'^4- 696^4- ! 110^44~ 736^"'* 4- ̂ j...̂ ^ 24..r'74- .z;8)

~(729-4-i•I396,r4-l!836^24-I944^3+I23o^r(14-736^s4-2o4.^•(i4~24^7^
•X (81 4~ 108^ 4-3I5.z•â4-24.6^34-aaô^'^ JOD^^ •I0^64-• ^7).



ï4,8 BERTRAND GAMBIEB.

L'équation X == o peut donc se mettre sous^la forme
j^g 4- 204,7^ 4- . . .4- •'-K'7 _ 729 4- 1296,37 4- . > . 4~ 7^<a?5 4" ^^^J ̂ 6 4- 24 ̂ 7 4- ^?\

81 4, io8^ -(- . . . 4- .:y7 814-i44^' 4-.. .4- 736 .z'8 4- 2o4;y64- 24 ̂ 7 4- ̂ 8 5

d'une égalité ~ == À on déduit ' ~^ == l '"""̂  donc on écrira^ ^ ^/ p. jj/

648 •+.2439^ 4- 4698 ̂ -h 634 5.r3-!- 4485.^4-- iSSo^-^-hioS^^
81 + 108^ -î- 3I5.2?24- 24ô^>34- 226^-}- îo5.z•5+ I8^••t)-4- .r7

648 -+- i t52.r -4- ï232A> 2-+- i^S.r3-!- i^oj:^_________
8 ï 4- T 44 ^ •+• 6o4 x1 -r- 696 .z'3 4- 1 1 1 o .r4 -4- 7.36 ,r5 4- ao4 ̂ 6 ~h s4 tT7 + -r8

et l'on forme un rapport égal au précédent en retranchant terme à
terme les deux rapports : on écrit donc finalement

648 -KI ï5%^? -+- isS'a.r2-}--1948^3 + 120.2"
814-144 x -+• ôo4 A^ -t- 696 ̂ •3 •+• ï ï 10 .̂  4- 7<36 ̂ •5 4- 2o4 • '̂6 4- 24 -'y7 4- .z'8

y a g ^ -t- 3 466 .r; 4- 5o97 ,r2 4- 4365. a?3 4- ï 38o.2•44- 10^^
—36 —289^—45o^ 2 — 884 .r3— 631^4— i80^5— 23 x6— a?7-'

on pourra donc écrire, comme le prouve la comparaison des termes
en x^ :
(58) X.E= (8t4-I44^4~6o4^24~696.^> 34-IîIo^44-736.r54-2o4^^ >4-34^

X (1287 4- 3466 .r 4- 5o97^24- 436;') x^ 4- j38o^''4- !o5.r5

4- ( 648 4- ï 132 x 4- ï s 32 .r2 4- 1248 ̂ '3 4-120 .y3 )
x (364- 289^4- 45o^2-+-884^34-63IA•44-I86^4- ̂ .z^^7

et ceci prouve que X a tous ses coefficients positifs.
Les méthodes classiques permettent de ca lculer a^, sur tou t en

utilisant la forme (55); on trouve aisément que x^ est compris entre
—9,18 e t—9,17? d'où résulte pour/, en uti l isant la forme (57),
o, 86996 >/o> o,8564. Il y aurait intérêt à se rendre compte exac-
tement de l'intervalle où peut varier / sans que la solut ion réelle
mise en évidence cesse d'exister, soit parce que les inconnues
deviennent imaginaires, soit parce qu'elles deviennent infinies;
comme pour /^o , toute solution est nécessairement infinie et
comme pour /==i , le calcul fait précédemment montre qu' i l n'y a
que des solutions imaginaires ou rejetécs à l ' infini, l'arc de courbe
réel (A, B, C, D, b, dyf) dont nous avons prouvé l'existence est cer-
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ta inement compris entre les plans f=o e t / = = i ; nous n'avons ni
reconnu les limites exactes de cet arc, ni indiqué s'il y a ou non
d'autres arcs réels. Les considérations du paragraphe 9 conduisaient
à étudier une courbe (&, dy /) représentée par des équations
F(&, d, /) = o, $(è, <'/»/) ==• o : en é l iminant /on aurai t une courbe
^(&, d) --== o, admettant le point b == 2, d= 2 pour point multiple
d'ordre s5 au moins, car le point b == 2, r f = = 2 , /==o est isolé
d'ordre 12 et le calcul précédent a montré que, pour b = 2, d ==- 2,
nous avons treize valeurs f inies non nulles de/, au moins . La courber
admet l 'origine pour centre, elle est donc au moins d'ordre 5o et cela
prouve b i en que nous ne pouvions surmonter la difficulté que par
une voie détournée.

Nous avons, en tout cas, démontré r igoureusement , l'existence de
courbes (nA.) algébriques réelles à torsion constante de degré et genre
.arbi t ra i rement grands; nous avons prouvé rexistence de surfaces
non unicursales applicables sur le parabolofde, ou de surfaces min ima
circonscrites à la sphère dont certaines présentent des propriétés
intéressantes de symétrie ou de rotation.

il. L'exemple qui précède a été obtenu en prenant la courte (\\\>)
du paragraphe 5, formules (20), et y Faisant h -=- 2. Pour h == 3, i l est
donc a peu près hors de cloute qu'on doit trouver des solutions à un
paramètre. Nous allons le vérifier et, cette fois, bien que les équations
et les inconnues soient en nombre plus grand que dans l'exemple qui
précède, la vérification se fera aisément, sans aucun calcul.

Nous écrivons donc pour la courbe (i^)

• /„ Aç5'"-^- B^1 4- (^3W + Dç^-h- Eç^-4- F
C ~T~ tC —— ————~——————————————————————————————•————————————————————f

y
. ,_ A -\- B q^ + C q^ -4- D g3"1 -h E ̂ m 4- F y0^

C — IC(69) { ^m-r '>

I „_ W"1-^ ^g3m-3r hq2"1-^ ac^1--^- ï)\/— AF(ç2w-+-^çw-+-I)l c—-—————————————————^—————————————————.
1 , 1 <7 2

Suivant la marche du paragraphe 5, nous avons neuf inconnues,
A, B, C, D, E, F, a, &, ;JL entre lesquelles l'identité c2-^ c 1 ' 1 -+- c " ' 1 == i
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établi t cinq relat ions; l'intégrale f (c 4- i c l ' } ( ^ ( c — i c ' } donne u n e
relation qui , pour la réa l i té de la courbe (JL), exige que r reste com-
pris dans l'intervalle o ,5w. Enfin Finlégrale f c / d ( c - J r • i c f ) donne
deux relations, que l 'on peut former en écrivant

(60) Çc'•d(c+ic•)=^^{(tî'n+^'''+^^'^m\J . ^+"
où P^ représente u n polynôme entier de degré 7.

Les neuf inconnues sont, une fois -'- d o n n é , liées par huit re la t ions .m r . . . . . . .
Je cons idère— aussi comme inconnue, de façon à avoir dix variables
liées par hu i t équat ions a lgébr iques; je vais prouver qu 'en particula-
r isant deux de ces variables, à s avo i r -^ -que j 'égalerai à ^ e t u . q u efn ï " Q 2 [ '
j'égalerai, à 2, les h u i t équations ont, par rapport aux huit variables
restantes une solution réelle d'ordre de m u l t i p l i c i t é égal à l 'unité et cela
suffit pour aff irmer l'existence d ' u n e i n f i n i t é de courbes (U) réelles
algébriques pourvu que — reste dans u n certain champ réel admet tan t
5 , _ •
^ pour mi l i eu , et que u. varie par valeurs réelles dans un certain

interval le au voisinage de 2. Pour — fixé dans ce champ, p< jouera le
rôle d'un paramètre arbitraire.

r ' ^Je rappelle que, p o u r — é g a l à- , c'est-à-dire r--=5 et m == 2, et
l î i 2l

quelconque, la courbe (59) sera de genre ï et servira d'indicatrice des
torsions à une courbe (<Â,) unicursale de degré 16; au Chapitre IV,
j'ai prévenu que cette courbe est l 'exemple le plus simple pour lequel
le cône directeur des binormales a une directrice sphérique non uni-
cursale; ce cône a quatre génératrices isotropes d^indice 5.

D'autre part, pour \s. = 2, quel que soit -^-, la courbe (S?) dégénère
en courbe unicursale.

Ceci explique pourquoi il est avantageux de considérer la réunion
de ces deux circonstances : — == L et a == 2. Si alors les huit équa"m 2 l *
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t ions aux huit inconnues A, B, C, D, E, F, a, b les déterminent , nous
aurons une courbe sphérique

A^-t- B^-i- C^6-^- 1)^-4- E^-h Fc -h- ?,c =-= —'-————/-———l———l————'-———,

C — I C '
A -+- B//'-}- C^-+- I„)76-+- E^-h F^10
———————————^—————————— ,

r ____
(//8+•^/(i-^- ^-+- a^-^ i) (^^ i )y /—A F

( 6 1 )

jouissant des propriétés su ivantes : elle est du dixième degré, admet
le centre de la sphère pour centre (changement de q en —y) ,
admet le plan zQx pour plan de symétrie ( y e n - 1 - ) ; le cône C qui
s'appuie sur elle est du c inqu ième degré et n'a que deux génératrices
isotropes obtenues pour y == o et y = os; celle qui correspond à q = o

a pour équat ions "^ ' ly == x ~ly = y^^; enfin (4^) est unicursale.
Or nous connaissons^ d'après les paragraphes 7 et 10 du Cha-

pitre III, toutes les courbes réelles qui satisfont à ces propriétés; elles
dérivent par une rotation autour de Oy de celle qui a pour équation

(62) ^-h \/5ç2
(3= V^3

\ /5^—i ^^—ç5

Elles sont donc comprises dans le type à un paramètre

_ cpso^-h ^/5^2) 4- sin<x)(^/5<73— i)
—sinûû^-i- v^2) 4-^ cosco(^/5y3—I)

cos&)([ •+• v /5^3) + s'nû.)(^/5^2— ^5)
(63)

(3 -==
sinc«}(i + V/5/73) •J- cosço(\ /5^2—g5)

Pour y = ^

a = — ? " , ' (3,=^ ' c=o, -c^—i, c^r^o;

Pour y = — iy

a = z , . (3 ==—/, c=o, c'^-hi, ^==0.

Toutes ces courbes (63) passent par les extrémités du diamètre Oy,
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ce qui était facile à prévoir, car /e t — i é tant égales et de signe con-
traire d'une part, et d'autre part ayant i pour produit, les deux points
correspondants sont à la fois symétriques par rapport à l 'origine et
par rapport au plan xQz.

Il faut maintenant expliquer pourquoi le cône du cinquième degré
dégénérescence du type (59) ne contient pas de paramètre, tandis
que celui que l'on déterminerait directement en par lant de (6 ï )
contient le paramètre co, paramètre de déplacement et non de forme.
Pour déterminer un tel cône, il est théoriquement indifférent
d'adopter soit la marche du Chapitre III, soit une marche analogue à
celle qui a servi dans ce Chapitre. Partons donc des équations (61);
nous avons les huit inconnues A, B, C, D, E, F, a, b déjà employées
pour (59^); l 'identité c2 -+- c12-^ </ /2= i nous donne les c inq équations
déjà écrites, sauf qu'on y remplace m par 2, r par 5, p. par 2. L^inté-
grale (c+ ic^dÇc—adonne la même équation que précédemment.

Mais l'intégrale f c ' f d Ç c + i c ' ) ne donne qu'une équation, obtenue en
. , i i ., c " d ( c 4- ic1} .. , j " i •récrivant que le produit —-,——- ne contient pas de terme en -- Le

résultat de l'intégration sera alors, pour (61),

(64) ——=—fcîld{c
V — Ar J

^d^c^-ic'}

__^04-^^84.^^1^^^1^^^12^^^104,^y8^^^^

~ ^ ?

le coefficient ^.5 restant arbitraire; on peut profiter de l'indétermi-
nation de (J-s pour rendre le polynôme p-y26 -4- ... 4- p^o divisible par
f -+-1, et alors puisque ̂  (^^__^ = ̂ ^ (^ -n) (...),

le polynôme p.^20 •+• . .* + p-io est divisible par (^-h i)2. On pourrait
donc, toujours théoriquement, obtenir la relation provenant de

s c" d(c 4- ?c') en écrivant

fc•-d^+ic')=C:^^+^s^
J ~[

ou Pg est un polynôme du huitième degré.
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.Au contraire, pour le cône dégénéré de (SQ), on doit écrire

^«^ «,) =. vEAE l̂Pî !),

où Py est un polynôme du huitième degré.
C'est de là que provient la différence; en se b o r n a n t à la forme

d'intégrale = - ' — / " ^ — ^ \ il reste un paramètre œ, que l'on
peut déterminer en écrivant que Pg(y 2 ) =-= (cf 4- i)??^2)- Il suffit
de donner l ' interprétat ion géométr ique : quand p-g est déterminé de
façon à ce que my2 0 4- ... 4- p.<o s01^ divisible par y2 4- ï , on trouve
l'exposant de y2-}- ï en forçant d 'une unité l 'exposant de y2 4-1 dans
le produite" lc • nous devons donc nous arranger pour que

ç" - J -L^J soit divisible par (y2-!-!)2; comme c" contient déjà le
facteur q14- î en évidence, il y aura deux moyens différents :
y8 4- a^° + &y2 4- aq1 4" î sera divisible par q^ 4- î ou bien —-———
sera divisible par ^•-[-r. Pour réaliser le premier cas, il suffît de
faire tourner la courbe (62) de façon que la tangente à l 'extrémité de
Oy devienne parallèle à Ox-, pour le second cas, cette tangente
deviendra parallèle à Oz. On a ainsi l ' interprétation géométrique très
simple des deux conditions fournies par l'intégrale f c"W(c4- i c ' ) pourtj
le cône dégénéré de (5Q) : elle exprime non pas seulement que la
courbe (<A,) est unicursale, mais encore que l'orientation de la courbe
dégénérée (61) est celle que nous avons dite.

Dans ces conditions, quand on nous donne les huit équations du
début, où. pi a été remplacé par î et -^ par ^5 puisque nous avons
l'interprétation géométrique exacte, il est indifférent de garder ces
inconnues A, B, G, D, E, ,F, a, b ou de prendre une autre méthode :
on peut faire intervenir le trièdre OXyZ obtenu en prenant pour plan
OXy le plan du couple isotrope du cône dégénéré et appeler 200
l'angle de ce plan aveô O^y; alors les équations se partagent en deux
groupes dont l'un donne toutes les inconnues autres que co et dont
l'autre donne tango). Dans le système OXyZ, en reprenant les nota-

Ann. Éc. Norm., (3), XXXVII. — MAI 1920. 20
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t ions du Chapi t re III, que le lecteur ne confondra pas avec celles de
ce paragraphe, j 'écrirai

/,. __ g9 •+ Afr -4- B g3 4- C^ -4-1) r/ g_ i -^A^-^B^- i -C^+Dç 4
v } a——1)^4-C^-1.3^^A^_^ i — _ï)y^.cy2_^^3^^^_^9

et j 'obt iens le système de quatre équations à quatre inconnues

D == o, -

B + A G = o ,

(66) < ( 3 _ _ B ) 2 V ; 2 — B C ( 3 A 2 - B 2 — C 2 - 5 ) + A ( B — 2 ) (B^aAC)
— (AB 4- G ) (AC — 3 B) — ^(A2-}- 2B) = o,

C 4 _ 5 _ ( B 2 _ ^c)â 3(A ; î —3B) 2 ==o .

Ce système a diverses s o l u t i o n s : nous l'avons discuté et reconnu
qu' i l a d m e t une seule s o l u t i o n réelle à savoir A == o, B = o, C == ^'ô?
I )==o . L'ordre de cette so lu t ion est Funi té , comme on le voit aisé-
men t ; cet ordre est b ien ce lu i de la solution numérique mise ainsi en
évidence pour les h u i t équat ions pr imit ives , que nous n'avons pas
même écrites : cela t i en t , somme toute, à ce que l'on a fait un chan-
gement de variables; les variables du premier système s 'obtiennent
r a t i o n n e l l e m e n t au moyen de celles du second, puisque c, c ' y c"
s'expriment r a t ionne l l emen t en a, [S; inversement, celles du second
s 'expriment r a t i onne l l emen t au moyen de celles du premier, puisque
a, p s 'expriment ra t ionnel lement en c, c1 y c'\ Dans un tel changement
de variables, l 'ordre d'une solut ion numérique reste ce qu'il est. La
vérif ication annoncée a donc complètement réussi.

Dans cette solution particulière, la courbe (61) étant réelle, AF est
nécessairement néû'atif; donc si p. et r- restent voisins de 2 et ^5D r m 2
AF sera encore négatif et alors, si [j. est supérieur à 2, la courbe (^>)
définie par (5g) sera réelle et se projettera sur le plan xQy suivant
une courbe (c, </) tout entière intérieure au cercle ^-^-j^rr: i . Si p.,
au contraire, est infér ieur à 2, la courbe (ii^) sera toujours réelle, mais
la courbe (c, c7) serpentera autour du cercle x2 +j2 == i.

12. Ce qui précède suffit à convaincre que, pour toute valeur de À,
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on aura des courbes algébriques à torsion constante du type (20)
à h — 2 arbitraires! puisque pour h = 2 et pour h === 3 la proposition
est vérifiée. 11 est vraisemblable aussi que pour toutes les valeurs de À,
il y en aura qui seront réelles.

On pourrait mul t ip l ie r les exemples de cette na tu r e ; on pourra i t
conserver les deux premières équat ions (20) donnant c et c1 et sup-
poser que le radical carré en t r an t dans c" porte par rapport à cf1 non-
plus sur un polynôme du second degré, mais sur un polynôme de
degré 4? 6, 8, . . . . Mais tout cela condu i t à des calculs inextricables;
le résultat essentiel consistait à prouver l 'existence de courbes algé-
briques à torsion constante de genre ou de degré a rb i t r a i r emen t grand
et nous l'avons at teint , en spécifiant même la réa l i té de cer ta ins
types.

Les exemples donnés sont du type I lype re l l ip t ique ; on pourrait se
proposer de trouver d'autres exemples qui ne soient pas du type
hyperel l ip t ique. La recherche est sans doute assez pénible et devrait
être guidée par les mêmes considérat ions que dans ce Chapitre; on se
bornerait aux cônes admettant certaines symétries et un axe de
rotat ion.

Les exemples de ce Chapitre nous ont donné des types curieux de
surfaces applicables sur le paraboloïde ou de surfaces min ima circons-
crites à la sphère.

NOTE.
RECHERCHE DIRECTE DES COURBES "UNICURSALES A TORSION CONSTANTE.

1. Soit une courbe unicursale de degré m représentée par les
équations -^ .•'-̂  -m-
f, y, t, je tant polynômes entiers en t de degré m; cela fait un total
de 4(/^•+• i ) coefficients homogènes; en déduisant les six paramètres
du déplacement le plus général, les trois paramètres de la substi tu-



ï56 BERTRAND GAMBIER.

tion homographique la plus générale sur t, j'ai 4(772 - 4 - 1 ) — i — 6 — 3
ou 4w — 6 paramètres de grandeur; en tenant compte de rhomothétie
la plus générale, il ne reste que L\m — 7 paramètres de forme pour la
courbe la p lus générale iinicursale et de degré m. Ce résultat est bien
connu pour m = 2, le paramètre unique de forme est l'excentricité
de la con ique .

Supposons m au inoins égal à 3, et écartons le cas des courbes
planes. Cherchons le nombre des conditions à écrire pour exprimer
que le rayon de torsion est constant. Appelons T ce rayon ; x1^ x" ,x"\
Y\ . . . les dérivées des trois premiers ordres de a?, y, z par rapport à <?;
je poserai

(2)

^ a-=ry^^^y\ b=zîx'!—x1z\ c ==- x ' y " — y'-v\..
<^==

,y./ y/ „/iA' r ^w

•y.V ^fl ^!fvC- y *a
,y.fff ^,Vf ^W
Ju Y -O

? ^ %

?7 d/ 7/
or/ ¥ 7 "

, A,=

&i=

/ ? ^ 7.
f ?' -y y:
f" ?" ^" •/'/

f" m" (b" y "

^ f 7.
+' /' 7/
r /" x"

^i^

?

/ ? x
/' ?' 7.'
/" ?" %"

J'applique la formule classique

(3) T=.
a2 +. &2 4- c2

A

On trouvera aisément les relations

(4)
^i==y/a ,

Tm ̂ i- ^ ^=^&,
-î-c2

ci^^c, A, •X'A,

Z'A,

Si l'on prend les dérivées d'homogénéité de/, <p, ^ ^ par rapport à
la variable d'homogénéité que j 'appelle 0, on trouve aisément

(5)

Ai---———
m(m—

i
a i=== —-——/7i (/n —-

\

i

-o2

-;)'

(m —

Ï6'

4'6.

7:6.

- 2 ) 3 1

^Or

^.

Z'̂

J?W
/Qa ^

y;.
;̂î
^ ,
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Le numérateur de T 'dans la formule (4.) est donc de degré
6 (6/n—2); au dénominateur le degré est 2m •4- ' 4 (m— 3) = 6(w—2).
Nous pouvons donc déterminer toutes les courbes de degré m, unicur-
sales et à rayon de torsion constant , s'il en existe, en laissant indéter-
minés les coefficients des polynômes j\ ç, ^, y et écrivant 'que les
deux termes de la fraction T ont leurs coefficients proportionnels.
Cela fait 6(m—.^) relations entre 4772 — 7 paramètres de forme. Or
la différence 6(m — 2) — Ç^m— 7) est égale à 2 Cm— 3) -+" i ; comme
l'entier m est au moins égal à 3,1e nombre des équations surpasse
toujours celui des inconnues.

Si donc on se bornait à cette en umération simultanée d'équations
et d'inconnues, on pourrait être tenté de croire qu'il n'existe aucune
courbe unicursale à torsion constante. Or j'ai, dans tout le cours de
mon travail, bien insis té sur l ' insuffisance d'un tel procédé : il faut
s'assurer si les équations obtenues sont ou non distinctes.

Le fait qu'il existe des courbes à torsion constante unicursales
entraîne cette conséquence que les équations obtenues ne sont pas
distinctes. D'ailleurs, il suffit d'étudier de plus près la contexture des
deux termes de T pour s'apercevoir que l'on doit réduire de beaucoup
le nombre des équations trouvées. On doit faire intervenir l'ordre de
multiplici té des racines du numérateur et du dénominateur.

2. Nous obtiendrons d'ailleurs par cette méthode, appuyée sur les
résultats obtenus d'autre part, divers résultats géométriques intéres-
sants. D'ailleurs je signale, sans développer ce point, que cette
méthode directe pourrait servir à établir directement la presque
totalité des résultats obtenus par la considération du cône directeur
des binormales.

Les polynômes a^b^ c^ ne sont pas nécessairement premiers entre
eux dans leur ensemble; soit d leur plus grand commun diviseur.
J'écrirai donc a^ = da^, b^ == db^^ c^ == rfcg, et

(6)
^(^-^J-4-CJ).

. •X2^

^3, 63, ^2 sont les paramètres directeurs réduits de la binormale au
p o i n t a ; l'équation a; 4- ̂ 4- c'^= o donne les génératrices isotropes
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du cône C des binormales. Nous avons vu que si la courbe (4.) est à
torsion constante, toute racine de a^ -+- &.2 4- c: == o est racine de y et,
réciproquement, toute racine de y est racine de <^-4-À2 4- c2, mais
les ordres de mul t ip l i c i t é ne sont pas nécessairement les mêmes.
Nous verrons d'ailleurs que toute racine de a2, •+- b2, •+- c[ est nécessai-
rement racine de d sans exception et racine de A ^ , sauf un seul cas
exceptionnel (indice égal à 4? degré et classe du cycle isotrope
égaux a i ) .

Soit u n e racine de a\ -4- b\ + c; d'ordre i : cet entier i est celui que
nous avons appelé indice; nous avons vu que '̂  admet cette racine
avec un ordre égal à ; — p .

Portons ma in tenan t notre a t t e n t i o n sur un point à distance finie
de^'l); au voisinage d 'un tel po in t , si l'on prend ce point, pour or ig ine ,
la tangente pour axe des x et le plan xQy -pour plan oscillateur, on
pourra développer en série les coordonnées du point x^ Yy z en fonc-
tion d'un paramètre ^, nu l pour ce point . On. a alors

(7) .z-=a^+..., jmp^-t-1-}-. - ., ^ = y ̂ -^-^ 4-.. . ;

p est l'ordre de multiplicité du point, les plans pivotant autour de la
tangente ontp -h <y points communs avec la courbe, le plan osculateur
^p 4- q 4-. s points communs avec la courbe.

On calcule aisément

a={p-^-q){p^q-}- s)s^tîP•i'ï<î^s^•+•.^,

b=—p(p-^q-{-s)Çq -+- ̂ ya^-^"^-3--}-". . .,
c =/?(/?-4-ç)ya(3 ̂ ^-t-'?-3-+-...,

(§) A==p(/?+ y) (/?•+• q +s)qs{q 4-À1) apy^^"^"-6-^-.. .,

^=p(p^,)Çp^^)o,tp~^_^

7 w =(^4 -<7 ) ( ^ - ^ ^—I ) ( / ? - t -<7— a)^-^--3--!-. ..,
z1"' -=. {p -+- q 4-5) (p -+- q -+- s — - 1 ) (p +• q + s—2 ) y ̂ -^î-^^-3 "+-. . ,.

On voit que a, 6, c contiennent tous les trois le facteur commun t à
la puissance 2p + q —- 3 positive ou nulle; de même A contient l à la
puissance 3jo-{-• 2<y 4-;?—6 positive ou nulle; comme le quotient de
a2-4-62+• c2 par A est une constante, il est nécessaire que

!\p 4- 2 y — 6 == 3p -+- 2 y -4- s — 6
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ou s implement p === s. La démonstration suppose simplement que la
courbe (^) est algébrique, ne spécifie pas que le genre', soit n u l . Nous
avons un résultat géométrique intéressant : les entiers p, y, s ont des
significations géométriques très simples; pour toute courbe algé-
brique à torsion constante, en tout point à distance f in ie de la courbe,
nous portons notre attention sur le cycle porté par ce po in t ou sur un
cycle, au cas où i l y en aurait plusieurs; ce cycle est caractérisé par
les trois n ombres p , q, s, on a p=s. D'autre part, ip -4- q — 3 n'est nul
que si p=q = i; pour un tel point , on a aussi s=i et 3p 4-2 q -+-s — G
est n u l aussi ; cela prouve qu'il n'y a, sur une courbe algébrique à
torsion constante, aucun plan osculateur s tat ionnaire proprement d i t - ,
car pour un tel plan, sur les courbes qui en possèdent, on a p=q= i,
5'^2. Si nous revenons aux courbes unicursales, toute racine de l 'un
des polynômes d1 ou A , , qui n'est pas racine dey^, est racine de l 'autre
polynôme avec le même degré de multiplicité.

On peut se demander si la propriété p == s subsiste ou non pour les
points à l ' inf ini ; elle subsiste pour les points correspondant à un
cycle isotrope du cône G du type : degré infér ieur à la classe. El le ne
subsiste pas pour les cycles isotropes C du type : degré égal à la
classe. Il suffît de se reporter au Chapitre II, où, cette fois, j'ai
appelée le degré du cycle isotrope de C et q la classe; le résultat est
encore ici indépendant du genre de (.jl.). Les entiers représentant le
nombre de points confondus avec le point considéré commun à la
courbe Jl, et à un plan passant par le point, ou pivotant autour de la
tangente, ou confondu avec le plan osculateur, sont :

Si^>p,
p, ç, P - ^ q ^

Siq=p,
p, p-+-r, -ajo, si r</7;
p, 2p, p 4- r, si r > p.

L'excès du nombre de la troisième colonne sur celui de la seconde
est égal au nombre de la première c o l o n n e p o u r y>p; pour q ===/?
et r<^p, cet excès est/? — r inférieur à/?; pour q - ^ p etr>p, l'excès
est r — p , qui n'est égal a p que si r = 2p.

3. Étudions maintenant les points à l ' infini de (^); on trouve aisé-
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œ. — iy'

- i y "

œ'-^i/

x'1^ i y "

, b— ia ==:

se'— iy'

x'^if

zf x1^
• »tf ^ir ,•̂  iJL' •~]

1

f- iy'
- i y "

et je reprends les notations adoptées au Chapitre II (§ 4 et suivants).
Si le point a Tinfmi est du type ?'== 2p, q == p -+- s,

( 1 0 )

/-) 1 y /y .——

c '~'~^

T^B2

2

r^AB2

. f/

7T2
~ - A T »—A&/
2 '

•pÇp-^rS)^"^3-

y(<y__^)^+<7-3_+._ ^

A B/^Ç (p -+- q) tq-P-ï ̂  . .

Si nous multiplions par y;11, comme -y contient ̂  en facteur, on voit
qwb^ + ia^ b^—ia^c^ cont iennent respectivement en facteur ^•+•2^-3^
^-3^/-^ ^p^^ ^^ ^^ ^j'aurai le facteur I^P -% qui a un expo-
sant non nul, car p=s est impossible en courbes algébriques et,
d'autre part, s -ç ip — 3 == a-e^igerait p = s == i . Nous savons que
a; -h b\ -}- c^ contient t21' exactement en facteur, y2 aussi; donc AI doit
c o n t e n i r en facteur ̂ -^-3) : tous ces résultats se vérifient aisément.
Nous avons ainsi vérifié que dans ce cas toute racine de at-+- b^+c2

est racine de d et A , ,
Soit maintenant le cas où le point à l ' inf ini est du type i= 2p +- r,

q ==p. On a cette fois

r^3

A-2

r2 À n3
b+la^^-t-P-^-^..., b — ia : •^--^-34-.

(^)

-T•4"•'-^-+••••
En multipliant par y3, comme 7^ contient t^ en facteur, on voit

qne b^+ia^ b^—ia^ c^ contiennent respectivement en fadeur
^-K-^ ̂ r^^ ̂ p^^ doîicrf admet le facteur ^^-/-^ d'exposant non
nul , puisque p == r est impossible en courbes algébriques et que
ip + r — 3 = o exige p = r = i. L'expression d^ -4- é^ "+- c; contient
le facteur ̂ ^ de sorte que le numérateuir. da la formule (6) contient
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le fàcteur^2^'-^; le dénominateur devant admettre ce-même facteur,
comme /^ admet le facteur ^+2r, on en conclut q u e ' A < admet le
facteur ^^r~<i, ce qui est facile à vérifier directement; l'exposant
4^ 4- r—6 est toujours positif ou nul : en effet, si p === T , r ne pou-
vant égaler p, on a nécessairement r-^2 et '\p -!- r— 6 == r — 2^0;
si/9>i, 4/?—(:i est au moins égal à 2; donc i/.^ 4-r—Ci ne s'annule
que si/? = r, r == -2 et dans tous les autres cas il est positif.' On a bien
vérifié encore que toute racine de a^ -+- h2 -4- c^ est racine de rfdans
tous les cas; elle. est racine de A ( , sauf la seule exception p =- y == i,

4. Le polynôme r/ s 'annule pour tous les po in t s à l ' i n f i n i d e ( ^ ) ;
je considère le p o l y n ô m e formé par les facteurs pr imaires de d autres
que ceux fourn is par les points à l ' i n f i n i ; soit ô le degré de ce polv-
norne; o est positif ou nu l .

Je démontre en passant une propr ié té s i m p l e s ' app l iquant , même
si ,1e genre n'-est pas n u l , aux courbes foÂ>) réelles algébriques n'ayant
que deux points à l ' i n f i n i . J 'appelle a le degré du cône G, je conserve
les n o t a t i o n s d u Chapitre 11; chacun des deux cycles isotropes de C a
pour i n d i c e a, je veux prouver que ces cycles sont du type, degré et
classe égaux. J'ai expliqué q u e l 'on peut écrire q == p •+• s, z = = ^p + r,
,v et r é t an t deux entiers don t l ' u n est n u l , l ' aut re posi t i f n o n nul . On a
donc ic i a == ' i p 4- r; d ' au t r e part, comme le plan tangent au cône G
suivant chaque génératr ice isot rope d o n n e p -+- q on 'ip -4- a généra-
trices con fondues avec la génératrice de contact, on a 2 /? -4- ; r$m; en
comparant avec 2p -4- r =r ^ et songeant que /' et s ne sont pas nuls
tons deux, il f a u t nécessairement: q u e s soit n u l ; c'est ce qu ' i l f a l l a i t
démontrer .

Nous supposons, de plus , (^) et G un icursaux : a lors l^ et ^ é tan t
les valeurs du paramètre d o n n a n t les deux cycles isotropes, a? c o n t i e n t
les facteurs (/ — /o)^-^-3 et (^—y; , ) 2 ^ 3 , ou ( t — £,)^ et (t — ^O^-3.
Les égalités a^ == a^d, 1^ = = h ^ d ^ c ^ = c ^ d ^ où a^ b^ ^ sont de
degré 3 ( w — 2 ) et a.^, 63, c^ de degré m donneront donc, pu isque
m = S( p + r) == a 4- r, 3 (m - 2) = = a - { - 2 ( J L — 64-0 ou 3r = o. Dans
ce cas, à n'est pas n u l . • , ' "

Voyons ce qui se passe pour le cône G unicursal réelle plus général;
Àun. Éc, Norm., (3), XXX Vil. — JUIN 1920. '21
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je comprends tous les cas en écrivant que ^ éteint le paramètre d'un
cycle isotrope de G, d contient le f a d e u r ( t — ^y7'-1-^--3, je rappelle
les résultats i= 2/J4- r, I.i= 2. [j., m == E(/J 4- / • ) == 'V ^p 4- ^ ] 4-- V ^

ou m == y. 4 - ? • -. Je pourrai donc écrire, comme précédemment,
3 ( m — 2 ) == a-4-S(î •4-.y—3) -+- o; soi t A le nombre des couples de
cycles isotropes conjugués; ce t te équation devient, en remplaçant
2(î '4-.y— 3)parS£-+-S^ — S3 on 2a+I.y— ()Â,

( la ) ' aô^S i / -—-9 . I .S - -+ - [ - î (A — i).

Donc dans le cas où il n'y a aucun cycle du type, classe supérieure
au* degré, ïs est nul et le n o m b r e o est différent de zéro; on voit
même que, dans ce cas, il est mul t ip le de 3.

5. Il n'y a plus alors de d i f f i cu l t é à donne r un exemple de courbe
à torsion constante un icnrsa le , obtenue d i r ec t emen t en écr ivant que
le rayon de torsion est c o n s t a n t . Je considère la courbe

\ ..v =r A si il ( 2 m -4- p ) 9 -4" B si n p 9 -4- C sin ( p — a m ) 9,
( r 3 ) ' y := — A ces ( 2 ni 4- /..-' ) ̂  —• l'î cos p 9 — F. cos ( p — a m ') 9,

f s =r. s 10'^ m®.

où m ei p sont deux entiers positifs fs i p est pair, il semble v avoir
intérêt à .prendre 2^? pour paramétre, mais la suite légitime cet te fiicon
d'écrire).

Ici, il n'y a que deux points à rinfîni; donc les trois expressions
y 1 z" ~~ z ^ y " , s'' x " — x1' z\ ^ y " — y 1 x" doivent avoir un lactenr
commun, quel que soit d'ailleurs le paramètre employé; ici, 9 es(
particulièrement avantageux; on sait même que le facteur doit ê t re
d'un degré multiple de 3, si l'on revient a un paramètre algébrique.
On vérifie aisément, que la courbe (i 3) admet Os pour axe de rotation,
Oj pour axe de symétrie. On'vérifie aussi que

, y ^•— ^ y 1 -^ |, cos^ 4- 4^)<? 4- ^i cos( / / -h 2/n),(p 4- Ls cos^y
| • 1 -f- L^ cos (p — a m ') 9 -4" I..', cos ( // -— 4 m ) 9?

( 14- 1 ) / s' x^ •— X 1 z" := L si ri ( p + 4 m ) y 4- Li sin ( p -4-" 2 rn ) © 4- La si n /? 9
J 4- La sin ( /? — ?. m} o 4" 1^, si ri ( /.-' — 4 ^"^ ) 9 ;

V ^y— y 1 x"-==: M cos 4 in 9 4- MI cos 2 m 9 4- Mg,



L'avantage ici est que, pour les quantités appelées précédemment
^ / , , b ^ c ^ ou .1), les facteurs relatifs aux points à l'infini se trouvent
automatiquement é l iminés avec le paramètre "p; A devra être le carré
du facteur commun à û f , , 6,, c., ; il en résulte que ce facteur est néces-
sairement de la forme a cosSw^p 4" ^ cosw^p, et l'on doit pouvoir
écrire

y' ^'! — 37 y " •-=- \ À cos ( p -4- m ) cp 4- p. cos ( /^» — m ) <? 1
X [ 9. a cos 3 m o 4- '2 [3 cos m 9 ],

.̂  ̂  — ^ .z"::=- [ À si n ( /? 4" m ) Q 4- p. si n ( p — m ) cp "|
X [ 2 a cos 3 m 9 -4- 2 ? cos w 9 "|,

( i6)

.y^)-'7— j^ ̂ " ̂  [' cos /^ ̂  "j '̂ ̂  (% çog 3 7^ cp -4- '2 ? cos m cp ],

A -==. ( ;̂  a cos 3 m © 4- ^ ? cos m Q )'2.

Ici il sera niéme I n u t i l e d'écrire la dernière égalité (16), car d'après
la .formation même de A, tout facteur s imple commun aux trois
mineu r s de la dern ière ligne du déterminant A est nécessairement

•V { yt ̂  ____ ^f yV ,2

racine double de A. Alors, puisque T == — v M A " — 5 il suffira
d 'adjoindre aux équations précédentes la condition que

/.2 4- [j^2 4- 'î Xa cos a rn co 4- cos^ m y

soit une constante, c'est-à-dire. 4Àp-+ ï == û, en remplaçant cos^o
I -"1- COS9.// / .Q? ,^, , • 1 , . i , ' • •<•pa-p———:——-, 1) autre pari;, pour écrire que les trois premières

équations (16) sont vérifiées, i l 'suffît manifestement d'écrire

, [À cos(j9 4- m)îp 4- y- cds(/?—w)(p]^
| 4- [ À sin ( /) 4~ w ) 9 -h pt. sin ( p -— m ) o? ]y 4- cos /M 9 s7 == o,

j [). cos(/? + m)o> 4- fJ.cos(/? — m)^]^
4- [^ sin(/; 4- rri) 9 4- fx sin(^ — m)^]^^ cosmcp s//==û,

car cela revient, au fond, à la proposition suivante : si les trois poly—
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nornes A, B, G entiers en x sont propor t ionnels a trois polynômes
A^ B^ G,, premiers entre eux dans l eu r ensemble, A, B et, C sont des
équimul t ip les de A.,, B, , C i . Or on trouve . immédia tement que ,1e
premier membre de chacune des expressions (17) est de la forme
h cos3'm^ -h /• cosm'^ pour 1,9 p remière , /^sin 3m^ -j- ^coswy pour la
seconde. On a donc f i n a l e m e n t le système de c i n q équa t ions à c inq
inconnues A, B, G, A, ;j. :

• , ( '2m+/?)A7i+/^BÀ •4-/?B^-l-(/^ — 2w)G^- t -m ==o,
1 (am-+-/?)A^ 4-(je? — 2/72.)C^-l-m ==o,

(^8) ' — ( 2 w - f - / ? ) 2 A À - l - p i2BÀ—J02Bp^.-+• ( ^ — a m ^ C ^ — a w ^ o ,
— ( 2 m +/?))2A^+(JP—^mYC'k — im^-^o,

4Àpt. 4- î == 0.

Les deuxième et quatrième équations (18) d o n n e n t

A „ —— m p -̂  ^m

2 ( 2 m -\- p ) [j,5 ' ~~ a ( // — 2 m ) À

Comme, les troisième et quatrième équat ions donnen t par soustraction
[ ( 2 m 4 - ^ ) ' 2 A — ^ 2 B 4 - ( ^ . — ^ w ) 2 C ] ( À ~ - ^ ) = : o ,

j 'aurai, en é l i m i n a n t À — [ X = = O , qu i ne pourrai t donner que des
solutions imaginaires,

D — rn f 3 /yl "̂  /? p — 2 m 1B^_^^____.+____-j,.

et alors, portant dans la première équation, j 'obtiens après rédactions
simples (m +/?)A2 == {m -p)^2.

Je déduis de là
,- ' 1 ' ''1 , - 1 . ! ^ 1 _ ^//n — p . ' • _ — \ / m — p

2 ^/w2—/^ 2s Vm2—p2

d'où A, B, C sans effort. Les. valeurs de A et p. trouvées montrent
que nous avons retrouvé l'exemple de M. Fabry, déjà signalé, au
Chapitre III [§ 7, formules (24)]. Ici, nous avons d'un seul coup et
l'indicatrice des torsions et la courbe (x)*elle-mênîe.


