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SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS NOUVELLES

DES

FONCTIONS ENTIÈRES OU HÉBOMORPHËS"'
( D E U X I È M E M É M O I R E ) ;

PAR M. GASTON JUL1A.

Exposé succinct.

1. J 'ai é tudié dans u n premier Mémoire ( Annales de V École Nor-
male supérieure^ avril 1919, p. 93-ï25 ) l 'a l lure d'une fonction entière
ou mérornorphe au voisinage de l ' i n t î n i , quand on chemine sur des
courbes semblables à une courbe donnée aboutissant à l'infini, et ob tenu
a ins i des proposi t ions nouvelles qui précisent le théorème classique
de M. Picard. Dans ce second Mémoire, on s'approchera du point à
l ' in f in i , su ivant un mode discontinu régulier en considérant, à partir
de tout point ^o du plan, les points successifs ^Œ, .^oO"'2, ...,
z^'\..., où o" est un nombre complexe de module > ï et, par ailleurs,
quelconque. Pour é tud ie r l ' a l lure d 'une fonction ent ière 1 ou méro"
morphe, lorsqu'on approche ainsi de l ' in f in i , on cont inuera d'appli-
quer la méthode des familles normales de fonct ions analytiques, qui a
servi au premier Mémoire. Il arrivera souvent que les raisonnements
faits au cours de ce premier Mémoire pourront s'appliquer avec des
modifîcatioîils min imes aux questions qui vont nous occuper: dans ces
cas-là, on se contentera de renvoyer te lecteur au premier Mémoire,

( ,1) Le lecteur reconnaîtra aisément que les démonstrations du présent Mémoire s'apr,
pliquéht aussi bien aux fonctions entières et méromorphes qu'aux fonctions analytiques
uniformes admetteint'unpoint' singulier essentiel isolé (qui peut éire limite de pâles},
lorsqu^on suppose ce point singulier essentiel a V infini. On a choisi le vocable ; fonction
entière ou méromorp/ie pour la brièveté de l'exposition.
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en y jo ignan t de brèves indications ( ' ) : on insistera davantage sur les
particulari tés de raisonnement propres au cas actuel.

2. Pour les fonctions entières Jes plus génércdes\ comme pour les
fonctions méromorphes douées (F une valeur asymptouque au moins, on
é tab l i ra , quel que soit le nombre Œ ( ( o - > i | , l 'existence d ' u n en-
semble de points Cy j ou i s san t de la propriété fondamentale suivante :

-s^ étant un point quelconque de Cy, et ^^ une aire arbitrairement
petite entourcmt ce point ^ dans r ensemble des aires (fâ^, (Oo°^ ^o0 '2? - • • ?
(OoO^, ... /a fonction fÇz) étudiée prend toufe valeur finie sauf une au
plus si elle est entière^ et, si elle est méromorphe^ toute valeur finie ou in'
finie, sauf deux au plus (dont l 'une peut être ce).

On étudiera ensuite quelques propriétés de cet ensemble Cy, et
no tamment sa structure qui, dépend des propriétés de la fonction et
du nombre cr considérés.

Puis on examinera les fonctions méromorp.li.es sans va l eu r asympto-
t ique , pour en donner de nouvelles propriétés voisines de la 'précé"
dente.

Enf in , dans un dernier Chapi t re , on é tudiera d/aulres modes régu-
liers d ' approximat ion , et n o t a m m e n t par les sommets d'un réseau de
parallélogrammes

,3ft -{- /w.i 4- q^ï (p, q •= ±: î ± a ± . . . ±: oo).

Ces résultats se t rouvent b r i èvemen t exposés dans plusieurs Notes
des Comptes rendus de l'Académie des S c / ' e r / c e s ( d e Paris), t. 168, p. 5()9,
718, 882, 990.

CHAPITRE PREMIEH.
LES FONCTIONS ENTIÈRES GÉNÈRALB;S.

I. — Existence de l'ensemble Cff.

3. A partir de toute fonction entière f ( z ) , étant donné un nombre
complexe cr de module ^> î et, par ailleurs, quelconque, on peut

( l ) Pour év i te r des longueurs, je désignerai le preimcr Mémoire par la natation
abrégée Mi.
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former une fa mi l ie i n f i n i e de fonc t ions /„(::.),• en posant

/^)==/(^) ( ^ = = i ^ , . . . , c o ) ;

ce sont des fonc t ions entières. L o r s q u e =? décrit une aire A du plan,
les p o i n t s ^c-, za\ . . . , .sar", . . . décr ivent des aires semblables Ao-,
Ac-2 , . . . , AT", . . . , et l ' ensemble des va leurs prises p a r / T ^ ) dans
Faire AT^ est i d e n t i q u e à rensemble des va leurs prises par / ' ^C^) dans
l'aire A. L'étude des va leurs de /(^) dans la su i te des aires A, A es-, ...
revient à Fé tude des valeurs desy,/( 's) dans A, p o u r laquelle on fera
iu te rveni r la n o t i o n de famil le normale ( 1 ) .

4. Par ana log ie avec ce q u i a été l'ail précédemment ( M , i , n0 13),
on fera décrire à ^ l'aire d. 'une c o u r o n n e comprise en t re deux
courbes C i , C^ en touran t For i^ lne : ces deux courbes peuvent être
que lconques , et ce n 'es t pas d i m i n u e r la sénéralité que de les sup-
poser circulaires, de centre (). ^ ^ " décr i t la cou ronne [C,^, C^o"" |,
et lorsque C.,== C, cr, c'est-à-dire lo rsque C^ se déduil de G,, par la sub-
s t i t u t i o n :;.>== S ( C r , i l est' c l a i r que l ' ensemble des aires (Cic r^ , C^o"^)
(n -= r , 2, .. ., co) recouvre toute la par t ie du plan z extérieure à la
courbe C_». Dans cette par t ie du p lan , /(^) prend toute valeur f i n i e ,
sauf peut-être une seule, d'après le théorème de M. Picard : donc
les / , / ( ^ ) ( / ? = = i , '2, . . . , c o ) p r e n n e n t , dans la couronne (C, , (^a ' ) ,
toute v a l e u r f i n i e , sauf peut-ê t re une seu le .

Ou peut edier p lus lo in et démont re r qu7/^.y/ impossible que dans
toute I n couronne (C , , Ci 7) la famille ( / e s f^ soit normale. J 'a i fait
r e m a r q u e r [M, , n^'iA et 15] que cette propr ié té entrainai t le théo-
rème de M. P i ca rd , mais compor ta i t une précision de p lus , d'où
r é s u l t e n t les propriétés qui von t nous occuper ic i .

i
5. Considérant d'abord une couronne quelconque (C i , C^) entou-

ran t l 'origine, il peu t arriver (^-l et l'on verra plus l o i n (n0 13) des

f 1 ) Je renvoie le lecteur à mon premier Mémoire pour tout, ce qui concerne la bihîio-
^['f'iphie des fainilles non'nales dont on aura besoin ici.

( 2 ) C'est en cela sur tout , que noire présente analyse va se distinguer de celle qui fu t
faite dans le premier Mémoire, relativement à l'approxiinaLlon continue du point à 1'infmi.
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exemples | que si la couronne est bien choisie, la f a m i l l e d.es/^(.s) so'it
normale dans toute la couronne1 . I l est cependant impossible qu'une
fonction l i m i t e de cette suite soit n n e constante f i n i e ou une fonction
analy t ique qu i serait alors ho lomorphe et f i n i e dans toute la couronne
(C^ C.^} [ M , , 11° I6'|. Toute fonc t ion l i m i t e de la su i t e des f^(z) est
donc identique à la constante i n f i n i e . On en dédui t immédia tement
[twrM^ n° 16] quey^(s) doit tendre uniformément vers l'infini dans
toute la couronne ( C i , C ^ ) q u a n d n ( end vers l ' i n f i n i . On montrera
effectivement plus l o i n qu ' i l e x i s t e des f o n c t i o n s entières, tendant
un i fo rmément vers l ' i n f i n i , quand s décr i t des couronnes conve-
nables (C, cr", C,,^) (n = i, 2, ..., oc).

6. Mais si C^== G| G-, comme l ' ensemble des couronnes (C,^ , C^Œ^)
Çn == i, 2, ..., xs) recouvre alors toute la part ie du plan extérieure à
la courbe C^, la fami l le des fn^') lut P^ît ê^8 supposée normale
dans (G , Ça) sans que l 'on se heurte à une impossibil i té . Les valeurs
que/^(s) prend clans ( C ^ , C^) sont celles de /(^) dans (C,^, C^Œ^) .
Si la f ami l l e des f,^ était normale d a n s ( C , , C ^ ) , /^ t endra i t unifor-
mémen t vers l ' i n f i n i dans ( C i , C^), quand n t e n d r a i t vers l ' i n f i n i , c'est-
à-dire que /(s) tendra i t un i fo rmément vers l ' i n f i n i dans les cou-
ronnes (C^ rs^\ C ^ ^ ' ) ; en d'autres termes, quel que soit z dans (CiC^
on aurai t , pour n'^>n^ ] / ^ (^ ) |>N quel que soit le nombre
positif N, à c o n d i t i o n q u e /^, soit pris assez ^ r a n d ; ou bien
| / ( ^ ) | > N , quel que soit z dans l ' ensemble des cou ronnes
(^Cf a ' ^ , C^^1)^ n^> n^. Or, l ' ensemble de ces couronnes recouvre toute
la pa r t i e du plan extérieure à la courbe Cicr^' , et admet t re qu'à l 'exté-
rieur de la courbe GiO"7 ' " on a [/'(-s) > N, c'est se mettre en con t ra -
diction avec le théorème de M. Picard, îl est donc impossible que^ dam
toute la couronne ( C < , 0,0") ( 1 ) ((fuelle Cfue soii (railleurs la courbe C,
entourant l'origine), la famille des fn( z) soit normale.

7. Il existe alors y dans toute couronne ( C, Ccr), un point au moins s^,
autour duquel la famille des f^(z) n'est pas normale. Quelque petite que

( l ) La réuàsile ^du raisonnement tient au faiL que toute couronne ( C , C c r ) est u n
domaine foadaraental de la substitution (s, z T).
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sou l ' n i r e a)y entourant ^o? Ses fonctions /ra(^) prendront dans o)y
toute valeur finie5 sauf peut-être une seule. Ceci veut dire que, dam'
l'ensemble des aires Œ)^ (,.'0^, o^cr, ..., (ôçcr"., . . . , /(-s) prendra toute
valeur finie, sauf peiit-êire une seule. On peut, avec plus de précision,
dire que toute valeur f in ie sera prise par / (^) une infinité de fou,
sauf peut-être une valeur exceptionnelle, car l 'hypothèsecontraire, à
savoir qu ' i l 'y a deux valeurs finies a et b que/(.s) ne prend, qu'un
nombre limité de fois dans les aires o^c^ (71 == i, 2, ..., oo), équivau-
drait encore à dire que la famille des fn(^) est normale danser. 11
est clair que si f(s) admet, dans tout le plan, une valeur exception-
nelle qu'elle ne prend jamais, comme est zéro pour e2' [ou qu'elle ne
prend qu 'un nombre l i m i t é de fois], cette valeur est précisément la
seule que f ( ^ ) ne prendra pas dans l'ensemble des aires cOocr" [ou
qu'elle n'y prendra qu'un nombre l imité de fois].

<S. On peut donc parler de l'ensemble Cç des points où la famille des
fonctions /„( s) =f(zrsn) n est pas normale. Cet ensemble possède au
moins un p o i n t dans toute couronne (C, Ccr) entourant l 'origine, et il
est b ien-évident que, si ^o est un point de l 'ensemble, tous les points
s,» fJ±n (n = Ï 5 2, . . . , co) sont aussi des points de l'ensemble. L'origine
et l ' i n f in i sont points limites de z^a^. I l était d'ailleurs évident qu'a
l'origine les fonctions f^ ne pouvaient former une famille normale,
puisqu 'e l les y ont toutes la même valeur/(o), tandis que leurs déri-
vées respectives sont /'(o), G-/'(o), . . . , ^/'(o), . . . , valeurs qui
tendent vers l ' i n f în i avec n^ si l'on suppose que/'(o) -=f=- o. [Il suffirait
de considérer la première des dérivées de /différente'de zéro à l'ori-
gine et de faire le même raisonnement pour conclure de la même
façon, au cas o ù f ' ( o ) == o. |

II. -— Propriétés de l'ensemble Cy. Sa structure.

9. Il suit de la définition même de Cy : ensemble des points autour
desquels la famille des fn(z) n'est pas normale, que l'ensemble Cyest
fermé. En un pointa limite de points z où la famille des fn(s) n'est
pas normale, cette famille ne saurait, en effet, être normale : tout
point limite de points de <i\y appartient à <L^.

Ann. Éc. Noi'm,, (3), XXXVII. —• JUÏK 1920. î9'
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10. Un point de Cy peut-il être isolé dans ^o.? Supposant qu'un
point £.0 de Cç soit isolé, il est aisé de voir quelles circonstances doivent
nécessairement se produire. Dans un. cercle c© de centre ^o, de rayon
assez petit , la su i t e des /^(-s) sera alors normale en tout point distinct
du centre. Si l'on suppose qu 'une suite partielle, extraite delà suite
des /^(-s), converge dans '-ic), hors s^vers une1 fonct ion holomorphe,
ou vers une constante finie, il suit d'un lemme de Weierstrass," bien
connu en théorie des fonctions, que cette' suite partielle converge
dans tout CD, y compris z ^ y vers une fonction holomorphe, ou vers
une constante finie.

On pourrait donc affirmer que la suite des /n(-s)î normale en tout
point de c© distinct du centre, est encore normale au centre, si l'on
était sûr que toute suite convergente, extraite de la sui te des /^(^),
converge dans CD vers une l imi te finie. En ce cas, s<.» ne saurait1 être
isolé dans Cç sous peine de contradiction.

11. Mais le lemme. de Weierstrass, précédemment i n v o q u é , n'est
plus valable si la suite .partielle, extraite de la suite des f n ( ^ " ) ' s
converge dans (£) (hors-s^) ^^'rs l ' infini. Il peut arriver (on enverra
plus loin des exemples) que les fonctions de cette suite, restant finies
en 5y, convergent vers l ' inf ini hors de z^. Si pareil fait se produi t pour
une suite extraite de la suite des/^(^), il pourra arriver que la fami l l e
des/^(s), normale dans (û en tout point distinct du centre, ne soit
plus normale au centre. Ce point est alors isolé dans c'y, et c'est le
seul cas où -So peut être isolé dans Cy.

là. Il peut arriver que des propriétés spéciales de la fonction/^)
étudiée permettent de rejeter cette dernière hypothèse. On sait, en
effet, et cela résulte de la déf ini t ion même de Cy que les y^(s), ne
formant pas une suite normale dans toute l'aire CD, prendront dans
cette aire toute valeur finie, sauf peut-être une valeur except ionnel le
au plus. SiFon sait^ a priori, qu'il y a effectivement une valeur excep-
tionnelle a que les fonctions f^(z\ (1) ne prennent pas autour de z^, il

(1) Cela. voudra dirôque, CD étant un cercle assez petite de centre.soi M fonctionf{ z)
ne prend la valeur a dans aucune des aires CÔ, (Sïcr, CDcr2, .. * , Côar^ ..... La même con-
clusion s'affirme quand f(.s) ne prend, dans l'ensemble de ces aires, qu'un nonibre lirmté
de fois la valeur a.
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suit que Sy ne peut être isolé dans Cç. Car si z^ était isolé, dans£<y, dajis
un cercle (D de centre z^ et de rayon assez pet i t , la famil le des fnÇ^)^
comme celle 'des————, serait composée lie fonctions-holomorpliesf , , ( z ) — a ^ r I

et serait normale en. tout point, d is t inc t du centre. Toute-s-uite extraite
de la suite des/^(s) et convergeant dans C ô . v e r s une limite finie-
devrait converger aussi, en ,^o, et à toute suite S extraite de- la suite
des/^(s), convergeant dans CD (hors .s^") vers l ' int ïni , correspondrait
une suite S' extraite de la suite des -:—^ • s convergeant dans^fâ:,
(hors ^o ) vers zéro; S' devrait donc converger aussi vers zéro en -Sy, ce
q u i i m p l i q u e que la sui te S devrait converger vers l ' inf ini ,même en z ^ .
On pourrait donc ic i aff i rmer que toute suite extraite de la suite
des /»(^), et convergeant dans (D partout hors du centre, .devrait
converger même au centre : la suite des fnÇ^} serait normale en Sy,
contrairement à rhvpothèse faite. Un cas important où l'on pourra
affirmer ainsi qu'aucun, poin t de C<y n'est isolé dans Cy, c'est celui où
la fonction f Ç z ) étudiée ne prend nulle part dans le plan s la valeur a,
ou ne la prend dans tout le plan (fu^un nombre limité de fois.

Alors on pourra aft irmer que £ç est un ensemble parfait. On verra
d'ailleurs plus lo in , par la considérat ion des valeurs asymptotiques,
que cet ensemble est continu.

1,3. ^, toujours fermé, se décompose en.un ensemble parfait et un
ensemble "dénombrable. L'ensemble parfait peut être 'nul, mais" on
verra çyail ne rest certainement pas si la fonction f Ç z ) a d m e ï une
valeur asymptotique finie. On' ne pourrai donc .fournir "l'exemple
d'une fonct ion/ ' (s) pour laquelle l 'ensemble S^ correspondant à une
valeur convenable de <r, est dénombrable qu'en s'adressant à une
fonction/(s) n'ayant pas de valeur asympfcotique f inie . On sait que
c'est le cas des fonc t ions entières d'ordre <; ^ ? ainsi que l'a montré
notamment M. Wiman, puis M. Lindelôf . La fonction suivante

- ; • - - • • - ••^=n(1-^) •^>1 ' / • -• ' . ' ' " 'll/ " " " l i i - 1 , ' 1 ' • • 1 , 1 1 ' '" ", ' ,' •^==1 " 1 " ; . • ' ' 1 ' •"•, . 1 ' • . , ' 1 , , " . , , . ' : • • . ' '., "
d/or'drf sero, répond à la' question.7 ' " :1" ' /" /. •
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On a, en effet,

f^z) =/(^ z) == (i — <) (i - G-.- ) . . . ( r - 7n-~-i ̂ )f(z).

Soit A "une aire finie quelconque du plan ^ ne renfermant aucun
des points cr '̂ (/£• = o, 1 , 2 , . . . , ce) à son intérieur ou sur sa frontière.
Il est clair que, quel que soit z d ans A ou,sur son contour, et quel que
soit /r, on aura dès lors j z — o-^'l > o, o é tant - un nombre posit if con-
venable,

/(^)=^'^[i^<||>^—,:| ... [^^—^]f(s)

et^ par suite, dans A,

\fçanz)\>\a^~ôft\,
A désignant la limite inférieure, 'certainement différente de zéro,
de |/(^}| dans A. Cette inégalité s'écrit encore

[ n — 1 " n

|/(^)|> ÔH 2 , A,
// — i

et elle prouve alors que. /^ tendant vers rinfini, fj\~ tend vers

l ' in f in i ; i l en est de même de Ô | c r | ï , et du second membre t o u f
entier. Donc,, dans Ay/(cr^) tend uniformément vers rinfini avec n.

En tout po in t dist inct des poinis cr^", la famille, des/^) ^/'(cr^;')
tend ^ vers l ' inf ini . En un des- po in t s r'\ tolîtes les, fonctions de h
famille sont nulles à partir d'un certain ran^'. La famille cesse donc
d^être normale en chacun de ces points .

Ici, l 'ensemble ^7, fermé et dénomhrable, se compose des poinfs
^ ( / c = o, i, 2 , . . . , co) et de leurs deux points limites o et ce. Tous ses
wints\, sauf o et 30 sont isolés.

14. Je vais montrer que jamais l 'ensembl'e Cç ne peut être dénorn-
brable, lorsque/(s) admet une valeur asympiotique finie. Ainsi s'in-
troduisent une fois de. plus ces valeurs asymptotiques des fonctions
entières, dont on s'est occupé dans un grand nombre de travaux
récents. Leur présence permet d'affirmer que l'ensemble Cy, quelque
soil | 7 ^> î , contient un continu qui est coupé en un point au moins par



PROPRIÉTÉS NOUVELLES DES FONCTIONS ENTIÈRES OU MÉR.OMORPlîES. I"3

toute courbe C entourant Fon'gine. On est ici, en effet, dans le cas où,
il existe une 1 courbe cont inue F, a l l a n t à l ' in f in i , sur laquelle la fonc-
tion / ( z ) tend vers une valeur f i n i e a. quand z- tend vers l ' inf in i .
Imag inons qu 'en tout point d 'une courbe C quelconque entourant
l'origine, et par suite en tou t po in t d ' u n e certaine couronne ( " C . i . C a )
l imitée par d e u x courbes C, , C,» en touran t l 'origine et comprenan t e
entre elles, la famil le des fonct ions friÇ^) =f{z^11)^ soit normale. On
a vu précédemment ( ' n ^ ô ) q u ' i l f audra i t alors admet t re nécessaire-
ment que/^(s) tend uniformément wr.v F infini açec n, quel que soit z
dans la couronne ; ou bien que dans !a couronne (Gicr\ C^)
f{z) tend vers r i n f m i avec n. Or, la courbe 1\ a l lant à r in f in i , traverse
toutes les couronnes j Ci cr", C^ j des que n dépasse une certaine
valeur; sur les arcs découpés par les couronnes précédentes sur cette
courbe I\ /(s) tendant vers. a, va leur f in ie , ne pourra tendre vers
l ' in f in i quand on envisagera une su i te de ces arcs a l l a n t à l ' inf in i . Il
y a donc contradiction à supposer la f a m i l l e des / n ( s ) normale en tout
point de C. C'est dire que toute courbe C,entoura i t t. l 'or igine, renferme
au moins un point de ^. Cy ne saurai t être dénombrab l e , et l 'on peut
a f f i rmer qu'il con t i en t un c o n t i n u coupé, en un point au moins, par
toute courbe C.

là. Ce qui .précède s igni f ie seulement qu ' i l est imposs ib le , dans
l'hypothèse envisagée, de supposer la famille des fn(^} normale dans
toute une couronne ( C ^ C a ) en touran t l 'origine. Mais il p e u t arriver
que la famil le considérée soit normale dans certaines parties déjà cou-
ronne, séparées les unes des antres par des continus en chaque, point
desquels la fami l le cesse d'être normale. Un exemple bien s imple de
ce fa i t est fourn i par la fonction entière/'(s) = /^ quand cr est choisi
réel e t > i . Cette fonction possède la valeur asymptotique f in ie zéro
qui est: atteinte, quand z tend vers l ' inf in i , sur tout rayon don t l'argu-
ment est compris entre ^ e t —• a- étant choisi réel, on voit de suite

que fn(z) == e^ tend vers l ' infini avec n, si — 2 << args <•+" 7r? et

tend vers zéro quand n tend vers l ' infini si ^^ama^C—^En toutî . 2 ' D • -^ ,3

point du plan situé à droite de l'axe imaginaire/la famille d e s ' ' / ^ ' ( s ' )
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est normale et tend vers l ' infini avec n; en t o u t point situé à gauche.;,.
elle est normale mais tend vers zéro si n devient inf ini . Il en résulte, ,
qu 'en aucun .poin t de l'axe imaginaire , la famille ne pourra être nor-
male. L'ensemble Cç se réduit ici à l ' a x e imaginaire : toute .couronne
circulaire entourant l 'origine, est divisée par cet axe en deux parties,
dans chacune desquelles la f a m i l l e est n o r m a l e , ces deux part ies étant
séparées par l 'ensemble ^- ^u étant, u n e a i re arbi t ra i rement petite
entourant un poin t de l'axe imagina i re , la f o n c t i o n e2' prend, dans
l 'ensemble des aires CQ^ dc^c-, Oc^o"2,. .., ^^n\ . . . , (.ouïe valeur f inie,
sauf la valeur zéro, et la prend une i n f i n i t é de fois. Ceci s'explique
aisément, grâce à la périodicité de la fonct ion e\ quand on remarque
que les d imensions absolues de l 'aire cfâo^ croissent i n d é f i n i m e n t
avec n.

16. Remarque /. — I I importe de faire remarquer que si une fonction
ent ière admet une va l eu r exceptionnelle finie a, qu'elle ne prend pas
ou qu'elle ne prend qu 'un nombre l i m i t é de fois dans tout le plan,
cette valeur est une valeur asymptotique et à la fonction s ' app l iquen t
les considéra t ions des n^ 14 et 15. On a d ' a i l l e u r s vu, au n0 12, que
l 'ensemble Cy était alors, quel que soit cr, un ensemble parfait. En
rapprochant les conclusions des n08 12, 14 et 15, on pourra affirmer,
dans le cas présent, que £g est un ensemble parfait continu reliant
V origine à V infini.

17. Remarque I I . — On peut se poser la quest ion suivante : En un
point de £ç, il a été démontré que la famille des fn(z) n'est pas
normale; cela veut dire qn une suite partielle au moins^ extrai te de la
suite des/^(s), n'est pas normale en ce point . Mais peut-il arriver
qu'en un tel point, certaines suites partielles extraites de la suite
des fn{z) continuent d'être normales? L'exemple su ivan t résout la
question par l'affirmative.

Prenons /(^) = ̂  et a = z'S, S étant réel et > :s.
Alors

f l ^ \ ___ ^S4/7 f ( y\ ___ ft-S S4/'-4-2 ,
•: ' - f^P\2)——€ ? J ! ^ p ^ î \ z ) — — e • • l 1 , • " ' • '

•y i ^\_^sS^-4-1 f ( y \ —- ^iK S4?^J•J^p-+-t l t^} — e » , ,Ap-+-®vz- < —••• e

II estvisibleque lafamilledes/^(^) et/^aC^) pourp == i , 2^..,, oo
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•est normale en tout point, n o n s i tue sur Y cwe imaginaire et n'est normale
en aucun point de cet axe imaginaire. - , . , , . . ' \ . - ••

La famille des f\^(z) et/^.^(s) est normale en tout point non
•situé'sur Y noce réel^ et n'est normale en aucun point de cet-axe réel.

: 'L^ensemble Cç se compose ici de -F ensemble des deux axes réel efimagi-
nclire^m^ en tout poin t de l'axe réel la sui te par t i e l i e

/^(^)(A-=î, 2, ..., œ)

est normale, alors que la suite partielle

. . .A^î«)(Â-=I, 2, ..., 00) , , . •

ne. l'est pas. C'est l ' inverse qui a lieu en tout point de l'axe imagi-
naire.

18. Remarque I I I . — [/exemple précédent prouve que C^ dépend
essentiellement de la valeur adoptée pour Œ, et change quand <r varie, la
fonction fÇz) restant la même. On a vu, en effet^ que pour /(^) = ̂  :

i° Si. (7 est réel, Cç se confond avec Faxe imaginaire.
2° Si a-== ?'S, S étant réel >i, C^ se compose de l'axe réel et de

l'axe imaginaire.
2 T C /

3° Si c r = = œ S , S étant réel >i et CD = e t ) , on vérifiera facile-
ment , en considérant les suites partielles /^(z)? /A/M-iC^)? • • * ?
Ay-+-(/^-o(5)' P0111' ^ = z î ' > 2» • • • ? co» dont chacune est no rma le dans
tout :le plan, sauf sur les droites respectives d'argument ± ->

^E-iï, ±Ï-^, ..., ±^-^.=-^. que rensemhie ,̂
2 /.» ' 2 p 1 • ';î ? . .i • ! • .

se compose ici suivant les cas :

' a . Lorsque p est pair, de p droites passant par 0, faisant entre elles

des angles de ^5 l 'une d'elles étant l'axe imaginaire.
5.6,:;Lorsque p est, impair, de p droites passant par 0,. faisant entre

èlles-cles angles de 2^1 -Fa-n-e- d'elles •'"étant-l'-axe^imaginaire. --• • • — - • • — •

4° Si cr == S^6, S réel >i, 0 incommensurable à a ^ i l e s t a i ç é d e



i 76 ! ! • • GASTON JULIA.

montrer que C's se compose de tout le plan. Soil, en effet, Sy un point
quelconque du plan,, Oy son argun'ienl.

On peut é v i d e m m e n t , ' à cause des propriétés d'approximation
classiques des incommensurables;, choisir une sui te infinie d'indices
entiers n^ n.^ . . . , /^ . . . accouplés à des indices entiers Â\, ^, . . * ,
k^ ... tels que

r 1
• ^ • — ( @ o + ^ p ^ — 3 / ^ T T ) < £ / , ,

£„ tendant vers zéro lorsque p grandit indéf in iment ; en langage
commun, cela voudra dire que rargurnent du poin t

^oO^'=SoS"/>êV0,

qui est égal à 9,, 4- /^O (rnod 270), tendra vers ï-
Considérant deux poin ts a rb i t ra i rement vois ins de z-^ : l ' u n .:?;

d' 'argurnent 9o -— s, l 'autre z^ d'argurnent 0(,-+-£, i l est clair que
l 'argument de z^f7np tendra, pourp i n f i n i , vers- -— £, et celui de .s^cr^

vers ~ + £; le module de l'un et l 'antre de ces points tendra d'ail leurs
vers l 'infini comme celui de z ^ ^ p .

Il faut maintenant envisager la suite des /^(s). Elle ne peut être
normale en s^. Car fn^z) é tant égal à e ^ ^ ' ' , i l est évident que,
pour z = s ^ , l ' a rgument de ^o-^/' t endan t , pour p = co y vers ?T — s,
fn.Ç^i) doit tendre, p o u r p == xs, vers 4- oî. Au contraire, pour z == z ^ y
l 'argument de z^'r tendant vers î -+-£, /„ (^2) dûit tendre,
pour /? ==== a;, vers zéro. D'ailleurs ^ et ^jy sont arbitrairement voisins
de Z Q ; il en résulte que la suite partielle /„ (z)., extraite de la
suite fnÇs), n'est pas normale au point z^.

Puisque, en tout point ZQ du plan, il existe une suite partielle,
extraite de la suite /^(-s), qui n'est pas normale en s^, on conclut que
tout point ZQ du plan appartient à Crr. Cy se compose donc de tous
les pomts.du plan^, sans exception*
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Structure géométrique de <1^.

19. Au point de vue géométrique on 'peut se poser la question de
savoir si 6g. peut être superf iciel , l inéaire ou discontinu. La question
est, en partie, résolue par les exemples qui précèdent . En voici
d'autres d 'un caractère plus général.

20. L'ensemble Cç peut être siiperficiei. Le n° 18 (4°) fourn i t
l 'exemple de la fonct ion ^ quand on prend poiiT Œ un •nombre
complexe de module >i , d 'argument incommensurab le a 27:. On
peut, pour le même objet, considérer la fonclkm ent ière e l l i p t i q u e

^ l ,-.. \ —— , I j/ / 3 \ /,W "+" 5 W^o" {.^ ) — ^ iî , i — — (. e

où l'on pose
n' •:= '.>. /^ ûj, -+- 2 //.a oja ;

20), et 20)y é t a n t les périodes, A ^ et/^ des entiers quelconques positifs
ou négatifs, la combinaison /z,, = h.^ == o étant exclue. cr(-s} ad'met pour
zéros si-m'ples les sommets de tous les parallélogrammes des périodes.
J'ai déjà étudié cette fonction dans mon premie-r Mémoire.

Soient Cô^ une aire arbitraire entourant un point z^ du plan, et 2. un
nombre complexe de module ^> T . Lorsque n devient i n f i n i , l'aire (S^^'
croît indéf in iment dans toutes ses dimensions et comprend à son- in t é -
r i eu r un nombre de parallélogrammes des périodes qui devient i n f i n i .
C'est-à-dire que a-(s) a dans cDo-S" un nombre de zéros qui devient
i n f i n i avec n. Dans (Do la fonct ion cr^(^) ==: crfsS"] aura donc un
nombre de zéros qui devient inf in i avec n, la plus petite dis tance de
deux de ces zéros devenant nulle, de façon que ces zéros finissent par
être denses dans toute l 'aire <Do. Si, dans (fâo, là famil le des o^(s) était
normaley toute fonction limite de fonction ^(;J) devrait être nulle
dans toute l'aire a&o. C^ost-à-dire que ^ n ( z ) ''devrait tendre uniformé-
ment vers zéro dans C£^; ou encore que cr(s) devrait tendre unifor-
mément vers zéro dans les aires CDo27', quand n devient infini. Or, cela
est impossible sous des conditions très générales imposées à S.

Afin. Éc. Aorw.. (3 ) , XXXVU. — ÏÎJÏN 1920. ' ^ 28
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On a, en effet,

cr(so-|- ^GJi-t- îA^) ==(-- ^M^^e12^--1--^21 ^^^^^^^^^(so).

.SQ étant pris fixe, cr(.So)^:o, l e s ' va leu r s de a-'(so 4- '2/^ co, + ^h^w^)
pour /^ et 7?2 trôs grands dépendent essentiellement du terme

p {2/1 i Yj 1 -+-2/< 2 7'] 2 ) t .:• o"+-^ l t « >1-+-A 2 t'» -.! i

dont la valeur absolue est

gâ l ( (à//1 TI i +2// ïTi a » ( :. (,4-A i (<) i -h// a Oiy » 1

Or, quel que soit s^ fixe, l'équation en /? i , Aa ( rapportée à deux axes
parallèles aux vecteurs périodes 20^ et 2002)^

X [( 2 Ai Y]i -h 2 /^Y];; ) ( 3o -+- AI ûi)i -t- AS ̂ 2 )1 "= 0

représente une conique dont le genre ne dépend pas de ^o- La région x
définie par

^ f( 2 /<i ̂ i -j- 2 / / a^a ) ( ^o '4~ ^i ^i "̂  ^2 G)2)1 > °

ne peut être f inie, sans quoi cr^-s) serait bornée dans tout le plan.
Celte région <fR., a l lant à l ' i n f în i , est, ou Texiérieur d 'une ellipse, ou
une portion infinie de plan l imi t ée par une parabole ou une hyperbole
(qu'on peut supposer non dégénérée, pourvu que co^ et co^ ne sat isfassent
pas à cer ta ines relations particulières, ou que^, n 'occupe pas cer ta ines
pos i t ions particulières). Sur cette région i n f i n i e ̂ , pourvu que S soit
soumis à certaines restrictions d'ordre assez général ( ^ ( p a r exemple,
lorsque Jl est hyperbolique, qu'une des puissances de 2 ait un argu-
ment assez p e t i t , afin que deux certaines puissances de S aient des
arguments difFérant assez peu (mod2-n;), de manière que cet te dif ïe-
rence soit infér ieure à l 'angle des asymptotes de < f ? l ] , il y aura une
infinité de régions Oc\> S" qui viendront emp ié t e r , et de telle sorte
qu^7 sera loisible de trouver une infinité de points congrucnis à ^o, inté-
rieurs à ^ il à ces aires CD^S^ En ces points, il est visible que |cr(^) |

( l ; Lorsque S est cfarginnerU incommensurable à '2^, aucune condition supplémentaire
n'esl nécessaire.
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reste >-|o-(^,) . Ceci con t r ed i t Fhvpothèse que la t ami l l e des cr^(^)
est normale dans °^o, d'où l'on a .déduit quea-(.s) devra i t t e n d r e u n i f o r -
m é m e n t vers zéro dans (î^S^ q u a n d n devieni i n f i n i (1) .

On vient donc de démontrer que l 'enseiTihIe c ^ se confond ic i avec
le plan t o n t e n t i e r .

31. Que Cff puisse être continu linéaire, on l'a déjà vu par de nom-
breux exemples^ et notamment e^ lorsque cr a un argument coœmen-
surable à 2?:. Ce cont inu peut être d 'une nature très complexe, ainsi
qu'on va le vo i r par les exemples généraux suivants.

Il r é su l t e des travaux de Poincaré, et, no tamment , d'un Mémoire du
Joui'ruil de Lic^Wîllc^ 1890, i n t i t u l é : Sni- iine classe noweUe de fonctions
inùfonnes, que, P(Z) é tan t un polynôme quelconque, 'nul a l 'or igine,

P ( Z ) == o" / 4- ^2 Z2 4- . . . 4- a,, 111,

| cr é t a n t supposé > i, l 'équation fonctionnelle

f(^)-=P[f(^)]

possède une solut ion y'(^) nul le à l 'origine, [ / ' (o)=^=o], r / / n est une
fonction endêre. Cette classe de fonc t ions en t i è r e s est par t icul ièrement
in téressante .

Soit ^o u n p o i n t de l ' en semble ̂  d 'une te l le fonc t ion . En ce p o i n t ,
la f a m i l l e des /,,(;: ) ^/(a^ s) n'est pas normale . Or, si l 'on désigne
par PaC 'Z) , P,(Z), .... P^(Z)/... l e s 'po lynomes itérés successifs du
polynôme P, c'est-à-dire

on aura
P,(Z)=P[P(Z) ] , P.(Z)=P.-i[P(Z)],

f(az) ^P[/(,.);|,
/(^.) -= P[/(^)] = P î P[ / (^)]S = P.[/(^.1,

/(^3)==P,[/(^): | . . . ,

( , 1 ; On rapprochera ce raisonnement de celui qui a été fait dans le premier
Mémoire fo°q^) .
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et, par conséquent, les fonctions /^,( s) dérivent des fonctio.ns P/ ,(Z')
""parla transformation Z == f(z).

11 est vis ible que, les /«(-s) ne fo rman t pas une f a m i l l e normale au
point .s,», les P^(Z) ne p e u v e n t former une famil le no rma le au
p o i n t Z,,==/*(5o). Le p o i n t Zo est donc un po in t de' l ' en se inb l e que
j 'ai appelé E' dans mon Mémoire « sur l'itération des fonc t ions r a t i o n -
ne l l e s ( ( ) ». Réciproquement, d 'ai l leurs, par la t ransformat ion
Z==/'(s), l 'ensemble E' du. p lan Z devient l 'er isemble ^ du plan ^
relatif .a la .fonction /"(^). .l'ai montré, dans le Mémoire ci-dessus, que ,
suivant le choix de P(Z), E' pouvait être un continu l inéaire de nature
assez compl iquée : j'ai f o u r n i des exemples (2) où c 'é ta i t une courbe
de Jordan s imple formée ' n o n analytique, et n'ayant même pas .de
tangente ; j 'en ai fourn i d'autres où c'était une courbe de .lordan ayant
des p o i n t s doubles partout denses sur elle-même. M. Fatou, de son
coté, a montré , dans diverses Notes des Comptes rendus (3) , que le
continu l i n é a i r e E' ne pouvait être ana ly t i que que s'il se réduisai t à u n
cercle, et il a fou rn i des cas très généraux où ce .cont inu n'a de
(angente en aucun point . Il est é v i d e n t qu'un con t inu E' non ana ly t ique
se t ransforme, par Z==y(^) , en un con t inu Cy n o n analvt ique, et
que, si E' n'a de tangente en aucun point, ^ç n 'en a pas non p lus .
On voit ainsi que la na ture du c o n t i n u l inéaire c^ peut être très
compl iquée .

22. La classe de fonct ions e n t i è r e s q u i v i e n t de nous occuper,
fournit également, par des choix convenables du polynôme P ^ Z ), des
exemples assez généraux pour lesquels l 'ensemble Cç est fiarfdit
discontimi. J'ai déjà donné l'exemple de la fonction n \ i — — ^ \ - ,

d'ordre zéro, pour laquelle Ça était dénombrable, e t , par conséquent ,
d i s c o n t i n u . Les exeu p.es que je vais ma in tenan t fourn i r sont p lus
intéressants parce que lear ensemble <r^ tout en étant p a r f a i t , reste
discontirm : ils sont relatifs, d 'a i l leurs , à des fonctions entières dont

( 1 } Publié dans le Journal da M. .lordan, 7" série, L I V , 19'] 8.
( 2 ) Pour ne pas allonger outre mesure le présent Mémoire, je prie le lecteur de se

reporter au Mémoire cité, ou il trouvera lesdi ls exemples.
( 3 ) C. H. Âcad, Se., t. 166, p. %o4, cl t. 167, p. io-25.
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l'ordre -peut être -arbitrairement éleçé, et ceci -aussi est un fait assez
remarquable, dont on verra les conséquences. Certaines propriétés de
r i té ra t ion des f ract ions ra t ionne l les , en part iculier des polynômes,
sont nécessaires à l ' inteHiaçence clés exemples qui su iven t . Le lecteur.
trouvera ces propriétés dans mon,Mémoire (précédemment c i t é ) « ,sur
l ' i tération des fractions ra t ionne l les ».

23. Soit le polynôme'

( 1 ) Zi:=P(Z)==.s'Z-4-/A

où s est un nombre.' complexe de module cr ==. .v|> î et p nn en t i e r
qu'on chois i ra tout à l 'heure assez ^ r and .

,1e vais d'abord, montrer que, si p est assez grand, l ' i térat ion de ce
polyn.o.me .présente des -circonstances assez simples.

24. L ' in f in i est un po in t de convergence régulière. Si j Z | = p on a

Pi== |Zi \>^—^

et pourvu que p17 '— po-^> pÀ, c'est-à-dire p >> (/' -4- o-y"1, on sera sûr
que p i ^>^p ; si k est un nombre réel > ï , on sera sûr que tout pointi
extérieur au. cercle C, p ===(/: 4" cry"1, ou situé sur ce cercle, a des
conséquents qui tendent régul iè rement vecs l ' inf ini , k peut être
supposé aussi voisin de i qu'on voudra.

Ce qu i importe avant tout dans l 'é tude de l ' i térat ion, c'est de
iry

connaitre l 'al lure des conséquents des po in t s où — == o. Ces points
sont les racines de

( 2 ) s 4- p7^~~^ — o,
i

/ y\r--1

leur modu le est - .
\ p }

Le conséquent d'un po in t Z racine de cette équation (2) sera

Zi == Z(.î + ZP- î )=.<? (î ——r.) Z,
p.

son module est cr( î -~ •r- ) { î
\ P / \^
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Les conséquen ts des p o i n t s où — == o son t régul ièrement d i s t r i b u é s

sur le cercle de centre 0, de ravon cr( T — i ) ( î ) . (7e sont les points
\ p i \ p ) l

critiques de la fonction Z(Zi ) i/ivci'sc de Z, =. P(Z).
Ces points critiques a p p a r t i e n d r o n t tous (1) au domaine du point ,

à l ' i n f i n i si l 'on a

'('-^oy"^'^'11
ou. bien

( 3 ) • ^--ifr^iy'"1 ?>^+^
\ P i P

k peut être choisi arbitrairement pourvu q u ' i l soit > r . Supposons
donc î < ^ < ^ " , alors / c + Œ < 2 c r , et l'on réal isera cer fca inenient la
condi t ion (3) si la condit ion

( 4 ) ^ ( ^ L Y - ' ^ ^ , ,
\ P ' p

se trouve réalisée.
Or, pour réaliser ( 4 ) » i l s u f f i t que l 'on ai t

^ > ——^—— " ^( ^ . ^ - r 1
\ p }

ou encore

(5) .>(j^.-

'P

Or, s é tan t fixé, et, par suite, Œ> i, si l'on fait c ro î t re p indéf in i -i
ment par valeurs entières, la quant i té {^^— tend vers l ' un i t é . Il

p
existe donc u n e valeur/Jo telle que, quel que soit p ^>/^i, l ' inégal i té (5')
et, par suite^ les inégal i tés (4) et (3) soient satisfaites.

( 1 ) Je m'inspire ici d'un exemple indiqué par M. E^atou dans sa Noie des Comptes
rendus de l'Académie (IG.V Sciences, i5 octobre 1906.
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p étant ainsi choisi, tous les conséquents des po in t s 1 où -7- == o
appart iennent au domaine du point à l ' i n f in i , , car ils sont extérieurs! i
au cercle G de centre 0 de rayon (/• -i- G-y""1.

25. Prenant ma in tenan t un cercle y de centre 0, de rayon R < < i ,
mais aussi voisin de s qu'on voudra (r), il est c la i r , à cause de

•Z,^=:,stZ-+-7A

que, pour une valeur de p assez grande, le point Z,, dév r i r a ' ' une
courbe y,, arbitrairemeni voisine du cercle s^, lorsque Z décrira le
cercle y. Comme ^ | ^ > i , le cercle s^ a un ravon o-R arbi t ra i rement
vois in de G-, et, par c o n s é q u e n î , ^ > i , pou rvu que R soi t assez voisini
de i. D'autre part , le cercle C de ravon (k •+- cry'~11 tend vers le cercle
de rayon i lorsque p tend vers l ' i n f i n i . En défini t ive, p peu t être
choisi assez grand pour que la courbe y,, entoure complètement le
cercle C et le c o n t i e n n e à son i n t é r i e u r : c'est-à-dire que le cercle y
appar t iendra au domaine du po in t à l ' i n f i n i . On peut préciser davan-
tage en envisageant la dé t e rmina t i on de la fonct ion Z ( Z ^ ) inverse
de P(Z) qui s 'annule à l 'origine. Il est clair, en effet, que tous les
points critiques de la fonc t ion Z ( Z i " ) é tant extérieurs au, cercle G, la
détermination envisagée sera ho lomorphe d a n s C. Lorsque Z, décrit le
cercle G, il est imposs ib le que Z v i e n n e sur le cercle y de rayon 1,1
puisque tout point de y a son conséquen t extérieur à C. On en déduit
que , Z^ décr ivant l ' intérieur et la c irconférence du cercle C, le
point Z, qui représente la dé t e rmina t ion de Z(Z,,) nulle à l 'o r ig ine ,
décrira u n e aire (C ^ ) s implement connexe, l imitée par un contour C-^
simple, fermé et a n a l y t i q u e : cette aire ( C L i ) ne se recouvrira nul le
part et sera tout en t iè re , contour compr is , intér ieure au cercle y.
[Les Çp — i) autres déterminat ions de Z(Zj décriront aussi chacune
une aire plane ne se recouvrant n u l l e pa£rt, l i m i t é e par un con tour
s imple , fermé et analytique : ces (j) — i) aires é tan t deux a deux exté-^
rieures, et toutes extérieures à 'l^aire (C_i}. Toutes ces aires seront,
d'ailleurs, intérieures à C.|

(1) En fait, il sul'fira de choisir R tel que o-R > i, ce qui est toujours possible.
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^Mais d'autre part, puisque-.— == .? -^-/-^Z/B'""1, on voit immédiatement
que,» à l'intérieur du cercle y, de rayon R <; r , la quant i té ^Z^"\ dont
le module esl^^H7 ' '""11, tendra mii for me me al vers zéro quand ^tendra
vers l ' inf ini . On en conclut que p peut être pris assez gran •/, pour que
Von ait en tout point intérieur à y, — ^> Œi ^> i, o^ éi^/^ inférieur à cr

^ d'ailleurs aussi voisin de Œ yî  l'on voudra. Supposons p ainsi choisi.

26. En se référant à l 'exemple ' de M. Fatou cité précédemment
[n0 24, note (1)] et sans qu' i l soit maintenant nécessaire d'insister
l o n g u e m e n t , on peut tirer la conclusion su ivan te :

L'antécédente C__, de G, prise à l 'aide de la dé terminat ion d e Z ( Z j )
qui s 'annule à l'origine, étant intérieure au cercle y, à l ' i n t é r i eu r

ïnr

duquel — ^> Œ^ ^> i, les antécédentes successives de CL,, prises avec
la même déterminat ion de Z(Zi), seront des courbes simples,fermées,
analytiques, emboîtées les unes dans les autres, et 'tendront ww zéro
et D'ers zéro seul, uniformément . Cela résulte de ce qu'à l ' in té r ieur de
/-, d% ^ T ^c < ' o " a ^ <^<î•

27. Mais si l'on ne prend pas quelques précautions supplémentaires,
il n'est pas sûr qu'à l ' intérieur des ( p — i) courbes antécédentes de C
distinctes de CL,, on ait aussi — > i, et l 'on ne serait pas alors sûr,
en prenant toutes les antécédentes successives de G, qui définissent à la
limite l 'ensemble E' (E'comprend tout point intérieur à une in f in i t é de
ces antécédentes), d 'about i r à un ensemble E', parfait, d i scon t inu , ne
contenant aucune portion de c o n t i n u . I l est facile de pallier à cet
inconvénient .

1° .4 condition de supposer cr^^, il est clair que la courbe consé-
quente du cercle |Z| ,== i entourera le cercle |Z] = i et n'aura avec lui
aucun point commun. Elle restera à une distance finie de ce cercle.
Supposons o" ainsi choisi.

2° On a vu que, lorsque p est assez grand, C, de rayon (A •+• o-y'"1,
est arbitrairement voisin du cercle |Z|== i, p peut donc être choisi
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assez grand pour que la courbe conséquen te -du cercle | Z | = = s soit
tout entière à F extérieur de C.

3° A cause de ̂  =- s -t-/^"8, il est visible qu'en tout po in t \Z^i,
on a

1 d7^ 1 ^ .> p — cr,^/z

et dès que p est pris assez ^'rand,

d'L,
7/Z > A > :i.

Supposons donc p — cr ^> i .
4° Les antécédents de l 'orig'ine, distincts de o, sont racines de

l 'équat ion

I ls sont régul ièrement répart is sur le cercle de ra'von (^y-^ ce
rayon.» supér ieur à i, t e n d a n t vers i quand? croit, i ndé f in imen t .

5° II est ma in t enan t facile de s i tuer les p antécéxlentes d'ordre un
de G. La première |C—, | est in té r i eure au. cercle (y).

Les ( p — î ) autres sont des courbes analytiques, simples, fermées,
entourant chacune un antécédent de l'origine (ces antécédents sont
extérieurs à | Z ] = i ) . A u c u n e de ces courbes ne peut avoir de p o i n t
commun avec le cercle |Z î , sans quoi C aurait u n point commun
avec la conséquente de |Z[ == ï , ce qui n'est pas. Chacune des (/? — î )
courbes envisagées est donc tou t ent ière extérieure au cercle Z] === î ;
on sait d 'a i l leurs qu'elles sont deux à deux extérieures et qu'elles sont
toutes in té r i eu res à G.

En définitive', Œ étant supposé ^> 2, p peut être choisi assez grand pour
(/uà l'intérieur de chacune des p antécédentes du cercle C, de rayon

w>.>\.(k a )
1

p~^l on ait ciT.

28. Dans ces conditions, le mode de génération indiqué parM.Fatou
dans sa Note est parfaitement valable. Tout point du plan Z appartient
au domaine du point à l'infinie sauf un ensemble parfait partout discon-
tinu E' ainsi défini :

Art-n, Éc. !\orm., (3), XXXVl l .—Juw 1920. 24
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On prendra les p antécédentes d'ordre un de G, puis les /r antécé-
dentes d'ordre deux, les//5 antécédentes d'ordre trois, etc., iiidétini"
ment . Chaque antécédente d'ordre i con t ien t p antécédentes d 'ordre
(? ' -+-r) , et un.e antécédente d'ordre i tend vers zéro dam toutes .sr.v
dimensions (c'est-à-dire sa plus grande corde tend vers zéro) lorsque i
augmente i n d é f i n i m e n t ; E' comprendra tout point intérieur à (me
infinité d'antécédentes de G dont les ordres voîU nécessairement grandir
au delà de toute l i m i t e . L'ensemble E\ cela est visible, ne peut ren-
fermer aucune port ion de cont inu ( / 1 ) .

D'après 1a façon même dont E' est engendré, on peut tracer une
inf ini té de couronnes (rj,IV) entourant, l 'o r ig ine^ séparant E' en deux
parties, l 'une intérieure à F) , l ' aut re extérieure à ï\, telles qu 'entre
r, et I\> ne fleure aucun point de E7. On peut, par exemple, choisir la
couronne l imi tée par CL^ et le cercle de rayon T . On peut substituer à
ces couronnes des aires mul t ip l e 'men t connexes à trous, dont l 'un
entoure l ' o r ig ine : de ce type est l 'aire comprise entre G et ses p anté-
cédentes : il n'y a dans l 'aire s ignalée aucun po in t de E'. Les couronnes
ou les aires dont on par ie ici a p p a r t i e n n e n t d 'ail leurs au. domaine d û -
point à l ' i n f i n i .

Cet ensemble E" comprend tous les points où la f ami l l e des poly-
nômes itérés P/,(Z) cesse d'être normale . On sait qu\)n peut l 'engen-
drer, par un nombre f i n i d/itérations, a part ir de toute port ion de
l u i - m ê m e intérieure à un cercle arbitrairernent petit de centre 0.

29. Les préliminaires relatifs à l ' i téra t ion de P(Z) étant acquis, on
peut considérer la solution entière/( '^}, nu l l e à l'origine, de l 'équa-
tion fonctionnelle

/(^)=P[/(s): |

do'nt on a déjà signalé l'existence au n0 21.
L'ensemble ^ relatif à la fonc t ion f ( ^ ' ) résulte de l ' ensemble E'

qu'on vient d'étudier, par la transformation analytique rL-=••.f(z).
Notamment, la portion de c^ in tér ieure à un cercle assez pe t i t d.e

(r) Cet ensemble E' renferme les racines de toutes les équations Z = = P » ( Z ) et les
antécédents-successifs de rorigine. Ces deux classes de points sont, Pune et. l'antre,
partout denses sur E'.
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cen t re 0., résa'Ue, ' p a r i a trnnsforf/'n/lion conforme Z=/ '(3), de la
portion clé E' in tér ieure à un contour a n a l y t i q u e ferme, e n t o u r a n t
l 'o r ig ine el" très vois in de cette or ig ine . La s t r u c t u r e de ^ e t c e i i e ' d e E'

^ s e r o n t clone les mêmes . ^ sera un ensemble par f ai! partout discontinu^
ne con.îenanî aucune portion de continu. II . restera i n va r i an t ' par la
subst i tu t ion (s, zs) et comprendra l ' o r i g i n e el r ' n t i n i . Aux couronnes
du p lan Z, i n t é r i e u r e s à G, e n t o u r a n t Fori^'ine et' rie conteî ' îant pas de
poin i , de E\ cor respondror i l des couronnes du plan z l i m i t é e s par deux
courbes en tou ran t 1 l ' o r ig ine et ne contemmt entre elles aiicun po in t
de ^s. Les c o n s é q u e n t e s de ces couronnes , o b t e n n e s [)ar l 'applicat ion
i n d é f i n i e de la s u b s i i t i î l i . o n c^, r .A 1 ) , s ' e n t o u r e r o n t mutuellernent et
t e n d r o n t vers l ' i n f i n i . ( L e u r s antécédentes t endent vers zéro.) Comment
se comporte /Y:?") à l ' i n t é r i e u r de ces c o u r o n n e s ?

Soil ( s ^ c ^ ) l ' u n e d 'el les, assez vois ine de l'origine. Les valeurs de
/(:?) dans (.s^e^, ^3.;) sont identiques à celles d e / Ç ^ ' z ) dans (a, 22) -
Soit (r, I\) la couronne, qui dérive de (e^ •3^) par la transformation
conforme Z ===y"(,^).

On a
f(^) ^P[f(z) =P(Z),

/(,ç^ )=P,[/(.):| ^1\(Z),

/(^^)= . . . . . . . . ==P,(Z).

Les va ieurs de / ( s " z ) dans (3) 3^) sont celles de P,/(Z) dans (T., r\).
Or, l ' é tude 'de l ' i térat ion de P(Z) faite précédemmeni prouve que
dans (.?( r.j), P/;(Z ) tend uni forrnément vers l'infini avec n.

La fonction entière f ( z ) considérée tendra clone uniformément vern
l'infini dans l'ensemble des couronnes (.^s,, .^Sa), lorsque n grandit
indefinirnenL Ces couronnes ont toutes même épaisseur relative puis-
qu'elles sont, semblables.

L'ordre de f(z ) est d 'ai l leurs b i en connu. On montre aisément (voir

par exemple V A L Î K O N , Thèse, p. 87 et 88) que cet ordre est—^ On a

supposé seulement, o" élant donné >>/2, q u e ' / ) était supérieur à une
certaine l imite p ^ . On peut-donc obtenir par ce procédé des fonctions
•entières /*(<)' et ordre fini arbitrairement, éleyé pour lesquelles existe
une infinité de couronnes entourant l'origine et.s'en allant.à. l ' inf ini ,
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dans lesquelles f ( ^ ) tend uniforméii ient vers . l ' i n t i n i . C/est là. u n e
.conséquence assez remarquable des recherches précédentes, si Fon
songe que c'est s e u l e m e n t p o u r les fonctions d/ordre <^- q u e M ' . W i m a n
d'abord, puis M. Lindelôf, ava ien t mont ré l 'existence d 'une i n f i n i t é
de cercles concen t r iques sur lesquels la fonction tend uniformément
vers1 l ' inf in i .

• Propriétés analytiques des points de ^. Approximation simultanée
des racines des équations /«) === a.

30. En un poin t s < > que lconque de ^, la fami l le des f,,(z) = f ( z ^ " }
n'est pas normale. Dans u n cercle que lconque en touran t ^ < > , on est,
donc sûr que toute va l eu r f in ie , sauf peut-être une, est prise par u n e
certaine fonct ion de la f ami l l e . C/est-a-dire que pour toute v a l e u r de a,
sauf peut-être une, r ensemble des racines des équations f Ç z ^ ' ' 1 } == a,
pour n = i1, 2, . . . , ce, admet s^ pour point limite. <p ( z ) étant une autre
f o n c t i o n quelconque, holomorphe au tour de z^ et =^= o en Sy, i l est
c la i r que la f ami l l e des "7. n'est pas normale en s<> et el le est1 y (, ^ ) l

formée de fonct ions holomorphes dans .un cer ta in cercle entourant .s,,.
f ( z (7^)-^o sera donc p o i n t limite pour les racines des équations " >! ̂  : ' = ^

(n = î , a,,. .., ce), A ayant une v a l e u r f in ie que lconque , sauf peut-être
une valeur excep t ionne l l e . La restriction imposée à o(-s), d'être ^.o
en ZQ, n'est d'ailleurs n u l l e m e n t essentiel le . En par t icul ier , on pourra
prendre pour ^ ( z ) une des fonctions ./"(^/f) (k fixe) ou la fonc-
tion y t(^) el le-même et obtenir des 'proposit ions analogues aux précé-
dentes, relatives à la répar t i t ion des racines des équations

/(^" )-://«).

En particulier, les fonc t ions entières é tudiées aux n08 23 et su ivan ts ,
qui naissent de certaines équat ions fonct ionnel les simples, ont un
ensemble ^ jouissant de cette propriété que tout point de C^ est point
limite de racines des équations /(s^) =fÇs) (TI == î , ^ .. .y ïsc) et
aussi de racines des équations y'(s^)=== a, quelle que soit lez valeur
finie a sans exception.
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31. Considérant maintenant'. rense.iîible des racines de l'équa-
tion/'(,s) === a on peut distinguer deux cas.

1° La fonction entière / ' (^) a , -dans lout !e plan, une valeur excep-
t i o n n e l l e ^0, c'est-à-dire qu ' i l existe une valeur f i n i e ^o ^M^ que
l'équation /'(s) == a^ n 'a i t qu 'un nombre l imi té de racines. Alors cette
valeur a^ est aussi l ' u n i q u e valeur que les fonct ions y'Cc-cr") ne
p r e n n e n t ( ju 'un nombre l i m i t é de fois dans un cercle arbitraire en tou-
rant un point de C^. (On sait. d 'a i l leurs que, dans ce cas, Fensemble Cç
a la puissance du c o n t i n u . ) Pour toute valeur de a -=f=- a^ on peu t donc
t rouver u n en t ie r n tel que , d a n s u n cercle de centre Sy, de rayon £
donné, la f o n c t i o n /'(,:? cr7') prend une fois au moins la. valeur a. Clioi".
sissant alors u n e sui te de nombres c^ posi t i fs , décroissants et. t endan t
vers zéro, on peut leur faire correspondre une suite d 'ent iers

^i < nî< ̂ < • • •

croissant vers -4-'^: et tels que dans le cercle de centre z^ de rayon £^,
la fonction f Ç z ( j " t ' ) prenne la va l eu r s en u n p o i n t au m o i n s *Ç,

'(^,0-Y) -=:a.

Les nombres ^^"r sont tous des racines de r é q u a t i o n / ' ( ' ^ ) == ( i . On
peut poser ^0-^=== Z y , les .̂ , é tant parmi, les racines de/(5) =a, mais
ne const i tuant pas nécessairement fontes les racines de f ( ^ ) = d . .11 est
clair, par construction même, que le rapport ̂  tend vers un quand

p augmente i n d é f i n i m e n t . Il en résulte que le rapport—— qui l u i est
égal, tend aussi vers un quand p augmente i n d é f i n i m e n t . On peut
énoncer a ins i , ce fait :

s^ é t an t un point fixe quelconque de ^ donne a priori, on peut
choisir dans l 'ensemble inf in i des racines de l 'équation / (^)==a
(quelle que soit la valeur non exceptionnelle a ), un ensemble i n f i n i
^i, z-^ , ..., z ^ ' , . . . et lu i faire correspondre une sui te d'entiers indé-
f in imen t croissants n^ n.^ . . . , n^ . . . tels que le rapport

.^^•p . • . ^ ^ .
,,(<-(".;^p

tende vers un quand/? augmente indéfiniment.
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11 est c la i r que la su i t e n^ n.^ . . . , 7^,, . * . dépendra en général de la
valeur a choisie, mais le l'ait i m p o r t a n t c'est qu'il en existe une pour
chaque valeur de a non exceptionnelle.

On peu t t raduire en abrégé le fa i t précédent, en d i san t : quelle que
soit /a valeur non exceptionnelle a de f(z ), on peut trouver dans fa suite
des multiples de ^o, c.^o-, .^cr2, . . . , ^cr^, . . . une suite infinie z^^f qu i
tende a s v r n p t o t i q i i e m e n î rers une infinité de racines de l ' é q u a -
tion fÇz} == a, et ceci quel q u e so i t le p o i n t z^ choisi dans l*en-
sernble C^ La suite des m u l t i p l e s s,,^ de ^o ^ rapproche donc
asympto t iquement des racines de toute équation non e x c e p t i o n n e l l e
f(s} = a en ce sens qu 'e l le se rapproche a sympto t ique inen t d ' une

' i n fini le de racines de toitte équation / ( z ) == d.
( ^ e c i c o n s t i t u e , comme on s'en " rendra compte a i s é m e n t , une

approximation asymptotique simultanée des racines de toutes les équa-
tions f(z)= a Ça non except ionnel ) par les mul t ip les ^cr7' de tout
nombre z^ a p p a r t e n a n t a l ' ensemble ^'(7, et l im i t e d ' u n e façon cur ieuse
la répartition dans le plan des racines des équat ions/ ' ( s ) == a qu i cor-
respondent aux valeurs non except ionnel les de ̂ . J'ai déjà fai t observer
dans un premier iMénioire qu 'on ne c o n n a i s s a i t pas j u s q u ' i c i de pro-
position générale réglant la d is t r ibut ion dans le plan ( e n module et en
argument) des racines des é q u a t i o n s f{z) = a pour une fonction
entière quelconque.

2s10 Le résultat établi 'au î0 pou r une fonc t ion entière admettant u n e
valeur exceptionnelle f in ie a^ s 'étend a une fonction entière quel-
conque, mais son énoncé nécessite quelques précautions dans la forme.
Au ï°, en effet, a^ était valeur except ionne l le de f{^) dans tout le plan
et, par suite, autour de tout point, z^ de ^ les/'^^) admet ta ient a^
et </o seu lement comme v a l e u r excep t ionne l l e . Si f ( ^ ) n'a pas de
valeur except ionnel le dans tout le p l a n , l ' équa t ion f ( ^ ) == ^ aura,'
dans le p l a n ^ u n e infinité de racines q u e l que soit ^7, mais i l pourra i t
se faire que les fonct ions / ' , ^ ( z ) •=: / ' ( s a ' " ' } a d m e t t e n t aulour d ' u n
point ZQ de Cç une valeur except ionnel le a^ dépendant de z^ et variable
avec SQ. Dans ces conditions, la suite des mul t ip les .z^^ de s,» se rap-
prochera asymptotiquernent des racines de toutes les équations f ( s ) ===. a,
sauf peut-être pour une valeur a^ de a. dépendant de z^ i
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32. Tous les résultats du présent Chapitre s'appliquent, sans aucune
modif icat ion, à tonte fonction méromorphef{z ) ayan t une valeur excep-
tiormelle f in ie a. car la fonct ion 7———— est alors u n e fonc t ion méro-• ' ' • . / ( , - - ) -~^
[iiorphe dépourvue de pôles, c'est-à-dire une fonct ion ent ière , -e t 1 on
passe aisément de _— à ^ / ' ( z Y

CHAPITRE II.
LES FONCTIONS MEROMORPHES AYANT DES VALEURS ASYMPTOTIQlîES.

I . — Existence de l'ensemble ^.

33. Les propriétés établ ies dans le précédent Chapitre pour les
fonct ions entières générales sont encore valables pour les fonctions
inérornorphes ayant une valeur asy/nptoticfue au moins. Seulement i l
faut modifier un peu les raisonnements qui, ont fourni ces propriétés,
comme on l'a fait dans le p remier Mémoire ( ï Y ^ ' î ^ et suivants) auquel
je renvoie le lecteur.

En vertu de l'hypothèse i l existe un chemin cont inu F, al lant à
l ' i n f i n i , sur lequel la fonction méromorphe ç(^) tend vers une l imi teo) ,
l i n i e ou infinie, mais qu 'on peut (sans restreindre h générali té)
supposer f i n i e , moyennant une t ransformat ion homo^-raphique
de ^«).

On formera la famil le de fonctions méromorphes 9,,(s) == ^ ( z ^ ),
'7 étant un nonibre complexe quelconque de module > i, et l'on moi}'
trera qu'z7 est impossible de supposer cette famille no finale en tous les
points d'une couronne limitée par deux courbes (C,Co'), G étant une
courbe fermée quelconque (par exemple un cercle de centre 0) entou-
rant l 'origine. Cela t ient à ce que la courbe F, a l lan t à l ' i n f i n i , traverse
toutes les couronnes (CG-", Ccr"4"1), et si l 'on considère dans la cou-

ronne (C, C^) l'arc AA^"^. image d'un arc a^ de F qui tra-
versela 'couronne (Ccr^ Ccr^'), de Ccr»à Ccr^', l'hypothèse faite
sur 9(5) entraîne, sur AA,, | ç^(s) — œ | < ̂  ^n tendant vers zéro
quand n tend vers l ' in f in i . Par conséquent, en raisonnant comme
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au H0 24 du premier Ménîoire , on obt iendrai t cette conclusion absurde
que les fonctions ç»,(^) d e v r a i e n t converger u n i for rnéœenfc vers œ,
dans toute la cou ronne (G, Ccr), lorsque n tend vers l ' i n f i n i , c'est-
à-dire que y(^) devrait tendre un iforménieat vers co lorsque z tend
vers l ' i n f i n i ( 1) .

34. Dans toute couronne (C, Ça), d'épaisseur G-, il existe donc au
moins u n point r^ où la fami l le des ç»,(^) n'est pas normale^ et l 'on
en dédui t que quelque petit que soit le cercle a\, de centre z^ dans
l ' ensemble des aires <0o, <E)(,G-, c^.cr'-', ..., cOoc^, . . . la fonction o(^)
prendra une inf in i té de fois toute valeur f in ie ou, inf in ie , sauf
peut-être deux valeurs au plus.

Si la fonction y ( ^ ) admet deux valeurs exceptionnelles dans tout le
'plan, ces valeurs seront 'précisément les deux valeurs que ^ ( z } ne
prendra pas dans 1/ensemble des aires û^o^ (ou, qu'elle ne prendra
qu'un nombre l imité de fois). S i y ( ^ ) admet une valeur exception-
ne l l e seulei 'nent dans tou t le p lan , e l le sera cer ta inement l 'une des
deux valeurs que o(s) pourra ne pas prendre (ou ne p rendre qu\in
nombre l imi té de fois) dans les aires (0^.

35. On introdui t ici encore comme au n° 8 l 'ensemble Cy formé des
points où la f a m i l l e des 9^,(^) == ^ ( z ^ ) n'est pas normale. Il y a u n
point au moins de ^o. dans toute couronne (C, Go-) en tou ran t l^origine.
Si ^ est un point de ^'o., tons les ^o0"^ sont points de Cy : .l'en-
semble Cff reste invariable par toutes les t ransformations ( s , -scr^).

II. — Propriétés de Cy. Structure.

36. Il est évident que tout point l i m i t e de po in t s de Ça appartient
à ^o. : €y est fermé (voir n0 9).

37. Un point de Cç peut-il être isolé dans ^0? Om, puisqu^on a vu

(1; 1( n'est pas inutile de taire remarquer que la démonstraLion du u0 33 s'applique
exactement aux fonctions méroniorphes ayant une valeur exceptionnelle finie a, et au?;
fonctions entières générales, car, pour ces fondions, la valeur a, ou bien l ' infini , sont des
valeurs as y m pto tiques
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qu'il y a des fonctions entières dont ressemble Cy est dénombrable, et
puisque par transformation liomographique à coefficients constants,
on dédu i t d 'une fonction ent ière une fonction méromorphe. On peut
reconnaî t re aisément les circonstances nécessaires qui doivent se pré-
senter pour qu 'un point de Cç soit isolé; il suffit de faire des raison-
nements analogues à ceux des n^ 10, 1 1 et 12.

En effet, soir ̂  1^ point considéré et (D un cercle, de centre z^ ne
c o n t e n a n t aucun point de ^ au t r e que So.De toute suite in f in ie de
fonct ions ^ n ( ^ ) on peut extraire une sui te part iel le y^.(^) qui converge
en tou t point de CD dist inct du centre, vers une fonc t ion méro-
morphe F(r.) qui peut être une constante f in ie ou inf in ie . Par une
morne t r ans fo rma t ion liomographique à coefficients constants effectuée
sur les ç^ on peut supposer, sans res t re indre la généralité, que F(^)
n'est pas une cons tan te i n f i n i e . L'existence de la l imi te F(s) pour la
su i te 9///^) sur tout cercle de centre ^o in tér ieur à (© n 'en t ra îne pas
l 'existence de ce t t e l imi te au centre lorsque le centre ,^o est point
bnuie (le pôles d'une injîînié de fonctions ç^,, alors qu'en vertu du
lemme de Weierstrass, e l l e l ' en t r a îne ra i t si ZQ n 'é tai t pas point l imi te de
pôles d 'une i n f i n i t é de fonct ions e^.(5).0n reconnaîtra donc aisément
que, si ^<, est isolé dans Cy, l ' une ou l'autre des deux circonstances
suivantes doit se présenter .

1° Ou bien u n e s u i t e i n f i n i e extraite de la suite des o^ et conver-
gente autour de ZQ prend, dans le voisinage de ^o, toute valeur f inie
on i n f i n i e snns en excepter aucune ;

2° Ou b i e n , si toute su i te i n f i n i e de f o n c t i o n s o^. convergente
dans Oc), hors ^y, est te l le que, dans un certain voisinage de ^o, aucune
des fonc t i ons ç^ de la suite ne prenne une certaine valeur a (1), finie
on in f in i e , i l faudra nécessairement que, pour l 'une au moins de ces
suites, la l i m i t e vers laquelle elle t end , au voisinage de ^o, soit préci-
sément la constante a.

L'une ou l'autre de ces deux circonstances suffit en effet à empê-
cher de conclure, à l'aide du lemme de Weierstrass, qu 'une suite ç,^,
convergente autour de ̂  converge en ZQ.

( 1 } La valeur exceptionnelle a, dépendant évidemment de la suite considérée.
Arin, Éc. Nomi., (3), XXXVII. — JUILLET 1920. 2i5
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('/est évident pour la première, car si elle se trouve réalisée pour
.une suite infinie o^. convergente autour clé -So» aucune des suites trans-
formées homograpiriques de la suite des <p^. ne sera formée de fonc-
t ions holomorphes autour de ^o.

Pour la deuxième il est clair, la suite des ——— étant formée de9^.— a
fonctions holomorphes autour de ^o, que si cette suite converge
autour île ̂  vers une fonct ion liolornorphe F(^) ou vers une constante
Unie , elle convergera aussi en ,:?o, soit vers la valeur en z^ de F(^), soit
vers la constante finie précédente. Et si cette circonstance se produi-
sait pour toute suite convergente ç .̂ extraite de la suite des ç^(^), la
famille des ç^ serait normale en ^ ce qui est absurde. 11 faut , pour
empêcher la contradiction précédente, que l 'une au moins des suites
—^— converge, autour de ^o, vers l ' infini ^ ! ) , c'est-à-dire que l 'une
au moins des sui tes ç,^,, admet tan t autour de s,, la valeur exception-
ne l le a, converge, autour de ^o, vers la constante a.

38. Il suit de là qû'aucun point ^o de Cç ne pourra être isolé dans C^
si, par exemple, au tour de chacun de ces poin ts ^ < > , la famil le
des ç^(s) admet deux valeurs exceptionnelles dislincles, finies ou
infinies (valeurs qui peuvent varier avec le point considéré).

Si a et b sont en effet ces deux valeurs, qu'on peut supposer égales
à o et co en faisant sur y (s) une transformation homographique préa-
lable, on verra que les ç^(z) sont holomorphes autour de .^o et
admettent autour de ^o la valeur exceptionnelle zéro. Cela suffît pour
qu'on puisse conclure, comme au n° i2, que ^o ne peut être isolé
dans ̂ .

En part icul ier , si la fonction mérornorphe ^(^) admet , dans tou t le
plan .s, deux valeurs exceptionnelles distinctes^) qu'elle ne prend pas
ou qu'elle ne prend qu'un nombre limité de fois, aucun point de Cy
ne peut être isolé : ôo. est alors par ^ ait.

39. L'ensemble fermé Cç se décompose en un ensemble parfait et

( l ) î ' o i r 11° 11 (ILL prcseni Mémoire. •
( a ) Ces'jcleux. valeurs sont alors, de.9 valQury.c»,syinpfcol i<{i ies dû p ( = ^
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un. e n s e m b l e dénombrab le . L'ensm'ible .parfait peut'être m// : en voici
un exemple où les po in t s de c^ f o rmen t 011 ensemble dénombrable
dont Ions les po in t s sont isolés, excepté les deux points l imi tes
o et" co.

q étant u n - n o m b r e réel > i, il suffit de prendre

o ( .3 ) •=. —I-— -h —I— -4- . . . 4- ———— -r- . . ..
• l -^ q—^ q t t — z

On voi t a i s é m e n t que là série converge uniformément dans tou te ré-
gion. f in ie du plan qui ue contient aucun des points q1' (n = o, T , 2,"... ,co).
Elle dé f in i t donc u n e fonc t ion méromorphe y(^) dont les pôles sont
les q " . On a

co ( q J) r= ——'—— -4- ——I—— -4- . . . -4- ————— -r-. . . ,
i — ^ ; q—q^ c^—qz

© i ( G ) = : 9 ( < 7 ^ ) = = — — — + - © (^),
11 — ç ̂  q

©,(^) =-:o(/72^) =: ———— -h - îo(g^) == ———— + - ———— 4" —<p(^),• - v / ] v / / T — ̂  s ^/ • v 3 i — q 1 z q i - qz r/-

et, en général ,

^,(.) ^= ^(^,G) = -^^ 4- ̂ _^ +.. •+ ̂ -T r î+ ̂  ̂ ^

=^(^+^9(--).

en posant

^ r^- I i i • I i +———2_.•M^~ i_y/^ + ̂  i^.^^i^^-'*^ qn.^ ,.-q^

Dans toute aire f in i e A du plan, ne r eu fe rmau t aucun des points
q^Çk = o, i, 2, . . . , ce), ou de leurs p o i n t s l imites o et oc, ^(^) tend
u n i f o r m é m e n t vers zéro quand n t end vers l ' infini.

En effet, on. a,

„ __ r i_ i i . i i 1
^^)= [,—r^rj4'"^ i—q'^z ̂ -'-^^Tir^^lj

[ I i • ... i ' i 1 ^
"̂  L^^ î —l <7n^p~ï z + ' " *4" qn^ I — ̂  J '
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Pour la deuxième part ie

_^ ^____"L
• î^ ' q 1 1 - 1 î—q^\_ q^1 ï — q-'ï-p-^ z ' " g^-

il est visible d'Abord que, quel que soit l'entier positif k et le point z
dans l'aire A, on a

1 ï 1 ..
<Â,ï - q^

À étant un nombre pos i t i f fixe, indépendant de /' et de z : cela résulte
de ce que

et pu i sque ^ reste dans A, qu i ne cont ien t aucun des q^', -^ reste

dans A7 finie qui ne renferme ancùn des y^71; donc

s
<;Ài, et pai conséqi

ï
ï — q^ z

lent

^ ,
<?„ • î-

/ >\,

La série Y — étant d'ailleurs converg'ente, on peut trouver un
nombre passez grand pour que, quel que soit /2>7>, on ait

ï ï
. -4- —^ -4- . . . - •<£/qp^ qp^

£ é tant donné arbi t ra i rement pet i t , p étant a i n s i fixé après la d o n n é e
de s, on aura, quel que soit n^> p ,

<^\qp-'r-i j ^.qit-p^z qn^ ï — q ^

mais, p étant fixé, ou pourra év idemment choisir n assez grand
pour que

ï — <y" z q ï —€f n 4-,..4- qp î — qn—p ^ <£,
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puisque cette somme est composée d'un nombre fini de termes d o n t
chacun tend vers zéro quand ri croil indéf in iment . 1

On peut donc, quel que soit z dans A, déterminer n assez grand
pour que

'M^) 1 < ( ^ + 1 ) -

c'est-à-dire que ^//(^) tend u n i f o r m é m e n t vers zéro dans A quand n
tend vers l ' inf ini .

ç(^) étant d'ailleurs holomorphe dans A, il en résulte que

9^(,^)=:^, , (^)-4-——cp(^)

tend aussi u n i f o r m é m e n t vers zéro dans A quand 71 tend vers l ' i n f i n i .
La fami l le des 9^ est normale dans toute aire finie A ne renfermant

aucun des points o et q ^ 1 ' ( k = o, ï , 2, ..'., ce). L'ensemble c^ relatif
à la fonction ç(^) ne se compose que ^ es points q^ et de leurs deux
points limites o et ce. I l est, en effet, visible que les pôles de
ç^(-s) == ^Çq11^) sont les poin ts q'^ ( / c = o, i, 2, . . . ,oo) . Donc, en
un p o i n t q1' ( p ent ier réel , posi t i f , nul ou négatif quelconque) , toutes
les f o n c t i o n s Çy,, d ' indice n^—p, ont un pôle simple, et, comme
autour de ce point q^ elles t enden t vers zéro, elles ne peuvent former
une f a m i l l e normale en ce po in t lui-même. On se rend compte aisé-
ment qu autour de tout point c/^ (k = o, i, 2, ..., co ) les fondions ^ n ( z )
prennent toute valeur finie ou infinie^ sauf peut-être la imleur zéro.
Zéro est d 'a i l leurs une valeur asymptotique de ç(^), atteinte sur tout
rayon issu de l 'origine, et distinct de l'axe réel posi t i f . Ce n'est pas
une valeur exceptionnelle de y(^) dans tout le plan, car i l y a évidem-
ment sur l'axe réel positif u n e in f in i t é de zéros de 9(^)5 séparant les
points cfÇk-^Oy i, 2, oo ). C'est la seule valeur asymptotique de ç(-s),
puisque, s'il y en avait une autre, on va voir (n° 40) que Cç serait
continu.

Il est bon de remarquer que la fonction y(^) étudiée ici i^esfc autre,
au signe près, que la dérivée logarithmique de la fonction entière

w=ii(-°.}
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étudiée au n0 13 du présent Mémoire, et pour laquel le il avai t déjà été
remarqué que l 'ensemble Cy se composait des seuls points ^'±-Â' et de
leurs points limites.

Il ne serait pas difficile de généraliser beaucoup l 'exemple actuel en
00

considérant des séries V—^—3 souvent étudiées par les fféomètres.
JU 0^—— Z " A ° "
n=o

40. Mais l 'ensemble c^ relatif à une fonction méromorphe ^ ( z )
contiendra certainement un ensemble parfait non nul lorsc/ue Ici fonc-
tion ^(s) aura au moins deux valeurs asymptoîiques distinctes a et b
finies ou infinies^ et cet ensemble parfait sera continu quel que soit o". On
peut, en effet, montrer alors que sur toute courbe fermée en touran t
l'origine existe au moins un point où la famille des ç^.(-s) == cp^o-7')
n'est pas normale. Car si la famille était normale en tout point de C,
elle le serait en tout point d 'un anneau c assez é t ro i t contenant C. Or
si l'on désigne par r\ et Fa les courbes al lant à l ' i n f i n i , sur lesquelles
çû(s) tend respectivement vers a et h, ces courbes traverseront tous
les anneaux ©o^ pour n^n^ et. le raisonnement u t i l i sé au n0 33 du
présent Chapitre, appliqué à ces deux courbes F, et 1 ,̂ prouverait
que Çre(-s) devrait, dans ©, tendre uniformément vers a d 'une part,
vers b d'autre part, quand n tend vers l ' in f in i , ce qui est manifestement
absurde. Il en résulte que, sur toute courbe C entourant l 'or igine
existe un point au moins de Cç., et par suite C^ cont ient an c o n t i n u
unissant l'origine au point à l ' infini du plan des z.

41. Ce qui précède n'empêche d'ailleurs pas que les Çre(^) p u i s s e n t
être normales dans des régions distinctes de l 'anneau s, séparées par
des continus où ladite f ami l l e cesse d'être normale- Cela arrivera, par

QÏZ______ J

exemple, pour la fonction très simple t h ^ = = ~ ^ — — ? qui admet les
valeurs exceptionnelles -4-1 et — i , valeurs qu i sont des valeurs
asymptotiques atteintes respectivement sur l'axe réel positif et l'axe
réel négatif.

Si l'on choisit o" réel et > i , l 'ensemble Cç se compose ici de* Vaxe
imaginaire.

En tout poin t situé à droite de cet axe, les ©^(-s) = ihÇ^z) formeut
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•une fami l le normale qui. t end vers + i quand n tend vers l ' infini. En
tout poin t s i tué à gauche, ladile famil le est normale et tend vers — i.

Pour la fonction taugs = — iihiz, on a des conclusions analogues.
Si cr réel >i , la famille des tangcr7^ est normale : i° au-dessus de
l'axe réel et tend vers -4- i q u a n d n tend vers l ' infini"; -4- zes t la valeur
asymptotique de tang^ atteinte sur tout rayon du demi-plan supé-
rieur ; 2° au-dessous de l'axe réel et tend vers — i quand n tend vers
l ' infini ; — ; est la deuxième va leur asymptotique de fcang^.

4-î et — i sont d 'ai l leurs deux valeurs exceptionnelles que tang^
ne prend en aucun point du p lan .

Cç- se compose ici de tous les points clé l'axe réel, sur lequel tang^s ne
prend d^ai l leurs que des valeurs réelles.

42. Les remarques faites aux n08 16, 17, 18 du précédent Chapitre
conservent ici l'ouïe leur va leur ; il suffira donc de les signaler.

Structure géométrique de C^.

Cff peut être superf ic ie l , l inéa i re ou discontinu. On a fourni déjà des
exemples pour les deux dernières circonstances. Voici un exemple
où C.^ est super f i c ie l .

43. Quel que soit G"(] a | ^> i), l'ensemble ^ relatif ci la fonction
elliptique c/assique 'C^) se compose de toii.s les points du plan,

Ceci n'a r ien qui nous surprenne puisqu'on a déjà vu, au n° 20, que
l'ensemble Cç re la t i f à la foncl ion en t iè re e l l ipt ique îT(-s) était (pour
des condi t ions très générales imposées à G"), lui aussi, ident ique au
plan tout ent ier ; et l 'on sait que

.^-.^).
^s)

Mais on voil mieux directement que, quel que soit a, tout point du
plan fa i t par t ie de l 'ensemble ôy relatif à la fonctien ^(-s). Il suffît de
répéter un ra i sonnement déjà fait dans le premier Mémoire au n° 26,
pour le même objet. La fonction i^-5) prend, en effet, toute valeur
f i n i e ou inf inie dans .un certain parallélogramme D formé de N parallé"
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logrammes de périodes accolés et dans tout parallélogramme éqm-
pollent à D.

Si côo est une aire a r b i t r a i r e m e n t p e t i t e du plan, l'aire cDo^sera,
dès que n sera assez grand, assez grande pour con ten i r un paral lé lo-
gramme équipol len t à D. *((:?) prendra dans cDo^ tou te valeur f inie ou
inf in ie , , en par t i cu l ie r o et ^o, dès que n^> HQ, c'est-à-dire que,
pour n ;> HQ, les ^(^ ) = '((cr7^) prendront dans CDo toute valeur f i n i e
ou inf in ie .

Mais (DoG^ contenant un nombre de parallélogrammes des périodes
(ou un nombre de paral lé logrammes D) q u i tend vers l ' i n f in i avec n,
*C(^) aura dans c^o^ un nombre de pôles g rand issan t i ndé f in imen t
avec 71 (aussi un nombre de zéros qui tend vers l ' inf ini) . On verra que
les pôles de ^.(-s) dans CQ() sont en nombre i n d é f i n i m e n t croissant
avec n, p e n d a n t que leurs distances mutuelles tendent toutes
vers -zéro.

Si les ^ n ( ^ ) é t a i e n t u n e f ami l l ç normale dans (Do, toute fonct ion
l i m i t e devrait donc être ident ique à la constante inf inie .

Mais, ce qui a été d i t des pôles se répète pour les zéros (ou toute
autre valeur finie) et toute f o n c t i o n l i m i t e de la suite des ^ devrait
être i d e n t i q u e à la cons tante zéro.

Cette cont rad ic t ion prouve que, dans aacune aire ôc)o du plan .^, la
famille des ^C^) ne peut être normale. L'ensemble Cy se compose de
fout ce plan. côo étant une aire quelconque du plan z et G" un nombre
complexe quelconque de module > T , la fonct ion '((-s) prendra une
inf in i té de fois toute valeur f in ie ou inf in ie dans l 'ensemble des aires
(Du, (©o0"? • • •?c0o ' 7 ^ • • • • Cela s^expl ique de soi-même puisqu'on a vu
que (DQ^ f ini t par c o n t e n i r u n nombre de parallélogrammes D indéf i -
n i m e n t c ro issant .

44. J'ai donné les exemples des fonct ions thz et tang^ où, avec o-
réel, on obtenait un ensemble Cç composé respectivement des axes
imaginaire et réel. Il s'en faut que l 'ensemble 6cr, lorsqu'il est con t inu
l inéaire , soit toujours d 'une structure aussi simple.

On peut, en effet, fournir fac i lement des exemples très nombreux
et très généraux de fonct ions mérornorphes pour lesquels F ensemble Ça
est un continu linéaire d'une nature très compliquée. Ces exemples
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s 'obt iennent par des fonct ions méromorphes sat isfa isant à des équa-
t i ons fonc t ionne l l e s simples qu'on étudie à propos de la théor ie de
l ' i térat ion des f rac t ions ra t ionne l l e s (pour Inquelle je renvoie le lec-
teur à un Mémoire cité déjà au Chapitre I, n°21). On sait en effet que ,
si R(s) est une traction r a t i o n n e l l e telle, seulement que

R ( o ) = = o avec ] cr [ -=- \ R ' (o) | > i ,

il existe une fonct ion méromorphe ©(^) pour laquel le

9(^)=R[o(^: | . 1 1 - ' ; -.„,

Il me s u f f i r a dès lors de renvoyer le lecteur au n° 21 du Chapitre 1 du
présent Mémoire, où toutes les observations faites pour le cas où R ( ^ )
est un po lynôme , valent pour le cas où R(^) est une fract ion ration-
nel le . On pourra avoir a i sément pour ^ des c o n t i n u s de Jordan
sans p o i n t s doubles, mais n 'ayant pas de tangente, ou des con t inus
ayant des poin ts doubles partout denses sur eux-mêmes, etc.

45. On pourra également, comme au n° 22 du présent Mémoire et
par les mêmes voies, former des fonc t ions méromorphes pour les-
quel les F ensemble ^^est par fait discontinu. Il suffira de s'adresser à des
fract ions ra t ionnel les R(^) pour l ' i tération desquelles l 'enscinblc que
j 'a i dénommé E' est p a r f a i t d iscont inu. M. Fatou en a d o n n é de nom-
breux exemples (C. R. AcacLSc., i5 octobre 1906 et 21 mai 1917); il
siifÏIrait , par exemple, de s'adresser à des fractions R ^ s ) à cercle fon-
damen ta l ou b ien de t ransformer le po lynôme P ( ^ ^ ) = = SZ + Z^ q u i a
servi à fo rmer l 'exemple du n° 22 par une t rans format ion homo^ra-
p bique comme suit :

Posant

c'Ç-+- d

[a, bj c, rf constantes Çad-^ o) | et

a^
^-^-53

Afin. Ec. JVo/7/z., (3 ) , XXXVH. — JUILLET i(po. 26
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la relation
Z i = = P ( / ) = : S Z 4- 7 J ' ' 1

devient: '/- _ g> / */- \, I = = S A ( ^ ) , _
Ç étant ra t ionnel , et l'on a

R ( o ) = o , S^R^o) , | S | > i ,

et la fonc t ion méromorphe ^ ( z ) d é f i n i e par

9(S^^U | :o (^ ) : ]

n'est autre que la t ransformée de/^), fonction ent ière solut ion de

/ (^ ) -P[ / (^ )L

p a r la t ra n sfo r m ai i o n 11 o 111 o grap lii q n e

r^)^^2^1^
j [ ) ~" C Q ( Z ' ) -^d

Cette fonction y admet une valeur exceptionnelle qui est év ide inment la
valeur — - correspondant à - la valeur inf in ie que /' ne prend jamais .
C'est une valeur asymptotique. 11 est clair que. les fonct ions f et ç
admettent le même ensemble Cs ( ^ ) et l'on a vu au n° 22 que cet
ensemble, pourp assez grand, étai t parfait discontinu. En tout point
du plan qui n'est pas de ^, la fami l l e des ç(^/s) = ̂ ( ^ ) est normale
et tend vers — - quand n tend vers l ' i n f i n i .

'X

Remarquons que déjà la fonction ç(^) == ' Y , ̂ —^ (n° 39) avait unMa q — z
o

ensemble Cq partout discontinu, mais cet ensemble était dénombrab le ,
non parfait.

(1) Si l'on vent éviter d'avoir des fonctions méromorphes qui soient de simples trans-
formées homographiqnes de fonctions entières, on s'adressera à des fractions rationnelles
qui ne soient pas transformables hoinographiq-uement en polynômes. (Test facile avec des
fractions à cercle fondamental Çvoir Note de M. Fatou, 21 mai 1917, on l'on a des exem-
ples d'ensembles E^ parfaits discontinus situés sur le cercle fondamental) .
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Propriétés analytiques des points de Cy. Approximation simultanée
des racines des équations ,/\ s) -==- a»

46. Il me suffira de renvoyer aux n0' 30, 31 , 32 du premier Cha-
pitre, car tout ce qu'on y a dit de V approximation asymptoticjue simul-
tanée par les points r-<, a 1 1 ( n = î , 2, ..., ce ) (^o point quelconque de Cç)
des racines de. toutes les équations /'(^) == ciy s'ap^li'/ue ici aux racir/es
de toutes les équations o(^) == a^ hormis peut-être pour les deux valeurs
Cou l'unique valeur) de a que les fonctions <p^(^) ==• 9(0-"^) pourraient
ne peu prendre au/ou/' de ^o.

CHAPITRE III.
LES FONCï iONS MIÏUOMÛBPHES SANS VALEUR ASYMPTOTIQl K. •

47. .l'ai déjà f a i t remarquer (M,, n0 32) que l'hypothèse de
l 'existence d 'une valeur asymptotique n 'étai t pas un pur artifice
de démons t r a t i on . 11 est aisé de montrer , ici aussi, que si l'on aban-
d o n n e cette hypothèse, le théorème fondamenta l peut n'être pas vrai :
l ' ensemble Cy peut cesser d'exister, ou du moins être réduit à l 'origine
et au point à l ' inl ini , ce qu i n'a plus d'intérêt.

En effet , la fonc t ion qu'on a tirée des fonctions e l l ip t iques ( 1 )
au n0 32 du premier Mémoire satisfait à l'équation fonc t ionnel le

/(y^) ==/(.-),

q étant un nombre de module ^> i. Elle est méromorphe en tout po in t
dist inct de zéro et de rhif ini . L'origine et l ' infini sont points singuliers
essentiels isolés de /(^), l imites de pôles de /(-s); pour aucun de ces
points , /(-s) ne possède de valeur asymptotique.

Il est bien clair que l 'ensemble Cy ne possède aucun po in t distinct
de. o et co. Car dans toute a i re f in i e du plan, ne contenant pas l ' o r i g ine ,

( î ) ç('Z) étant doublement périodique, périodes 'îT.i et a, f(z} == ®( logs) satisfait
à réqualiou f{qz) =. j\z.\ où q^ea.
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la f a m i l l e des ///(s) est f o r m é e de fonc t ions toutes ident iques h f(z).
Cette f a m i l l e est no rma le , Cç cesse d'exister.

11 est vrai que dans toute c o u r o n n e c i rcuhi i re concen t r i que à l'ori-
gine, l i m i t é e par deux cercles (G, Cy) la f o n c t i o n f(z) prend toute
valeur finie ou. i n f i n i e , un nombre de fois égal à l'ordre de la fonc t ion
e l l ip t ique y(^) dont on a t i ré /(^). Ainsi on peut encore réduire le
domaine où il est possible d'affirmer que /(^) prend foule valeur finie
ou infinie, à une couronne c i rcula i re , c'est-à-dire à un domaine fini,
au lieu de considérer tout le voisinage du po in t singulier essentiel ,
c'est-à-dire l 'extérieur d ' u n grand cercle, domaine i n f i n i .

48. Et à ce sujet, i l suffira de se reporter au n° 29 du p remie r
Mémoire pour voir que pare i l le réduct ion à un domaine f in i est
possible pou r toute fonction méromorphe n'ayant aucune valeur
asymptotique : le plan z a été découpé en polygones finis cont igus
tels que dans chacun d'eux/(s) prend toute valeur f inie ou i n f i n i e .
Cette d i v i s i o n remplace, dans le cas présent, la propriété reconnue
dans les Chapitres précédents aux po in t s de <^, sans être aussi
précise.

49. Aussi y a-t-il l ieu de se demander, lorsque la fonc t ion /'(-s) n'a
pas de valeur asymptotique, si l 'existence de C^ peut résul ter de
cons idé ra t ions autres que celle des valeurs asymptotiques de /(^).
L'étude des zéros, des pôles de /(^), et de leur allure au tour du
point à l ' infini , qu 'on peut déduire de renseignements sommaires sur
la croissance de /(s) rendra de grands services ici . . Voici quelques
indica t ions rapides à ce sujet.

50. Soit /(.s) == ——— une fonct ion méromorphe, quot ient des deux
fonctions ent ières G(2.)etG,(s). Formant la famille des/^) =f(cnz)
avec |cr|;>i, on peut se proposer de voir quelles conditions doit
remplir /(s) pour que l'ensemble Cy, signalé aux Chapitres précédents,
naù aucun point distinct de o et ^. En tout point du plan dis t inct
de o et os, les fn(^) formeratent alors une famille normale. Soit z^ un
pareil point, d'ailleurs quelconque.



PROHUETihS NOUVELLES DES FONCTIONS ! ENTIÈSIES OU M É H O M O R P H E S . 203

La sui te des valeurs Z;,==/^(^,,) p e u t être dense dans tout le p lan
des Z ou ne pas l 'être. Les deux cas mér i t en t un examen.

51. P R E M I E R CAS. -— Si la sui te de Z^==/^(^) n'est pas dense dans
tout le plan des Z, soit a u n e valeur dont les Z^ ne s'approchent pas
indéf in iment . Cela veut dire que, quel que soit n^

| / . (^o)-^ |>£ (£ Fixe =^0).

Si ci était la valeur i n f i n i e , l ' inégali té précédente serait remplacée par

l /nC^o) <M (M fixe),

les/^ seraient bornées en ^ o *
Alors la suite des —-;———— est bornée, car —,—-—— <. £.

f^z^—a fn(^o) - ^ "

Les fondions ^n(2) = 7—,——— formeraient une famil le normale
A ' J n \ z ) — ^

dans tou t le plan des z ( s au fo et os), comme la fami l l e des /n,(^)» De
plus, en S(P ces fonct ions seraient bornées.

Un théorème c o n n u (1 ) permet de conclure que, dans toute région A
du plan con tenan t ^o» 6t ne contenant ni o ni co, le nombre des pôles
de toute fonction y^(^) reste inférieur à u n nombre fixe M indépendant
de 7î, dépnidant n a t u r e l l e m e n t de la région A. Il sera commode de
choisir pour A une couronne c i rcula i re de centre 0 limitée par deux
cercles de rayons r et B.

Le résul ta t précédent signifie que dans loute couronne (ro^, Bcr")
Çn = i, 2, ..., oo) le nombre des pôles de ç^-s) restera inférieur à un
nombre fixe M(R, r), ne dépendant que des .rayons ft et r et de la
fonction y, mais ne dépendant pas de n. Les pôles de ç(^) étant
d'ailleurs les racines d e f ( z ) — a = o, le résultat précédent prouve
que les racines de l 'équat ion f(z') — a === o doivent être assez régu-
l i è remen t réparties dans tout le p lan , et, en tout cas, que leur
nombre, dans toute couronne (ro-^ Rcr"), reste inférieur à un nombre
i ï x e M ( R , r ) .

( 1 ) MONÏEL, Sur les fa/ni Iles normales de jonctions anal) tiques (Annales de V École
Normale supérieure, 1916, n08 33 eL 34-).
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52. Toutes les fois qu 'une propriété connue des zéros de f(^}—a = o
contredira le résu l ta t précédent, on pourra affirmer l 'existence de
po in t s de .Crj d i s t i n c t s de o, ce, ou bien on devra conclure que l'hypo-
thèse faite sur les valeurs de /^(r^) n'est pas jus t i f i ée , c'est-à-dire
qu'il existe une inf ini té de points Z^.==y^.(^) tendant vers ci. quand i
tend vers l ' infini . On cherchera à remplacer la valeur ci par une autre
valeur et le po in t z^ par un au t re point z^. On ne devra renoncer à
utiliser le cri térium précédent que dans le cas très in téressant suivant :
quel que sou ZQ-=^ o, la suite des râleurs Z^,= f^z^) est dense dans lont
le plan des Z; réservons ce cas pour la su i te .

53. On peut , de suite, ind iquer des exemples assez généraux
qu'éclaire une utilisation judicieuse du c r i t é r ium précédent. Au
préalable, ce critérium peut être transformé et rendu p lus simple.
r et R sont des nombres pos i t i f s a rb i t ra i res à l'aide desquels on forme
les cou ronnes (rcr^, Ro^). Il n'est pas essentiel que la couronne (/*, R)
contienne z ^ , car une couronne quelconque (r, R) cont ien t toujours
un antécédent ou un conséquent de ^, soit ^cr-'7', et cela suff î t pour
la validité du ra isonnement précédent.

On peut même montrer que la l imite supérieure du nombre des
racines de /'(-s) — ci == o dans une couronne quelconque (r, R) ne
dépend que du rapport des rayons -^ autrement dit, on peut trouver

un nombre M ( — ) tel que dans toute couronne (r, R) d'épaisseur
o

relative donnée — > et quel que soit r, le nombre des racines de

f(z) —• a= o ne surpasse pas M( -)• Car, si l'on pouvait trouver une
suite de couronnes (r^, R^) ( / 7= i , i , , . . , co) (r^—co), d'épais-
seur — ' = = = — clans lesquelles le nombre des racines de f ( z ' ) -— a = or„ r .. * /
tende vers l ' i n f i n i avec riy il serait évidemment possible de choisir une

o |..>
couronne i n i t i a l e (r^, Ro) d'épaisseur in i t ia le finie -1 >- assez

/'o /'
grande pour que chacune des couronnes (r^, R,,) soit composée de
p o i n t s intérieurs à une couronne (r^cr71", Rucr^) conséquente de (r^ RA
(.Prendre par exemple — ^ ^ > ] c r | 4 - ~ ) Alors le nombre des zéros
\ ^Q r /

de / (^)•— a dans la couronne .(/'o^'1? Ro^) devrait tendre veri»
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l ' infini avec n, ce q'u.1 est contradictoire avec le résultat précédem-
ment obtenu.

54. En déf ini t ive , voici, comment se résume le cri térium précédent :
S'il existe un point s^ du plan, tel que les /^(^o) ne s'approclient pas
indéf iniment de la valeur ci, et si les fn{^) forment une famil le
normale dans tout le plan, hors o et ce, le nombre des racines
de f(z) -" a = o dans toute couronne de centre 0 d'épaisseur rela-
tive -^ ne pourra surpasser une l imi te fixe M ( — ) î quelle que soit la

posi t ion de la couronne, fixée par la grandeur de r. L'épaisseur -^ peut,
d'ailleurs, être prise arbitrairement.

55. Il en résulte que le n-ombre des racines àe fÇz)—a = o dans
un cercle de rayon p est une fonct ion croissante de p dont la croissance
est limitée supérieurement. Si l'on prend, par exemple, pour sim-
p l i f i e r , — = = | o ' [ , et si, partant cl^un cercle de rayon 7'y, on considère
les cercles rjcr^ (ri == i , 2, . . . . co); m^ étant le nombre des racines
de. f ( z ' ) — a == o dans le cercle de rayon r^, le nombre des racines
de f ( ^ ' } — c i == o dans le cercle 7^=== /\,[ a- îl sera évidemment

N( /^)^o-^M(H).

„ . , , . . lo^r , , -—lo^' / 'oCeci p e u t s écr ire , en remarquant que n = . . , , — 5

NC/.^.^Md.!)1-0^^, • ,

N(/-,,)=A.logr/,-hB,

A et B étant deux constantes,
En somme, le nombre des zéros de /(-s) — a dans un cercle de

ravon r croU moins vite que Alog/ '4-B. Ces zéros DOIVENT DONC ÊTRE
ASSEZ RARI-1S. ' 1" ' - . _ . • • ' -

56. Si' l 'on prend /== GL<-1^- quotient des deux fonct ions entières111 ! ' t/ < j r , ( 1 . ; ) 1

G e t G . i , les zéros de /— a sont les zéros de la fonction ent ière G — ^ G , ,
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et du cri térium précédent résu l te que, clans les hypothèses faites,,
G — a Ci est (F ordre nul. On a u r a i t pu le voir d i rec tement , en remar-
quant oue , si les ci.^ sont les racines de G — ciG, == o, la série ^> ,——^

A"» [ Cl f^ [

converge quel que soit £ positif.
En effet, r'o étant pris arbitraire, en ne conservant de la série précé-

dente que les ^démodule ^^o, on voit qu'il y a M(cr) == M nombres^
au plus dont les modules sont entre r^'1 et /^or"4"1.

Donc
V __ - M ['-L -L- _L_ -L. ———

.„ 1 : , ...-ÀI^J^'^ > /•| ^"r- rsH^

Ce second membre est une progression géométr ique de rai son ,—^ <^ i

que l que soit le nombre pos i t i f s . Donc V-,—^ converge pour toute
-iWBBB [ û?^ j

valeur posit ive de £.
Ce qu'on v i e n t de d i re de a s'applique à toute va l eu r b su f f i s amment

voisine de ci.

57. Conclusion. — Toutes les fois que, pour u n e certaine valeur ci,
la fonct ion ent ière G — a G ^ ne sera pas d'ordre nui (G, si a = = o ;
G I , si a == co), on pourra aff i rmer :

1° Ou bien q u e l 'ensemble appelé Cç existe, avec toutes les consé-
quences indiquées aux précédents Chapitres;

2° Ou bien, si Cç n'a pas de points d i s t i nc t s de o et ^c, que, quel
que soit le po in t z^ du plan qu 'on choisisse (^o =7^ o et ̂  ce), la s u i t e
des va leurs f\^'o), / '(^ocr;, ...,/(^o o-"), ... admet la va l eu r s pour
va leur l imi te .

Cette conc lus ion pourra s 'affirmer dcins le cas très général où G et G|
ne seront pas tous deux d'ordre nul. Dans ce cas, G -~aG, n'est pas
d'ordre n u l (sauf pour deux valeurs except ionnel les de a au plus) et
le c r i té r ium s'applique, il indique :

1° Ou bien que ^y existe et qu'alors i l existe des points ^o d i s t inc t s
p.

de o tels que, si petit que soit(£)o entourant ,^, la fonct ion f == — prend
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clans Pensemble des domaines cû^cr 7 ' ( /? === i, 2, ..., ce) toute valeur
finie ou i n f i n i e , sauf peut-être deux au plus ;

2° Ou b i e n que, quel que soit le po in t ZQ du plan {•=/=. o et -=f=- ce), la
s u i t e des valeurs Zn==f(^o^1) (7Z == I ^ 2^ - • • ? cc) e^t dense clans tout
le plan Z, conclusion qui est à la précédente, comme le théorème de
M'. Picard est à celui de Weierstrass.

Il est assez curieux de voir s ' in t rodui re ici , comme fonctions
pouvant créer des exceptions, les fonctions méromorDhes quotient de
deux fondions entières d^ordre. nul. On verra, dans un troisième
Mémoire, que dans cer ta ins modes d'approximation du po in t à l ' infini ,
les foncuons entières d'ordre nul i n t e r v i e n n e n t elles-mêmes directe-
ment (et non par leurs quot ients) , pour créer aussi des cas d'exception.
Au po in t de vue actuel, ces fonctions d'ordre nul apparaissent, une
fois de plus, comme des fonct ions singulières après avoir été maintes
fois signalées comme telles par les géomètres qui se sont occupés des
fonc t ions entières.

58. D E U X I È M E CAS. — Que pourrait-on d i re , dans le cas où, quel que
soil ^o -=^ o, les valeurs Z^==y(^oG"") seraient denses dans tout le plan,
la faimlle des /^(-s) == fÇz^1) étant cependant normale dans tout le
plan, sauf à l 'or igine et à l ' inf ini .

Si l'on prend une valeur quelconque a, f inie ou in f in ie , il existe
u n e sui te

A(^ A.(^). -.., A,(^ ...,
qui converge uniformément dans tout domaine fini ne contenant pas
l'origine, vers une fonction l imite méromorphe (pouvant être
constante) prenant en z^ la valeur a :

i° Si la l imi te est constante , il peut se faire que les fonctions^ (;?)
ne p rennen t pas au voisinage de ZQ la valeur a, c'est-à-dire qu'on
puisse trouver un cercle Oc\» de centre ZQ tel que, dans aucun des
domaines (.Oo^? 1^ fonct ion /(-s) ne prenne la valeur a. Mais alors,
quel que soit ce domaine (X\p pourvu qu'il ne contienne pas l'origine,
/'(s) tendra uniformément vers a dans les domaines ^oO-7^ lorsque p
tendra vers l'infini;

2°(|Si la l imi te n'est pas constante, elle prend en ^o 1^ valeur a, et,
par su i le , dans un cercle ^o, arbitrairement petit, contenant -So? l^8

Ann. Ec. Norm., (3), XXXVïl. — JUILLET 1930. ^7
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fonct ions /^,(^) prennent toutes, pour p ^> p ^ , la râleur a, c'est-à-dire
que, clans l ' ensemble des domaines cOo'77^;, si peti t que soit (©o entou-
rant ^(p la fonct ion /(^) prend, effect ivement, une inf ini té de fois, la
valeur a.

On peut résumer l 'al ternative précédente de la façon suivante :

59. Si la f a m i l l e des fn(z') == /'(^ar^) est normale dans tou t le plan
( hors.o etco), en considérant un domaine c/aeleonc/ue(Q^, arbitrairement
petit, ne con tenan t pas l'origine, et les domaines (3^cr"(n,= 1,2,. ..,cc),
on peut dire :

i° On bien que f(^) prend dans V ensemble des domaines

(^o^1 (n == i, a, . .., ce)

louie râleur finie ou infime sans exception. Ceci se p rodu i t , en parti-
culier , lorsqu'il n'y a aucune co/?,y/y?^/r parmi les fonc t ions limites de
la famille fnÇ^)' Tout p o i n t du p lan z (hors o et oo) j ou i t alors dç la
propriété r emî i rquab le reconnue dans les Chapitres précédents aux
points de l 'ensemble Cç, sans que, cependant, la f a m i l l e des f^ .cesse
d'être normale en ces. poi ots ;

2° Ou bien , ^if y a des râleurs exceptionnelle,^ que f ( z ' ) ne prend
dcrn.s aucun des domaines ô^cr" (ou n'y prend qu 'un nombre f in i de fois ),
chacune de ces rcdeurs est une constante limite de la famille des /„, rers
laquelle / ( s } tend um formé/ne r i t dans une suite de domaines (Do'T7^
quand p devient infini. Cette conclusion est vraie alors, quelque
grand qu'on choisisse ce domaine (Q^ i n i t i a l , pourvu qu'il ne cont ienne
pas l 'origine.

CHAPITRE I V . - • ' •
I N D I C A T I O N S SUCCINCTES SUR QUELQUKS A U T R E S MODES REGljTJERS '

D 'APPI^OXIMATION.

I.

60. Supposons que le point s ingul ier essentiel de la fonction
uniforme /(^) soit à l 'origine, et envisageons une substitution
( i ) -Si== S(^) =ss •+- a^2-!-. . . , od \s < ï ,

pour laquelle l'origine soit un point double attractif. , .
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Partant d'un point , :? suf f i samment voisin de l 'origine, les propriétés
élémentaires de l ' i térat ion de la subs t i tu t ion (i) prouvent que les
conséquents ^.,, ^, ... . ̂ , ... de ^ tendent vers l'origine, et de te l le -
façon que

I^KHM, o<H<i

dès que \z ^r, et par suite ZJ < H7' ^ .
• Si C est un cercle de centre 0 de rayon < r, ses courbes consé-
q u e n t e s seront des courbes fe rmées ana ly t iques C, , C^, . . . , € „ , ...
s 'entourant m u t u e l l e m e n t , e n t o u r a n t l 'origine et t e n d a n t vers zéro
quand n d e v i e n t inf ini . I l y a correspondance analyt ique et b iunivoque
entre les couronnes ('C, C, ) ( C , , G , ) . . . (C,-,, C,,) . . . . Il est visible,
dés lors, q u ' o n peut appliquer à la f ami l l e des fonctions

f[S^)]-=fn{^

les ra i sonnements appliqués dans les précédents Chapitres à la
fami l le des

A^)=./(^).

61. Toutes les propriétés établies dans les Chapitres précédents
pour l 'approximation du point s ingul ier essentiel z=o par des
points z s " {\s < r ; n = i, 2, ..., co) sont valables quand on opère
l 'approximat ion de ce même point par les po in i s Z^=S,,(^) consé-
quen t s de, z par les itérées de la subst i tu t ion Z^ = S(s) = sz + ....

En part icul ier , pour toute fonction f ( z ) un i forme autour de 0, et
pour laquelle existe un chemin tendant vers 0 sur lequel/(^) tend
vers une l imi te , on peut toujours, dans un cercle \z\^r si petit qu'il
soit, trouver un ensemble Ey de points, invariant par la substiLu"
tion 3, = S { z ) et tel que, si l'on entoure un quelconque de ses
points ^o. d'une aire arbi t ra i rement petite Cô^ dont les itérées succes-
sives, par les S^), soient les aires côo S^, la fonct ion f{z} prenne
dans l 'ensemble des aires ^^n f-oute valeur finie ou infinie, sauf
peut-être deux valeurs au plus.

La famil le des fonctions/^ s)=/[S^(s)] n'est normale en aucun
point de E^ elle est normale en tout poin t voisin de 0 n'appartenant
pas à Kg.



212 GASTON J U L I A .

Remarque. — Le mode ac tue l d'approximation ne diffère, d'ailleurs
pas, essentiel lement, (lu mode régulier ut i l isé aux précédents Cha-
pitres.

En effet, si pour z \ ̂ r le développement (i ) converge (/• assez p e t i t ) ,
les développements de toutes les itérées

z,,= S^)= s11,;+...

convergent aussi dans |^|^r, et il résulte des travaux de M. Kœnigs
s ( " \que la limite de " \ ' est une fonction analytique de ^ dans les

cercle | z 5;/'. Cette fonction diffère aussi peu qu'on le veut de z pourvu
que r soit assez petit . On voit donc que l'on aura, pour n > /^>,s^-<•(-)
quel que soit z dans |^ |$r , pourvu que r a i t été pris assez p e l i t y
£(/•) é tant in f in iment petit avec r.

La sui te des points z^ ^» • • • ? ^n? • • - différera donc asyûiptotiqne-
ment aussi peu qu'on voudra de la suite

pourvu que le point in i t i a l ^ reste a une distance assez petite de
l'origine.l 'origine.

ÎI.

62. Supposons main tenant le point singulier essentiel rejeté à l ' in-
f i n i . Un mode régulier d'approximation du point à l ' infini, souvent
u t i l i sé , consiste à prendre les points r- +• nw Çn = ± i, ±2, .,., ±oo)
déduits d'un point quelconque s par addition indéfinie d'un nombre oj
appelé souvent période.

fÇz) étant une fonction entière ou méromorplie quelconque , si l'on
forme la famille des/^(^) = fÇz -{- / îù)), y a-t-il lieu d'espérer qu'il
existe toujours un ensemble de points E^ où la famil le des f^Çs) cesse
d'être normale.

L'exemple immédiat des fonctions périodiques montre qu'il faut
renoncer à obtenir ici des théorèmes aussi généraux que ceux qui font
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l'objet des deux premiers Chapitres ( l u présent Mémoire. En effet, si /(^)
est une fonction ent ière admettant la période co, les fn{z) sont toutes.
ident iques à /'(-s), et par su i te E(O n'a aucun point à distance finie;
même conclusion si /(-s) est méromorphe, doublement périodique,
co étant une. période quelconque.

On peut même affirmer, sur l'exemple bien simple de la fonction e^,
dont la période est 21-:?', que pour aucujie valeur de o>, les

• /,^):=<--^

n'admettent d 'ensemble E^.
En effet,

f^)=e^f(z).
Donc :
1° Si c?l(co)>o, ^cl) devient in f in i avec n, si / i>o; donc dans

u n e aire quelconque du plan ̂  les fn{^) tendent uniformément vers
l ' inf ini avec n p o s i t i f ;

2° Si (ÎR.CO <^ o, e^ tend vers xéro lorsque n tend vers -+-cc; donc
fnÇ^) tend un i formément vers zéro avec -:» dans une aire quelconque
du p l an . Les conclusions du i° et du 2° sont inversées pour rz->— oo;

3° Si cR.œ = o, | ̂ | == i ; donc [fnÇ^') I = L/'^) I e^ P^1' conséquent
dans toute aire du p l an les \fnÇ^)\ sont bornés.

Dans tous les cas, la famille des /^(^) est normale dans tout le
p lan .

63. L'ensemble E^ des points autour desquels la famil le des fn(z)
n'est pas normale n'existe donc que pour des classes particulières de
fonctions entières ou méromorphcs. A cause de cela; la recherche des
condit ions dans lesquelles on peut affirmer l 'existence clé cet en-
semble présente moins d ' intérêt que la recherche qui fait l'objet des
Chapitres 1 et II, le résultat: à espérer devant être mo ins général. Il ne
serait cependant pas sans intérêt de chercher des classes assez géné-
rales de fonctions entières pour lesquelles E<o existe, car pcmr une
telle fonction, c'est dans un ensemble d'aires toutes infiniment petites
(ofâç, (^Q± /IŒ), n == i , 2, ..., os) que/Y^) prendrait toute valeur finie,
sauf peut-être une, Œ)y étant prise arbitrairement petite autour d'un
point ZQ de Ey.
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Les conséquences t irées de là , re la t ivement à l 'approximation
dmuitanée des racines de toutes tes équalions/(5) — a = o (quelque
soi t ^/) par des nombres ^ =h n co, seraient plus précises que celles
qu'on a obtenues aux Chapitres t et II, i'npproxinuuion obtenue étant
plus serrée qu'aux Chapitres cités, ^o é t a n t point de E^,. on peut
affirmer en eîïet que, sauf peut-être pour une valeur finie de a, il y a
parmi les racines de cette équa t ion / ( Z ) — ^ = o , une in f in i t é de
nombres Z , (<2) , Z^(^) , ..., Z^/), ... auxquels correspond u n e inf i -
nité de points ^o 4-j^ œ, ̂  -h p^ co, ..., ^o -i-p^co 4--... {\pn\ t endan t
vers l ' i n f i n i sans que l'entier yy,, ait nécessairement un si^ne d é f i n i )
tels que

[Z^(a)—(,so+/?/^)) |

tende vers zéro quand n devient i n f in i . (Bien en t endu , la suite des
entiers posi t i fs ou négatifs dépendrait de la valeur a considérée.) On
se rappelle qu'aux Chapitres 1 et II, c'était s e u l e m e n t

| log-ZJâ)—Iog(,5o^) |

qui tendait vers zéro.
m.

64. On pour r a i t aussi ut i l iser des suites" d 'approximation à d o u b l e
indice e n t i e r Z^== Z -(-^OL»i + yo^, p et q étant deux en t i e r s positifs
ou négatifs quelconques, ^ et a)^ deux périodes complexes fonda-
men ta l e s dont le rapport ne soit pas réel'.

On formerait la famille des

//V7 ( ̂  ) =f{ Z- +- p Cx)i-h q ÛJa )

e( l'on chercherait pour quelles catégories de fonct ions entières ou
méromorphes il existe un ensemble de^po in t s E^,^ tels que la
famille des/^y(s) ne soit normale en aucun point de rensembie.

L'exemple des fonct ions s implement ou doub lemen t périodiques
mon t r e que E^,^ n'existe pas toujours. Si, par exemple,/ ( z ) = 6^,
Eœ,.c.), n'existe jamais, quels que soient co, et co^. Si/(^) est une fonc-
tion el l ipt ique dont œ , , œ^ sont deux périodes quelconques, .E,^ ^
n'existe pas non plus.
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Les fonct ions entières ou méromorphes pour lesquelles E(.)^ existe
jou i ra i en t de cette remarquable propr ié té qu'on pourrait approcher
indé f in imen t parles sommets d 'un même réseau de paral lélogrammes,
d 'une in f in i t é de racines de tou te équat ion /(s) == a, sauf peut-être
pour une ou deux valeurs de a.

65. C'est plus p a r t i c u l i è r e m e n t pour le mode d 'approximat ion
par les

Zp^=z +/?ûûi+ çc,^ (p, ̂ ==±:ï, ±2, . . ., ±:co) •

que les notions de croissance, d'ordre, e tc . , dont on a fait usage au
troisième Chapitre, trouveront un e m p l o i fac i le et pourront conduire
à des résultats satisfaisants.

En voici un exemple simple.
Soit f ( ^ } unefonction entière ou m^romorphe pour laquelle E^^

n'existe pas. Alors, dans un parallélogramme de périodes, les/^(s)
sont toutes normales. Soit ^ un po in t quelconque du p l an ; deux cas
seu lement sont possibles :

i° La suite des nombres Z,^ == /^(^o) est dense dans font le plan des Z,
quel que soit ^o*

C'est là déjà une propr ié té bien remarquable , puisque/^) pourrait
approcher i n d é f i n i m e n t de toute valeur f in ie ou i n f i n i e , aux sommets
d 'un réseau de para l lé logrammes de périodes (co^co^) cons t ru i t à
par t i r d'une origine quelconque du plan.

66. 2° II existe un point ^o au moins tel que la suite des

Lp^q Z=Zjtp^ ( -^o)

ne sou pas dense dans tout le plan Z.
Soit a une valeur telle que |.//,,y(^o) -— a ^> i quels que soient p et y

[si a est i n f in i , l ' inéga l i t é précédente est remplacée par | /^y(^o)[<^Mj.
Les 7—;—-—— sont des fonctions méromorphes, bornées au*J p . q ( z ) — a i

point ZQ y et formant une famille normale dans tout le plan, au m.ême
titre que les/^^(s). ,
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Dans u n parallélogramme de périodes contenant ^o, le nombre des
pôles de toute fonc t ion 7———— est limité supér ieurement par unA J p . y { ^ ) — a L 1
nombre fixe. On en dédui t que dam un parallélogranune de périodes
quelconque, il ne peut exister qu'un nombre de racines de f(z) — a == o
inférieur à un nombre fixe M.

Un cercle de rayon r de centre 0 contient un nombre de parallélo-
grammes de périodes asymptot iquement égal h7—, Q désignant l'aire
d ' u n parallélogramme de périodes. Le nombre des racines que l 'équa-
t i o n ^ ^ ) — a =o possède clans un cercle de rayon r ne peut donc,*> ii/f
surpasser asymptotiquement ——. Si l'on désigne par N(r) ce
nombre, on voit que son ordre de croissance, par rapport à r, ne peut
surpasser 2.

Il est visible d 'ai l leurs que la série V ———— converge pour o;> 2,
-^— | S fi ^ Cl ) [r c

en désignant par ^(a) les racines de l ' équat ion / (^)—a==o; car
dès que |^(^) [ surpasse une certaine l im i t e , on majore la série pré-
cédente en remplaçant les ^(a), situés dans un para l lé logramme du
réseau, par M points confondus avec un sommpt du réseau. L'ordre de
la suite des ^nÇa) ne peut donc en aucun cas surpasser 2.

Ce qui s'est d i t de a peut se dire de toute valeur h d i f f é ran t de a de
moins de £ : car, d'une telle valeur b, les /^,/^o) ne peuven t s'appro-
cher à moins de £ — 1 b -— a|.

On sait d'ailleurs Çvoir BOHEL, Leçons sur les fonctions rnéromorphes,
p. 66) que, pour une fonct ion méromorphe d'ordre p, il y a au plus
deux valeurs a pour lesquelles la suite des racines de /'(^) — a == o
ne soit pas d'ordre p.

L'hypothèse que nous avons posée au début du numéro précédent
[c'est-à-dire que l'ensemble des Z^==/^(^) n'est pas dense dans
tout le p lan j n'est donc possible que si F ordre de y(-s) ne surpasse pas 2
(c'est d'ailleurs le cas de toute fonction el l ipt ique).

Conclusion.

67. Pour toute/onction m.éromorphe d'ordre ^> 2, on peut affirmer, la
conclusion remarquable qui suit.
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1° Ou bien pour toute valeur ^o 1^ suite des Z^=y'(so-+-pco,+ y ^2)
est dense dans tout le plan des Z : c'est-à-dire que (es valeurs de f{z)
aux sommets (F un réseau quelconque de parallélogrammes (co^ oja)
s approchent autant qu'on le veut de toute i^aieur finie ou infinie ;

2° On bien i l existe un ensemble E^y, (invariant par toute transla-
t ionpoL», --hyo^) en chaque point duquel la famille des fp,^) cesse
d'être normale. Si petite que soit Faire 0^ entourant un point z^
de E(,) ^, la fonction fÇz) prendra une infinité de fois dans l'ensemble
des aires Cô^-l-/?^,-4-^co^ (/?,çr=== ± ï , ±2, ..., ± ce) toute râleur
finie ou infime, sauf peut-être deux valeurs au plus.

La suite des sommets du réseau z^+pw^ 4- q^^ jouit alors de la
propriété d 'approximation suivante :

Quelle que soit la valeur a (hormis les deux valeurs exception-
nelles possibles), on peut choisir parmi les racines de /(^) — a === o
une inf in i té de racines ^^a),^a(a), ..., ^(a),... auxquelles cor-
respondront une infini té de sommets du réseau Zo +p^ o^ -h q^ co^ ...,
7^ 4- n ^ c o , 4- cjn^^ • '• • (dépendant de la valeur a considérée)., tels que
la différence

\^n{^)—^0-3^Pn^i•Jr'rln^ei)\

tende vers zéro lorsque n grandira indéfiniment.
En abrégé : fa suite des sommets du réseau ̂  4- pco^ 4- y 003 s''approche

indéfiniment (F une infinité de racines de toute équation fÇs) —a = o
non exceptionnelle.

68. Remarque. — Dans le cas ï°, où les /*(^o+ p^\ + ^^s) == ^p,q
sont denses dans tou t le plan Z quel que poit z ^ , sans que cependant
l'ensemble E^ „, existe, on montrera aisément, par un raisonnement
en tout pareil à celui des n^ 58 et 59 du présent Mémoire que, Cô^ étant
un domaine quelconque du plans (arbitrairement petit si Pon veut),
et Œ)o 4-pco, -h" yco^ les domaines qu 'on en dédui t par toutes les trans-
lation s 7^ o>, 4- y 0)2 ;

A. Ou bieny*(-s) prendra dans l'ensemble de tous ces domaines toute
valeur finie ou^infinie sans exception. Cela arrivera toujours si la suite
des fonctions

/p,y(^) =/( 5 + P^ + q^h)
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n'admet awune constante parmi ses f onctions limites. Tout point du
plan jouit alors de ici propriété d'approximation indiquée ci-dessus,
puisqu'on peut supposer (Bo arbi t ra i rement petit .

B. Ou bien, s'il y a des valeurs exceptionnelles que /(:?) ne prend
dans aucun des domaines ©o+^ci), +^01)3 (ou n'y prend qu'un
nombre fini de fois) , chacune de ces valeurs est une contante limite
pour la famille des fonctions fp^(^\ vers laquelle /(-s) tend unifor-
mément dans une suite convenable de domaines c&o+/^co, 4- ^œ^
allant à l'infini (cô^ pouvant ici être arbitrairement grand).


