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LES THÉORÈMES GÉNÉRAUX DE M. BOREL
DANS

LA THÉORIE DES FONCTIONS ENTIÈRES
PAR M. G. VALIRON.

Dans son Mémoire Sur les zéros des fonctions entières (' ), puis dans
ses Leçons (2), M. Borel a démontré plusieurs propositions générales
relatives a la croissance des diverses fonctions qui s ' introduisent dans
cette théorie. Si l'on considère le maximum M(r) du module de la
fonction entière f(z) sur le cercle | ^ [ = = r , le maximum A(/1) de
la partie réelle de la fonc t ion sur le même cercle, le maximum M'(r)
du module de la dérivée, et le terme de plus grand module du déve-
loppement de Taylor de la fonction, m(r); toutes ces fonctions de /*
ont même ordre de grandeur, en ce sens qu'il existe une sui te de
valeurs de r, i n d é f i n i m e n t croissantes, pour lesquelles le rapport
des logarithmes de deux quelconques de ces fonctions tend vers i.
M. Borel mon t re même que ce rapport tend vers i lorsqu'on exclut
sur l'axe des / -des intervalles tels que la longueur totale des intervalles
exclus entre o et r est i n f i n i m e n t pet i te par rapport à r.

J'ai démontré dans ma Thèse ( î ï) et dans une Note ultérieure ( / < )
des proposi t ions p lus précises, no tamment en ce qui concerne les
fonctions d'ordre f in i , pour lesquelles le rapport de deux quelconques
des fonctions considérées ci-dessus reste compris, à partir d'une

(r) À a ta fnat/iematica, L. XX, p. 357-396.
(â) Leçons sur /es fonctions entière}:, Paris, 1900.
(3 ) Sur f es fonctions entières d'ordre fi^i et d'ordre nul et en particulier lex fonctions

à correspondance régulière (Ànnniev de la Facu/té de Toulouse, 1913 , p. 117 ) .
(4) Sur quelques tîléorèmes de M. Borel {Bulletin-de kt Socî'été- mathématique-^ 1914) .
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cerfcai'ne valeur de r, entre deux puissances de r dont les exposants
sont liés à l'ordre de la fonction. Dans le cas de l'ordre inf ini , la
méthode employée donne également des résultats assez précis, mais à
l 'extérieur de certains intervalles d'exclusion ( ' ) .

Dans deux Mémoires publiés dans les Tomes XXXVll et XLÏ des
Acta mathemadca (2), M. Wiman a obtenu des inégalités beaucoup
plus serrées entre les fonctions en ques t ion , et a montré que , dans
le voisinage de la valeur de z donnant au module sa valeur maximum,
l'argument de la fonction se comporte comme celui du terme maxi-
mum* Mais la méthode de M. Wiman ne semble pas pouvoir donner
facilement la grandeur des intervalles dans. lesquels ces inégalités ont
lieu; la démonstration nouvelle du théorème de M. Picard donnée par
cet auteur est donc encore assez compliquée.

J'ai montré dans deux Notes des Comptes rendus (:1) que je me
propose de développer ici, que les inégalités de M. Wiman ont l ieu
presque partout ; la démonstration découle très s implement de la
considération du polygone de Newton introduit par M. Hadamard dans
son Mémoire de 1893. La propriété de l 'argument de la fonction signalée
ci-dessus a lieu dans les mêmes condi t ions et pour toutes les valeurs
de^pourlesquel lesie modale de lafonct ion e s tvo i s inde son maximum.
L'impossibilité d'une relation de la forme

ff./\W ̂  eA^)=: r

est alors aussi manifeste, lorsque f^ (-s) et/a^) sont des fonctions
"entières que lorsque ce sont des polynômes. La démonstration du
théorème de M. Picard ainsi obtenue semble plus simple que celle
indiquée par M. Borel à la page 388 de son Mémoire cité dans laquelle
intervient la relation entre le m i n i m u m et le maximum <le la fonction

( 1 ) Sur la croissance du maximum du module des séries entières {Bulletin de la Société
mathématique, 1916, note de la page 60).

(2) U'eber den Zusammenliafig zwischen dem Maximalbetrage eîner analytischen
Funktion und dem grossten Gliede der zug'e/iorige/t Taylor'schen Reihe {Âcta mâthe-
matica, t. XXXVll); Ueber den Zusammcnîiang zwischefz dem Ma^'mialbetrage einer
analytischen Funktion und dem grôssïen JBetrei^e bel gegebenem Argumente der Funktion
{Âcla mathemcitica^ fc, XLI),

(3) Tome 166, p. 6o5, et tome 167, p. 988.
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sur un même cercle, et qui exige aussi l ' introduction des valeurs
ordinaires.

Dans la première Partie du présent travail j'ai réuni les diverses
propositions ut i les à la démonstrat ion du théorème de M. Picard, afin
de mettre en évidence la s impl ic i té de cette démonstrat ion.

Les théorèmes généraux relatifs à la comparaison des fonctions
M(r), m(r), A('r), M(r), plus précis que ceux de M. Borel et qui
complètent ceux de M. Wiman, et diverses autres propositions, font
l'objet de la seconde Partie.

Je donne dans une troisième Partie les extens ions relatives aux
fonctions définies par les séries entières, en insistant surtout sur la
classe de ces fonct ions pour laquel le les propriétés ont encore lieu
en général, comme pour les fonctions entières. On est ainsi conduit
à étendre à une certaine classe de séries entières le théorème de
M. Picard, mais les résultats que l'on obtient par cette méthode sont
moins généraux que ceux que l'on peut déduire d 'une inégalité
de M. Schottky. Je n'ai signalé ici ces propriétés que pour montrer
le parti que l'on peut en t i rer dans le cas des fonctions entières
et en par t icul ier celles d'ordre inf in i , pour lesquelles on arrive
ainsi à compléter l 'un des résultats nouveaux obtenus récemment
par M. Jul ia (1).

I, — Le théorème de M. Picard.
«a

1. Nous considérons une fonction entière /(.s) ̂ ^j0^71 e^ nous

0

désignons par M(/ ') le maximum du module de la fonction pour | z \ = /'y
et par mÇr) le plus grand des nombres |<^|/^.

Soit _-. g^ le logarithme du module de c^. Si l'on prend deux axes
rectangulaires Ox, Oy et que l'on place les points A,, de coor-
données x,^ /?, j^= g'n^ o" P^t définir au moyen de ces points un
polynôme de Newton concave vers les y positifs, ayant pour sommets
certains points des A^, tous les autres points A^ étant sur les côtés du
polygone ou situés du côté de la concavité. Soit, en effet, A^ le

( 1 ) ^oir les Noies de M. JULIA (Comptes rendus, t. 168).
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premier point A , / q u i n'est pas rejeté à l ' i n f i n i , les coefficients angu-
laires des droi tes joignant ce p o i n t aux po in t s d ' indice supérieur bn^
ont pour l imite l ' i n f i n i , puisque le q u o t i e n t de g^ par // croit indéfini-
ment avec n. Ces coeff ic ients angu la i r e s on t donc un m i n i m u m ^/
at te int pour une droite dé te rminée , soit A,,., le p o i n t A,, de plus haut
indice s i tué sur c.ette droi te ; les droites j o ignan t ce point aux points
d'indice supérieur à n^ ont un coeff icient angulaire supérieur à ;j-,, le
min imum a^ de ces coefficients angulaires est supér i eu r à ^, , car il ne
peut l u i être égal d'après la déf in i t ion de A/^. A ^ correspond un
sommet A/^ et a ins i de suite indéf in iment . Les nombres p-// croissent
indéf in iment avec n.

Nous désignerons par la notat ion ^(/) le polygone de Newton ainsi
formé avec les points A^.

Pour une valeur dé t e rminée r\ le terme maximum de /(^) dont le
module est égal à w(/ - ) , correspond à la valeur de n pour laquelle la
quantité

g ri— ^logr

est minimum. Si n == n.Çr) est une telle valeur de / / , on aura pour tout
nombre /' la relation

^4-,—^^nogr,

ce qui exprime que les points A.,.^ sont du côté des y positifs par
rapport a la droite de coefficient 'angulaire log/* menée par le point A,^
ou bien sont sur cette droi te . La valeur n(r) est donc l 'abscisse du
sommet de ^(/') qui est tel que la droite de coefficient angulaire logr
menée par ce point ne traverse pas le polygone. n ( r ) est en général
unique, i l admet plusieurs dé te rmina t ions lorsque logr est égal à la
pente (J^ d 'un des côtés de TÎ:(/'); dans ce cas nous conviendrons de
désigner par ^(/•) la plus grande abscisse des deux sommets de ̂ (f )
situés sur ce côté. Nous dirons, dans tous les cas, que la droite
de pente log/- menée par le sommet A^,.) est tangente au poly-
gone 7:(/). , _, , ^ .

La connaissance de7c(/) entra îne donc celle du rang nÇr) du terme
maximum, et aussi de /n(r) dont le logari thme est égal à

1 ^ ( / • ) I o g 7 - — — ^ ( / . ) . ! ^ . . . - . -„. . - ...- . , • , ^



T H É O R È M E S DE M. l iOREL DANS IA TlîÉOlUE DES FONCTIONS ENTIÈRES. 223

Inversement , si m(r) est complètement connu, ^(/) le sera égale-
ment.

Il résulte de là que si deux fonct ions /, ( z ) et f^(^) admet tent des
polygones ^(/i) et r.( f^) identiques, elles ont pour toute valeur de r
même terme maximum. En part icul ier , on voit que si l'on désigne
par G^ l 'ordonnée dn point d'abscisse n de f f / ) , la série à termes
positifs

F(r)=^e-<-r^
o

qui majore y(^), a pour chaque /• un terme maximum égal à celui
de/* (s) et de même rang.

Si deux fonct ions j\ ( s ) et /a (s) admet tent des polygones î:(/',),
^{fï ) ^y^'d un sommet commun, et si ces polygones ne se traversent
pas, il existe une valeur au moins de /• pour laquel le le rang et la valeur
du terme m a x i m u m sont les mêmes pour les deux fonct ions.

2. Désignons par é(u) une série entière de la variable réelle u^ à
coefficients positifs croissants, non bornés, dont le rayon de conver-
gence est l ' u n i t é

(l) ^{ll.) ==V^(".1 t^.

o

Les nombres x(^) croissent i n d é f i n i m e n t et leur quotient par n tend
vers zéro. Nous supposerons de plus que la fonction îc(a?) admet
une dérivée décroissante, qui évidemment tend vers zéro. Les points B,,
de coordonnées x^==n, y^===:—^e(^) sont alors les sommets d'un
polygone concave vers le haut que j'appellerai encore T:(^); et pour
chaque valeur de u inférieure à i la fonction ef(u) possède un terme
maximum qui s 'obtient en menant à ^ ( ^ ) la tangente dont la pente
est log^.

Soient / un nombre positif quelconque, et r un nombre inférieur à/.
A la série ^ ( ^ ) considérée comme fonction de /• nous pouvons faire

correspondre un polygone TC S^^) qui s'obtient à partir de TT(^) en
ajoutant à l'ordonnée (le change mmetB^ la quantité nîo^l. Autre-



.224 0. VALÏRON.

ment dit, T: ^( -) s 'obtient en construisant TC^) à part ir de Oy et de
l'axe oblique OX^ OXy ayant pour équation y = x log/.

La pente des côtés de TT ^ ( - ) croît et tend vers log/, ce polygone
reste donc à partir d 'une certaine valeur N(/) de n au-dessous du.
polygone ^(/) dont la pente des côtés croît indéf in iment . 11 en
résulte qu'on pourra, en effectuant une translat ion de 71: ^( j ) paral-
lèlement à Oy, faire en sorte q u e le nouveau polygone obtenu ait
avec ^Çf) un ou plusieurs sommets communs, tous les,, autres
sommets de ce polygone étant au-dessous de ^{f ) - En effet, si l'on
effectue sur ^ p ( ~ ) 1<^ N(7) translations amenant chaque som-
met B^ de rang infér ieur à N(/ ) en coïncidence avec le point de même
abscisse de'n:(y), il existera parmi les polygones obtenus un polygone
au moins situé au-dessous de tous les autres. Si — logA(7) désigne la
translation correspondante, le polygone a i n s i oblenu est r e l a t i f à
la fonction / c (7 ' )^ ( - )5 nous l ' appel lerons ^ / ^ ( - ) •\ / / .. L \ i J J

Soit n(l,^ î) la plus grande abscisse des sommets communs à ^(f)
et T: kS^j ) • Toute tangente à T: k S [ j ] en un sommet commun est
aussi tangente à ^(/), en part icul ier la droite d o n t le coeff ic ient
angulaire logr(7) est donné par Fégalité
(2) losr(l)=losl—^/[n(/,f)],

qui est tangente à T. ^ (7)1 îm point d'abscisse n ( l , ^), est aussi
tangente à 'n:(/). Pour cette valeur r ( l ) de /• les fonctions F(/')
et ^(O^(-) ont donc des termes maxirna égaux et de même rang, et
de plus, puisque tous les sommets de 'n:(/) sont au-dessus (au sens
large) de ceuxde Tcp^^') , les coefficients de I^/1) sont inférieurs

ou égaux à ceux de k^iy§(»\ f(z) est majoré par cette fonction.
Faisons croître l de façon continue. La f o n c t i o n 7i(/, ^) ne peut

décroître, car la pente d'un côté de rang fixe de ^ f^^ f^ ) ] croît



THÉORÈMES DE M. BOREL DAIN'S ÏA TÏ1SÏORÏE DES FONCTIONS ENTIÈRES. 22:*)

indéf in iment avec /, pour cette même raison 7?.(/, J) ne peut rester
finie lorsque / croit indéfiniment. JC 'C/ iC/ , <T : '1)~) est. donc une fonc t ion
discontinue décroissante de /, tendant vers zéro lorsque / croît
indéf in iment . D'après l'égalité (2), r(T) es t ' donc croissante et croît
indéfiniment avec /. Les discontinuités de lo^r(Z) sont celles de X',
elles se produisent pour les valeurs de / rendant 7?(7, S) discQntinue,
et correspondent par suite aux valeurs de / pour lesquelles les poly-
gones î=(y) et TC ^(-) ont-.plusi.eurs sommets communs. Le nombre
de ces discontinuités entre o et /"(/-) est donc inférieur à /i(/, ^), et
leur somme est inférieure à la variation totale de — ^(^) qui est
finie.

• Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :

I. Étant données une fonction entière cjuelconque f(^) ft une série
entière SÇu) de ht forme (i), on peut faire correspondre, en général,
à une vcileur ?'\ deux nombres k et l tels que, pour cette valeur de r, les

deux fonctions fÇs) f't kS[ r. ) aient leurs termes maxif'nci égaux et de

même rang, et c/ue /a première de ce^ fonctions soit ma/orée par la.
seconde. Les valews de r comprises entre o et R pour lesquelles la'pro-
priété n'a pas lieu peuvent être enfermées dans des intervalles dont le
nombre est au plus égal à /z(H) et'dans lesquelles la îwiation totale
de log/' est, quel que soit R, inférieure à un nombre fixe (i ).

Pour abréger, nous dirons dans ce qui suit que les 'valeurs pour
lesquelles la propriété, a lie-u sont ordinaires, les autres valeurs seront
dites exceptionnelles^ on soiis-entendra que ces valeurs sont ordinaires
ou exceptionnelles relativement à une fonction de comparaison déter-
minée ^(^). Pour que r soit valeur ordinaire, il faut et i l suffit,
diaprés ce qui précède, qu'il existe deux nombres le et / tels
que Te k ^ [ j ) ait un sommet commun avec Tc(y*), soit au-dessous de

( i ) Dans mes travaux précédents, je disais dans les cas analogut's que les points
exceptionnels pouvaient être enfermés dan:$ un ensemble déncmîbrabled7 intervalles; cette
expression abrégée a le défaut de manquer de précision.

Ànn. Éc. ^orm.,(3),XXXVIÏ.— AOUT i92û, 29
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lui, et que la droite de pente logrmenée par ce sommet commun soit
tangente au premier de ces polygones.

3. Nous prendrons pour fonction de comparaison -

(3) , , J(^)==V e^ u11 ( o < a < i ) -

et démontrerons le corollaire suivant du 'théorème I.

COROLLAIRE I. — (f éteint un nombre positif et r une valeur ordinaire
supérieure à un n^mihre R(,, on a l'inégalité .

pww • 1 /' ^.K"\
(4) ^ |/.|^c^!r^<A,m

^=-/i , '

dans /^qî/e/le n est le ran^ n(r) (in terme maximum w(/"), et Ay un
nombre fixe. - 1 : ' 1 1 1 1 1 , ! ; ! -. • ! .^•

D'après la proposition 1, le preinier membre de l'égalité C/i) est
majoré par l'expression

00 1 , , , m . •

^ \P\q^l>Y\Ç)n+l'-=^r} ̂  \p\'le^^--'t(^\'l.
/»=.—n ! ! ^ . 1 ' ^ ! p-=-^n ^ 1 , ' ,

• ! 1 1 ! - - . . - 1 . , ! ! %

Dans l'a série-qui figure au second membre de cette égalité, les coeffi-
cients de [jo[^ sont tous inférieurs ou égaux à un, et n est l'un dès-
entiers encadrant la racine de l'équation en a?,

a^-^log^'),

équation obtenue en cherchant le rang du terme maximum dans la
série (3), puis en remplaçant u par î-. • 'Nous 'allons montrer que le
rapport de la somme de cette s^rie à la somme de ceux de ses termes
dont le rang est compris entre îirn^ est inférieur à un nombre fixe/

'•.; ; ^ . ^ ' 1 1 , ! ' / • . , '! ! 1 1 ' 1 1 1 . , 1 - , / ' 1 - -. . ' "..,. ,,_ a 1 1 . • '
n< étant le plus grand nombre pair inférieur à Q^n r et By étant

..•ow^euâNément.chôisi,! 1 :11' , : 1 1 1 • • " : 1 ' 1 1 • ' , / 1 1 1 . 1 1 ' • 1 - , - , 1 ; , 1 1 1 1 1 1 1 ! ; , , : ,-11.1 •1 ; . ,1 1 ' : ' ,1 , . . . ] 1
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i é tant un nombre positif, considérons le rapport p / d e s termes de
rangs — +- i et n^ -4- ^ le logarithme de ce rapport est

g ^n^ïi , / n^ .\2 i , ( r\
Iogp,=^log——-—^ 4- (n4-^ t+0 a —(^-+- — -+-< +—nilog y).•«• î '"T~ -" »' \^ Jl y .si \ - /

lin remplaçant dans cette expression l o g ( - j par sa l imite supé- ,V / •
rieure — a (n + 1)"-% le coefficient de q par son maximum log2 et la
différence des second et troisième termes parl'application de la formule
des accroissements finis, on obtient

îûgp, < q Iog2 4- ^ n, ( n + ̂ — ^i) - (^ + i)01-1

^ l \ " / J

<<7iog2+,^^ ^+^y —(/ î+ i ) ^ 1 ) ,
d'où enfin

lQgp,<^10g3 + ^ ^ " ^ ' ( ^ i — 2 ) 2 ( ^ - h ^1-)
4 v 2 /

, ;, <^og2--Ïil^B^(l~Ê,) ( 1 ) .

Si l'on suppose que oc(i -— a)B2 est supérieur à 4ylog2 +5, on voit
que, sous la seule condition que n soit suffisamment grand, c'est-à-dire
pour r supérieur à un nombre (ixe R(), logp^ sera inférieur à — i. Si
l'on appelle S^ la somme des termes de la série considérée dont le
rang est compris entre m 4-1 et n, on aura donc

. Uo"Uo=U^<^U^<

! ! ! - ! ' ! ! •2 -

et par suite

^<-^o"<-^(.,)^5-±-Br1^, ! ^ 0Q^ e—iUQ . 1 ^—ï , ' . ' . --e—ï q „ ' , , , 1 1 , : , l i l i

(1^ Nous désigneroîis par e, ou s^, ou E (./;), toute fonction positive de n ou ^ tendant
vers zéro lorsque n ou .r croissent indéfimirient, ôt par Y] toute fonction réelUi ou com-
plexe dont le inodule tend vers zéro. 1 ! ! ! . " „ -1-1 ' i i l 1 / ^ ! , '; ! , - ! . 1 1 ^ • ' 1 1
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On obtiendra une inégalité analogue pour }a somme,S°^_p le corol-
laire est, donc démontré.

4. Nous supposerons main tenan t que le nombre a est voisin de i
/

et:, nous poserons a •= i ~ ^ p , ^ sera'un nombre voisin de zéro,

i i , suff i ra , d 'a i l leurs , que S soit infér ieur à -^ pour que toutes nos
conclusions soient , exactes. En u t i l i san t !e corollaire précédent et en
employan t une égalité de M'. Wiman , nous obt iendrons la proposition
s u i v a n t e :

II. La. valeur r étant ordinaire et supérieure à un nombre fixe B.(),
et le nombre z^ de module r rendant le module \ f(zo)\ de fÇs) supérieur

àMÇr)n \ on ci l'égalité

( ^ ) • / (3o^^)=•^>•TC /(^)(l-^-^), h|<Cn--^'

Celle égalùé^ dems bKjiieUe n désigne toujours le run^ n(r) du terme
maximum^ est valable pour tous les A dont la valeur absolue est moindre

1_^
€f'ue n^

Quels que s o i e n t A et z^ , on peut écrire avec M. Wiman,

(6) A^e^^e^ /(^,)-^^(^)4- T c—^^L'^-î-aîT^- /, ' //, i — /,/'/.^,̂  o c. / .„„.„-. e .-o; -t- ^é'^-o; •-+- ^ c/,,.4,/, ^o
/»=-./,

avec

ff{^)^l^f(z,)^f{z,)\.

Le niodule de la quant i té
••Û-K^
e "•—ï._^'}^^, ^P

. r /')*
q u i est équ iva len te a ^P-r:2 ̂  pour les petites valeurs de p, est, comme

on le constate aisément, inférieur à X'^^qiiel que 'soi t le nombre /? ;
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par suite, en ut i l isant le corollaire î. avec la valeur q === 2, et en rem-
plaçant a par i —^^ on a

(7) Vc,,,/,^^"^-"-'^7-)fî-i-P -^0 ^^n
/;.' =- n

},,2^2 „, o S _ l '

< -^r- ̂  1 c^ 1 /^ r^P < A ̂ î ( r ) 72 n 1 \

1-?A étant un nombre fixe. Donnons alors à A la valeur^'" ' , le module
du troisième terme du crochet dans l'égalité ('6) sera m o i n d r e
que A.M(r), y"(s^ ) et le premier membre de cette égalité ont. aussi leur
module inférieur* ou égal à I M ( r ) , le rnoduie de ^(^') est donc mfé-

^-l
rieur à (A -4- 2) M(r) n ^ \

En utilisant la limite du module de ^'(.So) ainsi obtenue et l ' iné-
galité (7), on voit bien qu'il, suffira que /'(^o) ^i^ supérieur

l — ^ i
à M(r)^ 4 ' pour que ce terme remporte sur les deux autres termes
du crochet de l^alité (6), tout au moins pour les valeurs suffisam-
ment petites de — • En particulier., en égalant la l imi te inférieure du
rapport de (/(.^o)| à M(r") à l ' intervalle dans lequel on peut faire
varier À y on obt ient l 'énoncé du théorème I I .

L'égalité (5) a lieu, no tamment , lorsque z^ est la va leu r dé z .
(ou l 'une des valeurs) , de module r, pour l a q u e l l e le module /"(^o)
est égal au rnaxiniurn. iVl(r); désignons alors par o<, 'celui des argu-
ments dey(.So) qui est compris ent re o et 21^ nous aurons , d'après
l'égalité (5), ,

^ ( 8 ) /O) =f(^e^) == ,M(r) ̂ o^)(i + ̂ ), |n| < Cn-i\

et l'on peut, dans cette égalité, donner à nO toute valeur comprise
1^.2^ , ' . ! . '

entre" ± n8 " ' * . Lorsque ^ 0 varie d 'une façon continue, l 'argument
de.y(,5") varie aussi cont inûmenty cionc passe par les valeurs o, -,?:,—
Il existe donc sur tout cercle | z == r correspond.ant à une va leur ordi-
naire, dans le voisinage de la valeur ^ pour laquel le l e ' m o d u t e de la
fonction atteint son maximum^ des points z pour lesq'uek'/(s) est
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réel et positif, réel et négatif , imaginaire pur avec un coefficient
de i positif/et avec un coefficient de i négatif le module étant égal
àM( r ) ( i -s).

Si l'on désigne par A(r) le maximum de la partie réelle de /'(^)?
sur le cercle \z ) = = / • , on aura la proposition suivante, conséquence
immédiate du théorème II :

III. Le rapport de A(/') rrM(r) tend vers i lorsque r croît indé/iniment
à l'intérieur des intervalles ordinaires.

5. La démons t ra t ion du théorème de M. Picard sur les valeurs
exceptionnelles des fonctions entières résulte bien simplement des
théorèmes II' et III. Considérons d'abord la proposition suivante :

f\ Çz) et f^(2) étant deux fonctions entières^ on ne peut woir
V égalité

(9) çA^) == 6^V^ 4-î.

Nous ne devons pas exclure a priori le cas où l 'une des fonct ions
(ou mè.me les deux) serait un polynôme, nous remarquerons seulement
que les polynômes vér i f ient aussi le théorème III, sans restriction
d'intervalles. „ ' •

Dans un intervalle o, R les valeurs exceptionnelles pour l 'une ou
l'autre des deux fonctions sont intérieures à un nombre1 f in i d'inter-
valles dont la longueur totale'" est in f in iment petite par rapport ^iB, il
existe donc entre K et hÏ\(h > i) des valeurs ordinaires à la fois pour
les deux fonctions, soit r une telle valeur. . . , , , . , ,

Soit .^oune valeur de z pour laquelle la .partie réelle de /a (z) atteint
son maximum AU (r), on aura

Mî(r)>^[/ i ( ,So)]>A,(r)( i—£)>(i-s)M2(r),

£ étant très petit pourvu que r soit assez grand. On obtiendra de
même une inégalité de se.ns contraire en partant de/'i (-s). Le rapport
de Mi ( r ) à M^(r) est donc très voisin de un, ce qui. montre que si
l 'une-des fonctions était un ,po lynôme, l ' au t re serait un polynôme de
même1 degré, les' ' termes de p lus haut degré ayant des coefficients de
même ino,dule, ce cas se traiterait séparément d'une façon analogue
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à celle que nous a l lons employer pour les fonctions entières propre-
ment dites, /i(^) et f\(^) étant des fonctions entières, nous suppo-
serons que r est assez grand pour que les rang's n^ et 72.2 des termes
maxima soient aussi très grands.

ZQ désignant, toujours une valeur de z pour laquel le la part ie réelle
de f^(z') a t t e in t son maximam, les rapports de | / i(^o)| et de |/2(^)j
à M ^ C / ' ) et à M2(r) sont voisins de un-, l'égalité (5) s'applique donc
aux deux fonctions à par t i r de cette valeur, et l'on a

^ ^(.^'^^(^^^^^^.(/^(î+Y],)^^'^^ •

( z ) ==/,(^^) = M \ ( r ) (i -+- Y^)^^-0^.

Dans ces égalités, O/^ et Oz^ peuvent varier dans un intervalle

— 2 TTl), -4- 27:1),

D étant' très grand; Y],, et 7]a ont des'modolos très pet i ts ; o , "e t ^^sont
compris entre o et 2ïî. ' ' s •

Faisons croître 0 à partir de la valeur — "-̂  7U-^ nous obtiendrons1 a n^
deux valeurs 63, 0^ pour lesquelles l 'argument de f^Çz) prendra les
valeurs — - + £ et -{- 7r — £, et ïious aurons

2 9.

• c?2 -+- 02 n^ = — -: 4- s + r/g,

<P2-+- 02•/^2=-+> ^ —— £ 4--/Î;. .

D'après l'égalité (9), ^ y ^ + 0^,, reste compris entre -— ^ 4- 2^:?:

et "4- - + 2/cîc lorsque 0 croît de 0., à - Û ^ nous avons d-onc. ' ' • 1
1 1 2 . ^ "", " ^ . 1 '

/JT

9.1 -+- ̂  /?i > — - -4-2 Â-TT -4- r^, , .

' ! ' ! TT 1 • .1 ! ! -.
Cpl -}-• Ô^?.! <-1- - -+" 2'Â-7T --h ^Ï". , . 1 , „ .

En .parlant de f^s), nous obtenons de 'même les égalités , e t 1
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inégalités

9; 4- Q\ n i =- — - -h £ + T/i, 03 -h 0, /^ > — 7: + a k ' 7: + r/i',
^ 2

9i 4- ,̂ Tli == 4- - — £ 4- ïT'i, 92 + ̂ i ^2 < + ̂  '-t- ^ Â^T: -+- T^.

La comparaison de ces égal i tés et inégal i tés montre que le rapport
de n^ à ^•est voisin de un, que k et À-' sont nuls et que o^ — ©a es^
très petit ainsi que 6^ — 0^71^ et ô^7i,, -— 6^2.2.

Donnons alors à Ô la valeur 0^4- -^-î les parties réelles de f^(z)
et /aC^) seront toutes deux très grandes et négatives, ce qui est
incompatible avec Inégali té (9). La proposi t ion en vue est donc
démontrée,

-6. La démonstrat ion du. théorème général-de M. Picard ne présente
pas de difiicul-tés supplémentai res . Si. l'on considère ' u n e fonc-
tion 9(^) holomorphe à l 'extérieur d'un cercle de rayon R et admet-
tan t le point à l ' i n f in i pour po in t essentiel, et si Fon'suppose q u e cette
fonction ne prend qu'un nombre f in i de fois la 'valeur zéro, elle est de
la forme

9(^)^^P(^)^,

/c étant u n entier néga("if\ P(^) un polynôme et ' ^ ( z ) une 'fonction
développable en série de Laurent à 1/extérieur du cercle de rayon R.

/ ï \'^(,s) est la somme d'une fonction entière /'(^) et d 'une série ' ^ A -;)
convergente ' lorsque le module de z est^upérieur à R. On obtient ainsi
f inalement , dans le cas où zéro est valeur exceplionnelle ,

(ûÇz)=^/£P(z)Q(ï-\e^^
\z^

et Q ( - ; ) tend vers une l imite lorsque z croît indéf in iment . Si donc
nous supposons que les valeurs o et ï sont exceptionnelles, nous
aurons l'égalité

^P,(^Q/^)^^=^J>2(^QJ^^^+.i,
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et ii est clair que le ra isonnement du 11° à supplique presque sans
modification pour montrer qu'une te l l e égalité est impossible.

On déduit de là le théorème général de M. Picard :

Si la fonction^ fÇz) cidmet le point z^ p0î£i\j)(>int essen/iel iso/Cy elle
prend toute râleur une infinité de fois dans le. voin'nnge île ce point ^ sauf
peut-être deux vcdeurs exceptionnelles,

II. — Les théorèmes de M. BoreL

7. Le théorème III du n0 4 montre la relation étroite q u i existe
entre A(r) et M(r ) ; le théorème 11 c o n t i e n t . d'a-i Heurs b e a u c o u p plus
de choses. Aux remarques déjà faites à ce sujet, il faut ajouter que là
relation (5) a encore lieu autour des maxima des diverses fonctions
considérées : partie réelle et partie réelle changée de signe, coefficient
de i et coefficient de i changé de signe^ en supposant toujours que r
est 'valeur ordinaire. Il faut d^aiiïeurs remarquer que ces maxima
peuvent être atteints pour des valeurs de z qui n'appartiennent pas au
voisinage de la valeur pour laquelle le module de/Çs) est égal aM(r).
Par exemple, le minimum de la partie réelle de la fonction e^ -+• s est
atteint lorsque l 'argument de z est voisin de TC, alors que le module est
maximum'pour l 'argument nul,

1.1 reste à examiner la question suivante : savoir si la restriction
faite a u ' s u j e t des intervalles exceptionnels-, qui est imposée par le
mode de démonstration, est bien légitime, et notamment savoir s'il
existe des fonctions pour lesquelles le rapport de A(r) à ̂ î(r) ne - t end
pas vers un lorsque r croît indéf iniment sans aucune restriction. La
réponse est affirmative. Considérons la fonction

^ p:-. oo
/(5)=2(2~p5)2Fe^'ap (a,-=a-+-2^_i)."

p=o

Les sommets, du polygone ^(/) relatif à cette fonction ont pour
abscisses les nombres 2/\ Prenons pour logr la pente du côté (pi
joint les points d'abscisses 2^ et 2/?-l-ï ; on constate sans peine que la
somme des termes de la série/'(^) autres que ceux de rangs ^eta^"1"1

Ann. Kc. Norm., (3) , X.XXV1Î. — AOUT 1920. 3o
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est i n f i n i m e n t peti te (avec-1- ) par-rapport à .l'un de ces deux termes.
On peut (.railleurs éviter cette vérif ication en remarquant qu'on pour-
rait constituer f(z)'en p renant seulement des groupes de deux termes
consécutifs aussi espacés que l'on voudra , et. il est clair que dans ces
condi t ions , la circonstaî-'sce signalée ci-dessus sera réalisée. On a. a i n s i ,
pour la valeur considérée de j\

/(,^) = (2-^r)^Pi ces;/ 4- c o s ( 2 % -+- a) -+• i[sin'/^ + sin (27 + a)].{- + ̂ (a-^r)^?
^= 9^Q+ a?,

0 -étant l 'argument de z. Le maximum du module do-croche t est égal
à 2^ tandis que si l 'on suppose que a n'est pas mul t ip l i ; 1 de ^ les
maxirna'et imniina de la par t ie réelle et du coeff ic ien t de i son! compris
entre -—. 2 et, 2.

II. existe donc, effect ivement, des fonctions pour lesquelles le
théorème 111 ne peut avoir lieu sans r e s t r i c t ions ; la seule amél iorat ion ,
possible de l ' énoncé pourra être de resserrer les d i m e n s i o n s des in ter -
valles r en fe rman t les valeurs exceptionnelles.

• 8. La re la t ion entre le m a x i m u m M(r) de f ( z ' ) et le maxi -
mum M.^r) ,de la dér ivée /'(s) s ' o b t i e n t ' e n u t i l i s a n t la fonction ^'(î)
intro-duite dans l ' é ^ a l i ê é (6). On a vu que cette fonc t ion , déf inie par
l'égalité 1 , , !

(10 ) ^)=»T lf^^-f(z^ ' n = n ( r ) , .
n '

a un module i n f é r i eu r à -('A.4- 2}M(r ) n • ' ' sous la sente /condi t ion
que r soit 'valeur ordinaire . Il résul te de là que, pour les valeurs de s

qui rendent le module de f{z) supérieur à MÇr)n 4 (^^> f^ ) , on a
•l'égalité
(ii) y^)=(ï+^^/^).

Cette égalité-.a1 lieu en particulier pour le z donnant au module
de/*(^) sa valeur maxima, on a donc • , ' ' . . . .

Mi(r)>(l^£)n(^).M.(r). : ! , 1 „ ,
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Cette dernière relation montre que le premier membre de Fégâliléfic))
est encore in f in iment petit par rapport au second lorsque z est: la
valeur pour laquelle le module de /" /(^") alteint son maxin'mm,
l'égalité ( î i ) a donc encore lieu clans le voisinage de cette valeur,
et le rapport de M1 (r) à M(r) est égal à. (i -r- T])^ T] tendant vers JÂTO

avec ^--r
L'égalité .(i i) a lieu en même temps que l'égalité (5), et ces deux'

égalités sont réalisées dans le voisinage des maxinia des diverses fonc-
tions considérées jusqu'ici : |/'(.s)|, l/*^)), partie réelle, etc. •

On peut donc énoncer le théorème suivant :

IV. Le rapport du mci.mmurn M.1 (r) du module de la dérivée au
maximum M(r) de la fonction est asyrnptotiaueine/ît és^cd nu c/no/ient
du rang /%(r) clii terme maximum pcir r, lorsc/ue r croît imléfiniment
à l'iruérieur clés inte'/valley ordinaires. Dam' ces intervalles^ on a ré^a-

liié (i i) en tout point z pour lequel le module de /(z) ou de ^ /"/(•^) est

• P7-1
supérieur à M (r) n \ .

1.1 est évident ici que la propriété ne peut avoir l i eu pour,tous les y\
quelle que soit la fonction considérée, puisque M ( r ) et M ̂ r) sont
continues et que n(r) peut avoir des discontinuités arbitraires. ... -

9. Pour étendre cette propriété aux dérivées successives, il sera
nécessaire d^introduire dans la . démonstration le rang du terme

-maximum clans ces dérivées.
"Nous nous appuierons sur la proposition suivante :

V. Le rapport de nÇr} dit rang n'fr} du terme //iaxi/'nu/n de f'(^)
le/îd 'vers i lorsque r croît indéfiniment à' I/intérieur des inierçalles (./u.i
sont ordinaires à Ici fois pour f{z) etf'Çz')^ Ici fonction'de comparaison
"relatwe à /^(-S) étant la dérivée de celle relative à. f{^'

D'après les propriétés des coefficients de la. fonction ^ ( u ) , l a - fonc-
tion ^(u) est encore une fonction de même nature, le polygone ^(/t1)
admet pour .sommets tous les points d'abscisse entière. Pour une même
valeur u, le .rapport des .rangs n et n11 des termes masima'dan's ^(^)
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et / ( u ) tend vers ï . En effet , ces rangs d i f fèrent de moins d'une unité
des racines des équations en x et x ' :

^^,a-i1^. log-//, ̂  o, ar^"-1 + — 4- log// ==o,
'^î

ce qui donne
r , -ia-i

x -= ^1 i4- ——x
L • ^îJ

On voit que n' est supérieur à /?,. et l u i est asymptotiquement égal.
Soi t / ' une valeur ordinaire pour / et /'. Il existe deux nombres

k{r) et /(r) tels que 'le polygone r. k S [ - , \ a le sommet, de rang n(r)
en commun avec ̂ (f), est au-dessous de ce polygone, et que la .dro i te
de pente log/' menée par le sommet c o m m u n est tangente commune
aux deux polygones. II existe de même deux nombres k' ( r ) et /'(/•)
j o u a n t le 'même rôle relat ivement aux polygones correspondantà/^)
et f{u), le rang du sommet commun, étant ici n'(/1 ').

Le polygone TI:|/C^("-) | cons t ru i t ' à partir de f{u} avec les nom-
bres k ( r " ) et /(r) a évidemment en commun avec ̂ (/') le sommet de
rang n ( r ) ' - i et est au-dessous de ce polygone, 'mais les tangentes
communes en ce point ont, diaprés ce qui 'précède, une pente inté-
rieure à"logr. 11 résulte de là que ^ (r) est supérieur à n(r), et
que l ' Ç r ) est supérieur a /(r); ainsi n(.r) étant le rang du terme
maximum dans ^(u), n ' ( r) l'est dans tÇu'), avec uf <^:, on a donc
aussi

^(r)<^(r)( i-{-s).

Le théorème est donc démont ré . 11 est clair que ce résultat une fois
acquis, i l n'est plus nécessaire de parler des fonctions de compâ-
raisoiiy on est certain que, des interval les clans lesquels logr a une
variation totale- finie étant exclus, le rapport de n(r) à n^r) tend
vers 'un. 11 existe d'ailleurs effectivement d e s ' f o n c t i o n s pour
lesquelles le quotient "Ï1 n 'a/pas pour limite un lorsque r croît
indéfiniment sans restrictions^c'est le cas dans le deuxième exemple
du n° 7, où ce quotient prend, une infinité de fois des valeurs voisines
d.e 2. , , , , ' , .
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Les théorèmes IV et V donnent alors la proposition générale
suivante :

VI. Lorsque r est-extérieur à des intervalles analogues •cmx intervalles
ordinaires^ les rangs des termes maximci dcms f{z) et ses premières
dérivées sont asymptotiquement égaux^ le produit du. maximum M^(r)

du module de /^(s) par l^expression ( — ] est asyrnptoliquement égal

a^M^r) et dans le voisinage des râleurs de z pour lesquelles l'une des

fonctions ( r ) /'//(^) ^ supérieure à M(r) n \ on a Inégalité

( , - î ) . , /^)=:[î-+-r^)]| ̂ T7/^)./-/(^)=:[î+rK^]| /^i^)T7/(^).
l,,, ^ J

10. •Dans la démonstration du corollaire du n0 3, on^'est, en réalité.,
appuyé sur la propriété de la fonct ion M(r) d'être déterminée par un
certain groupe de termes entourant le ternie maximum.. On peut
énoncer, à ce sujet, la proposition générale suivante :

VII. Dans tout intervalle ordinaire défini au moyen de la fonction (3),
l-^-s

M(/') esl déterminé asymp/otiquement par un groupe de n î termes
entourant le terme maxwîiim^ £ étant un noinbre positifquelconque.

Dans tout interval le ordinaire, m(r") est égal au. terme maximum
de Â^(- ). lM(/") est supérieur à, m ( r ) et F(r) est majoré par / r ^ ( - );
il suffît donc de démontrer que dans la série 9{u) la somme des termes

/ • -„a - \
dont le rang est inférieur à n — N ou supér ieur à n--+- N (,N == n 2 )
est i n f i n i m e n t petite par rapport au terme maximum mÇu).

En remplaçant, dans le calcul du n0 3 le nombre 7?-, par N \ - o n
trouve

p /< /^ I o g / z = = — A n 3 : ^ — A i N 5 - .

En désignant par S^ la somme des termes dont le rang est compris
entf 'e i -4"•i e t / " ,on .auradonô

S' ^S' ) ^<h^lî''^n+S u ^.IN ^0 ^0
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s:-s-s;'<<<-^,^ ,

-^o '^,,-C, ^o •-',,+N ^o

m(a) étant le terme maximum, on -obt ient , en tenant compte de ce
résultat,

aN^(«)> C + x. î—À)^0 0 , .
^-N ^O

dWi enfin

S""" cT / , 2 i N A+^- <m(^)^^.
n ^^w-i-v 1 /A0 —rt-+-N

En se reportant à. la valeur de /^ on voit que . le coefficient de mÇu)
dans le second membre de cette inégalité tend vers zéro lorsque
n croît indéf in iment , ce qui démontre ' le théorème VII.

Ce-théorème ne peut être'vrai sans restrictions, car on peut cons-
truire des fonctions pour lesquelles, pour une infmité de valeura de r,
le nombre des termes é^'aux au terme maximum s o i t - u n e fraction
déterminée du rang n de ce terme.

11. Les inégalités relatives à la comparaison des fonctions M(r)
et7n(r) résultent du théorème l y qui donne immédiatement le corol-
laire suivant :

COHOLLAIRE II. — Si le quotient clé ê(^u) par son terme maximum m(//)
reste inférieur à une/onction ^(^) durant de ce terme maximum, toute
/'onction entière /Çs") vérifie ['inégalité

( t3) . M(r)<m(r)9[<r)j

dans les intervalles ordinaires relatifs à j ( il ) .

Si l'on considère en part icul ier la fonct ion de comparaison (3), le
1^.°?

corollaire 1 montre que. ^ ( n ) esK'^al à An 2 ; a pouvan t être pris
aussi voisin de un que l'on veut, on ob t ien t le théorème :

VIII. £ étant un nombre positif donné aussi petit-que l'on veut, toute
fonction entière îwifi^ l'inégalité 1 ' • , •

04) MCrXmC/^E^Cr)]2 4" ' ,
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sauf peut-être dans^ des intervalles dont le nombre entre o et r est inférieur
• à 7i(r} et clans lesquels Ici varicition totale de logr est inférieure, à un

nombre fixe indépendant de r.

En particulier, pour les fonctions d'ordre fini p , n { r ) est inférieur
à r^, on aura donc l'inégalité

F ^
( i5 ) M(r)<m(r)r7 '; -

dans les intervalles exceptionnels, on a encore une inégali té de la
même forme, mais où ^ est remplacé par p ( f ).

On peu't également t ransformer le corollaire,II en i n t r o d u i s a n t une
fonct ion de mÇr) à la place de la fonct ion n ( r ) . Le rang n\r) du,
terme maximum dans s i ^ } est fonction de la valeur , de ce terme

m a x i m u m qui est .égal à ^ ' - ^ on a donc aussi

M(/.) </..(/, ̂ '̂,

' L é tant une fonct ion que l'on sait former à partir des coeff ic ients de la
fonc t ion ^(/ /) . Or / • ( I ) croit i n d é f i n i m e n t 'lorsque / c r o î t , car si l 'on
a u g m e n t e / en l a i s san t k I ÎKC, le sommet du polygone T: \k^[ 7 ) qî-ïi
se t rouvai t sur T.Çf) passe au-dessus de ce polygon.e, l'écart des ordon-
nées p o u v a n t dépasser tout nombre donné, le logarithme d e / i ( l ) doit
.alors être augmenté d'une quant i té au moins égale à cet écart. -

11 résulte de là que, si, la fonction 'sp est croissante, M(r) sera a for'
lion in fér ieur à ^|m(r)j m(r); d'où le nouveau.corollaire :

CopiOLLAïRE III.—Si le quotientde §(u) par son terme maximum m(u)
reste inférieur à une fonction croulante ^(/n) de ce terme, toute fonction
entière vérifie aussi l'inégalité

(lô) M ( r ) < m ( r ) ^ [ m ( r ) ]

dans les inte/vnfles ordinaires déduits de S, .

{ 1 ) Loc. cit. (noLe 3 de la pag'e 219).
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Pour la foncl ' ion ('3), le terme max imum m est donné par les
égalités

logm == /^-h- fi logM, a.a^-"1 4-log'^ == o, ^==E(^ ' ) ,

ce qui donne
, /log'mV

^(^(T-^} '

On pourra donc prendre
1 1

^(m) -rA[Io^7np~2, .

et l 'on obt iendra le résultat su ivan t qui correspond au théorème V11..1 :

IX. Toute/onction eniiére véri/ie l'inégalité
i

( î 7 ) M ( r ) < m ( r ) | î og m ( r)]^ '

si petit que soit le nombre positif £, dans les mêtnes conditions que r iné-
galité (i4).

12. La fonct ion ^(u) choisie au n0 3 pour faciliter la démonstration
du corollaire 1 peut, être remplacée par d'autres. On constate déjà sur
cette fonction qu i dépend du paramètre a, que lorsqu'on remplace ^(^)
par une autre fonction plus croissante, la longueur des in te rva l les
exceptionnels augmente ; mais dans les in te rva l les ordinaires restants,
les inégalités f igurant dans les énoncés se resserrent ou d'une façon
générale les cond i t ions d 'appl icat ion des théorèmes s'élargissent. Le
gain que l'on réalise^ a ins i est sur tout v is ib le pour les propositions
d u n ° H .

On pourra remplacer S{u) par une fonction croissant, plus vite .que
toutes les fonctions (3), en prenant

X(^)==n(Iogp/2)-1 . .

Les théorèmes Vit, 'VIII, IX seront modifiés de la façon suivante :
dans les intervalles ordinaires , 'M(r) sera déterminé asymptotique-1 ' . i "
ment par un groupe de [nïogn ... lôg^-.^^'J^log^/i")1"4'8 termes
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entourant le terme maximum et l'on aura

| M(r) < A.m(r)\/~fï~\o^n . . . }ogp,i/7log^,

/ M' ( r ) < A m ( r ) / ! og m ( r ) î og, m ( r ) ... lo^,^ (r) [iog/,,..i m( r)]2,

A étant supérieur à y2 '^"
D'autre part, si l'ori considère la fonct ion, ent ière à coefficients

positifs pour laquelle on a
^^•=n\o^n-,

on obtient les inégalités

M'(r) > A1 m(r) \//2 \o^n .. . log^i / / .
M ( r\) > A' m ( r ) \/logw(ry 1 o^ rn { r ) ... 1 o^ m ( r ),

A' étant infér ieur à \/^T.. Ces résultats, qui découlent -des formules
asymptot iques de M, Le "Roy ( f ) , montrent ce que l'on peut obtenir en
a u g m e n t a n t l'ordre de S(u). On aura des inégalités de plus en plus
précises, mais on ne pourra obtenir une inégalité de la forme' Çî3}
ou ( i 6) plus précise que toutes les autres. On voit , en ouire, que si
l'on considère le rapport du maximum M(r) au terme maximum m(r),
cette fonction est d 'autant plus croissante q u e M(r) est lui-même plus
croissant lorsqu'on a affaire aux fonctions entières, mais est moins
croissante que pour les séries entières; pour ces séries, cette fonction
est d'autant moins croissante que le module est p lus croissant. En se
plaçant à ce point de vue, l 'ensemble des fonctions entières et des
séries entières se classerait de la façon suivante : fonctions entières
de p lu s en plus croissantes, puis séries entières, de moins en moins
croissantes.

• 13. L'emploi d'une fonction S(u) peu croissante a 'l'avantage de
d iminuer la longueur des intervalles exceptionnels. En emplo'yant la
fonct ion du n° 3, on voit que, pour que la démonstration de la pro-
priété du. n° 4 subsiste, il est nécessaire que le dernier membre de
l'inégalité (7), dans laquelle À est supposé une fonction croissante
de n, soit le produit de m(r") par une quantité tendant vers zéro. Il

( 1 ) F'oir LE I ÎOY, Bulletin des Sciences mathématiques, 1900, {3. i^^ et inon article :
Sur le ccdcul ap/^roc/ié des joncticins entièfefï {J.îulîettn de la Société mcttlséttiattque^ 1 9 1 4 }

Afin. Éc. Nôrm^ (3 ) , XJCXV1I. — AOUT 1920. " 3l
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suff i t donc que ^ soit inférieur ir^ et, par suite, a supér ieur ii ̂  pour '
que tous les théorèmes précédents soient vrais, la seule modificat ion
à faire à certains des .énoncés concernant la limitation inférieure
de \f{z) | ou des fonctions analogues. •• . "

On peut modifier la démonstration du. théorème II de façon à uti-
l iser des nombres a encore plus petits que ^ - Remplaçons l'égalité (6)
par la suivante : " • !

09) A^^} = e1^ } f(^) + A,^(^) +.. .+ ̂ -î^ ( G o )

-/Ve, --.D^^ J /i^Y'1", 1 • +•^c-ll^'" Ie ••—(^7)7^ „ ) ^
/.'=-«.

Le module du coefficient de c^z'^ est inférieur à A f ^ Y . A é t a n î
un 'nombre fixe, le m o d u l e de la somme de la série f 'i^orant dans
l'expression précédente est donc moindre que

A ( ^ ) 1 SK^I Yp^r^-P,
'^Vv
n

ou, encore, , en appl iquant le corollaire I, à

B^m(r)^~^4"1^. , '

Supposons que a soit supérieur à — '—, l'exposant de n dans l'expres-
sion précédente aura une valeur négat ive — ?. Donnons à À les y — i
valeurs ,̂

in^/ ( l -^ i , 2, ..., < / — r ) ,

nous aurons, pour déterminer les fonctions ^y(^o)» les q —-ï équa-
. ' t ions , . , 1

h ' " ' ! ! ^ ! : !

^ ^ihi^^{z,)=:6,M(r) (^==i,2, . . , . ,^- i ) ,1 ,

les 0, étant moindres que 3. En résolvant ce système, on, voit que
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chaque quant i té
;̂

.est inférieure à CM(r)^ G étant f i n i ; par sui te , l'égalité (5) du n° 4
sera encore réalisée dans les cond i t ions suivantes : -

A ^1
l 1 ! " <^ | / ( - îo ) l>M( / - ) ^ ^.

Toutes les propositions précédentes qui découlent de cette éga-
lité (5) auront encore lieu, avec la modification résultant de ce que la

. l imite inférieure de |/'(^) [ est changée»
On peut donc prendre pour fonct ion de comparaison une fonction

de la forme (3), a étant s implement a s su j e t t i à être pos i t i f .
Nous allons mont re r que, dans certaines condi t ions , la .lonn'iieur

totale des interval les except ionnels peut: être finie. Soit r^ une valeur
ordinaire, les intervalles exclus1 pour r^r^ sont tels que logr y varie
de moins de ^(n^)= a/^1; il y a donc entre 2^ et 3r^ des points
ordinaires, soit ^ l 'un d'eux; les intervalles exclus ent rer^ et-r^ sont
en nombre fini. et leur longueur est moindre que

r^e^^—t'^^r,^-1,

A étant un nombre f i n i ' indépendant de r^ pourvu que n^ soit assez
grand. On peut recommencer le même raisonnement à par t i r de r,, et
ainsi de suite^ et l'on. voit que, si la série de terme g'énéral r^z^ con-
verge,, la longueur totale des intervalles exceptionnels sera f inie . On a
d'ailleurs ry^> 2^.

Supposons que f{z) soit d 'ordre supérieur à un et que l'on ait, à
part i r d 'une certaine valeur de T\ l.'inéga.l.ité

- l o g M ( r ) >r^,

p, étant supérieur à u / î ; on aura dans tout interval le ordinaire

rf^< lôgM(r ) < 2 / î ( r ) log'r.

Je dis que pour tout r, ̂ (r) est supérieur à r^, a étant supérieur à un;
cai\ si r est •une valeur exceptionnelle et r !a plus grande valeur ordi-
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naire inférieure à. r, on aura, à cause de la croissance de n(r) et de la
densité des valeurs ordinaires^

n(r)^n(rf)>^^ (r<^);

d'où l ' i néga l i t é annoncée. Il résulte de là que le produit r^~"1 sera
inférieur à (r,)^, ci étant égal à i—o-(i. — a); on peut prendre a de
telle façon que a soit négatif, et, par suite, la série formée avec les
longueurs des intervalles exclus converge.

D'où les résultats :

X. Pour foule fonction entière dans laquelle le rapport de logaM(r)
à logr a une limite inférieure (pour r infini ) supérieure à ï , les inter-
valles exceptionnels ont u/ie longueur totale finie à condition que l''expo-
sant a de la fonction de comparaison (3) soit suffisamment petit. A
l'extérieur de ces inte/vaUes^ les propositions précédentes s'appliquent^ à
l'exception des théorèmes VII'I et I X ' qui sont remplacés par d''autres
moins précis.

XI. Lorsque le rapport deïo^^M(r) à logr croît indéfiniment avec 7-5
tous les résultats obtenus rappliquent sans modifications à ^extérieur
d'intervalles exceptionnels dont la longueur totale est finie.

• Car, dans ce second cas, on peut prendre /a aussi voisin de un que
l'on veul.

Ces résultats s 'appl iqueront no tamment aux fonctions à. croissance-
régulière..

Il convien t de noter que, bien que la longueur des intervalles excep-
t ionne l s soit d'autant plus petite que l'ordre de grandeur de M(r) est
p lus grand, i l ne s 'ensui t pas nécessairement que la régularité des
fonctions entières relativement aux propriétés considérées est d'autant
plus grande que M(r) croît plus vite. On conçoit en effet que les irré-
gularités de M(r) et .de n ( r ) , dans les intervalles exceptionnels,
peuvent être d'autant plus,grandes que l'ordre de M(r) est'plus élevé.
D'antre part, la l imitation inrérieure^le M(r), donnée dans les énoncés
précédents^ é l imine précisément-les fonctions les plu-s'irrégulières.

14. La méthode employée au/n0 2 pour cqmparer les fonctions /(-s)
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et ^(a) peut s 'appliquer à la comparaison de/(•:?) à une autre fonction
entière
(20) ^(r) ̂ y^e-y^r"',

•jn
dans laquelle nous supposerons que la fonction çr(.r) est constam-
ment croissante. Si Fou suppose que les exposants G^ déduits des
coefficients de/Çz) vérifient la condition

( 2 1 ) ! • ]"ï^^[G,-g(^)]^co,

on voit encore que : à t o u t nombre / correspond un nombre k ( l ) tel
que les polygones r: k^\ - \\ et ^(/) aient au moins un sommet
c o m m u n et que le premier de ces polygones soitau-dessous du second ;
si n ( l , ^') est la plus grande abscisse des sommets communs, et7*(/) la
valeur déf inie par l'égalité

lo^^^io^+g7!:^^)], ^ y '

les fonctions /T z} et k Ç I ) s ( - ) ' on t pour cette valeur r(/) des termes
maxima égaux et de même rang\ et la prennère fonction est majorée
par la seconde. Lorsque / croît indéfiniment, n(/^ ^1) ne peut décroître,
donc r ( l ) croit indéf in iment , et il en est de même de k{l\

Les discont inui tés de log/ ' ( / ) qui. sont celles cl,e çr[^(/?^)] ont ici
une somme infinie, mais on peut encore les étudier dans un inter-
v a l l e o, R. Dans un tel intervalle, les valeurs qui ne sont pas atteintes
par la fonc t ion r ( / ) forment un nombre fini d ' interval les que 'nous
exclurons, si r. est une valeur conservée, la variation totale de log.2?
dans les intervalles -exclus correspondant à x.<^r est infér ieure à
K -4- ^[^(r)111]. Si donc on suppose que 1e1 quotient de logr par (/[^(^l
croit indéf in iment avec r, on pourra encore parler d ' intervalles ordi-
naires et d'intervalles exceptionnels.

On util isera cette comparaison d'une (•onction f(z} ^ une- autre
fonction entière spéciale .^(r) à croissance plus rapide pour obtenir
des relations très serrées entre M(r) et w(r), ce qui nécessitera
que/(z) et cf(r) aient des croissances voisines, "et donnera des rela-
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tions valables pour une infini té de valeurs indéfinime.nt croissantes
de r; on pourra également obtenir des relations moins précises, mais
valables à l'extérieur d-e certains intervalles exceptionnels. On don-
nera à ces relations la forme, des illégalités (18).

Par exemple, en p r e n a n t . pour ^(^) les fonctions -niogn et
7%log^(log^/z)"1 , on aura les propositions su ivantes :

XJL Toute fonction entière cl5 ordre inférieur à p vérifie F inégalité

M(r) < \/Çï p0og-[m(r)] rn(r)

pour une suite de valeurs indéfiniîneni çroissani-es de r...

XIII. Quel c/ae'soit le nombre fini c/^ toute fonction entière cF ordre fini
vérifie l'inégalité

M(r) < m(/\)\/Tog7/ï('7') iogyw(r) " •

{jour les valeurs de r comprises entre o et R extérieures à un nombre fini
d) intervalles dans lesquels Ici î)ciriation totale rie log/" est inférieure
à £(R)logR.

III. —'Les séries entières.

1.5. Considérons maintenant une série entière

f^^ï0^"'' ' • '

admettant pour rayon de convergence l 'uni té^ et ' supposons que le
quotient —— du loû'arithme du, module du ternie de ran^' n,1 , lOg/Z • D . , ^ <D 7

/^== log|c^|, par le logarithme du rang, ne soit pas borné supérieure-
ment, ce qui revient à dire que le module maximum'M(r) croît p lus

* ivite que tout polynôme en ——- (1 ).
Pour chaque valeur /\ la fonction possède un terme maximum w(r)

dont le rang nÇr) croit indéfiniment aveu r; ce ternie s'obtient encore
par la considération d'un polygone de Newton Ti(/) que nous construi"

( l ) /Wr LE Boy,, Bulletin clés Sciences mathématiques, 1900, p. ^451 et ïûon article :
Sur le calcul cipproc/ié des fon-ctiol).^ enUèl'es {Bulletin de if i Société mal/témaïique, i9i.4^*
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rons ici avec les points de coordonnées /^ h^ Ce polygone est con-vexe
vers les v pos i t i f s ; nous appellerons toujours H^ l 'ordonnée du point
du polygone dont l 'abscisse est n.

Prei.ions d'autre part la série de comparaison (i) déjà utilisée au
n° '2, et supposons que ton a -

( 22 ) . Fhïï [ H/, — x ( n )] :=: oc.
ri..—. as

'Si le nombre pos i t i f /— i est suffisamment voisin de zéro, on pourra
trouver, en vertu de l'égalité (22), un nombre A(7) tel que le polygone
îr[-Ai?(/r)|, relatif à la fonction /»'(T) ^(/r), ait un sommet commun
avec ^ ( f ) et n 'a i t aucun sommet au-dessous de îî(/). Si cette cir-
constance se produi t pour un nombre /o., elle aura lieu pour tous les
nombres / infér ieurs à ce nombre. Soit n ( l , ^ ) la plus grande des
abscisses des sommets communs aux deux polygones, si r est pris de
telle façon que / H / , - J ) soit le rang du terme maximum de SÇlr), le?
l e s . deux fonctions'/'(.s) et ^(/)J(7/*) auront des termes m a x i m a - d e
même. rang et même valeur, et la seconde de ces fonct ions majorera la
première. Cette propriété aura lieu notamment pour la valeur r ( l )
définie par l'égalité

l og r ( / )——iog / - ^ l e / [ ^ ( / , ^):|.

Lorsque l décroil et tend, vers un, n ( f y ^) ne peu t décroître et n'est
pas borné, et / c ( l ) c roî t indéf i 'n iment ; r(T') croît donc et tend vers un,
les d isconl inni tés de logr(Z) sont celles de — ^[nCl, cf)].

Soit r ciné v a l e u r parliculière, de la fonction ^'(/)? le total des dis-
c o n t i n u i t é s de la fonct ion, pour r ( l ) ̂ > y\ est au plus égal à ^[n(r)] ;
conservons sur le segment r, ï , les interval les correspondant à des
valeurs de r(7) et excluons les autres. Si ?\- est l'extrémité1 gauche
du i1^ in terval le exclu et d^ sa. l ongueur , la variation de loga? dans
cet Intervalle étant los——c- ? on a ' " • ! • '" ^ ! . ' • 1 ' , ^ r, ; ! ' . ! ! , , , . ;•

^^^^^^^[^(r)].

On voit que, si. l'on suppose r supérieur h -? la somme y^-des inter-;
valles.exclus entre ce point et le -point r est inférieure à 4^ / |n( r)j• !
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D'où le résultat :

XIV. l^ ensemble des coefficients (le /'(^) satisfaisant à Ici condi-
tion (^2.)^ il existe des valeurs de r aussi voisines (le î que'Von veut
jouissant de la propriété suivante : à chacun de ces r correspondent deux
nombres k et 1 supérieurs à î , tels que, pour \ z\ = r et x ==- r, les fonc-
tions fÇz) et k^ (&r) ont des te/mes maxima. égaux el de même rang\ et
que la seconde/onction majore la première. Si r est une valeur supérieure

à - pour laquelle la propriété a lieu, les râleurs comprises entre r et î ,
pour lesquelles elle n est pas vérifiée, sont intérieures à une suite dhnîer"
veilles dont la longueur totale est moindre que 4 X'(^i (/•)].

De la première par t ie de cette proposition, on déduira des relations
très serrées entre M(r) et m(r), valables pour une inimité de /*, 'mai-s
i l est p lus intéressant de se borner aux fonctions pour lesquelles on
pourra prendre ' la fonct ion (3) pour fonction de comparaison, de-façon
à étendre à ces séries les théorèmes généraux re la t i f s aux fonct ions
entières.. •

16. Nous devrons donc nous borner à considérer les fonctions /'(-s)
pour lesquelles l 'inégalité (22) est vérifiée lorsqu'on y remplace x(/?/)
par r^. Il faut et il. suffit que-'le quotient de Hy,, par /^ a / , y/ étant positif,
ait une l imi te supérieure infinie, pour que l ' inégali té (22) soit vérifiée
en prenant x(/?.) == n7', avec a <^ y/.

.Dans ces conditions, ïC'(n) est égal à 'a^"1""1 ; si nous voulons q u e
les intervalles exclus dans la proposition XIV so ien t négligeables par
rapport à ceux qui sont conservés, il faudra que n(r) soit supérieur
à une expression de la forme (î ~-r)"1"-^ Y étant positif. Si. cette
condition est réalisée, elle entraîne celle relative à H^,; en etïet, si l 'on
désigne par log/\- la pente du côté de T^(/) entre les points d'abscisses
i — î et ?', on a

H^=^ log'r,-,

et de l'inégalité supposée ponr n(r), on tire, pour les valeurs de ^-suf"
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fîsamment proches de i,

^r,>^^>•^^^,
ce qui conduit bien à l 'inégalité requise pour H^. On obtient ainsi le
résultat suivant :

Pour toutes les séries dont le ranff du terme mcixinwrn véri/îe la
condition

W ^^^=,., (-/>0),

la proposition XIV s'applique pour tous les "r z^où'ins' de i, la lon-
gn.cur des intervalles exceptionnels compris entre r et i étant inférieure

à^-r^\

La condition (23) entraîne pour le maximum du module M(r)
l'inégalité

Hm Iog2M(r) >y^—[Q^^-^r)-1

qui est la plus précise que Pon puisse obtenir, mais qui peut être
vérifiée alors même que (28) ne l'est pas. Nous allons montrer que
l'égalité
(,4) ^ ^(r) -^ ( y / > Q )
v " 7^i—iog(i~r) 1

entraîne une égalité de la forme (23). Cette condition nécessite que la
limite .supérieure pour n inûni du quotient de H^ par logzi soit au
moins é^ale a î-^^ l 'inéffalité (22) est donc vérifiée pour a assezc-5 2; -^- y' , c-5 \ / A.

petit, et la propriété XIV a lieu pour une suite de valeurs de r tendant
vers un, soit r l'une de ces valeurs. L'inégalité (16) du n0 11 s'ap-
plique avec la valeur de ^relative à la fonction (3), il en résulte
que m(r) vérifie l'inégalité

1 ^-i-r
l o g w ( r ) > ( i — r) 2 ;

or, le premier membre de cette inégalité est inférieur à ^(r),
'Ann. Êc. Narrn., (3), XX.XVÏL — AOUT1920; ^2
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u
puisque —n- tend vers zéro ; on, a donc

(25) ^(r)>(i—7-)-"1"^

et les intervalles exclus entre r et i ont, une longueur au plus égale
( 1 — y^\ ( \ -{-.« y' )

à 4(i — /") 2 » quantité dont l'exposant est supérieur a i , si a
est convenablement choisi. La proposition XIV est donc de nouveau
réalisée pour un nombre r/=r-+• (i — r)1'4"0, § étant positif, et Finé-
galité (2$) a lieu pour ce nombre; l'inégalité (a3) est donc vérifiée.

Il est clair que l'égalité (24) est plus restrictive que (23), mais elle
a l'avantage de ne faire intervenir que M(r).

17. En u t i l i s an t la méthode du n° 13, on voit que le théorème II
s'applique ainsi que ses conséquences relatives à la comparaison des
fonct ions A(r), M(r); d 'une façon générale, toutes les propriétés des
fonctions entières s 'é tendent de suite. On a notamment les propriétés
suivantes :

XV. Dans les intervalles ordinaires relatifs aux séries vérifiant les
conditions (2 3) ou (2^) :

a. Dans le voisinage des v^aleurs ^? pour lesquelles le quotient
de [/(^o)!/^7* M(r) est supérieur à [n(r)]'~3, § étant un nombre positif ̂
on a Inégalité

( ^^
f\z,e "^(i+rj)^^^^),

\pouwnt prendre /ouïes les valeurs vérifiant la condition | À [ <^ [^(/t)]ô/,
?s/ <^o>o;

b. Le rapportr de A (r) à M(r) tend vers i lorsque r tend vers i;
c. Le quotient du maxima de la dérivée d ' f ordre? par M (/ ) est asymp-

toti(]uement égal à \ ̂ (/ ')J^ lorsque r tend vers i, dans le voisinage de ces
maxima le rapport de f^Çz) à f(z) est asymptotiquement égal à ( ^ ) / ;

d. La valeur de M (r) est déterminée asymptotiquement par un groupe
de /i1""'0 termes entourant le terme maximum,;

<?. Le quotient de M(r) par mÇr) est inférieurà [logmÇr')^^ A étant
un nombre fixe,
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II est-aisé de former des exemples de fonctions ne vérifiant pas les
condit ions (23), (24), et pour lesquelles certaines de ces propriétés
n'ont plus l i e u ; il est clair d'ailleurs qu'aucune de ces propriélés
n'est vérifiée pour les fonctions

/(^=(i~^)-/S

quel que soit le nombre p supérieur à un (pour p inférieur ou égal
à un, les coefficients ne croissent pas et la base de la théorie précé-
dente est en défaut).

18. La propriété (XV, a) conduit à étendre le théo-rème de
M. Picard à une certaine classe de séries entières. Pour montrer l 'im-
possibilité de l 'existence de .deux valeurs exceptionnelles, nous
devons montrer qu'on "ne peut avoir une égalité de la forme

/(3)=e.^=^-+i,

/'i(^) e t /a (s) étant des séries de rayon de convergence éga la un.
Lorsqu'il s'agissait de fonctions entières, /, et/a étaient des fonctions
entières ou des polynômes, toutes ces fonctions vérifiaient les théo-
rèmes II efc III. Ici, il faut choisir f(^) de telle façon que les pro-
priétés XV aient lieu pour/, et /^; il faut donc supposer que le^
maximum M(r) du module de /(^) vér i f ie la condit ion

,. l û ^ M ( r )(27) l i m — — — — — — > i ,
/—i"—ioê'(1— r )

ce qui revient à dire que la croissance de M(r) est comparable à celle
d 'une certaine classe de fojictions entières d'ordre infini . Les fonc-
tions j\ et /a vérif ieront alors la condition (2,4), les intervalles ordi-
naires de/', se produiront à partir d'une valeur/•, , ceux de/a à partir
de /'a. Supposons, par exemple, /^ supérieur à / ' i . Dans l'intervalle
r^ 4- ^ (i — î\}, r^ -4- ^(i — / - i ) , /, (-s) a certainement des valeurs
ordinaires, soit r\ l 'une d'elles; opérons de même à partir de r\, et
ainsi de suite, on obt ient une suite de valeurs^, r\, ..., r^, tendant
vers un et ordinaires pour /, ; i\ sera compris entre deux de ces
valeurs. Il en résulte que/< et/y ont une infinité de valeurs ordinaires
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communes supérieures à r^, el le ra isonnement du n0 5 s'applique
alors sans modification. L'égalité (26) est impossible, et il en serait
de même de celles obtenues en multipliant les exponentielles par des
polynômes.

Le théorème de M. Picard s'étend donc aux fonctions vérifiant la
condit ion (27), mais cette condition est beaucoup trop restrictive.
M. Schottky a montré ( 1 ) que, si/"(^) ne prend pas les valeurs o et i
dans le cercle de rayon i, le maximum du module de la fonction
vérifie l'inégalité

l o g M ( r ) < H ( i — r ) - 3 ;

le nombre Et ne dépendant que de la valeur /(o), on en déduit la géné-
ralisation suivante du théorème de M. Picard :

XVI. Toi/te série entière pour laquelle le produit logM(r)(i—r)3

nesf pas borné prend mie infinité de fou tonte valeur dans le voi-
sinage du cercle de cowerg'encCy sauf peut-être une valeur au plus.

La l imi te infér ieure de la croissance donnée dans cet énoncé est
peut-être encore trop élevée, mais il est certain que cette l imi te existe,
là fonction

ne prend pas dans le cercle de rayon i les valeurs dont le module est
inférieur à \fe.

19. La proposition XVI donne des résultats relatifs à la distribu-
tion des zéros des fondions dans le voisinage d 'un point singulier,
isolé ou non, d o n t on peut approcher à l ' intérieur d'un angle.

Nous nous bornerons à signaler icUes conséquences relatives aux
fonctions entières*

XVII. Considérons une fonction entière d'ordre supérieur ou égal à a,
et soient oc et d deux nombres positifs donnés. Si dans un angle A

( l ) P o i i ^ p a r exemple, la Noie sur le théorème do M. Picard dans ie Traité d'Analyse
de M. Goursat, t. II, 3e édition, p. 659.
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û
ayant pour sommet V origine et pour ouverture ——5 le produit

M'p-<iog|/(.)|

nest pas borné supérieurement^ la fonction fÇz} prend une infinité de
fou toute valeur^ sauf une au plii^ à Vintèrieur de V angle couver-

i
tare ——? ayant même bissectrice que A.

Il est clair que l'angle A existe toujours, mais la propriété ne diffère
du théorème ordinaire de M* Picard que lorsque Fordre est supérieur

îà — Dans le cas de l'ordre inf in i , l 'ouverture de l'angle A peut être
2

prise arbitrairement petite, et l'on retrouve, en le complétant, un
résultat obtenu, parmi beaucoup d'autres, par M. Julia :

XVII. Étant donnée une fonction d'ordre infinie si Von divise le plan
vde la variable z en secteurs angulaires é^au^d5 ouverture 7 arbitrairement

petite^ la fonction prend une infinilé de fou toute valeur^ sauf une au
plu^ dans tout secteur où le logarithme de son module ne peut être limité
supérieurement par une expression de la forme A| z u.

On obtiendra des énoncés analogues en considérant des secteurs
angulaires limités par des arcs de spirales logarithmiques égales,


