
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

F. DIDON
Développements sur certaines séries de polynômes à un
nombre quelconque de variables

Annales scientifiques de l’É.N.S. 1re série, tome 7 (1870), p. 247-268
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1870_1_7__247_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1870, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1870_1_7__247_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


DÉVELOPPEMENTS
SUB

CERTAINES SÉRIES DE POLYNOMES
A UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES,

PAR M. F. DIDON,
C H A B G É DE C O U R S A L A F A C U L T É D E S S C I E N C E S DE R E N N E S .

On doit à M. Hermite la découverte de deux séries de polynômes à
deux variables Vm,n et V^^, qui jouissent de la propriété suivante :
« Quelles que soient les valeurs entières et positives de /n, n, m', n'\ et
pourvu que m et n ne soient pas en même temps égaux à m' et n', on a

// U/n, n Vm',./ dx dy = 0,

les variables étant limitées dans l'intégration par la condition
.̂ .2 ̂  yî 5 J . ))

Ce système de séries associées n'est pas unique, et, dans ce travail,
on trouvera la preuve de l'existence d'une infinité de systèmes ana-
logues, et une manière d'en former autant qu'on en voudra. Parmi
tous ces systèmes, il en est un qui se distingue des autres par cette cir-
constance, que les deux séries qui le constituent sont identiques. En
réalité, il y .a un second système semblable , mais qui n'est pas, à pro-
prement parler, distinct du premier. Ainsi, dans ce cas, en désignant
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l'élément général de chacune des deux séries, actuellement les mêmes,
P^ï1 Pm,7z> on aura

// y m, •n PmW dx dy = Oy

où l'on suppose que (m — /n')2^ ( n — / ^ ) 2 n'est pas nul. Ces fonc-
tions f^n présentent la plus grande analogie avec les fonctions X^ de
Legendre, et, en particulier, elles permettent de réaliser un certain
mode d'approximation des fonctions quelconques de deux variables,
au moyen de polynômes entiers, par rapport à ces mêmes variables.
Plus généralement, j ' i nd ique une série de polynômes V^n satisfaisant
à la condition

ff^m,n P»/, </( x, 7) dx dy == o,

quand l'on n'a pas en même temps m'==.m1, n^-nf. L'intégration
pourra être faite ici dans rintérieur d'un contour quelconque. Les
rapports de ces dernières fonctions avec l'intégrale I { ^i^i^-^ z z -rr ^ ^ S J J ^ ^ ^ [ y - z ' }
donnent, à un certain point de vue, une généralisation de la théorie

de l'intégrale j 7 ^_ /g< Enfin j'ajouterai que l'extension des résul-

tats précédents, au cas d 'un nombre quelconque de variables, se fait
avec la plus grande facilité.

I.
La fonction

T> — / i dn{yï— \ F-^T dm^ 4.^,2_ ^m
ï-m,n —— '^in, n •————'•———•— • , — - — — — — — ——————————————— .,(y2_iy"-4 ^r d^

dans laquelle k^^ désigne une constante, est un polynôme du degré
m +" n, dans lequel l'exposant de x ne surpasse pas w. Si l'on se pro-
pose le calcul de l'intégrale

fS^m.n^m'^dxdy

prise dans l'intérieur du cercle ^-hj2 == i , on est d'abord conduit à
chercher la valeur de

/. -i-v i -r' ^{x^^—1 y ^m/(^2+ ^2—JOm/

J^TZ-F d^ ^ d ^ d x '
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Cette expression, par le changement de variables x == \/i --j3^,
devient

^-t-^-^ ^-{-1 rf'»(^—-iy" rf^(^2__ iW

^-^ \J_, ^ dz-" dz'

ou bien
/M,-4- W/-+- T /"» -f— I

m\m'\ ̂ -^ ( i —• y2 ) ^ ^ X,» X^ d^,

X^ désignant ici la fonction de Legendre; et, par conséquent, nulle,
si m et m' sont différents, elle est égale, dans le cas de m' == m, à

m \m\^^ ^
^m-\- ï ' J ) '

Ainsi donc, quand on a m^m\ l ' intégrale ff'Pm^n ̂ m^^dxdy est
nulle, et si m = m',

/ • / •n n 7 / m\m\sl'i'n^ , , . »+i.̂/ P/», n P/«, nf dx cly = ————.—— k^^ km^' ( — i ) 2
A /7l """l"" ï

.. F 1 i ^(r^xr^^^^^^ ,
^^ (r-ïr^ " '/r " drf

Supposons que n et ri soient différents, et/par exemple, que ri soit
plus petit que n. L'intégrale définie du second membre de l'égalité
précédente, pouvant s'écrire

(_ .)„ r1 ̂ - .r̂  ̂  f-— ̂ (r--.r"ti^
1, ^L^-.r7 rfr -ï

est manifestement nulle; si au contraire ri -=-n, sa valeur est repré-
sentée par

{—\Yn\ (3w-4"n-4-^)(aw-4-^-+3).. . (2/714-2^4-1) / Cr2"--1) 2 dr

J — ï

^(—tr^^nni1^'5''^^^^^^
' ' 2.4.6...(-2m4-2/l4-2)'

Ainsi l'on a
//P^P^^ûÇr==o>

AnnaUs sciendfifjues de l'Ecole Normale supérieure. Tome Vïï. w
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quand m et n ne sont pas simultanément égaux à m' et n', et

fff^nP^n^dr

ïn/î'^n , , , 1 . 3 . 5 . .(am-h-aTz+i), ^ / s=——^a^/niminî—7--^——',——-—————((aw+Tî+a ...(am -+-^4-1 .2w+i s^.ô-.^am+aTi+a)' / '

Si l'on fait
/ -— i
•^"-mî^I^^5

il vient f inalement

[fffm.nP^nd^d^

( i )^ _ UT!: (2m-f-^-4-'2)(2m"-(-7i-+-3)...(2w+2/i-+-i) î . 3.5.. .('2 m-t-a/^-f-ï )
( 2W-1-I /^î a2'""^2" 2.4 -6...(amH-2/z4-2)

Cherchons maintenant; la fonction génératrice de ces polynômes P^^,
c'est-à-dire

//lï=;4-.so %==-(-oas s aro6"p'"-"•
JW = 0 /î == 0

En supposant d'abord w constant, on est conduit à faire la somme

V" -^ ̂ lizilril̂ ^̂
^ 7Î î 3" d^

ns=o

Elle s'effeclue immédiatement avec le secours de la formule de La-
grange

F^^z ^^ b d[¥{r)f{y)} b^ d-lF^^^
' / dy {J f î . -s. dy ' " n\ ̂  d y ' 1 ' ' ' '

qui se rapporte à la racine z de l'équation

z ^ y + ^ f Ç z ) ,

se réduisant à y, pour b == o. Si l'on fait

f(y)^r1-^ FW^r'-'r4.
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on obtient, pour la somme cherchée,

y2 ( i — 2 &;r -(- ^2 F Y ( i — 6r — V^—'1"Ï67^-~62)T ^ ( i »- /y — ̂ 1̂ 1̂ :4-"̂  y",

et il ne reste plus, en dernier l ieu, qu'à calculer l'expression
Wt==~(-oc' ,________________

Y _î_ r i — r̂ — y i — 2 by •+• 62 "1ffl <^"(.^4-^—iy"
^ m î ̂  | "" 62, . û?^7" 9

[_ ^(r2-"^ J

que l'on devra multiplier par

^ y^—— (i - 2 6y + ̂  )-ï (, - by - ̂ 'i^-^^rî2 )1,
0 y^.^2 —— i

pour avoir la fonct ion génératrice demandée. On fera cette dernière
sommation en employant encore la formule de Lagrange, dans laquelle
on remplacera y par x, f ( z ] par z ^ - ^ - y ^ — i , F^-s) par î , et b par
ï^br—^r^^^"^ „ , . . / , .^ ———^-^-^-^———. 1^0 opérant ainsi et réduisant, on trouve, pour

la fonct ion génératrice des polynômes P^^z,
-,. ^ ̂  ̂  ^ ^ ^

( ï — a ̂ r + 62 a | i — ax — yy — —v———'-—-.;-'————J-———/.l/ L / (^+^)(r,2-ï) J
La généralisation des résultats précédents, pour le cas d^un nombre

quelconque de variables, ne comporte pas la moindre difficulté. Je me
contenterai de donner la forme du terme général ^rn,n,p de la série de
polynômes à trois variables satisfaisant à la condition

S S S vm'n' P pm('nr' P' clx dydz=Q

avec x1 -h y2 •+- z1^ ï , et à l'exception du cas m = m\ n == n ' , p ==//.
On a

__ __Jf___ d^ z^—iY^^p^
Vm, n,p —— ^m, n, p ^TZZ^^ ' ^ T

i ^ ^(Z2 + -S2 —— 1 ̂ '+^i û?m^2 ̂  y^ ̂ . ^——îfx ̂ .^^^ —.__^.^__- ,...^^._..,

K^^^ étant une constante.
3%.
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II.

Considérons la suite Po^+n, P<,m-^-n Ps^^». • . . P^,-., P^,o
des polynômes P, dans lesquels la somme des indices est constante et
égale à m + n. La première fonction de cette suite ne contient qu'un
terme du degré m+n, qui est enj^"; la troisième contient un terme
semblable, et de plus un seul autre terme du degré m -+- n, à savoir :
un terme en ^y^-^-a ; la cinquième fonction contient deux termes
analogues aux précédents, et, en outre, un terme en ^j^^-4, de
degré m+n, et ainsi de suite; de même, la seconde, la quatrième, la
sixième,... fonction de la suite renferment respectivement, si l'on se
borne à la partie de ces fondions qui est du degré m "h n : ou bien un
seul terme en œy7^^, ou bien deux termes en xy1^^ et ^y^^3,
ou bien trois, termes en xy'^-^ ^yrn+n-s ^ ^ym+n^^ ^ç Q^ ^^
dut de là qu'un terme en xhyh pourra toujours s'exprimer par une
fonction linéaire des polynômes P^, dont la somme des indices m, n
est égale à h -+" k, augmentée d 'un polynôme entier de degré intérieur
a h -+- k. La partie de ce polynôme du degré le plus élevé pourra de
même être représentée par une fonction linéaire des polynômes P, dans
lesquels la somme des indices est égale à ce degré, augmentée d'un
polynôme de degré inférieur, et ainsi de suite ; de sorte que, finalement,
on conçoit la possibilité d 'exprimer un terme en xhyk, par le moyen
d'une fonction linéaire des polynômes P;,̂ , pour lesquels on a

m -+- n ̂  h -4- /r.

De là résulte qu'une fonction quelconque /(^ y} de deux variables,
si elle est développable en série ordonnée suivant les puissances en-
tières et positives de oc et dey, pourra être mise sous la forme d'une
fonction linéaire des polynômes P, et l 'on aura

f{X,y) ̂ 2A,n,nPm,n,

A^ étant une constante, dont la détermination se fera en mul t ip l i an t
les deux membres de l'égalité par V^ndœdy, et en in tégrant ensuite
les résultats dans l'intérieur du cercle ̂ -^y^ i. Alors on ob t iendra ,
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d'après les propriétés contenues dans le paragraphe précédent,

( ^ ) fff^,r^^dxdr=:^ff^m^dxdy,

c'est-à-dire, en s'appuyant sur la formule ( r ) ,

_ 2 m 4- ï ________n \ 22"'-1-2"________
27;: ( 2 m -4- n -4- a ). . . ( 9. m •+• 2 n -+- ï )

2.4 .6. . . ( 9. m "4- 2 n -4- 2 ) „ „ /,, , „ . ,x ———————————- // / ^, r Pm,. ̂  ̂ r.T . 3. Ô. . ( ̂ m •+- a ̂  -+- ï ) ' / 1 / " J l/

Nous allons tirer du résultat précédent une conséquence importante.
Si l'on cherche, parmi tous les polynômes ( p ( s c ) de degré p,, celui

qui, entre les limites — ï et •+- ï de la variable, s'approche le plus
d 'une fonction donnée ,/(^); en d'autres termes, celui qui rend mi-

/.+.I
nimum l'intégrale j L / ( ^ ) — ^ { x ^ d x , on trouve, comme on le

J -. ï
sait, que ce polynôme esi représenté par la portion du développement
de/(.r), suivant les fonctions X,, de Legendre, qui s'arrête au terme
en Xp, inclusivement.

Rien n'est maintenant plus facile que de traiter la question analogue
rela t ive à un nombre quelconque de variables, c'est-à-dire que de
trouver le polynôme <p(^,y, -s,..., u), du degré p, qui rend minimum
l'intégrale ///... [f{x,y, ̂ ,..., u) — y {oc,y, ^,..., u)Ydxdydz^.du,
dans laquelle les variables sont limitées par la relation

^t ̂  y 2 ̂  _g2 _(_ _ _ ^_ ^3 ̂  j ^

Me bornant au cas de deux variables, je puis, en effet, supposer, dans
la recherche du min imum de l'intégrale

//[/(^j)-9(^r)32^^
yue le polynôme y(^, y} de degré [ï est mis sous la forme -SB^^P^^,
m -4- n ne devant pas surpasser ^, el il s'agitde trouver les coefficients
constants B,^. En égalant à zéro la dérivée de l'intégrale par rapport
à Bw n, on obtient

c'est-à-dire
S S LA^r) -" ?(^r)] ̂ ^ndxdy= o,

JJ/(^,7)P^,^^=B^n//(P^n)2^^
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et, par conséquent, en comparant l'égalité précédente à la formule (a),
B^=A^; d'où l'on voit que le polynôme y(^,y) cherché est la
portion du développement de 1a fonction f{oc, y } suivant les poly-
nômes P, que l'on obtient en négligeant tous les termes en P^,^, dans
lesquels m -+- n est supérieur à ^.

Ici je ferai quelques remarques. On peut poser

Pw.n^- ̂  CA^Ï-LM,

h --h k ne surpassant pas m 4- n, C/^ étant une constante et U^,^ l'une
des fonctions de M. Hermi te . On en déduit

// p/". «Y^ ̂ dy ̂ /r -"̂  c^ k ff Vh, k VA, k dx dy\

où V désigne la fonction associée de IL Donc G^/( = o, si Â+ k est
inférieur à m-h n.

Ainsi f^n s'exprime par une fonction linéaire des polynômes U/^>
dans lesquels la somme des indices h-h k est égaler 772 -h ^, de sorte
que la fonction entière précédente ( f { œ ^ y ) s 'obtiendra également bien
par le développement d e f ( x , y ) su ivant les polynômes U, en négli-
geant toujours les termes en U,^, dans lesquels m 4- n est supérieur
à p- Mais il y a quelque chose de particulier aux fonctions P, qui
n'existe plus à l'égard des fonctions U.

Modifions, en effet, l'énoncé de la question précédente en cherchant,
parmi tous les polynômes y(a?,y) de degré p., dans lesquels les termes
de degré p. ne contiennent pas de puissances de x^ ayant des exposants
supérieurs à m, celui qui s'approche le plus d'une fonction donnée
quelconque f{oc,y] dans l ' intérieur du cercle x2' -+- j2 == i. Nous trou-
verons évidemment le polynôme (f>{âc,y.) cherché, dans la portion du
développement dey (a?, y), suivant les fonctions P, que l'on obtient en
prenant les termes en P,^, qu i correspondent aux valeurs de m-^n
inférieures à ^, et, de plus, parmi ceux pour lesquels m+n ==/i, les
seuls termes en Po,^, P,,^-..—» P^-

Si, au lieu de limiter ainsi la portion de degré [i du polynôme <p (x, y),
on l'astreignait à ne pas contenir de puissances dey supérieures à w,
la solution serait alors donnée au moyen d'une nouvelle série de fonc-
tions P^, se déduisant de la série des fonctions Py^, par la permu-
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talion de x et dej, de sorte que l'on aurait

pr , ^ î ___I____ ^(^ -- 1 F4"""1" ̂  ̂  ( y2 ̂  y 1 ' 1 — î )fn

' wî" mî n \ ̂ m^ (,^_^-4 < "̂ 1 ~ -—^———-•

Mais cette nouvelle série, qui satisfait aussi à la relation

//P;.,.P^^^^r==o,

quand {m — w')2 •+- (n — //)2 n'est pas nul, ne peut pas être regardée
comme réellement distincte de la première.

La considération des polynômes P^ permet de retrouver les fonc-
tions U et V de M. Hermite ainsi qu'il suit.

Définissons une série de polynômes V^,,, de manière que chacun
d 'eux soit une fonction linéaire quelconque des fonctions P^/r pour
lesquelles la somme des indices h + k •=. m -h n. Nous aurons alors,
tous les a é tan t arbitraires,

•o,m-+-n '::=:=: <xo' Q î- 0,m-t-n 4- OÎQ, i S 1,^-1-^^.1 -4- ...-+• OC^rn-i-n tm-^-n,Qy

' T .?/?.•+"»-1::=: ^l.O'-O.w+i» ""1"" ^l, î PI,OT-I-«--I +•• > + OCt,m-+-n «w.+-n,o»

* * " ' ' " * * * * ' * • * * * * • " • * • • * • < ' * • • • • • * • • • • • • • • • * • • • • ' • • " « • ' »

'^4-^^o —— ^-in^-n^Q A o»//î4"n '̂ ~' ^m"-)-?», l 1 î , m-+-n—î '"T" • < < "4~ C^jn+n, m+n "»m-+-M,o«

Une fonction U^ de la forme

•oû •••0, OT4"n "~ "̂ ^l *• l, //t4~7i—l ~T~ t • • ""> •"/»(-+-/( l m-+-n, o

sera complètement déterminée, à un facteur constant près, par les
conditions

// U;̂ V^ dx dr= o, // ̂ n^^n^dy = o,. ..,

//u^,v;,,,^^rir=o, //u;,,,v;,^^^rfr-o,....

Les deux séries de fonctions U^ et V^^ conslitueront évidemment
un système complètement analogue au système des deux séries de poly-
nômes U et V de M. Hermite, en ce sens que l'on aura

ff^n^^n'^dy=0

qw^^{m—mff+ ( ^—^J 2 De sera pas nul.
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Voilà donc un moyen de former une infinité de systèmes de fonc-
tions associées; pour retrouver, par la méthode précédente, le système
de M. Hermite, il suffira de prendre les a de manière que la fonction V^
contienne le seul terme, en xmyn, de degré m +n. Les fonctions Y7 etV
se confondent alors, ainsi que les fonctions IT et U. L'expression des
fonctions U et Y au moyen des polynômes P est intéressante, ainsi que
l'expression réciproque au moyen des polynômes V de P^/z. C'est ce
dernier résultat qui m'a conduit à mettre P/y^ sous la forme donnée
antérieurement. Mais, pour abréger, je n'indiquerai pas ces diverses
expressions,

m.
Ce paragraphe sera consacré à l'étude d'un système d'équations aux

dérivées partielles du second ordre, auquel satisfait le polynôme P^,
et qui le caractérise, si l'on se borne aux solutions du système qui sont
des fonctions entières.

Soit, pour un instant, u== ̂ +y2~î}m; on en conclut

du"j- = aw^^+y2—i)7"""",

ou bien
( ^a - { -y2_ i ) " ̂  am^.^î

et, par suite, en différentiant m+ i fois par rapport à x,

, d^^u d^^u d"1!^^r^^^^^^^^^^^o.

Si donc ron se reporte maintenant a la forme analytique du poly-
nôme P^, que je représenterai simplement par P, on reconnaît que ce
polynôme satisfait à l'équation aux dérivées partielles

(3) (t-x^y2}^ -2^^ ~+-w(m-hi)P==o.

Ensuite, comme P^ est une fonction linéaire des polynômes V^A»
pour lesquels la somme À + k des indices est égale à m -+- n, il est clair
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que l'on a

! , ..^P / ,, ̂ P rf2?t ( i—^2 ) -y— -4- ï — r 2 ) -j— — ixr——,,, 1 / d^ v J ) d^ J dscdy

{ ~3^^^3^^-+-(m4- / ^)(m-4-7î-^-2)P=o.

équation qui convient, comme je l'ai fait voir autrefois, à tous ces
polynômes V/,,A- Mais, désirant faire l'étude de la fonction P, indépen-
damment de celle des fonctions V, je vais trouver directement cette
dernière équation. En posant

0 = ——Ï__ rf^-if"^ ^ ̂ (x^^—ï^
"" (^2—1)^7 d^ ? ~ d ^ '

on a, par la suppression d'un facteur constant, P = QR, et l'on voit
que l'expression

( //2p ^/2T> ^/3P
( l — — ^ \ a r -L. f T _ _ - n " - ^^^ a r

_. . ( ^ J ^ 2 + ( I r ̂ ^^^ dxdy
i / \

( T O ' 3 • : y g ^ — ^ r / ; - 4 - ( W - { - 2 1 ) ( W + / Z - { - 2 ) P

est égale à
..[" „, d2^ . .^R rf^Q (i — X1} —— •+ (i —-r 2 ) -,—— ^XT -i—-r^ \; i dx^ v 7 / dy'1 J dxdy

~3^^— 3 r^+ ( m +^ ) ( w + n + î ) R ]

pr/ ^^Q 5 ^Q'I dQ^/ ^dR ^RI"+-R (ï —r2)-— — 3r— + 2 -— ( i—r2) — — .rr— •L' J f dy1 u dr J rfjr L "r ' r f^J

En opérant coïïime je l'ai fait dans le tome Y des Annales scientifiques
de V École Normale supérieure, on arrive au résultat suivant, qui d^ail-
leurs s'y trouve indiqué :

/ ,,^R , .^R r^R . dR . dR . ,„
^^^^^^^^^^^^rf^-^^^3^^

D'un autre côté, posons
Ty—. ^OT(^2+r^— JS:^)TO

— dx^ '

Anncdes scientifiques de l'École Normale supérieure. Tome VIL 33
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nous obtiendrons
dW dW rfïV -o,

x -j- -i- r—r- -h z -j- == mB,a.y - riy dz

puisque ïV est une fonction homogène de oc, y , z. Mais
JR' dm^^'s^-r2—^Y1-1 2 <W
—- == — % m .2 ——————————— == — — —,— -
û^ rf.̂ " y uy

Donc
rfR' riR' ,dW „/^^^^ 4.jî-^ -.. ^—— =: mR,

•/ avC dy d'y

et, si l'on fait .s == i ,
d\\ . ,dR „

^dï^^ ^'dr"

Par conséquent, l'expression (5) se réduit à

R [ ( ï-M^2)^Q-"(2^^3)r^^7 z(2 / n-+-^-4-?-)Q]^

de telle façon que l'équation (4) sera établie si l'on fait voir que la
fonction Q satisfait à l 'équation différentielle l inéaire du second ordre

( 6 ) ( i — r2 ) -V" — ( ̂  ̂  + 3 }y -~ "+•" n ( 2 m + n -{- 2)0=0,d'y ay

C'est ce que l'on reconnaît facilement de la manière suivante. Soit
,, ̂ . (^2 „,, ̂ n^ Q^ ̂  conclut

^^(^m+^z+iîrfr'-^r"^
et, par suite,

(72—I)—=(^+2^+ï)r^

Différentiant ensuite n-h i fois par rapport àj, on obtient

, , , d^v . . d^v . ,, , d^vf y^ _„ i ) ^—— — [2m — i ).r -,—— — ( n 4- ï ) ( 2 w -h n -i- i ) -,—~ =—" o,d'y' '2' û^y""4"1 v 1 / v / ^/T"'

et il suffit de remplacer dans cette formule -r~^ par ( y 2 — ly^Q, pour
trouver l 'équation (6).



A UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES. 25q

Le système des équations (3) et (4)^ auquel satisfait le polynôme Pw^,
permet d'établir sans difficulté la proposition exprimée par l'égalité
suivante

S S P'", n P^, n' dx cly = o.
On a, en effet,

r/2P /7P
( ,, . U' Jt. f)t n M JT ff) ji , _i^.^_^) __^_ _ 2^-^- + m(m-4-i)P^==o,

/ 2 .^^r2P/n/,^ d^m',^ , i , x rk(ï-^2__y2)^^ __a^_^. .̂ m'(W'4-l)P^==0.

Multiplions la première de ces équations par Vjn^^dxdy, la seconde
par ^m,ndocdy^ retranchons et intégrons les deux membres de l'équa-
tion résultante entre les limites ^-^y2^!, nous obtiendrons;;[,,_,,_,,,(P.,,̂ _P,.̂ )

/ dP^n dP^A'] , ,
~~ 2V \ m''n' ~dx~ ~ " " " ' ~dx~ ] J uxa:s

= [m' (m'-+-1) — m[ni-it-i)}J'fîm.nîmi,nid3cdy.

Le premier membre est égal à

rr4,,-̂ ,(p.,,.,̂ -p...-̂ )]
J J ———————————ET—————————l-i-i^dr,

*
e ty en faisant l'intégration par rapport à x, on obtient zéro comme
résultât; donc, si m et m' sont différents,

// Pm, « Pm^ n' dx df == 0.

Si Fon veut compléter la démonstration de l'égalité précédente pour
tous les cas où elle a lieu, il suffira des lors de l'établir pour l'hypothèse
on m + n serait différent de m1 + n1', et c'est ce que j'ai fait, dans le
tome V des Annales de l'École Normale, au moyen de l'équation (4).

J'arrive maintenant à la recherche de 1a solution générale du système
'des équations (3) et (4). Cette solution contient évidemment quatre
constantes arbitraires, et on pourra l'obtenir en prenant la dérivée

33.
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d'ordre m, relative à x, de la solution du système

( i— ^—j12) ̂  -h a f m — ï ) ^ ^ -+"2wS==o,

(7) '(.-^Ç8^^^^-^^
' ̂  v v / d^ J dxdy

+ (2w- -3 )^^4- (2w—3)y^~ 4-(2m+/î)(7i+2)S==o,

qui est tel, qu'en posant ̂ = Q, Q satisfait aux équations (3) et (4),
comme on s'en assure immédiatement.

Si l'on fait S == (a?2 + y2 — i^T, le système (7) se transforme dans
le suivant :

."-a--^£-2('"+•)a;^!=».
(S) ,,-.,g.,,_^_^

- (aw.+S}^^ - (2m-4-3)y^~ -{- 71(2/71-+-M + 2)T == o,

qui se résout facilement de la manière suivante.
La première équation de ce système donne

dxT == y (y } + d; (r) f a? ---.—-^--,..- -,
' v ' T v / / f i _ /r2 _ v*2 \m-(-i 9

«/O ^ l w —7 J

et, en substituant cette valeur de T dans la seconde équation, on obtient
comme résultat, après des réductions aisées,

(^^S-^^^r^^^m+n^^^r^^^^^^^^^^^^^^^___
^V Cl} '' J^ (l—^—y-')^'

X ^(i _^) ̂ T + (s/n ~ i )y ~ -+- (^ + i) (2^ + ̂ . + ,^1 ^ o,

relation qui se dédouble évidemment dans les deux suivantes :

( ^ -^^^—(^m+^^^+nîsm+n+^Jy^o,
(9) { i u

^ ̂ y^^ -+(2m-i)y ^^.(n+ï)^m-+. n 4-i)^===o.
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Mais la dernière de ces deux équations se déduit de la précédente par
la substitution dans celle-ci de (i —y2)""^""^ à la place de y, de sorte
qu'il suffît maintenant de résoudre l'équation (9).

Pour y arriver, j'observe que, si ^ satisfait à la relation

(10) O—.r2)-^ -+- (2^-+- ̂ —ï)y^_^-{'îm 4-2^-+-i}^===o,dr1 dy

et. que l'on pose —^= ^» 4' satisfera à l'équation (9).dy
Dès lors, tout revient finalement à résoudre cette équation (10). On

reconnaît qu'elle a pour solution ^=(1—ysy"4"724"^; on en déduira,
par l'une quelconque des méthodes connues, son intégrale générale,
qui est

% = (I - y-^ (C 4- D 10g ̂ ) ,

C et D étant deux constantes arbitraires. En résumé, la solution du
système des équations (3) et (4) est la suivante :

'̂"(̂ "iLZllzil]P== " " " d ^ 1cr^r"2

, S ,̂ -r̂  , /•[(r-.»—^][(72-'

[ /'•ï ^ "I^ (.^^-,)^ ̂ ^^^J
X 1 A ,̂. -^-lî ^»

dx"

x C—^"(r'-i)'"^2

rfy"

^(^-,)--rlog^J
j|J ^ _ _ , — — — — — — — — — — — — — . — - . , . .

dy11

A, B, C, D désignant quatre constantes arbitraires,
Le coefficient seul de A étant une fonction entière de x et dej/P^

est bien, comme nous l'avions annoncé, le seul polynôme solution du
système des équations (3) et (4)'
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IV.

On peut mettre aisément la fonction P,̂  sous la forme d'un produi t
élégant de deux intégrales définies simples. La formule de Laplace

I fM.Z12—!)'" l / l7r/ . /————— \m ,— ————^ == - 1 ^ —- cos cp V^^— i J rfy
m ! 2^ dx^ 7r Jo

donne d'abord

i d/^^-^r2—^ î r^ /——i——v»,—— -_^_—^———L- == - i ( ̂  — cos îp v^2 -4- r2 — i J «cp.
m î 2'" rf^r^ TT JQ k " ' k

Soit maintenant
Q^__L^_d^r^if^^
^ w^-. ^y^(r '—ï) 2 7

II est clair que l'on peut poser

Q=2A^(s/7^1)^,

où l'on suppose que A^ est une constante, et que n — À est un nombre
pair, positif et entier. On a

î [ r V
• Q=(^-,)-2A/,^|=)-

et aussi
Q=(^~iF2AA^

si les variables x et y sont liées ensemble par la relation —===: == <r.J \ ^-i
En faisant le même changement de variables dans l'équation (6), à

laquelle satisfait le polynôme Q, on obtient

[^ — î ) 2 —^ —^mx^x'1-— î ) — — 71(2 m -t- TÎ + 2)Q^== o.

n

Si actuellement on pose, dans cette équation, Q == ( ^ 2 — ï ) ^H, elle
devient

/ ' , d2!! , , dÏl /(x2— ï ) ,— — a(m + n)^ -y— -i- n(ijn -4- ?z + i)H === o,.
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et cette nouvelle équation, qui admet pour solution le polynôme de
degré n, 2A/^, permettra de le déterminer facilement, à un facteur
constant près. On trouve

A^-i = o, A/i-3 == o, A«-& === o , . . . ,

A — nÇn—i) , ' _ _ ( ^ - 2 ) ( n - 3 )
• A-2^ 2(^2+3)^ ^--^^^y-A^,...,

4 _ _ ( ^ — ^-T-2)(n---2Â'-hï) ,A.-..,, - —^,^^^^—— A.̂ ., . . . ;

d'où l 'on tire
. _______fi(n — i ) (fi— 2 ) . . .(n — ^fc -+-1)
/^^ ~ ~ 2 . ^ ( ) ^ _ ^ / . ( 2 /7Î"+~3y(2/?î •4- 5 ). ̂ ^^ -̂-̂ 11 -̂̂ ^ - "•

Je groupe les facteurs de A,,.̂  de la manière suivante :

. , _ _ _ __n! _ i .3.5.. .(iff— ï )^^_ ̂ ^^^^ .̂.̂ ^^ .̂̂ ^^^^^ A,,

et j'observe que

x . 3 . 5 . . .{^h — ï ) ï f'""
„-.,.„...„.,...-.....„,,....-„.,.„„.———————..——————_..„-.,„———^«-« .̂jL .̂.,,----»,-»..,.,,..-..».. ——" -—————__,„,_____,„,______..^_ j (..î fkS/^-H frj f*/"tcÏ"fT^ f1ff\1(-;>m4"3)(2m+5)...(2m-4-2/-n) """ ^ ] Mn 9 cos 9 ^9 .,

l sin2"14-1^^/^' *' °
J Q

Si donc l'on pose —^—^-——=== G, et si l'on remarque que
^ si n2^1-1 y'd'y

«-'0
/"TT

| sin2^41 ^ cos^y^y' est nul quand h est impair» on reconnaitra
i/o
l 'exactitude de la formule

h-s.n

Q = (^(—t)' ̂ -(-̂ :-ATi ̂ "sin^'î' cos^'j'-'-^/y'-i'/rfy7,
/'=-û

qui peut être écrite
/*îr

Q = C | , sin^y(y— coso'^^Tf^'.
»/o^
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Pour déterminer la constante C, on égalera les coefficients des termes
en y" des deux membres, ce qui donnera

(2/n -4- n 4- a ) (2w + n +3). . .[im -4- ^n +i)

^TT

=C | sin^^y^i—cosy')"^'
t^O

m!— C.s27714""'4"1 _(m-4- 7î-t- i)(/n-+-^-4- 2) . . .(2/n-4- /i -4-1)

Ainsi, finalement,
_ __i (2 m -4- 2/z -+-1) ! î

•' / /''"~" a^Sïi m~l̂ î'7m'~4:'7^yÏ Tr ' . -
/» TT • ____________ • /» 7T , ' , ____ ^

X j (^—cosy^+y 2—!^^/ sin^^'y^j'—cos^^/^'—ij^c/cp',
«-''o «^o

et cette forme analytique rappelle la forme donnée par Laplace à la
fonction X,, de Legendre. Da reste, cette dernière fonction présente
avec les polynômes P^,, de nombreuses analogies. En particulier, je
citerai l'égalité
(ii) ff^^n^dxdy-^o,

qui résulte des propriétés des fonctions P, et qui convient à toutes les
valeurs entières et positives de A et de Je dont la somme est inférieure
à m "4- n, et aussi, quand cette somme est égale à m + n^ aux valeurs
de A inférieures à m. Le système des équations précédentes caractérise,
à un facteur constant près, le polynôme P^,,, si l'on admet que ce poly-
nôme est du degré m + n,. et que, dans les termes du plus haut degré
m + n, l'exposant de x ne peut pas surpasser m.

Soit
••• w, n—~ / Ar, s ̂  Y * •

L'équation ( i î ) donne

V Ar^ff^^y^clxdy-^o,
' 1 r,s • 1 . •

ou bien
( ï 2) ^ A,,,Sr-t-A,.H-A= 0,

' " • 1 ' 1 ^i^ . , 1 ' . !
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si l'on pose, en général,

S p ^ ^ f f z P z ' ^ d z d z ' .

On admet toujours que les limites de l'intégration sont données par la
condition z2 + -s'2 51.

La relation ( i^ ) montre que, dans le produit de P^, par la série

Ê^+ ^1 4,^1 -^.. .4- s^ 4-...,
•̂J* a?J'2 .a?2j' ^./H-ly<7-+-t î

qui est égale à
r r dzdz'

j j [x-z){yf^^fY

ou bien à
î27rarctang—^••••11----"-1---———-———^

•^vy2— I + j v ^ 2 — x

le terme en --j^-jr^ n'existe pas; et ceci aura lieu pour toutes lesx y
valeurs de h et de k indiquées plus haut. L'analogie de ce qui pré-
cède avec ce qui a lieu pour la fonction X^, relativement au produit
y r^ dz ^ , x -4- ï . ' • i .X^ \ —— == X^ log——î est évidente.j ^ y — z x — ï

V.

Cette propriété du polynôme Vm,n iïi^ donné l'idée d'étendre, à un
certain point de vue, aux fondions de plusieurs variables, la théorie

de l'intégrale ^ _ _ f z ' Pour abréger, je considérerai seulement le

cas de deux variables. Soit l'intégrale

T - F f f^z^dzdz'
J J ^-^{r-^'}'

où les variables Zy z' sont limitées par une condition quelconque indé-
pendante de x et dey, que je ne spécifierai pas, mais qui restera la

Annales scientifiques de l'École Normale supérieure^ Tome VIÏ. 34
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même dans toutes les intégrales suivantes. On a

W=s"4-oo 7î==^-ao

1= V V T^ ,
Z^ Z^ xP^y^

m'^Q n.'=so

en posant
T^^ff^z^^zPz^dzdz'.

Cela étant, on peut définir une série de polynômes Q,̂  de la manière
suivante. Le polynôme Q/y^ sera du degré m+n, et les termes de
degré m 4- nne contiendront pas de puissances de x supérieures à ^w;
de plus, le produit IQw,n ne renfermera pas de termes en -^•1 ̂
h et k devant prendre toutes les valeurs entières et positives dont la
somme est inférieure à W+TT, ou bien, dans le cas de h-^r k égal à
m + n, h devant rester plus petit que w. Soit

Qm,n=VB/.^y.

r,^

On exprimera que, dans le produit IQm,n, le terme en ^ ^ n'existe"̂  ' y
pas, par la relation

^ Br,, Tr+A, s^k = 0,

r,s

ou bien
fJ\f^,r^^^hys^dxdr=^,

Î\S

ou enfin
///( ̂ . y) Ck » ̂ y^ ̂  rfr == o.

Cette relation montre immédiatement que l'intégrale

JJ/(^ 7 ) Q^ " Q^ "/ rf^ ̂ <

est nulle, si l'on n'a pas en même temps m =: m!', n = n1.
Dans le développement du produit I(L,^ on trouve non-seulement

des termes en ^ ^ contenant à la fois x et y en dénominateur, maisx y
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aussi des termes entiers, des termes en ^, et des termes en r/, a et a '
^ ^q' .2 1

étant entiers, positifs et différents de zéro. Ces diverses catégories de
termes se séparent facilement, comme je vais le faire voir, en donnant
une nouvelle démonstration de la proposition précédente. Je représen-
terai le polynôme Q/^ par Q(^,r). La formule de Taylor démontre
l'identité suivante

Q(^,y)==Q(^,^)-Q(^^)+Q(^^)

—Qf^ ' )+Qf^ ^ r } ^ { s c — z } { y l ^ ^ r } ^ { x , y , z , z r } ,

$(^y, z, z ' ) étant une fonction entière de x , y , z et z\ On en conclut

0^ r\H f^^dzdz'Q( ̂ ^r)J J (̂ -r.y r̂-̂
^ r r[Q(^ zf)-Q(z,zr)]f{z,zr)dzdzf

J J ^-_-^_^

+ r r[Qî ) "z^ ĵ'fii/̂
JJ ~ ~(^^z)(y^z')

-fn^';'^' ̂ f^- ̂ ^""'-
Dans le développement du premier ou du second membre suivant les

puissances décroissantes de oc et dey, les termes contenant y seul en
dénominateur seront tous fournis par la première partie du second
membre, parce que le polynôme Q(^, z ' } — Q(z, z ' } est divisible par
x—^; de même, la seconde partie fournira tous les termes contenante
seul en dénominateur; la troisième partie comprendra tous les termes
renfermant à la fois se et y en dénominateur, et la quatrième partie, les
termes entiers en x etj. De là on conclut immédiatement que l'on
exprimera la même chose en disant que le terme en --7 -̂̂ , n'existe
pas dans le produit IQ, ou que Pmtégrale

ffQ^z^fi^z^z^^dzdz^
est nul le .

Si, dans les intégrales précédentes, les variables sont limitées par
34.
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la condition z^z'^i, et si l'on prend f{z, z!} == i, on trouve

V/n,n ̂  S-m^n*

Si, en conservant la même limitation des variables, on prend

/^^,^ /)=(^ î+a"-I)A,

/> /» f ( z z ' )
h étant supérieur à - i , pour que l'intégrale J J ^__^^_T-) solt

unie, on trouve
i (/"(^-i)""1'"^'1'? i _ ^"l̂ ĵ rl-l)""'7'

'̂""( .̂-T,̂  ' dT( ï '+T '^ ' ï? ' ~ ^——-


