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A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

DE

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

SUR

UNE ÉQUATION AUX DÉRIVÉES FONCTIONNELLES
LIÉE A. LA lŒl^ÉSS^NTAI^ON CO :N F 0Si VI S-:

PAn. M". GASTON JUL1A. ,

1. Lorsqu'on se donne une aire s i r n p i e m e n f c connexe du p lan z,
l im i t ée par une courbe s imple fermée C, et un po in t A in t é r i eu r à
l'aire, il est possible, et d 'une infinité de façons, de trouver une
fonct ion Z=/^(^), nulle en A, holomorphe en z tant que z est
i n t é r i e u r à G, telle en outre qu'à tout point z in tér ieur à C corresponde
un po in t Z == f^{z) et un seul i n t é r i eu r au cercle r[ Z < 11 du plan Z
et réc iproquement de façon que l ' in tér ieur de G et l ' i n l é r i eu r de r se
correspondent point pa rpo in t , ana ly t iquement . Sil'on donne unedirec-
(1011 A.t issue de A dans le plan z, e i s i l'on impose iïf^z) la condi t ion
que la direction correspondante du plan Z soit une d i rec t ion OÏ donnée
a priori f^z) est parfai temen („ dé terminée. Le changement de OT en OT
ne fait d'ailleursque m u l t i p l i e r la fonct ion f\{z) par une exponen-
tielle^0 , 0 é tant l'angle TOT7. Ayant fixé A/ et OT,/,(B) est déter-
miné en tout point B i n t é r i e u r a C : c'est une fonct ion du point B. Si
l 'on fixe B, la va leur /^(B) dépendra du contour C; à ce ( i i r e c'est u n e
fonction de la l igne G. Le problème qu'on se propose ici est d 'é tudier
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cette fonction de la li^'ne C et n o t a m m e n t de calculer la dérwèe
fonctionnelle de/^(B) lorsque C varie, A, B restant fixes, ainsi que les
directions correspondantes Kt et OT.

On reconnaîtra aisément que la direct ion OT correspondant à A.l ne
joue ici qu'un rôle épisodique. L'équation aux dérivées fonc t ionnel les
qu'on va obtenir est la même, quel que soit le choix fait p o u r O T ;
l'essentiel est que, dans la var ia t ion de la ligne C, la direct ion OT qui
correspond à At reste invar iab le . On dé termine ainsi la part de la varia-
tion de/^(B) qui t i e n t s tr ictement à la d é f o r m a t i o n d e l à l igne C.

2. Il est assez na ture l de se poser la quest ion qui va être trai tée ic i
lorsqu'on songe que la partie réelle de la fonction | '— lo^/^B)]
n'étant autre que la fonction de Green, ^ (A ,B) re l a t ive aux deux
points A, B et au contour C :

[|.A(B)l=<?-^,n)j^

on connaît déjà, par les travaux de M. Hadamard, n ne équat ion aux
dérivées fonc t ionne l l e s vérifiée par la fonction de Green : c'est

(r) 3^(A, B) =- fî^L) d^^ ̂ , ̂ .
Je dfl^ dn^

Cette équation donne , en somme, la variat ion du module |.A(B)|
quand C varie; on va rechercher une équation qu i donne à la fois la
variation du module et de l'argument, sous la réserve i n d i q u é e plus
haut que, au point A, il n'y ait aucune variation des arguments.

' ^ 3. II y a deux méthodes pour traiter la question. La première con-
siste à se servir de l'équation (i) déjà connue pour calculer la variation
de la fonction y(A, B) conjuguée-de ^(A, B). Combinant les/deux
variations obtenues, on aura la variation de log^(B), On peut conduire
le calcul de façon à introduire de suite cette fonct ion l o ^ / f B )

. dont — ^(A, B),est la partie réelle, l'équation cherchée s'obtient alors
directement sans passer par ^(A, B).

La deuxième méthode, qui ne suppose pas connue l 'équation (i),
consiste à ramener par la représentation conforme Z =: f\(z) le cas
d^ne courbe C arbitraire au cas d'un cercle î\ du^lan Z^vien tenO
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et la fonction Fo(Z) pour le plan Z est Z elle-même. On est ramené à
chercher la fonct ion F,(Z) qui tai l la représentation conforme sur
l'extérieur de F, de l'intérieur d'une courbe F, infiniment voisine du
cercle F, le point 0 étant conservé ainsi que toutes les directions issues
de 0.

Les deux méthodes se rejoignent d'ailleurs a un certain moment,
ainsi qu'il est naturel.

4. Pour éviter toute difficulté sur l 'existence de la dérivée/^ ,z) aux
points ^ du contour C, qui s'introduira ici au même titre que s ' intro-

^jt^^^dans Féquationïi), on supposera (^ la ligne Cestanaly-
dn^ .

tique ou formée d'un nombre fini d'arcs analytiques.
On donnera d'abord les deux méthodes, ci-dessus indiquées, pour

obtenir l'équation aux dérivées fonctionnelles de oA(.B) (Chap. 1 ,
§ l e t 2 ) .

On déduira de cet te équation une équation nouvelle qui donne la
variation - oy(A, :B) de F argument - ̂ (A, B) de la fonction /y(B)
dans les conditions du précédent problème (Cbap. 1 1 , § 1 ).

Puis on déduira deux solutions remarqiiables de l'équation

Ô(I) (A, B ) = f < ï » ( A , M)<Î» (M. B)^^
• • ' c

signalée par M. Hadamard et l'on montrera que ces deux sointions
coïncident avec celles que M. lïadamard a données récemment pour
l'équation ci-dessus. I.a méthode qui sera suivie fera bien ressortir la
nature analytique des deux solutions trouvées (Chap. Il, § 2).

Enfin;, l'équation aux dérivées fonctionnelles de oA(B), convena-
blement traitée, nous fournira une équation nouvelle, très analogue à
celle de M. Hadamard, et une solution très simple de cette équation :

o <1,) ( A, B ) -= f <I> (. A, M ) <1> (, M, B ) 6 z dz,
"c

où ̂  est analytique et symétrique'en A et B, et o^, dz sont les dépla-
cements normal et tancent à C ((^hap. Il, ^5 3).

De là se déduira une nouvelle solution de l'équation de M. Hadamard,
d'ailieurs susceptible de la critique que M. lïadamard adressait a la
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première so lu t ion .
r _ ^(A, an
[ 2 TT cin^ dn\\ \

qu'il fat a m e n é à former pour son équat ion.

CHAPITRE PREMIER.
HECHEl lCI tE DE L'ÉQUATION AUX DElilVÉES FONCTIOJNiNl îLLES

QUE VEIliriE IA FONCTION / ' A ^ ^ ) '

I. _ Première méthode.
5. On pose .

l o g ^ ( B ) = ~ [ ^ ( A , B ) 4 " ^ ( A , B):|.
%

Soient M un point variable du contour G, MN la no rmale d i r i gée
1 ' i l ' ^ ^ig. i. 1 •1 1

vers

Cercle de centre Q
r ^ ' Courbe quelconque
Courbes ^uelconc/ues ; '

rintérieur et M^: la demi-tangente tene que M^TMN = -

a désignera l'angle Ox, MT, a11^-î •sera'O^'ilN;
O n . a 1 1 - - 1 : 1 , 1: . ' ! 1 ' 1 ' 1 1 . • À ' -

Io^/A(.5)==:-fo(A,:s).+^(A, z)].
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En dérivant suivant la normale MN
r f y (A ,^ )^^ (A .^ )

dit ds
Donc

De moine

Donc

d^^f,.^ <.-(A,5)^lofe/,(-,)--——^——.

dz-=dne^\

Suivant la normale

M.-^0^——^
• î£} - d. io,,. /,(-)-_ r f^^A• ̂  .' ( a-1- î)
/•. I' -\ ~ ,1- ' "oyA», - } ——————-7-———6'

./B(^)_ rf^(B, ^) . - / ( a + j

/ii(s) ~~ du

a TT o^(A, B ) == + f/A^) •/w ̂  Sn ds.
.- /c^^'-5 / fK(3)

Mais fa fonct ion /B(s) donnant , comme f^z), une représci-itation
conforme de l 'intérieur de G su r l ' î n t é r i eu r du cercle t r igonométrique P,
7^ =/u(5) est une fonc t ion homographique deZ ==/v(-s) qu i s ' annule
pour z = B :

A(5)-A(i^) a'»
^^'A^-f^îî) }A(KY

î

nombre complexe conjugué d e / A ( B ) ]

Car la f o r m u l e
Z — b e^ (- i \

/.î — ,——-. -T—p f b =. —, b, conjug-ué de b l
/^ —— 0 \ u \ \ °'o /

t ransforme l ' i n t é r i e u r du cercle |Z| =-= î en l ' intérieur du cercle |Z[ == î
etau p o i n t Z == b (provenant de B) correspond le po in t Z, == o. L'angle 0
sert u n i q u e m e n t à f ixer la direction Oï, correspondant à ladirect ion B^
du plan ^.

En posant p o u r abréger h ==/^(B), on aura
j\{^-b ^A(^) =^-s'"

d'où
Â^)-_A(-_ ./K^)./i^r"/A(^^ . / . i

/ A ( ^ ) ~ ,
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D'autre part : i° si an est l'écart normal de la courbe C et de la courbe
variée au point. M, la va r ia t ion normale de s eu passant de M au p o i n t
correspondant de la courbe variée sera

^ / (a 4-^.)
oz r= on e 11t - ;

2° La variation de z tangente à C est
dz^che19-,

ëz dï •=. i an ds c2^. '
Et par conséquent

(.) ^(A, B)=— r^ r-/̂ -.-— o^.
/ <? ' ^Jr/A^) /A^ ) - ^ .,^. i„ . ^ ^ ^(,)-.-^J

6. Lorsque ^ décrit C, Z r=:y^(^^ décrit le cercle F de rayon ////. Les
intégrales de la formule (2) peuvent se transformer en intégrales prises
le long de r.

Tout d'abord, lorsque z décrit la courbe variée Ci voisine de C,
Z décrira une courbe variée I\ voisine de F. L'écart nonnal SZ pour un
poin t Z de F, dont le correspondant sur G est z , sera év ide rnmen t

ôZ===^(^)ôs

à cause des propriétés connuesde la représentat ion conforme. La varia-
tion tangente rfZ correspondant à dz sera

.dZ^f^z)ch. •

La formule (2) se transforme alors dans la formule très simple sui-
vante : • , , '' ; 1 ! ! ! • ! !

^ • ' ^.r(\ in l ! r c oz^ • r ^/z- 3 ) , . ! ^^^^ \J,7^^^\!,-^^z[i
7. Le long du cercle 1̂  oZ et Z ont m èine argument ou des a rguments

dif férant de T= selon que Z + 5Z est extérieur ou in té r ieur au cercle F.
Donc ^ ' ! " ! ! , ;' l i l • 1 !

: ^—^
oN u tan t l'écart norinai entro r et la courbe variée F,, compte posiii-
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veinent vers l ' in té r ieur de r:

- / < î  < r cONC/Z r °N^-io^ïi}=^\J,^-j^^~L[
L ' ^oj

le signe T^ ind ique que l ' intégra lion doit être fa i te en décrivant F dans
le sens positif qui est le sens t r igonométr ique.

Pour se débarrasser de b^ •==- [ imaginaire conjuguée de ^(B)j, une'
t ransformation est nécessaire.

8. Posons Z == y- (Zo est alors le conjugué de Z) dans/j<i '
o\ (FL<:r1-/

On a
d'L——^

Fig. :>..

et Xft décrira r dans le sens négatif

_ r ô.Nrfx,
~~Jr y,^ n'

' "LXO " Aoj
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^-N i n d i q u a n t l'écart normal au point Z.
_ r s^b.ciz,
JvW^-b^

en ré tabl issant l ' intégration clans le sens posit if . Or

. A) _ i __ i
Z o ( Z o — — ^o) ~ ^0— ^0 ^0

Donc
, l=+fo ,N^- fô-N-^- .

J\\, v A) Ji^ " A»--^»
En ( léf in i t ive , on a

(.) o^A^B^ iL l / ' ^ ^^ fo .N ,^ 1

-^[Ji^ Z~^ Jr. ' 4~-^o ./I^, ' Z<, |

9. Il est visible, sur la (îgure 2, que si l 'on désigne par o l 'argn"
ment de Z, on aura

^Z,,
———^-'rich,

*''{)

étant entendu que Z, décrit F dans le sens positif . I I v i e n t alors -

(6) , o ^ ( A , B ) = - f â T C ^ N ^ + ^ f f l ô , N f ^ . + , ^
^'J^ i /1 271 [JF-. ' \/ — ^ /^~ ̂  ; j

II faut prendre garde qu'avec la convention adoptée, dZ^ n'est plus
l'imaginaire conjuguée de dZ, b ien que Zo soit ̂ imaginaire conjusuée
de Z. On a

^Zo=--[imaginaire conjuguée de ^X].

Par conséquent,

^o r- '. • d? "i1 y——.- =:—1, imagina i re con.iuguée.de ,. " J ^
^o ^o l, / — b \

et, dans la formule (6),

à-L ^ dZ, , / dZ \1 ; , / 1 1 ; 1 1 , ' 1 • „ ; 1 1 .z'^+'z.^^-^^z^ ^ ^

^ (z^) dési§lTe? selon la coutume, le coefficient d e / d a n s — ^ ./... , , • z — ^
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Ceci donne

w ^"î F-.̂ -K.Ê^
Or, Q étant une quan t i t é complexe quelconque, on a

^(iQ)=—S((Y.).
Donc

M ,̂B)̂ P.N [̂̂ ;̂].

10. Si l'on considère main tenant la fonction

— ô î o ^ A ( B ) = < ^ ( A , B ) - 4 - ^ ô y ( A , B ) ;

c'est une fonction analytique de B dont la partie réelle est donnée
par (8 ) ou bien par

(9) A[-ôîo^A(B)]=z<l[ ̂ jf^ ̂  ̂ ,-Ë^ J • '

Aux deux membres on a, sous le si^ne X, des fonctions analytiques
de B, puisque h ==^(B) est analyt ique en B. On conclut alors immé-
dia tement

., . ,,.. i r^ , - , i r o \< /z- o log/,(B) = ̂ ^ o^N^ + ̂ ^ ^^ 4- .L,

G étant une constante réelle à déterminer.

11. Or, les deux fonctions f^{z) etf^(z) -+- S / ' ^ ( z } faisant corres-
pondre à At la même direction OT, on aura, autour de z === A,

f^)=. A , (^ -A) - . . . ,
/A+ Ôy\(3) = p. /4(5 —— A ) -+-, . . . . <

•\ /* I l

Donc ——— tend vers une limite réelle [j. — i , si ^ tend vers A. Mais

, , "A(Ii) i r^-. y , ' C ÔNd7

^^ -AW'^^ ^^'^^-z^-^^

Lorsque B tend vers A, 6==y^(B) tend vers zéro et la deuxième
Ànn. Éc. Norm^, (3), XX.X.ÏX.— JANVIEK iQî'a. 2
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intégrale tend vers
i r <5N^Z i f27". y: :L —^—=^— - 1 oç.^^.
îrJr" z • • . 7 r ^ 1r c J r " ..L • • .^o

Le second membre de ( io) ,adonc pour l imi te , lorsque B tend vers A,
la quantité

i
2'ÎT <yii

^N^9 + re-

cette l i m i t e devant être réelle, on a
C=o.

En défini t ive,

o.) ^w^^^r^N^-if^( ) .A(B) ^ ^ T T r j p ^ / - ^

En rétablissant le déplacement tangent à I\ rfZ == ?fZ^, et le dépla-
cement normal

v\rr r/ <\ '\"
O/•-•=——/.Oy.^,

on a. ^ °AW- ' r ^^ ' r -̂ ^L( l 2 ) ' /A(B) ""^^/r,. ^ 7r^^..Z(Z-^) ,

i2. On peut réunir les deux intégrales précédentes en une seule par
la formule

AAW-— F ^z gy^ . •
/A(B) -^^^^Z^^-Z)^^

Et ensuite revenir au plan de la variable s, grâce aux formules

Z==./A^), '

^-/A(B);

d'L =f'^(3) 03, ô^ déplacement normal à G,
,ds-^f.^(z}d:^ ^ 1 , ^3 (léplactôment tangent, à C; 1 1 .

d'où
( i3) O/A(B) _ r f .A(B) -+- . /A(^ ) /^^. ..

^(B) "27TZ^.A(B)-.A(^ ^(^ '

formule définitive qui permet de calculer o/^(B) connaissant la
fonction/^) correspondant à C et, en chaque point de C, le dépla-
cement normal os qui transforme C dans la courbe variée (^.
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13. On peu l t r ans fo rmer ta formule (i3) de façon à leur donner la
forme classique d 'une variation adoptée depuis M. Volterra. Il suffit
pour cela d'observer que la quant i té

OZ'JZ . /A 2 ^ ) .——.

-^-=•-fr^o-€L'
n'est au t re que

——LO\C/S,

car
rîZ .. d7.
— •:=.—o^ et, ' -y- == / <^b,

oN dés ignan t le déplacement normal au cercle F et r/S le déplacement
tangent à ce cercle. Or

rîN= | /A(^) | Ô / / .

C/S= |/1(3)|^,

S/À é l i in t le déplacement normal à C et ds l 'arc élémentaire de (L Donc
on a
/ , . , 0./A ( B ) 1 f . /A (B)+ /v (^ ,.( . , ) 7^T--^^j.(B)-y.(.)l^(^'-o^^

II, est lo i s ib le ( l ' a i l l e u r s de remarquer que, le module | / \ (^) | é t a n t
é^'al à l 'uni té sur C, on a, sur C,

i / ^^ ,_ ^-(A, M)1• /A( ' )1-—Tu—•
14. R e p r e n a t i t la fo rmule (12)

^/•JB) _ i . F dZJZ _ _^ F oZ ^Z
TITBr ~ î^-J.^ '~Zi~" ""' Tij^'7^L~lT)' 1 -

on remarque que la première intégrale est u n e cons tan te indépen-
dan te de 6. Elle do i t donc avoir un sens géométrique^ d 'autant plus que
cette première in t ég ra l e se réduit à

^
„ _ i o.N^.

'271 J, ^

Or, si l 'on fa i t t endre B vers A, b t end vers zéro et le deuxième membre
se rédui t a ^ _ r oz dz

.^^./r-1'-"^"
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Quant au premier, si l 'un se reporte au développement deTaylor,

/,(.;) =(.S-A)/A(A) 4-...,
/A(^)+oA(^)==(5—A)[ / , (A)+ô/ . , (A) ]^ . . . ,

à/A (5) ^(A).,.,.voit que " À l tend vers y A - quand z tend vers A. On a doncon vc

(i5) <V1(A)
/1(A)

i r ôz^z_ i /\/?(^.^ĵ,.-'̂ - — ïïU. /^)°-"
formule qui donne la va/^alion de la dérivée de la fonction f^(z) au
point A, lorsque le contour C varie.

Rappelons encore que

ÔA(A.) îj r, .,. ,,^ , i r r ^ À ^ ( A , M ) ' i 2 . ,— l /A ( ̂  ) û//' ds == •— f - ° v ,,7——. o/^ a.s'.
27r^ '̂ Jc L ^ J/1(A) "~27r^

15. Mais, en outre, dans la formule (12), la deuxième intégrale

' • — -L f ; oz ̂ z
. TC^^,,Z(Z_/^

représente u n e fonction analyt ique de ^, holomorphe dans le
cercle [ /> [ < i. On peut donc développer très simplement èf^( B) ^n ^/^?
.wi'e de Taylor procédant suivant les puissances de b == /^(B) abso-
lument convergente lorsque B est in té r ieur à G, et par consé-
quent |/,(B)| <i :

oh _ ^ r^Lcil i Ç oZ d'L
b ~ 2 r. i Jp Z2 ' ' """ 7r7" Jp ~ 7 ^ \ '^-^

Enfin

ûA(B)

L f^^^A f^^ _ ^.^'f07
^^/r ^2 Td]^~^^ — . • • — ̂ j^ -^aTr^/F Z2

/^l ra7/€iZ
n l j ^ 7/1-^

.A(B) r./p(^). .
• ~ -̂r7- / -jT7-rrosdzi ^c^^)
LA(B)32 ̂ (^l., r./AtB)-!- f_/P^) . ,

-̂ . ̂ .TÏ^^^-'-"^^
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II. — Deuxième méthode.

Soit /A^) la fonc t ion qui f o u r n i t la représentat ion de F in té r ieur de C
sur Fintérieur de F. En supposant C analyt ique, f\(^) est prolongeable
au delà de C et transforme C ^ , contour varié de C, en T\, contour i n f i -
n iment voisin du cercle , t r igonomét r ique r (voir / i g . i). Posons
toujours Z ===^(,j). La f o n c t i o n Z, ==/v(^)-4-o/"v(^) qui fou rn i t la
représentat ion conforme d e C , sur r pourra s 'obtenir : 1° en fa i san t la
représentat ion de C, sur F\, ce qu i fa i t passer de z à Z ; 2° en fa i san t la
représentation de F, sur F, ce qui fait passer de Z à Z ^ . E v i d e m m e n t Z ,
est une fonc t ion holomorphe de Z, n u l l e pour Z == o, dont la dérivée
est réelle en o puisque évidemment — et — o n t même argument en A.
Z, est une fonction de Z, holomorphe dans F,., et dont le module est.
surï\ é^alà U unité.

16. Je pose Z , = = = F i ( Z ) . Pu isque 1^1 est i n f i n i m e n t vois in de 1\
j ' a u r a i

z^z+sEZ+^z2---}-. . . : ! ,

& é t an t une quan t i t é réel le i n f i n i m e n t pe t i t e c o n s t a n t e (de Fordre de oN)
et la parenthèse une fonct ion a n a l y t i q u e dans ï\

7^ _ FJZ) _ __ -.. . y '

.., , S ^ i ( Z ) ,, ,„.
©(/^ =: log————-• = £ Ï ' 2 (Z^

F^(Z) é l a n t encore u n e fonction holomorphe de Z dans l\.
Envisageons un p o i n t quelconque Z de F et le point Ç de !,\ situé

sur la normale au cercle F menée par Z. On sait que F i C C ) ) = ï - On
va ca l cu l e r F ^ ( Z ) et y(Z) .

Ëvidemment , oZ dés ignant le déplacement normal Z1^ d o n t l a va leur
absolue est comptée posi t ivement vers l ' i n t é r i e u r de F, on a

Q ( Ç ) =: o ( Z ) + oZ y^ (Z ) 4- .. ..

O r : i° c/(Z) == £F^(Z) renferme l ' inf in iment petit £ en fac teur ;
2° oZ don t le modu le est §N | est aussi i n f i n i m e n t pet i t de l 'ordre de £.



14 GASTON JULIA.

Donc oZy^Z) étant du deuxième ordre au moins en £, on a, en ne
gardant que les quant i tés du premier ordre en c.,

9 ( Ï ) = 9 ( Z ) .

Ft (Ç)

et
J l [ 9 ( Ç ) ] -= log| Fi ( C l | — log| Ç [ = — log- j Ç

puisque
IF, (C) |= i ,

et comme
I ' / * i '\ i.C | = = i — o ^ ,

puisque ôNest positif vers l ' ex té r ieur de F, on a

I O ^ ] Ç I = — ( Î N .
Donc

. ! " ^ . [ - p C Z j j ^ + o ^
en tout poin t Z de F.

Remarquons que si b ==^(B), on aura

^-h^=Fi(é), '

^ F , ( ^ )
b """ /^

F i (^ ) oô
et

lo?-0 ^ " ^ .

en se bornant aux infiniment petits de l'ordre de £,

- . ! c^ )=^^W,
^ ./A(B)

qui est la fonction à déterminer .
Le problème revient donc au suivan t : ^
Oiî connaît sur le cercle F la valeur de la partie réelle de la fonction

ç ( Z ), déterminer, en tout point b dans F y la valeur de cette fonction ç ( &).

•l7. Ce problème se résout aisément :

. ~ X[o,(^]=:^f^)
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est âne fonction harmonique dans T, dont la valeur en tout point de F

esta'N.
Or, la fonc t ion de Green pour un point b i n t é r i e u r a r est, en appe-

l a n t b, son inverse \b, = j par rapport àï\

Z — ^ .Z - b,1 b ^A IO^Tlo^ & ' Z — bD Z — b
On a donc

Z — ^ iL fôN^lo,7

;TrJr ^N /A[y (^ ) ]== ^ ^/s,
~ l ^ / p ^ ^ ^ ' / -^

en vertu de la fomniile classique

// (//) •==-. — f u ( M:, ) — ,4?' ( b, M ) <:/SM.i- 27r,,/p 1 ' ' dn '

Or

^•''^v-^17-^---Z — <bAœ î /\v ^ ^ Z — ^ i: — — \ û\ - ^ ar^ y——,-
2 7T JF rfb \ Z — b

rf / — hi
rfs a''s T~=~C>
rfS.

A cause clé
Z — &, Z — & ,Z — /->,

'«S 7^-6 = log Z^77 -^-"^Y^T'

, • 7 — & iet puisque y _ , est constant sur F, on a

i (/ , /—/- ' ,- log-.——-/ — & >
rfS'1 '» / - & --/ c/S & Z — A

Donc

'56'
•Î.T.iJy

,vv / , z—/-'i i r 'vr l:/z 1' r 'vr </z • ^/z 1Tuv \y^^ '^-h\o\ cl Os 7^——,- = — ——: l o\ ———-0 / _._ ^ î T t i J y / — 6 1

A partir d ' ici , la deuxième méthode rejoint la première.
Nous avons en efiet donné la formule (4)

(4) o^A, B) .-q/w-^-
^[yr v'""f. — b

cVL %

5r="̂
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Or b ==y^(B) montre que

^ =:ôiog.A(B) ==- ô^(A, B; - ̂ y(À, B),

• 1 ^^--o^A,B),

et ceci remarqué, la formule

A (^ — — Ç ^ ( -d/— „ ci7À \ -
\h ] ^rciJr \^-^i Z - ô j

devient

. / < ,...„ ï / — / ^z ^z \ /' r-vY ^z ^z '\o^A, B ) -. ̂ ^o^^-^ ^ ̂ ^^^ ̂  ̂ ^^ ^ ̂ ^^

qui n'est autre que (4 ). "* / / ^ / \
II n 'y a donc, pour obtenir °- à pa r t i rde^^—^qu 'àcon t i i ïue rexac -"

tement comme dans la première méthode à partir du n° 7 pour obten i r
les formules (10), ( i i ) , (12) et f ina lement la fo rmule (i3) qui d o n n e
le résultat.

CHAPITRE II.
QUELQUES CONSÉQUENCES DE L ' É Q U A T I O N ( l 3 ) .

L — Équation qui donne la variation de arg/v(B) en fonction
de la variation du contour.

18. En posant

, , l o g . A ( B ) = = - [ ^ ( A , B ) + î y ( A . , B)], , ,

7 étant la fonct ion conjuguée de g par rapport à la variable complexe B,
l 'argument de/,(B) sera - v(A, B), on se propose ici de former une
équation simple à laquelle satisfait sa variation. ds étant le déplacement
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tangent à C, il est connu que

^(A,M)_ ^ y ( A , M ) t ^ . ,
———^———_ ^ _iy^-;h

et comme
ôîog .A(B)=—^(A, B ) — ^ y ( A , B),

on aura évidemment
^ / A ïî \ r f i /^ \ î  I"./A(B) -h j\(z ) ~ \ ,-oy(A,B)=~^JjA(.)h^^^^^

en se servant de l'équation (i4) qui équivaut à ( i3) .
Donc

^(A,!^)^-^^^^!2^^^^,/ v 2^v<î-L ^ ..I L^— 7^

en posant, pour abréger Z ==/^(^), 6 ==y^(B).
Or

^-+-Z __ ^ — Z - h 2 Z _ Z _ _ ^Z _ ^
- ^ r z — ^ ~ z - - ^ ' ^ — z " " 1 " " z - ^ '

Donc
'-A^.")-U[^^j-'(À)<-

Si l'on se reporte à la figure 2, en désignant par W l'angle di-

rigé OZ^ et par a l'angle 6Z^ (b^ inverse de b par rapport au cercle

unité b, = —} > il est visible quebj '

^^—Tz-^81^-

II est d'ailleurs visible, dans le triangle &Z6, oùd'angle dirigé 7.h^ h
est égal à W, que l'on a, en grandeur et signe,

sinW sina s in a" i%-^ i =="^^=__l^"
On se rappelle en outre que

| b\ = e-^^\ j— = e^^.

^/i/2. ^c. Norm,, (3 ) , XXXÏX. — JANVIER 1922. 3



ÏS , GASTO,N JULIA.

Donc
s i n W _ _ _ s i n a '

\Ï-b\~ 2 s h ^ ( A , B) '

Mais il est clair que

^ i ^ i ^ — ^ia == /^Z ôi == arg y _ •

ry »

Or, l'expression -̂̂ 1 s 'iatroduit naturellement lorsqu'on chercixe
la fonction Z, =f^Çz) qui fourni t la représentation conforme de C
sur F de façon que B devienne le centre de F.

On a, en effet,
/. / • . ry Z — h e1^Z~ h e^

''7r=r,'jn/B(^)=Z, =—————————, ,

et si l'on choisit spécialement Z, de façon que/e(A) sou réel et positif
on a où === o.

Avec cette convention que, quel que soitB, /«(A) sait réel positif,
la fonction/y(^) sera définie sans ambiguïté quel que soit B in t é r i eu r
à G, dès que la fonction//^) est connue, et nous savons que/^) est
déterminé par la connaissance des .directions correspondantes A /
etOT. .

En définitive,
/. / , Z — b ?^--T^-yn-

Donc
log/H(.)==log(^=^)-loglé|,

-^(B, M) —/.y(B, M) = log^"^- - )og| b \.

En particulier,

avec la convention que

7(B,M)=argi^=^

y ( B , A ) = = o

sinnp __ s i n [ y ( B , M) ' (
\ï-b\ ~~ 2sh[^(A, B)]



SUR UNE ÉQUATION AUX DÉRIVÉES FONCTIONNELLES, iq

On obtient finalement l'équation curieuse que voici :

..,/.< n._ ' rr^y(A,M)-| 's in[y(B.M)1
°/(^ B)- ̂  [——/——J sh^B)]0^

ou enf in

(16)
°^ ̂ -^sh^^B^t^^]281^^^ Al)^

vérifiée par l 'argument - y (A, B) de la fonction /1(B) lorsque A et B
restant fixe, C varie d'une manière quelconque. Rappelons quey(A, B)
est parfaitement définie par les données initiales A l, oT et y(B, M) par
la condit ion

. / y ( B , A ) = o .

II. — Conséquences relatives à l'équation de M. Hadamard :

(17) oe»(A,"B)=: f < I » ( A . , M ) 4 > ( M , B ) o / À ^ .
^c

19. A partir de l'équation aux dérivées fonct ionnel les que vérifie la
fonction de Green

(,) ^(A, B)=——— /-^.A,M)^ÇB,M)
27rJ^ dn^ dn^ M Mî

AI. Hadamard a formé une solution de l 'équation (17) par différenfia"
tion de (i) relativement à A et B. On va ici fournir une solution com-
plexe de (17) à partir de l 'équation (i3) que vérifie/,(^). On partira
pour la commodité du calcul de l 'équation

i^\ o A ( B ) . .1 rSZdZ r f o Z ^ Z(I2) y.(B)-olog^(B^^J,-^-^^^
ou, l'on s'en souvient, Z ==/^(^).

Une première difIerentiation,/5or/^/yorZdZa?^a7^a6/ôcom^
dorUf^B) est fonction analytique^ donne aussitôt

'•8' . °à^<B'=-^[ï^]-
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puisque, évidemment, seule la deuxième intégrale de (12) dépend
de B, par l ' intermédiaire de

^=/A(B).

Relativement à A, i l faut remarquer que/^B), qui dépend de A, n'est
pas fonction analytique de la variable complexe A. On s^en rend
compte de la façon la plus aisée en choisissant un pointu arbitraire,
dans le contour C, distinct de A etB, eten exprimant/^(B) en fonction
de/h(B), /h(A), etc. Cela est possible de la façon suivante.

Posons
ç(^)=ryb^).

a==yo(A).
. P= /û (B) .

On aura évidemment

^)=z=^<^'e
6 é tant une constante réelle convenable; 0.0 désigne le nombre com-
plexe conjugué de a :

^o^/ûCAo)/

. c'est une fonction analytique de A(,, nombre conjugué de A. On voit
ainsi que/^), pour une valeur fixe de z, dépend analytiquernent de A,
mais aussi de Ay, A et Aç étant les coordonnées isotropes du point A.
/^(^) n'est donc pas une fonction analytique de A seul, alors qu'elle est
une fonction analytique de z seul.

20. Pour obtenir une solution satisfaisante de l'équation (17) on va
différentier (18), non par rapport à A, mais par rapport à A(). Pour
cela, il est corn mode de transformer (12) en faisântapparaître la fonction *(
au lieu de Z. Eu égard à ce fait que ̂ - f ô^ ne dépend pas de B, on
écrira

• /•». y» , j r ' f ' • ! ;

ôiogf^{B)^—— i y ̂ . •+. fonction indépendante de B

-I- / Q logZ ̂ Io^(Z — b) '-(- fonct. ind. de B
i

' n i .—^r . 1 1 , ^ - 1! ! ! •1"

^^[û^log(Ç~^~âlog(aoÇ-i)]^log(Ï-(3)-^!og<^Ç-i^

"4- fonct.ind. de B.
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En effet,
y i-= (^o-'Hg-P) ^

(a»(3-i)(^Ç—i) •
Donc

o^logA(B)^-^.^[olog(Ç-.a)-olog(^Ç-I)]^^^log(Ç-(3)-[.

En différentiant./ïa/' rapporta A^ qui figure au deuxième membre
par ao==/Q(Ao), on aura

o^lo^(B)=+ïï^o[^lo^a"?-I)]4^10g(ç-(3)]'
o^lo^(B)-^^^IOg(a»^-l)^log^-6)^•

(On verra plus loin ce que donne la dijfférentiation par rapport à A.)
En égard à ce que

/* / H \ — P ~~ a ^9A ( B ) - ^ p _ ^ 6 ,

on a, en revenant à,C,

( 1 9 ) -ô^^0^'3-')
-À^^10^^')^10^^-^05^

Si l'on effectuait le calcul de double différentiation, il viendrait

dc^d^ rda^c^ ^'d^
, ^ . dk, dï\ î I dA^ dz dz cŒ . ,(I^ \^-^——TiJ^ ^^^^-^z^^^

La formule (19) ne présente pas le caractère de symétrie de l'équa-
tion (17). On peut la transformer pour la rendre symétrique.

21. Sur la courbe C\^Çz)\ == î. •— Désignant par (^ le nombre conjugué
de *C (*Co ^t fonction analytique de Sp), on aura, sur C,

^ÇÇo-=- ^. . ; et ^==~^
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Donc
?-A • ^û

^o <^o .._
^
^ d^^ dz^

• (p^—j) .^*(Ç_p)2 - (ç_^ ^

Par conséquent, (ïp') devient

^ao (̂3
^To ^B

^ ̂  _ d^ cl^
dA.o dz dz^ ci H ds ^

(^oi3-i)'2 7:tJ, (a,Ç-i)2 (Ç,|3~i)2^

Or a désignant l'angle de la demi-tangente positive à (^ au point -ï,
: aon a

./ T C \

dz = du e1^, dz^ =: ds e'"'^, 1 0.3 == y rî/À e'v '"" 2 ' /1

o^ dz == < rî/À c/.ç ;

et
ds,
dz

d'où ra relation

^^A^B11^^^^^3

-^^^^(^^^^^^^^oP^

Et si l'on pose f inalement

^••"'=-^"x^"i rf2
::::+.^5A^B10^(B)'

on a

(20) ô'<I>(Ao, B) == r$(Ao, M) a>(My, B) â^ A
^c

Par conséquent, la fonction $(Ao, B), ^w dépend analytiquemeni
de Va/fixe ^ du point ̂  et du conjugué A^ de Va/fixe du point A;
constitue une solution de V équation (17) de M. Hadamard. Relati"
vementa lafonctionZ^ ==/û(^), û étant distinct de A etB, A etB jouent
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des rôles symétriques. Par conséquent, la fonction
^3

^'—i""^-"
a=/^(A), (3o=/^(Bo)

est aussi solution de l'équation (17).

âf222. Le calcul de ̂  ^o lQgC^o^ — I) est indépendant de toute direc-
tion fixée pour A() et B, et, comme tel, échappe à la critique faite par
M* Hadamard lui-même à la solution — — "f" ?—^ de (17) pour2 -rr dn^dn^ \ / / i
laquelle il faut choisir une suite déterminée de contours C passant au
cours de leur variation successivement en A et B. M. Hadamard a
donné récemment, dans une Note (\), les deux solutions

<D(A. B) =- -i- ( à ± i4~\(ù qp ̂ L-(A, B),2T:\àx ày ) \ôx1 • ày' ) h

où x, y sont les coordonnées de A, x\ y celles de B. Ces deux solu-
t ions, qui échappent à la critique précédente, sont identiques aux deux
solutions du n° 21. Par exemple, on a

~ ̂ (£ + ̂ ) (À -':^) ̂ A5 B) —— ; ̂ B log(a06 "- I ) t

En effet, à cause de

^(A, B)==-log | . / , (B) |=-< l R[lo^A(B)] , , . ,
et puisque

a=f^(B)= f 3—a e1^ . • .l / A V / a o p — i '
on aura

.^.•^—h^-"-.-^).
( 1 ) Voir Comptes rendus^ t. 170, IQ^O, p. 359*
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g'(A, B) se présente comme la somme de quatre fonctions :

l o^ ( (3—a) analytique en A et B,
l o g ( a o p — i ) » AQ et B,
I o g ( a p o — i ) )) A et Bo,
Iog (P^— ao) » " Ao et Bo.

Or., oc' ety' étant les coordonnées de B, on a

f ^ + ^ ^ ^ / > ( ^ 4 - ^ y , ) = : o\àx1 à y 1 I • ' " '
et ' " , • ! ., -

(̂  - ̂ ) /(^'^ ̂ /) = ̂ (^ ̂ /),

lorsque/ est analytique en B = x ' + i y ' .
C'est l'inverse, siy est analytique en Bo = oo' — iy\ on aura

(é^^f^-'y'^^'^'-^
i^-1^)^-^^0'.

Par conséquent, l'expression

• . (é^)^-^)^.-)
sera égale à

'^B108^0^1^

car dans la double différentiation précédente les termes

Iog((3-a), • l o g ( ( 3 o — a o ) , log(apo- ï )

donneront zéro.
De même

fê-1^)^^^)^'1^-2^10^^-1)-
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Les deux solutions
72

__ I^B108^^-1)1

^ ' ' ^ 7r. ./A^10^^0-0 .

sont donc iden t iques aux deux so lu t ions

•-^(^^^(À^^)^^^3)

fou rn i e s par M. Hadamard. Il ressort de la forme i- —— log(^oP — 0
et de la forme analogue pour la seconde que ces deux solutions sont
des fonctions analytiques respectivement des arguments (Ao et B),
(AetB,).

IIL — Sur une équation aux dérivées fonctionnelles
analogue à l'équation (17) de M. Hadamard,

23. Reprenant la formule

rî ^H '^^(B ) =- ̂ [â log(Ç -a) - o log-(aoÇ-i)]^[^log(Ç-p)]

dont on s^est servi au n0 20, si l'on différentie par rapport à A et non
plus par rapport à Ao on aura

^^P0^1^--^^^10^—^^1^^-?)-
«i'

et, à cause de •' •
/,(B)=P_°L^,
•"^' CX^——l

r3^108•fP-a)=-^•^^loë(ç-a)^^los(?-P)^^ -
et, si l'on pose

cloc dÇ^ '
(.,) -^.^log(p-a)=^A,B).——^^^ (.),

( 1 ) Li singalarilé de ^(A, B), lorsque À et B tendent l'an vers l'aulre, .est évidente. '
dnn. Éc. Norm^ ( 3 ) , X X X I X . — J A N V I E R 1922. 4
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ce qui donne pour $(A, B) une fonction symétrique et analytique des
deux arguments A et B. On obtient la relation

( 2 2 ) . ô€»(A, B) r== / €)(A, M) <Ï>(M., B) ôz dz
^c

Cette relation (22) ne diffère de la relat ion (17) de M. Hadamard que
par la subst i tu t ion de S z d z k S n d s :

oz d^ == i e2'1^^ on ds^

a^ étant toujours l 'angle avec l'axe réel x de la demi-tangente positive
en M au contour G.

11 serait facile d 'obtenir une solution, conjuguée de (21), pour une
équation conjuguée de (22).

i
24. Mais on va montrermaintenant comment, à partir de (21), on peut

trouver une nouvelle solution de l'équation (17) de M. Hadamard.
Il suffit d'observer que la relation

^^^P-^--^^^10^-^^108^-^^
devient en remplaçant Szds par ^2faM. Snds

. ^IO^-C'•) _
--îjf^mi^^-^]^»^106^-^]-3"^-

Or, si ds^ est le déplacement tangent à C en M d'affixe z ,

- . . , , <is=<^M^GS !

en sorte que
cl __ ^ cl

—•"•— .—— a M "",— > . '
ds^\ dz

et l'équation précédente devient
//à T y* /72 d^o^^lo^P-a)=-^^^lo^.ç-a)^^lo^-
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Imaginons qu 'un contour se déforme à partir de C,vers fintérieur,
de façon à passer au cours de la déformation, par les points A et B res-
pectivement. Soit a^ l'angle avec 0<2* de la. demi-tangente positive en A
au contour qui passe en A. Soit a^ le même angle pour le contour qui
passe en B.

On aura toujours
d . d

— — — — ^ ^ A — — —

O^A "A

et une relation analogue pour B, en sorte que la relation précédente
devient

//2 r r' rfï /72

ô-———lo^ (p_a )=—- / . , log^-a) . , k^a—P)^^
d^ d^ ^ v • / TT J^ ^.ÎA ds^ b ' / dsu ds^ & v ' /

et, par conséquent,
(.3) <,(A,B)=-^^log(p-a)

sera une nouvelle solution de l'équation (17).

25. Les considérations du n° 22 prouvent aisément que la solution
(21) de l 'équation (22) peut s'écrire

(I)(A' ̂ —^ ̂ c)^-a^Mi-ii) (^--t^(À'B)'
A coordonnées (:r,y), B coordonnées [x^ y'}.

Par conséquent, la nouvelle solut ion (2,3) de 1/équation de iM. Hada-
mard sera

"« ̂  ">= A[(E -^(À-^)^ "'] ̂ ••'

Elle n'échappe pas à la critique, adressée à la solution

i ^g(A, B ) _
27T dri^dn^,

de réquation (17)5 d'exiger la connaissance, a priori, d'une loi de
déformation pour le contour C.
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Signalons aussi la solution [conjuguée de (23]

.̂ ») [̂( '̂i.) (À -^ ""-'̂
pour la même équation (17).

• 26. Le fait qu'on vient de signaler est d'aiUeurs général.
L'équation ( 22) se ramène à l'équation ( 17) de M. Hadamard par un

changement delà fonction <E>(A, B), c'est-à-dire que, à toute solut ion
de (^2), on peut associer une solution de (17) susceptible d'ail leurs

des mêmes critiques que ^( ̂  ) et réciproquement. En effet, si

• . ' S <Ï>(A, B) = f<&(A, M) <I»(M, B) ô^ dz •
' c ' ' - - • *

à cause de
-^c •

ÔJ (AS == < ^2/aM Ô^ ^S',

on aura
ô$(A, B)^ï fa»(A, M)(I)(M:, 'K)^1^ rm ds.

^c

Ceci étant, si o^ désigne Pangle avec Oxde la derni- tangente positive
en A au contour de la famille C qu i passe en B, et a^ l'angle analogue
en B, l 'équation précédente pourra s'écrire

§ [ i^ ( A, B ) e1^ e1^ ] = A i <I> ( A, M ) e1^ e1^ ] [ i <I» ( 'M:, B ) e1^ e1^ ] an ds
c

et, sous cette forme, on voit que
(26) ¥(A, B)==^I>(A, B)e^e^

est une solution de l'équation (17).
La forme (22) n^est cependant pas sans intérêt, surtout lorsqu'on

considère des fonctions $(A, B) analytiques par rapport aux deux
variables complexes A et B.

<^^s^


