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MEMOIRE

SUR LA

PERMUTABILITÉ DES FRACTIONS

PAR M. GASTON JULIA.

PREMIÈRE PARTIE.

INTRODHOTION.

1. Etant donnée une fraction rationnelle quelconque Z, = R.(Z) pour
laquelle le point Z = a est un point invariant répulsif,

a^RÇa),!!^)!:^,

il est connu [voir Journal de Liowùle^ 1890 ÇSur une classe nouvelle de
transcendantes uniformes, par H. POINCARÉ)] qu'on peut toujours déter-
miner une fonction méromorphe GÇz) te l le que G(o) == OL, G'(o) == i,
satisfaisant à l'équation fonctionnelle

(i) 1 G(^)=R[G(^)] [s=lVW

On dit que G (s) admet un théorème de mult ipl icat ion rationnel. G(^)
est la fonction mémm(yrpÏ\e fondamentale correspondant à K(Z) et au
point a, parce qu'on a choisi G / ( o ) = = I . I I est clair qu'il existe une
fonction, méromorphe Ga(^) pour toute valeur a" =^ o et telle que

G^(o)=^ G^(o)==a,
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avec
(2) G^)==R[G^)].

Il suffit de prendre
G^)=G(a;s)

pour s'en assurer; et. comme la méthode des coefficients indé te rminés
appliquée à la détermination des coefficients du développement de
G(y(s) en puissances entières de z de façon que Gy(z} satisfasse aux
conditions (2), détermine tous ces coefficients à partir de a et de cr, il
est clair que Gç(^) est unique pour chaque valeur de o", la fonction R et
le point a étant donnés fixes. La relat ion GyÇz) == G(cr^) prouve alors
qu'il suffît d'étudier G(^).

Ces fonctions G(^), pour lesquelles existe un théorème de m u l t i p l i -
cation rationnel;, jouissent de propriétés remarquables que j'ai étudiées
ailleurs : on peut définir dans le plan des z un ensemble parfait que j'ai
appelé ̂  sur lequel j'ai att iré l 'attention dans mes précédents Mémoires
des Annales de F École Normale supérieure [A. E. N. S., t. XXXVI,
XXXVII.; XXXVIII (Sur quelques propriétés nouvelles des fonctions
entières ou méromorphes')]^ parce que les propriétés de cet ensemble £5
relativement aux GÇz) peuvent s'étendre à toutes les fonctions entières
et à tous les nombres s supérieurs à i en module, ainsi qu'à la plus
grande partie des fonctions méromorphes* Les fonctions particulières
G(s) ont ainsi servi à préciser notablement le théorème de M. Picard
relatif aux points singuliers essentiels isolés des fonctions uniformes.

2. Une observation facile à faire est qu'il existe des classes intéres-
santes de fonctions uniformes admettant plusieurs théorèmes distincts
de mult ipl icat ion rationnels. Par exemple, toutes les fonctions circu-
laires, les fonctions elliptiques. Si J'en cherche, étant données deux
fractions rationnelles, à quelles conditions une fonction uniforme G(^)
peut admettre deux théorèmes de multiplication correspondant à ces
deux fractions, une condit ion nécessaire, la permutabUité des deux
fractions, vient s'offrir immédiatement et il est remarquable, ainsi
qu'on le démontrera plus lo in , que cette condition est suffisante. Ainsi
se trouve posé naturellement le problème très intéressant de lapermuta-
bilité des fractions rationnelles, et de r étude des fonctions uni formes qui
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admettent des théorèmes de multiplication rationnels correspondants. Dans
le présent Mémoire, j'étudierai ce problème et je montrerai qu'il est en
liaison étroite avec le problème de l'itération auquel j'ai consacré un
Mémoire inséré au Journal de Mathématiques pures et appliquées^ 1918
{Mémoire sur l'itération des fractions rationnelles}^ pages 47 a ^45, ainsi
que plusieurs Notes des Comptes rendus de VAcadémie des Sciences de
Pans (t. 165, 166). Les résultats auxquels je suis parvenu sont suffi-
samment simples et précis pour légitimer l'étude du problème ici posé.
De plus, ils je t tent un jour nouveau sur le problème de l'itération lui-
même et sur des problèmes connexes relatifs aux équations fonc-
tionnelles. A ce double titre, le problème ici posé et traité m'a paru
intéressant.

CHAPITRE I. . ,
I.ES FONCTIONS MÉROMORPHES A Y A N T DEUX THÉORÈMES DIS MULTIPLICATION

RATTON'NEI-S. INTRODUCTION DES SUBSTITUTIONS RATIONNELLES PERMUTABLES.

3. Soit GÇz) une fonction méromorphe satisfaisant aux deux rela-
tions
(3) G(.^)^:R,[G(^)]/
(4) G(^)=ÏUG(^)L

Ri et R^ étant des fonctions rationnelles d'un argument et de degré
^> i (^ ) ; de plus, ^2 -=f=- s^y quel que soit /'entier positif ou négatif m. Je
dirai que ces deux relations sont distinctes. La relation

G(^z)=Ry[G(z)],

où R^ est l'itérée d^ordre k de R < , n^estpas considérée comme distincte
de (3)^ elle en est une conséquence,

Si G(o) = a/on a ! ! ! " ' 1 !

R, (a )= :B2(a )==a ,

% est point invariant commun à R, et R^. On peut toujours, en considé"

( 1 ) Si Ri, par exemple, est du premier degré, G (s) ne pourrait êiro qu'une fonction
homographique de 3, cela se voit immédiatement en ramenant Ri(Z) à ]a forme Zi==;?iZ
par une transformation homographique auxiliaire.
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rant au besoin G(^) -— a au lieu de G(s), supposer que a == o sans
restreindre la généralité. Alors

R t ( o ) = = R 2 ( o ) = = o .

De plus^ par un changement de s en ^c-, on peut toujours supposer que
G'(o), supposé ici -=^ o, est égal a ï :

( Ï - (0)==0,

^(O)^!.

Il est clair que les multiplicateurs ^ et ^ sont respectivement égaux à

.,/ , fdR,(Z)\ , _ , , /dH,\
^iCo)^^--—^— et R2(o) -=( -^ - ) •

\ MA /Z=() \ u^ /X==o

4. Si, comme on le suppose, G(-s) 'est méromorphe dans tout le
plan, [ ̂  .et | s^ \ doivent être nécessairement ^> ï .

Démontrons-le, par exemple, pour^ :

i° Supposons [^i | <^ i et soit z un poin t quelconque du p lan , les
points ̂  = zs^ z^ == zs^ ..., ^== ^^/, ... tendront vers zéro quand n
grandit indéfiniment.

Il leur correspond dans le plan Z == G(s) des points , Z == G (s) :

Z,==G(^)=Ri(Z),
Z2==G(^)=Ri[Bi (Z^^R^Z) [R^^Z) itérée de Ri(Z)],
Z3==G(^)=Rl[R (|2)(Z):l=RÏ i )(Z) [R^^Z) itérée 3"de Ri (Z)],

Z^=G(^)^= lïV/^Z),

et les points Z^ Z a , . . . , Z^ sont les conséquents successits de Z dans
l'itération que définit R < ( Z ) . Si 71 grandit indéfiniment, G(^) tend
vers G(o)== o quel que soit z dans toute région à distance finie du
plan z. Donc Z^ doit tendre vers zéro quel que soit Z dans la région qui
correspond par Z = G(^) à une région à distance finie du plan z. Or,
si l'on choisit pour Z un point d'un cycle de la subst i tut ion

• ! , ! 1 , " . ;1 ! 1 1 \ • • . 1 1 : 1 Z,=:.R(Z), i i l i 1 1 ; ' . . 1 ,..1.1 . 1 . 1 ,,
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cycle dont tous les points ne soient pas confondus avec l'origine, ses
conséquents successifs sont en nombre fini et distincts de zéro, ils ne
peuven t tendre vers l 'origine.

L'étude des cycles de la subst i tu t ion Z, == R(Z)5 et spécialement des
cycles répulsifs a été faite dans mon Mémoire déjà c i té( 1 ) . Il y en a
une inf in i té dis t incts entre eux; par conséquent on en pourra toujours
choisir un (Z, , Z^ , . . . /Z^.) dont aucun point ne soit valeur excep-
t ionnel le de U(s )^ car les valeurs exceptionnelles sont au nombre de
deux au plus. L'existence de,pareils cycles met en défaut l'hypothèse
faite. Donc \s^ | ne peut être <^ i.

2° Supposons ^ •==:e1^7!, p et q é tant deux entiers positifs premiers
entre eux; alors ^== i , par conséquent, on aurait

G(.^)-R^[G(^:|=G(.).

Quel que soit Z, non valeur exceptionnelle de G(s), on aurait

Z=R^(Z),

R^ -étant l ' i térée d'ordre y de B^. Or, on sait qu'aucune itérée de R, ne
peut être identique à Z si R, n^est pas du premier degré (2). L'hypo-
thèse actuelle est donc à rejeter.

3° Supposons s^ == c^, 6 étant un nombre incommensurable. Alors
les conséquents z,^ z-s^ == ze^ sont partout denses sur la circonférence
de centre 0 qui passe par le poin t s, et quel que soit z à distance finie.
I l leur correspond, par la transformation Z = G(^), des points

Z,=G(Z,)

( 1 ) Voir ./. de Math., 1918, p. 83 à 97. Les points Zi, Zg, .. ., Z,, forment un cycle
(fordre n ou groupe circulaire si Za == R ( Z i ) , Z 3 = = R ( Z ; i ) , . . . , Z i = = = R ( Z r t ) . Le multipli-
cateur s du cycle est

;?-= ̂ 0.^(22)..^^).

Si I .y | > i, le cycle est répulsif. Si | s | < i, il est attractif.
( 2 ) Les degrés respectifs des itérées sont en effet d^ d^. cl\, . . . , cl^ ... si di est le

degré de Ri.
D'ailleurs, si Ri était du premier degré, G se réduirait à une fraction rationnelle du

premier degré, contrairement aux hypothèses l'ai tes.



l36 ' GASTON JULÏA.

du plan Z qui sont les conséquents successifs de Z parZ^ = R, (Z) et ces
Z,, seraient denses partout sur une courbe fermée analytique corres-
pondant au cercle | J [ = const. par Z = G(s) : ceci devrait se produi re
quelque soit Z, sauf peut-être pour les deux valeurs exceptionnelles
possibles de G(^) . Or, il suffit, ici encore, de choisir p o u r Z un p o i n t
d 'un cycle de R,(Z),, don t l 'origine ne fasse pas par t ie , pour mettre la
conséquence précédente en défaut.

La deuxième hypothèse devant être écartée, il s 'ensuit que |.v, | est
nécessairement > ï .

5. Supposant [ < y j e t [ ^ [ > i , on a immédiatement la conséquence
suivante des équations (3) et (4) :

a(^^)=:R,[G(^.^]=R2[Ri[G(^)]] ,
Gr(^ .^) r=R,[G(^^]=Bt[R.[ (x(^)] ] .

Par conséquent, quel que soi t^ j ,

R2[Bi[G(^):n=Bi[R2[0(^)Tl,

et, comme on peut donner à G(^) ==Z tonte valeur, hormis peut-être
les deux valeurs exceptionnelles toujours possibles de G(-z), il suit
que les deux fractions ra t ionnel les I L [ R i ( Z ) ) et R | [ IL(Z) | sont
identiques :

R , [ R , ( Z ) ] ^ R , [ R , ( Z ) ] , , , ,

ce qu'on exprime en disant que les deux fractions rationnelles R< (Z) et
Ra(Z) sont permutables ( ^ ).

Lapermutabi l i té del^ et R^ apparaît comme une condition nécesmire
pour que les relations (3) et (4) soient s i m u l t a n é m e n t possibles. On
va montrer qu'^/fe est suffimnte.

1 1 1 , ' - • i1 , ! , ! ! , ' - - ,
( 1) On dira également alors que les deux substitutions rationnelles

[ Z | R i ( Z ) J et [ZiBaCZ)]

sont permutables. Dans la suite, il nous arrivera de parler indifféremment de la permuta-
bilité des deux fractions ou des deux substitu.tioTts rationnelles précédentes.
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(5. Supposons donc que R^ et Ra soient permutables et admettent
l'origine pour point invariant répulsif commun.

Désignons respectivement par G^(s ) et G^s) les fonctions fonda-
mentales que définissent respectivement (3) et (4) "•

G-i(^)=Ri[Gi(5):|, Gi(o)==o, G,(o)==i,
G,(^)==R2[G^)L G2(o)"=o, G,(o)=i.

G, et G^ sont définies sans ambiguïté grâce à l'hypothèse | s^ et | ̂  | >! •
Elles sont méromorphes.

O n a
G^(.îis)=R,[Gi(5)],

Formons r(^R,[G^)].
TÇz) est méromorphe comme G, (s) :

r ( o ) = = R 2 [ G i ( o ) ] = = o ; r ( o ) = = R , ( o ) . G < ( o ) = = ^ .
De plus,

r(5^)==R,[G,(^s)]=R,[Hi[Gi(5)]|

et, à cause de la permutabilité de R, et IL,

r ( ^^ )=R , [R , [G i^ ) ] ]= :R , [ r ( ^ ) ] ;
ï\z) est donc une fonction méromorphe satisfaisant aux relations

(T( .^)=Ri[ ' r (^)] ,
j r ( o ) = = o , P(O)=:.^

Puisque G^s) est la fonction fondamentale de R, relative à l'origine,
on aura r(^)=G,(.^).
Or 1 . ! ! ^ - 1 1 1 ! ^ ! ! 1 1 1 ^r(s)=R,(G,( ,5)] , 1 • . ! .
ce qui veut dire que G/ satisfait à la deuxième relation

G,(^)^^[G^}], î 'ec I Gl (o )=o , l l ^ ,G l l ( o )= I . . I , ^ , , ^

Donc G.i est aussi fonction fondamentale pour Ra et
. - ! . ,, ! • , GtSS G'a. . , ! ^ ,.. . , 1 1 1 1 ; , , ,, : 1,, 1 1 1 1 ' 1 1 ,

l8Ann. Èc. Norm., (3), XXXIX. --MAI 1922.
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La permutabi l i té de R^ et "IL entraîne que les fondions fondamen-
tales de ces deux fractions rat ionnel les relatives à l'origine (point
invar iant répulsif commun à R, et IL) sont identiques. La condi t ion
énoncée est donc suffisante.

7. La démonstration précéde'nte peut être légèrement modifiée.
Conservons l'hypothèse que \s\ [ > i, R, (o) = o. Alors G^ Çz) est par-
faitement définie et méromorphe. Mais si, relativement à B.a(Z), on
suppose s implement que .'(^(o) == o avec la permufcab i l i t é de R^ et Ra ,
sans supposer que

|^i=|R,(o)|>i,

on voit faci lement que le ra isonnement du n° 6 peut se faire jusqu 'au
bout , et G^ (z), fonction fondamenta le de R^ satisfait à

Gi(^)=R2[G^)].

Comme G-, (^) est une fonction méromorphe, o n , conclue comme au
' n o l l 4 , que ^ doit être en valeur absolue >i. 'D'où cette première
conclusion :

Si un point a du plan Z. est invariant pcir deux substitutions permutables
[Z [ R, (Z) | et [Z [ R.a(Z) j, et si a est répulsif pour F une des substitutions,
il est répulsif pour F autre.

Comme tout poin t ? d ' u n cycle d'ordre p de B^ est point i n v a r i a n t
pour lasubst i tut ion ["Z|R^(Z)} itérée 7?™ de R.i , on peut dire plus
généralement :

Si deux substitutions permutables^ ) ont un cycle commun^ ce cycle ne
peut être répulsif pour fune sans être repu/si f pour F autre.

La,conclusion est vraie d'ailleurs quel que soit le nombre des, rela-
tions (/elles que (3') et (4) auxquelles satisfait la fonction G(^).toutes
les fractions rationnelles IV .sont alors permutables deux à deux et
elles admettent toutes le po in ta (ou le cycle considéré) comme point
invariant répulsif (ou cycle répulsif1)., ' '1 : ' ' , . ! ' '

( 1 ) II faut remarquer, ce qui est (.railleursimmédiat,^ que si deux substitutions Bi e t R a
sont permiilables, toute puissance de Ri (ou loiite itérée de R i ) est permutable à toute
puissance de Rg.
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8. On a supposé précédemment, outre la permutabil i té de 1̂  et R.^,
l'existence du point invariant répulsif a commun aux deux substitu-
tions. La deuxième hypothèse est-elle impliquée par la première, ou
bien constitue-t-elle une restriction à l'hypothèse de la permutabil i té;
c'est ce que nous allons maintenant voir en faisant l 'étude directe des
points invariants et des cycles des deux substi tut ions [Z[ Ri (Z)] ,
[Z|1:L(Z)J supposées simplement permutables entre elles.

CHAPITRE II.
LES POINTS' DOUBLES ET LES CYCLES DE DEUX SUBSTITUTIONS

.RATIONNELLES PERMUTABLES R < ( / s ) ET P^ ( Z ).

9. Soit a un point double de Z^ == II, (Z). On a

a=R,(a) . ,

On peut toujours, au besoin par une transformation hom.ographique
préalable, supposer a à distance finie, le mul t ip l ica teur s relatif à a est
alors bien défini

/-R/^-r'^^t •, ^ ^l^(a)-^ ^ J^,

et comme ce mult ipl icateur est un invariant par toute transformation
liomographique effectuée s imul tanément sur Z et, Z ^ , il est déf in i dans
tous les cas. . ^ •

Considérons le point, ^^ == R^Ca)- II ^st visible que l'on a, puisque
a == R^(a),

R , ( a ) = = R 2 [ R i ( a ) ] ,

et, à cause de la permutabili té de R^ et Ra,

• S ^ ( a ) = R i [ R 2 ( a ) ] ,
c'est-à-dire

ai = Ri (ai);

a^ est donc comme a un point double de [Z [ R^ (Z)j. Si a est point double
de Ri, tous ses conséquents dans l'itération par 1L(Z), à savoir R^a),
R^(a), ..., R^^a), ..., sont aum poinïs doubles de R,(Z). Il y a une
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relation très simple entre les multiplicateurs de R,(Z) relatifs à tous
ces points doubles.

Effectivement on a

<a(Z)=R,[R,(Z):l:=Ro[Ri(Z)],

^=^ /(Z)==R^R,(Z)].R,(Z)=B4[Rl(^)]•^(^).

et pour Z == a, il v ien t Ra(a) = a^ et

R^aO/R^oO^R^a^R^a),
car a == R ^ ( o c ) .

Par conséquent : i° ou bien R^a) est nul, auquel cas a^ == Ra(a)
serait un point cri t ique pour la fonction algébrique inverse de la fonc-
t ion rationnelle Z, = 1L(Z) [on peut désigner par R^^Z) cette fonc-
tion inverse] (voir le n° 11 du présent Mémoire); 2° ou bien
R ^ C O C . ) == R'i(a), c'est-à-dire que a et a^ sont,deux points doubles de R^
pour lesquels R, a fc même multiplicateur. Tous les conséquents R^a)
sont alors également des points doubles de R, avec même multiplicateur
que a. Ils seront s imul tanément répulsifs, attractifs ou indifférents,
selon que le mult ipl icateur sera ^> i, <; i ou === i en module.

La conclusion précédente se vérifie en particulier si l'on choisit
R^(Z) =: R^Z), c'est-à-dire si la subst i tu t ion |Z |R.^(Z)] est la puis-
sance ̂ ième de la substi tution [Z| R, (Z)j, [R^Z) itérée /"^de B<(Z)] .
Car évidemment toute puissance de [ Z | R , ( Z ) J est permutab le
à [Z |R^(Z) | et a point double de [ Z | R ^ ( Z ) j est aussi point double
de[z|l^(Z)].

'10. Les propriétés précédentes ont des conséquences diverses. De
chaque point double a de R i résultent R^a), R^a), •.,., R^a),...,
qui sont aussi points doubles de R ^ . Or R i n'a qu'im nombre de points
doubles au plus égal à d^ -+-1, d étant son degré. La suite

' , ! ^ .,1 ',/1 ' • oc,: R,(a)/ R I ^ ) l ( a ) , l l l l . . . , • R ^ I I I I ( a ) l , l l l l l . , . . l l l ' 1 1 1 ! ,

ne comporte donc qu'un nombre ^^ + i de points distincts. Il existe
donc deux nombres z et/tous deux $</i-t~ ï pour lesquels

- 1 1 1 1 1 1 : , ^ , . , 1 , : 1 ' ^ . ;1 ;1- ' , 11,., 1 _ • '•I^^a)^^^^,).'^' 1 1 1 1 ':;.1111.11-^,1 ,., 111:1-
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D'où il résulte que le conséquent d'ordre i de a,,B^ (a) est un point
double pour R'^ (Z) ou, si l'on veut, fait partie d'un cycle d'ordre
./S^ •+• i de la substitution IL(Z).

Le cycle d'ordre j considéré pour IL sera formé des points

R^(a), RiT1^), ..., R^-^a),

tous points doubles de R i , d'où ce théorème :

Tout point double de [Z[R.,(Z)j itéré indéfiniment par R.s(Z) donne
naissance^ à partir d^un certain rang^ à un cycle de [Z|Ra(Z)j composé
de points doubles de R^ .

Tout cycle de [Z| R,(Z)] est composé de points doubles d'une cer-
taine puissance de la substitution [ Z J R i ( Z ) ] , à savoir de [ZlR^Z)],
et R.2(Z) permutable à 1^(Z) l'est aussi à toute puissance R^(Z). Donc
tout point d'un cycle d'ordre k de[L \ R,(Z)], itéré indéfiniment parR^Çi),
donne naissance^ à partir d ' i m certain rang ^ à un cycle de [Z[R2(Z)]
composé de points de cycles d ) ordre ^ k de [Z [ R< (Z)].

11. Il reste à voir dans tous les cas que les conséquents d'un point
double a de [Z |R , (Z)J dans l'itération par Ba^Z) sont toujours des
points doubles de [Z |R, (Z)] de même nature que a, c'est-à-dire répul-
sifs, attractifs ou indifférents en même temps que a. Cela a été
démontré lorsque R^ (a) ̂  o. Supposons maintenant Ba(a) == o. On a
comme précédemment, Z étant voisin de a,

^ / (Z)=^R,[R, (Z)]=:R / JRâ(Z)] .R, (Z)=Ra[R, (Z)] .B4(Z) .

d'où suit
^[^(Z)] _R, [Bi (Z) ]

Ï.^(Z) ^ R , (Z)

Par hypothèse, R ^ ( a ) = o ; donc, si Z tend vers a, le deuxième
membre se présente sous la forme ^- Mais la règle de l'Hôpital prouve
que, si K^oc) 7^= o, le deuxième membre a même limite que

R ^ [ R t ( Z ) ] . R ^ ( Z )
- K,W '
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c'est-à^lireR, (a). Par conséquent;, R^[R..2(Z)"' | a toujours une l imi te
lorsque Z tend vers a et cette limite IV, [a^ ] est égale à .[IF, (a) ')2 . .

Si '[{^(a) = o, Rf(a) ̂  o, la l imi te de R, [l:L(Z)j serait h

• R,(^)^|X(^)]3, ...;
s' „<.,=„(.)=..., [™'L- «. (^L .̂
on aurait

R^(a , )= [^ (a )p .

Ceci prouve que si a est répulsif pour R,', ['R'^(a)]^> i, alors
[ ï\[ (a, )] ̂ > i et a^ est aussi répulsif pour R , ; de même si. a est
attractif ou indifférent pour R ^ , a, 'l'est aussi.

Tout point double [ Z [ R| (Z) j , àA'^ indéfiniment par R^, donne ncw"
sance à des points doubles' de R,; ^ ces points sont ̂  pour R/, de même
nature que le point initial.

Tout cycle d'ordre /-» de[Z(R, (Z) ' | , i téré par R^ donne naissance
à des cycles d'ordre ^p de [ Z ( R < ( Z ) ] et ces cycles sont pour ,\\\ de
même nature que le cycle ini t ia l .

Si tous les points doubles de R < sont à multiplicciteurs dùtincts et si
aucun d'eux n'annule, R.^ chacun d'eux sera,, d'après le 2°' du n0 9 , 'un
point double de R.^; e t , .dans tous les cas, la subst i tut ion fZ lRa( 'Z ) ' | ne
pourra ([M échanger entre eux des points doubles de | Z | R i ( Z ) | de
même mult ipl icateur, à moins qu 'en un de ces points doubles R^ s'an-
nule, auquel cas on vient de voir ci-dessus quelle est la correspon"
dance, entre les mult ipl icateurs des poin ts doubles qui" se correspon-
dront par [Z| R,(Z)J.

12. Étude des cycles répulsifs. — La transformation [ZIP^Z)"),
supposée, permutable à [Z[ R, (Z)], respecte les trois classes de cycles
ou points doubles d e - R ^ : cycles répulsifs,. cycles attractifs, cycles
indifférents. A cause de la réciprocité, il: en. est de même de R^ vis-à-vis
des cycles de Ra. Ceci a d'importantes conséquences.

Partons d 'un point d'un cycle répulsif de R ^ [c'est un point double
répulsif de R^j'et itéron's-le indéfiniment ^par R^ nous obtenons ^des
points doubles de R^ tous répulsifs et nous arrivons % un point d'un
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cycle de JL d'après le n° 10, c'est-à-dire à un point double de R^ pour
une certaine valeur de /. J/ existe donc un point double commun aux
deux substitutions per/nulaMes R^ et R.̂  et ce point double est répulsif
pour R^ ; donc il est aussi repu/si/'pour R^ (n0 7). Le cycle de IL, auquel
on aboutit en itérant indéfiniment par IL un cycle répulsif de Ri est un
cycle répulsif pour Rg.

13. L'ensemble des points des cycles répulsifs de R ^ ( Z ) a été
appelé E dans mon Mémoire sur l ' i térat ion des f rac t ions ' ra t ionne l les
(J. de Math ̂  t. VIII, 1918, p. 83). Son dérivé E' est un ensemble par-
fait qui joue un rôle très impor tan t dans l 'é tude, de l'itération de la
fract ion R, (Z) en d é l i m i t a n t les diverses régions de convergence de
cette itération. J 'appellerai ici E^ l 'ensemble des points des cycles
répulsifs de R ^ ( Z ) et En, l 'ensemble analogue pour R^Z). Les ensem-
b 1. e s d é r i v é s s e ro ri t re s p e c t i v e m e n t E^ ^ e t E^.

Par tan t d'un poin t de E^ et Fi lérant i n d é f i n i m e n t par IL; on obt ient
toujours des points de E^ <'t, l 'on arrive à. des. points formant cycle
dans R,2 et appar tenant à E^.. Tout point de E^ est donc Fautécédeut
d'ordre X par R , ^ d 'un certain po in t de E^,; or c'est une propriété
de E^,, dérivé de E(;^ de contenir E^ ainsi que tous les antécédents et
les conséquents par R^ des points <le E^ comme de E^. Tout point
de E^ appartient donc à E^.'Or tout point de E^ est l im i t e de points
de EI^ qui son t des points de E^. E;^ étant parfai t , tout point de E^
appar t ient à E^,. La réciproque est immédiate , car i l y a réciprocité
parfaite entre R i ( ' Z ) et. R^Z). Les deux ensembles parfaits E^et E^,
relatif à deux sid)sdtulions permutables ]\.'\. et Ha, sont donc toujours
identiques.

: : ' 1 {^. On pour ra i t se demander si. l 'ensemble E^ est identique à E^.
On va voir par un exemple que cela n'est pas toujours vrai . Considé-
rons en effet les deux subst i tu t ions suivantes :

1° R^Z) sera le polynôme qui exprime Z^=sin3.s en fonction
de Z === s ins ;

2° R. (Z) sera le polynôme • qui. exprime Z^ ==sin 5 •s1 , eu fonction1

de Z = sin^. , ! ! . -, ! ' • / 1 1 ^ , - ! 1 1 1 - 1 ' \ /
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La permutabili té est évidente, R,, [-1^(2)] et RJR,(Z)] sont iden-
tiques au polynôme qui exprime Zg == sin i S z en fonction de Z == sin^.

Un cycle d'ordre p de R^ s'obtient par Pune ou l'autre des deux
relations

2 k 7T

'3^='?'3^= -S » -+- SÂ'TT OU

3^ == -—• Z 4- 7T -4- 2Â'7T OU
2 À- 7T -1- 7T

3^+i

Un cycle d'ordre p de Ra s'obtient de même par

^ _ 2 À" 71 2 /(• 7T -h 7T

5^ -h 1. ' , ^—'gjrz
Avec

ou bien

^
on a

Z^=: sinS^, Z == sin^.,

^Z/, _ ,cos3^
"".-,,'- — o' '•—————^
dL cosz

2/i'Ttet, pour un point z == Tp—r' on a

^^3^.
^Z""-0 '

71-4- 2/fTr
pour^ ^ -sTqr-T-3 on a

^
cil •3 / \

Donc les cycles obtenus précédemment sont tous répulsifs.
Or prenons p == 2, on obtient pour R g le cycle suivant :

27: _ n
24 ^ ï 1 ^

5TC

12 ?
^3=

20 7T _11 7T

12 12 (mod 271), . . . ,

ce qui donne le cycle d'ordre 2 répulsif de Rg

Z== sin TT

1 2 '
%i= . 57Tsin—1 : i/a1

Considérons le point Z= sin ̂  dans Ri , il a pour conséquents
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par IL
ry . TT „ . 3-U . TT ,, . SîTZ = sin — î Zi == sui — == si il — -, ./.•> == sin -— î

; 12 î 2 4 " 4- '

r.r . Q7T . '71 ^ r,y . 3 71: „Z^== sm— = sin 7 == Zn . Z4=: s î i i —- =/.,.
4 4 4

En général,
^'l ^^/^2p-+-\. ^î Z^rr:/,^^»

Z == sin — n appartient donc pas à un cyc^e répulsif de R , , niais il est

antécédent par R',1 'du point Z^ -̂-= sin y qui forme avec sin1— un
cycle d'ordre 2 de R, .

Voici donc l 'exemple d'un point Z = sin^- qui, appartenant à E^,
ï '2

n'appartient pas à E]^, mais est bien V antécédent dans Vitéralion pcir R,
d'un point de E^. Ceci correspond bien au fait démont ré dans les
n^ 10, 1.1, 12, rappelé au n° 13, que tout point de E^ indéf in iment
itéré par R.^ conduit toujours à un point de E^. . :

15. Remarquons ici que l 'étude faite aux n08 9-1.3 prouve, s inon que
les subst i tut ions R.i et Ra, supposées permutables, ont un point double
répulsif commun, du moins que deux puissances convenables R^-
et R/^ de ces substi tutions en ont toujours., an, c'est-à-dire que R, et IL
ont toujours en commun des points appartenant à des cycles répulsifs
pour R,, et R.^. On voit ainsi que, des.deux hypothèses.faites au Chapitre
précédent sur R^ et IL, la seconde, celle de l 'existence d'un point
double répulsif commun, ne restreint pas sensiblement la général i té
de la première (permutabilité) en remplaçant au besoin R ^ et Ra par
deux puissances convenables R^ et R^ qui. sont aussi permutables.
Il nous arrivera par la suite; pour établir certaines propriétés de R < et IL
qui se conservent lorsc/u on remplace R^ et R^ pcir deux puissances quel-
conques R.^ et R^, de supposer a priori que R/e t IL ontun point double
répulsif commun et de considérer la ' fonc t ion rnéromorphe G ( s ) qui
satisfait aux deux théorèmes de multiplication correspondants; la
généralité de la démonstration ne sera pas atteinte par . l'hypothèse
particulière ci-dessus.

Ann. Kc, A^w., (3) , XXXIX. — MAI 1922. ^
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, II sera utile pour la suite de résumer ce qui précède en/disant :
Tout point de E^ a un certain conséquent par Rg dans E^ et. tous

les conséquents su ivan t s , qui sont, en. nombre fini,, j sont 'auss i . -De
même, tout. point de E^ a un certain conséquent par R.i dans'E^.

Tout point de Eg^ : ou bien appart ient à Ep.^ ou bien est un anté-
cédent [par R^"] d'un po in t de E^. Même remarque pour E^.

.11 y aurait, là-plusieurs questions à préciser : i° sur les points com-
muns à E^ et Ep,.; 2° pour savoir s'il suffit d'une même substitution
R^X^o) appliquée à tout l 'ensemble Ej^ pour n'obtenir que des
points de E^ etc. Ces questions sont secondaires'1 pour le bu t que
nous nous proposons. Aussi nous les laissons provisoirement de côté.

16. Étude 'des cycles attractifs. — Par tant d'un point a qui est point
double attractif de R ^ , a==R, , (a ) , j R^(a ) [ <; i , et Fitérant indéf in i -
ment par R^ on obtient des points IL(a), R^a), -... qui sont tous
points doubles, attractifs de R i . Comme ces points sont en nombre
fi n i , , on finira par trouver un cycle d e / p o i n t s Ri^ (a), R^'^^a), ...;,
R^^a) tous différents, mais tels cependant que R^o) == R^a);
ces j 'points formeront un cycle d'ordre j pour Ra. On va mon-
trer que ce ne peut être qu'un, cycle attractif pour R^ dès l ' instant que
tous les points dont il se compose sont des points doubles attractifs
de P.,. Considérons un des points Ri^'^a) appartenant au cycle
d'ordre y de Rg ; par exemple, a ^ = = R ^ ( a ) . C'est un point double
attractif pour R^ (Z) et un point double pour R^'(Z). Il faut montrer
que c'est un point double attractif de R^'. Or ce po in t étant attractif
pour R^ est, ainsi que je l'ai montré dans mon Mémoire du Journal
de Mathématiques (n03 19 et 28), isolé parmi .les points des cycles
de R, , c^est-à-dire que a/ est à une distance non nullede tout point de
l 'ensemble-parfa i tE^ relatif à R , , a^ est intérieur à l'une clés régions
en lesquelles E^ divise le plan, car en vertu d,e l 'existence- de a^
attractif pour R , , Ë^ n'est, niille part superficiel (</. de Math^ n0 19).
Or E^ etE^ sont identiques^ donc a^ étant situé à^istance ,non nulle
de E^ qui est l 'ensemble parfait caractéristique de Ra comme de R^,
ne peut être pour R!^ qu'unpoint attractif ou un centre, cette dernière
expression ayant été expliquée dans mon Mémoire du Journalde
Mathématiques (n0!!?).
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J'ai énoncé dans une Note des Comptes rendus (t. 168, 20 janv.1 iqi4,
p. 14.7) l'impossibilité pour une fraction rat ionnel le d'avoir de centres.
Mais je vais montrer ici directement l ' impossibilité polir a /d 'ê t re un
point double at tract if pour Ri et un centre pour "R^'si ces deux substi-
tut ions sont permutables. En effet, dans mon Mémoire du Journai de.
Mathématiques^ 1918, au n0 117, j'ai montré qu'un point double
de R(Z) ne pouvait être un centre que si la région du plan limitée
à l 'ensemble E^ qui correspond à R et contenant 0' ainsi que toutes
ses antécédentes n e , contenait aucun point critique des fonctions
R^'^Z) inverses des itérées de R(Z). Or, dans le. domaine, immédiat
de a/-, point double attractif de R^ (Z), i l y a certainement au moins un
point critique de R^^Z^on verra par la suite ( < ) que l'ensemble des
points critiques des R^'^Z) (7^== i , 2, ..., ce) est identique à l'en"
'semble des points critiques des R^^Z) (/== T , 2, . . .y oo ). Par consé-
quent, le domaine immédiat, de a; cont ient ici un poin t critique au
moins d 'une fonction 'R^^Z). a^ ne peut. dès lors (ïtre un centre
pour R^(Z). C'est donc un point, attractif pour R^CZ). On peut rai-
sonner autrement : a^, point attractif de R^ est point l imi te xles consé-
quents successifs par R( d'un point critique de R^CZ) , points 'qui
sont respectivement des points critiques de R^Z)., R^^Z), . . ^ ,
R^'^Z), .... Les points critiques <les R^CZ) étant identiques à ceux
des R^'^Z), o^- serait limite de points critiques des R^^Z), c'est-à-dire
que les conséquents successifs par R^ des points critiques de R^'ÇZ)
auraient o^ pour point l imite. Ceci est impossible pour un centre qui,
étant entouré de courbes analytiques qui PC conserveraient de façon
biunivoque parla transformation [ Z j R ^ ^ Z ) ) ne pourrait jamais être
point l imite des conséquents d'un point du plan.

17. Cycles indifférents. — II est donc acquis que l'itération indéfinie
par Ra (permutable à R ^ ) d'un point double attractif (ou d 'un cycle
attractif) de R, conduit à un cycle attractif de Ra. On en conclut que,
tout cycle indifférent de R^ (cycle dont le multiplicateur s est de la

, - p \
forme ^ == e^17^ p et q entiers premiers entre eux/5 itéré indéf iniment

(1) N° 2SO du présent Mémoire.
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par IL, condui ra ' encore à un cycle indifférent de Ra, car un cycle
indiffèrent de :R, a tous ses points dans E^, par conséquent dans E^
et tous ses conséquents pour IL seront dans E^, le cycle de R^ auquel
'on parviendra sera dans E^: ce ne pourra être qu'un cycle répulsif ou
indi f fèrent (car les cycles attractifs'et les centres sont extérieurs àE^)
et il ne peut être répulsif pour IL sans l'être pour R, ; .l'hypothèse

. é tant que te.cycle i n i t i a l est indifférent pour R^ tous les conséquents
appar t iennent à des cycles indifférents de R, : ce cycle auquel on
aboutit étant indi f fé rent pour R, le sera aussi pour R^

118. Notons le résultat essentiel des considérations précédentes.
R , ( Z ) ne peut avoir un poin t double ou un cycle attractif ou indif -
férent sans que R2(Z) ait aussi un cycle attractif ou indifférent com-
posé de points doubles at t ract i fs ou indifférents ou de points de cycles
attractifs ou ind i f fé ren ts de R, : en deux mots, si R ^ ( Z ) a un point
double ou un cycle attractif ou indifférent, R^^Z) et Rîf^Z), k et / étant
des entiers positifs convenables, auront un point double attractif ou
indifférent commun. Mais on sait qu'une subs t i tu t ion ra t ionne l le peut
n'avoir ni point double n i cycle a t t r ac t i f : c'est le cas de la substitution
qu'on obtient en exprimant Z^ ==^(2^), en fonct ion ra t ionnel le
de Z ==^(u), p ( u ) étant la fonction elliptique classique. L'hypothèse
actuelle peut donc, a priori, être considérée comme par t icu l iè re
(même remarque pour les cycles indi f férents) . Alors qu'au contraire
on sait que toute substitution rationnelle a une infinité de cycles répul-
sifs : on pouvait donc, sans hypothèse autre que la permutabil i té,
affirmer que R^(Z) et R^(Z) pour i e t / en t i e r s positifs convenables
ont toujours un po in t double répulsif commun.

Nous ferons plus loin l 'étude des solutions fondamentales des équa-
tions de Schrœder, etc., relatives à deux substi tut ions rationnelles
permutables ayant un point double commun attractif ou indiffèrent,
comme nous avons au Chapitre I étudié les fonct ions méromorphes
fondamentales relatives à un poinrt répulsif commun. Avant d'entre-
prendre cette étude nous a l lons étudier les points critiques des fonc-
tions algébriques'R^'^^Z) et R^^Z), fonctions inversés des itérées
successives de deux substitutions rationnelles permutables R^
erR^. ' 1-1 : ' : 1 '1 / , , ; 1., •' 1 . 1 ^ 1 1 • 1 1 . 1 1 1 1 •• , 11' •
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CHAPITRE III.
LES POINTS CRITIQUES 'DES FONCTIONS I N V E R S E S DES ITÉRÉES.

DE" DEUX 'FRACTIONS RA.TIONJN ELLES PERMUTABLES.

19. On a vu précédemment que si deux substitutions rationnelles
R^ et IL sont permutables, il existe deux puissances entières positives
R^0 et Rif de ces substi tutions, qui ont en commun un point double
répulsif.

Remarquons que les points critiques de la fonction R^^Z) inverse
de R^(Z) sont les points critiques de R^^Z) et leurs conséquents
d'ordre i, 2, ..., ( n — i ) ou bien, si l'on veut, ce sont les consé-
quents d'ordre i, 2, ..., n des points du plan où R ^ ( Z ) = = o .
L'ensemble des points critiques des R^^Z) (/ï == i, 2, ..., ce) se
compose donc de tous les conséquents successifs des points du plan
où B^(Z)==o . Mais considérons la fonc t ion R^Z), l 'ensemble des
points critiques des [R^Z)]^ se compose des points critiques

^de R^'^Z) et de leurs conséquents de tout ordre dans l'itération
par R^Z), on obtient ainsi :

ï° Les points critiques de R^^Z) et leurs conséquents par R,
jusqu'à l'ordre (/<• -- i);

2° Les conséquents successifs de tous les points du i° dans l'itéra-
tion par R^.

Il est clair qu'on obtient ainsi les points critiques de R^^Z) et
leurs conséquents de tout ordre par R ( .

Donc : F ensemble des points critiques des R^^Z) (n = ï , 2, ..., oc)
est identique à celui des points critiques des ^^^(Z) (7 = ï , 2, ..., oo) en
poscint^^= R^Z) quel que soit rentier positif fioce k.

Sans changer l 'ensemble des points critiques des

R^Z) ( /z==î , 2, . . . ,œ),

on peut remplacer R< (Z) par une itérée quelconque Rf5 = X < .
On fera de même pour IL, on la remplacera par R^ = ̂ 2.
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On est donc ramené au problème suivant : , •
e^ (Z) et Xa(Z) étant deux fractiôns'rationnelles permutables, ayant

un point double, répulsif commun o, y a-t-il une relation simple
entre les points critiques des ^"^(Z.)' (n •—: i, 2, .. .,• ce) et ceux
des c-C^CZ) (n ==. ï , 2, ..., œ).

20. La réponse est très simple : ^ensemble des points critiques
des ^~^(Z) (n == ï , 2, ..., co) est identique à celui des points critiques
des^Çï).
. 11 n'y a, pour s'en assurer, qu'à considérer la fonction méromorphe

fondamentale G(-s) relative au point double o. Elle satisfait aux deux
relations
(5) G(^^)= .RJG(^) ] ,
(6^ Q{s,z)=^[Q^Y\.

s^ et ^2 étant les multiplicateurs de <^ el ^.2 relatifs à o.
Considérons un point Z où ^i(Z) = o et qui ne soit pas une valeur

exceptionnelle de G ( z ) : les cas où G(s) a des valeurs exceptionnelles
sont connus et particuliers.

i° G(^) a deux valeurs exceptionnelles si <î?l, peut se ramener par
homographie à la forme Z< ^Z^' (k entier positif). Mais alors G (2.) se
réduit à la fonct ion exponentielle. D'ailleurs le problème de la permu-
tabilité est ici résolu très simplement (1). Les seules fractions per-

( 1 ) I. Cherchons les fractions permutables à Zi ^Z^ (/c§'2) (si /c'^i, touLe fraction
est satisfaisante).

1° Si la fraction est holomorphe à rorigine, nous la développerons en série entière
•en Z, ! ! ' ^ ^ ; ! , . . ' ' ! 1 1 . ! : ! ! 1 1 '•11, / : ^ ! -

_ 1 1 . ^ , RaC^) == ao-î-OiZ-4-^X2-^. . . ! ! 1 , 1 1 , , : 1 1 1 1 . 1 • ^1, .,
et l'on devra avoir

- 1 1 1 ! 1 , ,1 : 1 1 1- . ' . - 1 ^(^k)=^W}^ 1 ^ ! , ! ' 1 - 1 ' ' ;, 1 -
/ ! '1 1 . ao-h ^lZ/l-'4-lâ:2Z2A•-4-... s= [^-f- a^L •+- a^-+-...?. , 1 , 1 ' , ^ ! .

Si ^07^ o, il faut ûo= ^.Égalant les termes en Z, . . . , Z^-1, on a ^1 == o, puis
^ 2 = û / . . . e f c R % d o i t s o r é d u i r e à ^ o t e l q u e ^ 4 w l : : = = ï •

S i R i ( Z ) ^a^Z^.4-.,. (^^o), on aura 1 '1 1 ', .1.11:: 1 1 1 1 /1:':. ", 11'1,, : ' . - , ' . 1 / 1. 1 .1 ;",
1.:11'1;' ^ 1 , 1 1 1 , 1 1 , , 1 , ^ : 1 \ , ,Râ(Z) l ' := ;=Z /^[^^a^t l.Z I I-^-...].;: 11 1 ' - 1 . -•., , 1 1 \
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mutables à 7^ sont du type AZ^A constante convenable et / entier
quelconque).

2° G(^) a une valeur exceptionnelle/1 si cR., peut se ramener par
homographie à un polynôme (1). Dans ce cas G (-s) devient une

et
Z^[^-4- a/,+i7/--+...] == Z^[^-+- an^L +.. .p

donnera encore'a^"'1 == ï et tous les coefficients suivants == o.
Si la fraction Ra est bolomorphe à l'origine, elle se réduit à AZ", // entier arbitraire

positif et A7'-1 = i .

-À0 Si la fraction admet o pour pôle d'ordre n, on aura

^z^^,'
PS hoinmorphe à l'origine

, Pg == OQ -+- ai Z 4-... ( ̂ o ?'ï o ;.

La t'ondition de permutabiîité est

î P-l-^ „„ p,(z.)-lP.,z,l..

Donc, d'après ï0,
R 2 ( Z ) = A Z ^ , A/tl-l= ï.

Les seitles fractions permutables à Zi == Z71' (kï %) sont les fractions banales Za = AZ^^,
X entier positif arbitraire A71-1 == ï.

II. Si /• < o, />' ==— //, Zi == ^T;; alors l'itérée Z^ == Z71'2 devra être permutable aux
1,4 k ^ ^

fractions chercilôes. On est rame-ié au cas précédent, où l'exposant est positif; on
retrouve

' Zg^ Ra(Z) === AZ^ avec A^^x. • ' ^ ., , , , • •

(r) Montrons que si ^Ri est un polynôme, Xa, permutable à ^Hi , est nécessairement un
polynôme, sauf le cas banal étudié dans la noie ï (I).

Soit ai les pôles dist incts de <^a (à distance finie), rensemble des antécédents de rinfini
par toutes les branchôs de ^l^f1^ se réduit au pointa l 'infini, et rensemble des antécédents
(à distance finie) de ce.s points par toutes les branches de "̂"̂  se compose des a^ Cela veut
dire que l'ensemble des antécédents de l'infini par toutes le.^ branches de j^R.i [I^Z)]^"^ se
compose des a/:. Cet ensemble doit être identique à Fensemble des antécédents de l ' infini
par toutes les branches de [^aI^itZ),].]^"0 qu'on obtient en prenant d'abord tous les
antécédents de r infmi par ^FUr0, ce qui donne le-» a/, puis (ous les antécédents des a/
par Jlï '^CZ). Les antécédents des a/ par toiltes les branches de ^li"''5^^)^0^'^1
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fonction entière et l'on choisira pour Z une valeur distincte de celle
qui annule c^(Z), <^(Z), ..., ^"^(Z) (si Jl est d'ordre d ) tout en
satisfaisant à Z == c^ (Z), car cette valeur sera envoyée à l ' infini par la
transformation qui change c^ en un polynôme et constitue, par consé-
quent, une valeur exceptionnelle de G(^).

Donc, hors ces deux cas, Z n'est pas valeur exceptionnelle de G(-s).
Soit z une racine de Z == G(s), on a, au point .̂  z,

^G /(.^)=^[G(^)]G /(.3)=^(Z)G /(^).

Donc G^is) == o et, par conséquent, Z< == G (.̂  z) est un point cri-
tique algébrique de l'inverse de G(z) que je désigne par z === r(Z).

redonner les ai. Or, deux <2/ disLincts ont toujours des antécédents distincts. Donc les
antécédents des a / p a r les ^-^(Z) sont en nombre supérieur ou égal au nombre
des ai et ils ne peuvent être identiques aux 0.1 que s'ils sont en nombre é^al, et pour cela
il faut que chaque a/ ait tous ses antécédents, par toutes les branches de ( ' ÏVf^fZ)
confondus en un seul point. Or, la fonction inverse d'un polynôme I^Vf^ fZ) ] no peut
avoir toutes ses branches égales qu'en un point au plus à distance finie du plan. Et si ce
point est ^ et si toutes les ^.^^(^i) sont égales à a, on doit avoir

^(a)=^ ^(a)=o, ^Ï(a)==o, ..., r^^[A^Z)]1 =o,

di étant le degré de Xi, toutes les dérivées jusqu'à l ' o rd re (d i—-1) de <fR-i doivent être
nulles au point a. Xi est alors de la forme

• • , ^ . ,» , . •
. . ! Zi ^li(Z)=ai,4-Â(Z—<2yS

A étant une constante arbitraire.
^2 ne peut avoir crautre pôle à distance finie que a^ encore faut-il que les anté-

cédents a àQcii par^Vfi î soient confondus avec a^ c^st-à-dire que a = ai. Alors ^.i
est de la forme

, ^ , Zï-~-^= A f Z — a ) ^ , „

et en amenant l'origine au poin t a, ,Xi ,se, ramène à la forme canonique

^ • , ^ ^ 1 1 : , 1 1 ^ , 1 1 Z i==Z^ 1 (^>o). " 1 1 , - 1 . - ^ 1 , ^ , ; 1 1

Donc, saaf pour les polynômes A, qui se ramènent à Zi = Z^' par homographie,,
lesquels sont penriutabtes à toute fraction

, 1 1 1 1 : ^ - ' ^ ^^ . 1 1 _ : . ^ ' ^ s ^ A Z ^ 1 , , . (X '^ r ,^ , 1 . . . , 1^) , . . 1 1 1 ' ' ; 1 , 1 ^ ! !

H est impossible que ̂  permutable à ̂ , ait des pôles a dislance finie, ̂  e^t donc
nécessairement un polynôme,
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Mais
• Z i==G(^5)=^,[G(^)]=^,(Z)

esfc un p o i n t critique de AT^Z) et tout point cri t ique de ^(Z) est
conséquent d'un point Z où ̂  (Z) ==: o.

On voit donc que, à [ont point critique Z, de <^1 (Z) correspond une
valeur ^ telle que

G(^)^=Z^ G^O^o,

Zi est un point c r i t i que algébrique pour une branche de F(Z ) fonct ion
inverse de G (s).

Réciproquement, soit Z< un point critique algébrique d'une branche
de r(-s), il existe donc un point ^ du plan s tel que Z< == G(-^) et tel
que ("/(s, ) == G. A cause de

^G^.o-^i'G^yiGY^),
L v ^ i / J V ^ i /

on voit que : i° ou bien -11 annule G^s); 2° ou bien Z = = = G ( ^ 1 1 )
animie ^(Z).

Si c'est la première éventualité qui se produi t on recommencera
pour ^ le ra isonnement fait pour s, et l'on finira par arriver às t
un ^qui n'annule plus G'Çs), et pour ^ c'est l 'éventualité '1° qui se
produit .

Si cette deuxième éventualité se produit pour n=i, Z^Ci^1 1)' \ "^i /
a n n u l e ^(Z).

On voi t donc que l'antécédent Z de Z, dans l ' itération Z, ==^11 (Z)
a n n u l a n t ^l^Z), Zi sera un point critique de ^'^(Z).

Si, . ' ,
• G /(^)=G /(^)=;..=G /(^)=o avec G^)

V^ i / v^i / Vi // ,
on verra, par le même raisonnement, que 'L^ est point critique
^^(Z)^).

( 1 ) D'une façon précise, îes points critiques de S\"[^ (Z) correspoiidenL aux Zi = = = G ( s i ) ,
pour lesquels G^^o-o, G'i^y^o.

\ ̂ i /
Les points cnliques de Xl""7/)(Z), qui ne sont critiques pour aucune des ^"^•(Z) (À- ̂ < n),

^/in. £c. ^orw., (3), XXXIX. — MAI 19-22. . , 20
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II y a donc identité entre l'ensemble des points critiques des (^^(Z)
Çn == i, 2, ..., ce) et F ensemble des points du plan Z qui sont CRITIQUES
ALGÉBRIQUES pour une branche au moins de la fonction z = r(Z) inverse
deZ=G(.s). "

II est dès lors évident, G(z) vérifiant à la fois les deux relations
(;)) et (6), que l'ensemble des points critiques des

^(Z) (/Z==I ,2 , . . . ,00)

est identique à celui des points critiques des

c^(Z) ( /C=: I ,^ . . . ,00) .

21. La propriété précédente se vérifie sur les exemples simples de
fractions permutables :

i° Considérons les deux fractions qui.. expriment Z, == s in3^
et Z.. == s in5^ eh fonction de Z = sins.

Les itérées d'ordre n expriment Z^sinS7^ et Z^^sinS^ en
fonction de Z = sin^. /

Les zéros de ̂ R == ̂ nc^1 s'obtiennent par 3^o = kr. + 7r. '

corresponden l aux ïn = G (, s,, ), pou r lesq uels .

G,,,.)=o, C,^),., ..., G.(^),o, ^(|3)^..

H faut, noier que, de, toute racine ̂  de G'(^) = o pour laquelle G ' ( 2 1 ' } ̂  o et à laquelle

correspond Z i = = = G ( : 5 i ) point cr i t ique algébrique de HZ) et de ^Vf^Z), part une
série de nombres si.^, z^, ..., tous racines de G^s) == o à cause de

G'^O^R^G^OIG^O

(pourvu, toutefois, qu 'aucun de ces points ^4 ne donne pour G une valeur qui soit
pôle de R i , efc, par conséquent, de IVQ. Toutes les valeurs Z/.-n-= Gfsi^} sont les
conséquents successifs de Z^ == G(^) dans ritération par Ri (Z). Elles constituent,
comme on sait, les points critiques respectife de ^-^(Z), â^CZ), ..., ^ - ^ + i ) f % /
U étant point critique pour ^-A)(Z) et tou les les ^^^^Z) pour /l^ mais ne rétant
point ^Rïrj<:k. N'oublions pas, qu^mcune des valeurs de Z/, ne doit être pôle d o ^ i ,
ce qu'on obtiendra en faisant une transformation horno^raphique du plan de la variable 7
qui rejette à Finf ini un point distinct de tous les conséquents des points critiques
de ciR-j" (Z),



MEMOIRE SUR. LA PERMOTABÏLITÉ DES FRACTIONS KATIOINNELLES» l55

On a
^4-Ï

Zo == sin —^——
pour la première et

k-K 4- -
Z'^sin-^——

pour la deuxième.
Les points critiques de Z^^] sont alors

/ ^\
sin'S^o^ sin(7c7r -+- - ==±: i

\ 2/ ,
e t ceuxdeZ[Z^ 5 ] sont

sinS"^^: sin(Â"7i: + - ) == ±: i.

Les 7^^ et les Z^ on t les mêmes points critiques.

2° II est clair, si R(Z) es t .une fraction rationnelle quelconque, que
son. itérée R/c== R^Z), quel que soit l 'entier posit if^, lu i est permu-
table.

On a vu précédemment (n° 19), que les R^'^Z) {n == i, 2, ..., co)
ont, dans leur ensemble, les mêmes points critiques que

[{^(Z) ( l = J ^ a, . . . ,co),

et ceci corrobore bien le théorème général.

22. On pourrait se poser la question suivante : R i et R^ étant deux
fractions permutables, l'ensemble des zéros des dérivées

cm^ ciw^ , ,——— et ——— (n=i, 2, ..., co)
aZ dL

des itérées de R i et R a est-il le même? Cet ensemble, pour R^ par
exemple, comprend les zéros de €-—-^—}1 et tous leurs antécédents
successifs dans l'itération par R,. Si l'on prend R^ == R^, les zéros
c-le d^ sont/les zéros de relieurs .antécédents d'ordre 1,2, ...,(1— î);

dL a^
les antécédents de ces points dans l'itération par 'R[ ") seront donc tous
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les zéros de €mL et tous leurs antécédents successifs dans l'itération^ cïL
par R i . Donc, dans ce cas particulier, les dérivées des itérées de R ^
et IL auraient dans leur ensemble les mêmes zéros. Mais un exemple
simple prouve que ce phénomène nest pas général à tous les couples
de fonctions rationnelles permutables.

Prenons
Z == sin^,
Zi==Ri(Z).r-:sin3.,;

et
Z == sins, ^ -
Z2=== Ra(Z) ~=- sin5 s;

alors
/•/RW ^{\Q. ̂ n i- rîïï^^ pr\v. v\n' '-

• <2ixl ^ ̂ ^C0 5 0 -' ^^ ai t2 ^ ̂  cobj ^ ^
ûfZ coss " ' <^Z 1 1 ^cos-s

La première équation donne 3" s == kr: + ^ et les zéros Z des ——
sont les points

, 7T
A-7T + -

Z=:sin———^.ï '1

/ y p f / 2 )
Les zéros des —— sont les

dL
. 'K
fCTt + -

Z /==si^—g——.

Ces deux espèces de points sont essent iel lement distinctes.
D'ailleurs, la considération des deux relations

G(^)==Ri[G(,s)],
G(^)=R2[G(^)]

fîW^prouve que les zéros de —— sont les valeurs de

-\ 1 1 1 1 1 1 , ; 1 , 1 ^ 1 1 Z=G(^), 1 [G^zy^o]^ - ^ \ ^ 1 1 1 [

auxquelles correspondent des "z tels que G'Çzs^y^o. Pour avoir
ces s, il suffira de considérer tons les z,^ zéros de G'^) pour
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lesquels G i - ^ ^ ^ o ^ les z cherchés seront tous les -i (n == T , 2,. . . , se)
vi/ ^i

^Di/?) /'-.3-\
et les zéros de —— seront les points G( ̂  ) (i, n variables).

• En prenant, par exemple, le zéro Zy de G'C's) le plus zmsin de
Forigine^ ni ^ ni ^ ne seront zéros de Gr'(s), et, par conséquent,

^i ^a

( "" \ / " \ c^R^^ dR^"les G :^) et GC1!) seront respectivement des zéros de—— et —7^;

s^ et .y^ étant distincts, les deux suites ̂  et -̂ - (n == ï , 2, . . . , ce) ne sont
sï s2

pas identiques.
" (^R^^ (^R^^Donc, les ensembles de z'éros de —— et —— (n == i, 2,..., x>) ne sont

pas\ en générale identiques.

22 bis. On peut préciser ce qui précède. Soit Zo un zéro de R^(Z).
A cause de

R,fR,(Z)1==R,[R,(Z)] ,
à'où ' ' • ,

R ^ R , ( Z ) ] R 4 ( Z ) = R , [ R , ( Z ) ] R / , ( Z ) .

On voit que R^ (Zo) ====' o entraîne

R,(Zo)=o
ou bien

R /JR,(Zo)]==o.

Ou bien Zo annulera aussi B,(Z), ou bien Rs(Zo) annulera R^(Z).
Continuons le même raisonnement : ou bien BaCZo) annulera Ra(Z),

ou bien Ri^Zo) annulera encore R; (Z).
En continuant ainsi, on voit que l'on n'a que deux hypothèses à

choisir : i° ou bien un conséquent R^(Zo) annule R,(Z); 2° ou bien
tous les conséquents R^ÇZo) (^==1, 2, ..., co) annulent R'/Z).

Or R^ (Z) n'a qu'un nombre fini de zéros $ 2(W, — i), d, degré de R,.
Il faudra donc qu'il existe un indice i et un indice/

, , [^2(^-1), ,/5a(^-0] • • - • ; '
1 tels que

R^Zo)^^^)

,le;s points, R^Zo), R^-^Zo),. .. /R^-^CZ,) (et.toas les conséquents
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suivants) formant un cycle d'ordre y de Ra, uniquement composé de
zéros de R[ qui n 'annulent pas R^.

^0 1 (IIV'^'^
Donô : 1° ou1 bien Zn, zéro de — annule ——— [car c^est cela

dL aZ 1-
qu'exprime le fait que R^(Zo) annule R^Z)] ; 2° ou bien Zo, dans
l'itération par IL, donne naissance à un cycle de R^ dont tous les
points sont zéros de B^, mais non zéros de R',.

Ce qifon vient de dire d/un zéro 'de R^, on peut le dire d'un zéro
^D(A)

quelconque de ——-? quel que soit l'entier positif k, car Ra est permu-

table à R^. Tout zéro d'une dérivée -— ou bien annule une
ci/^

dW^ - 'dérivée •—y^-? ou bien donne naissance, dans l'itération par Ra, à un
cycle de R^ dont tous les points, n'annulant aucune

dR^
——j^- (/2=!, -2, ..., 00),

/'
1̂3 ( / f )

sont tous des zéros de la dérivée —- considérée.dL
Les points de l'ensemble des zéros de —— (n === ï , 2, ..., w) (jui

n'appartiennent pas à V ensemble des zéros des c~— Çn == i, 2, ..., ce)
sont ou bien des points appartenant à des cycles de R^ ou bien des anté-
cédents Çdans l'itération par Rg) de cycles de R^.

CHAPITRE IV.
RETOUR SUR L'ÉTUDE DES CYCLES DE •DEUX SUBSTITUTIONS PERMUTABLES.

ÉTUDE PLUS PRÉCISE DES CYCLES ATTRACTIFS.

23. Partant d'un point a qui était point double de [ZIR^Z)], ou
qui faisait partie d^un cycle de [Z(R,(Z)] , et l ' i térant indéfiniroent
par [Z|Ra(Z)j , on n'a obtenu qu 'un nombre limité de points, tous
points doubles ou points de cycles de [Z | R, (Z)"|, pour aboutir finale-
ment à un cycle de [Z[R,(Z)j. Tout point d'un cycle de R, est antécé-
dente dans l'itération par Ra, d'un cycle de R^

Est-il toujours conséquent d'un cycle de IV? La question est impor-
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tante, parce que tout point conséquent d'un cycle de R^, dans l'itéra-
tion par R^ fait lui-même partie du cycle de IL considéré. Si. elle
était résolue par l 'affirmative, tout point faisant partie d'un cycle

. de R, ferait partie d'un cycle de IL e t , r éc ip roquement . Or, nous avons
donné l 'exemple (n 0 14) d'un couple de substi tutions permutables où
un point d'un cycle de Ra n 'appartenait à aucun cycle de R^ tout en
étant cependant antécédent, dans l ' itération par R, , d'un cycle de R,.
La questipïi n'est donc pas toufours résolue par F affirmative. Il est
cependant remarquable qu'elle se résolve par l 'affirmative pour le.s
points faisant partie de cycles attractifs ou i n d i f f é r e n t s de R ^ , en sorte
qu'on a le théorème suivant :

L'ensemble des points (en nombre fini) composant les cycles attractifs
(ou indifférents) (F une substitution R( (Z) rationnelle est le même que
pour toute substitution rationnelle ̂ (Ï) permutable a R^ (Z).

Tout repoâe sur le fait que Fensemble considéré ne compte qu'un
nombre f i n i de points . J'ai montré, dans mon Mémoire du Journal de
Mathématiques, n° 34, que le nombre des cycles attractifs ou indiffé-
rents est f in i , et dans u n e Note des Comptes rendus^ citée plus haut,
qu'il n^y a pas de centres.

Le nombre des points qu'ils comptent est alors f in i Çvoir aussi
FATOU, Bulletin Soc. math. de France^ t. XLVIÎÏ, p. 66-69).

24. Partons d'un point double a de [Z |R, (Z) j et prenons tous ses
antécédents dans ri tération par [Z |R2(Z)J : ce sont des points/en
nombre d^ (degré de Ra) au plus, qu'on peut désigner par Ri^^a).
Appliquons à tous ces points la transformation [Z |R i (Z)J , on obtient
un ensemble de points R, fRg'1^^)]» ^t si à ces points R, [K^^C^)] 'on

applique [Z|R2(Z)'|, on obtient

R,[Rl[R,-n(a)]]==R,[R2[R3- l )(a)]]=R,(a)=a,

à cause de la permutabi l i té de R, et R^ et du fait que a est point
double de |Z(1L(Z)]. Les points R^^aJ soumis à [ Z [ R ^ ( Z ) j , puis

JA [Z |R2(Z)] , donnen t a, cela prouve que les points ^[Ra1 5^)]
appartiennent au groupe des R^^a). Partant d'un point cc^ du groupe
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des R^^oc), et lui appliquant successivement la substi tut ion R, et
toutes ses puissances, on n'obtiendra qu'un • nombre limité (5^) de
points tous compris parmi les R.^^a); il existera donc deux nombres
ï e t / te ls que o^<, z+y^/r îo , pour lesquels

<ii
R/'^^R^a-n).

Les points R^a-,), R^a..), ..., R^-"(a_,), tous antécédents
d'ordre i de a par [Z | R^'^Z)], forment un cycle de R,.

Parmi les antécédents d'ordre i rie tout point double de [Z|H,fZ)"L
antécédents pris avec toutes les branches de fZIB^'^Z)] (IL permu-
table à R, ) figure un cycle d'ordre 5rf, de [Z | R, (Z)] (d, degré de R^).

Rapprochant le résultat actuel d'un résultat obtenu précédem-
ment (n° 9), on voit que tout point double de [Z |R. (Z)1 a parmi ses
antécédents d'ordre i dans l'itération par Ra(Z) un cycle de [Z | R, (Z)]
et pour conséquents de tout ordre, dam l'itération par R,,(Z) d^s pointv
doubles de [Z|R,(Z)]. ^ /. / • •

Le même raisonnement peut se l'aire sur les antécédents d'ordre 2
de a pris avec toutes les branches de 'K,'-\Z), en nombre ̂  au plus.

On verra que ces points R^'(a) sont transformés par fZ|R,('X)'(
en tout ou partie d'eux-mêmes, on en conclut, comme plus haut. au'il
existe un cycle de [Z[R,(Z)] d'ordre ̂  parmi les antécédents
d ordre 2 de a.

25. Mais il importe de préciser davantage :
Reprenons les R^'COC). A moins que a ne fasse partie d'an cycle

de [Z|Ra(a)l ils sont tous distincts de a. Si un point R,fR,-"<a)1
était identique à a, c'est-à-dire si . ' 2

RitRir1'^);]^;
on aurait

R 2 [ R , [ R , ' ( a ) ] ] = K , ( a ) ,

et, à cause de la permutabi l i té

Hi[Rs[.R,->(a)]]==H,(a).
Or

. RspV^a)]^.
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II viendrait donc
l-Ma)=iL(a),

et, comme R, (a) == a, on aurait

a ==1:L (a).

Donc les Ri [ 'R^'Ca1)") sont tous distincts de a, à moins que a ne soit
point double de [Z|R,(Z)j. Le cycle R^ER^'Y^)] , R^TH^T^L -•»
R^'1'7"'^) R^1^^)]» considéré plus haut^ est formé de points distincts de a,
•s'ï Von suppose a non point double de [Z | R^ (Z) |.

Toujours 'dans la même hypothèse, les R^^a) seront distincts
des R^^a) et de a, car si un point RiT^Ca) était aussi un R^11^), en
l u i appliquant d'abord [ZIR^Z)] on tomberait sur a [puisque c'est
un R^^a)'), et en lui appl iquant ensuite [Z [R^Z}], on aurait encore a
[puisque c'est u n R^^a)]; on aurai t donc a ̂  R.2(a), ^ serait point
doub le de [Z IL(Z)"j, ce qu'on ne suppose pas. On verra alors que,
parmi, les R.^C'a) tous distincts des R^11'^) et de a figure un cycle
de [ Z | R i ( Z ) | d'ordre ^^, et ce cycle est év idemment distinct du
cycle de [Z R^ (Z)] précédemment relevé parmi les R^Ya).

Donc, en continuant ainsi, et à condition que Von suppose a non
point double de [ Z [ Rg (Z)] et n appartenant à aucun cycle de [Z | R^ (Z)],
on voit que l'on trouve parmi les antécédents de a, de chaque ordre n,
pris avec toutes tes branches de Ri^^Z), c'est-à-dire parmi les R^'^)?
un cycle de [Z]R, (Z) ] d'ordre^/

Tous ces cycles sont différents et n'ont deujc à deux aucun point
commun. On dédui t d'ailleurs, du n° il, que /ces cycles sont tous pour
IZ |R^(Z) ' | de même nature que le point a ; car en considérant, par
exemple, u n point 0 du cycle d'ordre "^rf, qui figure parmi
les R^Y^ ^ ^a point double de R^ et.a == R^(0) sera point
double de R, et de R1^ le n0 1.1 prouve que pour R^ les deux points
doubles 0 et a = = R ^ O ) seront de même espèce et même, d'après
le n° 9, si R^CO)^.), A et a auraient , dans [Z R^(Z)"|, même
mult ipl icateur"^ = [KiW? C ) ' ^essentiel est que tous les cycles

( î ) Si R a ^ o aux point-s du cycle clé [ Z ] R i ( Z ) ] , d'ordre À qui fîgure parmi
les RIr1^^ le cyele en question aura pour multiplicateur WiW]1' Ceci suppose a
non critique pour H 2" l)(^) •

^ /</^.•A'c.A7o/w.,(3) ,X.XXIX..-JuINI9a3. , • 2 Î
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obtenus précédemment soient pour [ Z | R ^ ( Z ) ] de même nature que le
point double a de [Z | K, (Z)j consrdéré.

26. Si a est répulsif, le résultai précédent ne contredi t aucun, des
résultats que l'étude de l 'itération de la Traction ra t ionnel le [Z[ R^ (Z)j
peut fournir. On sait qu'il y a, pour toute fraction ra t ionnel le R^ une
inimité de cycles répulsifs distincts formant l 'ensemble que j'ai.
appelé EI^, dont le dérivé E^ parfait a joué un si grand rôle dans l'ité-
ration de Ri.

Au contraire, si a est attractif ou indi f fé ren t pour [ Z [ R ^ ( Z ) ] ,
c'est-à-dire si. | ï^(a)|5i, l'hypothèse que a ne soit pas point double
ou poin t d'un cycle de, [ZIR^Z) ] conduit à une contradiction. Car
parmi les R'^Ca) (n == i, 2, . . . , ce) existeraient une infinité de cycles
distincts de [Z[R^(Z)] , tous attractifs ou tous indifférents. Or il est
connu que le nombre des points doubles ou cycles attractifs ou indif-

férents est fini (?;ozr n° 23).
Donc tout point double de [Z | R, (Z)] attractif ou indifférent est aussi

point double de [Z|R^(Z)j et de même nature que pour R,, c'est-à-dire
attractif ou indifférent (voir n0316 et il) pour une valeur entière positive
convenable de À.

!, Tout point double de [Z[Rf(Z")] attractif ou indifférent sera aussi
point double de [Z[R^(Z) j pour / e n t i e r convenable dès que k ..est
donné, puisque R^ est permutable à toute puissance R^CZ) de la
substitution [ZjR^Z)]. ... ' ' .

CONCLUSION. —L'ensemble des points du plan en nombre fini qui consti-
tuent les points doubles et les cycles attractifs de [Z [ ï{, (Z)] est identique
al'ensemble analogue pour toute substitution rationnelle [Z | R.,(Z)] per-
mutable àla sul)stùution rationnelle considérée.

L'ensemble des points du plan en nombre fini qui constituent les
points doubles et les cycles indifférents de [Z[R,(Z)] est identique à
l'ensemble analogue pour toute substitution rationnelle permutable à la
substitution considérée.

L'exactitude de cette proposition, se vérifie sur les exemples clas-
siques

; ! ! , . ' ( Z == sîn.5, . ï ] ' 1 1 . Z ==:sin^, / , . 1 , : 1 , , , ! 1

(Z i==s in3^ , ' 1 Zi==sin:5^,
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où un seul point double attractif, le point Z == co ;

2,=R'^(^, Z,=R^(Z),

R^Z) itérée quelconque de Ri(Z) , deux itérées quelconques d'une
même substitution sont permutables et ont les mêmes points doubles
ou cycles attractifs (ou indifférents) que la substitution originelle. ,

27. En définitive, on vient de reconnaître, dans les Chapitres II,
III et IV, que deux substi tutions rationnelles permutables [Z |R, (Z) |
et [Z Ra(Z)] présentent les caractères suivants :

i° Leurs itérées R^ et R^ ( A , / = = i , 2, . . . , co) admettent des
fonctions inverses qui, dans leur ensemble, ont les mêmes points
critiques ;

2° Les cycles attractifs et les indifférents sont les mêmes pour
R, et R, ; ! - ! :

3° Les ensembles parfaits E^ et E^ sont les mêmes pour R^ et Ra.

Ces trois propriétés prouvent que V itération de R^ et de IL présente
les mêmes circonstances essentielles. Les régions de convergence du plein
sont les mêmes, à cause de l'identité de E^ et de E;^. Dans la distribu-
tion des fonctions limites pour les deux suites

et
R i ( Z ) , IV'rW, . . . , R^(Z),

R,(Z), R^Z), • " • . Rr(Z),

les cycles attractifs de Ri et Ra jouent un rôle prépondérant que j'ai
étudié dans mon Mémoire du Journal de Mathématiques (n05 27 et suiv.)
et ce sont les mêmes pour les deux fractions.

Enfin la distribution des points critiques des

! ^ R^(Z) ! (^=ï,2,.. . ,00) ! ! ! . f

a dominé tout le problème de l'itération de [Z |R^(Z) j , comme on peut
le voir dans le Mémoire ci-dessus : Resterait à chercher si l'itération
de R, et celle de Ra conduit toujours à des constantes ou fonctions
limites identiques, en dehors des cycles attractifs ou indifférents.
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CHAPITRE V.
ÉTUDE DES SOLUTIONS FONDAMENTALES DES ÉQUATIONS DE SCHROEDER,

D'ABEL, . . . KELATIVES A UN POINT DOUBLE ATTRACTIF ( OU INDIFFÉRENT)

COMMUN A DEUX SUBSTITUTIONS PERMUTABLES.

28. On va établir ici des propriétés analogues à celles qu'on a
établies au Chapitre,!..

Si a est un point double at t ract i f de [Z [1^(Z)] ], i l l'est aussi
pour [Z [R^Z)] ] (A ent ie r positif convenable). Pour ce qui va suivre,
on peut, sans restreindre la généralité, supposer k = i. Deux cas sont
à distinguer : ou bien le mul t ip l ica teur s^ = R^(oc) n'est pas nul, on
bieh il est nul .

• 29. Supposons d'abord .yi == R\ (a) ̂  o, a 'est alors in té r ieur à, un
domaine d)a du plan Z, d 'un seul tenant , dont la f ron t iè re est tout ou
partie de l'ensemble parfait EI^; Oa s^appelle « domaine immédia t de
convergence vers a », parce que tout point intérieur à (Da a "des consé-
quents qui t e n d e n t régul iè rement vers a (voir J . de Maih^ ï()i8,
p. i25, n0^? et suiv.). On peat toujours supposer que le po in t à l'in-
fini n'est pas in té r ieur à (0^, par exemple en envoyant à l ' i n f i n i dans le
plan Z de l ' i té ra t ion un po in t de l 'ensemble E' par une transformation
homographique préalable, si cela est nécessaire. Alors, si l'on consi-
dère l'équation dite (le Schrœder,

F[R,(Z)]==^F(Z),

M. Kœnigs.a démontré l'existence d'une1 fonction F(Z), Iwlomorphe
autour de a, satisfaisant à1 l'équation précédente 'et telle1 que. 1 1

' 1 ! , F^^o, 1 1 F^a)^!11,11:,1. .1 11.1 1 1 . : , , . ,

nous l'appellerons « solution fondamentale de l'équation de Schrœder
pour le point a », F(Z) est la limite de B(t'<?(z)~la dians un petit cercle! 1 1 1 1 / 1 . - ! . s^ / /11 • 1 • ! .
entourant a^ et commela suite des R^Z) converge uniformément vers a
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dans coco on conclut facilement que les ^ W — a convement unifor-1 s^ °
mément dans tout domaine intérieur à (ôa vers une fonct ion F(Z)
holomorphe dans tout cje)a et satisfaisant dans tout i0a à l 'équation de
Schrœder (').

Si d'ailleurs, développant R(Z) par la formule

Zi-a^ R / , (a ) (Z—a)+a2(Z-a) 2 -+- . . . ,

on cherche à déterminer , parla méthode des coefficients indéterminés,
,1e développement en série de la so lu t ion fondamentale F(Z)

à cause de

F ( Z ) ==F(a) -+- (Z -a)-+- Àa (Z - a)2 -+- . . .
^Z—a+À^Z—a) 2 - ! - . . . :

F(a )==o , F^a)^!,

on sera conduit pour la dé terminat ion "de Aa, ^3, ... à des équations
linéaires qu i détermineront de façon unique A^X.i , à partir de
F(a) == o, F^a) == i. La so lu t ion fondamentale est unique.

Toutes les solut ions (holomorphes dans (ô^) pour l'équation de
Schrœder sont C[F(Z)Y, C constante quelconque et k ent ier positif
quelconque.

30. Si s^== K\(oc)=o, on a encore, comme précédemment, un
domaine immédiat de convergence (Da vers a, l imite à E^ mais l'équa-
t ion de Schrœder dégénère. On la remplace par l'équation de Bôttcher.
Si l'on a

RKZ)^^(Z—a)^4-. . . (^o),

lap"^ dérivée — u de R, étant la première qui ne s'annule
pas pour Z == a, on peut prouver l'existence d'une fonction <&(Z),
htflomorphe dans (©a? telle encore que

<ï>(a)=.-o et , ^(a):^!

P) Pour toutes les propriétés de la solution fondamentale de l'équation de Schrœder,
propriétés d'ailleurs toutes eorreâpondaûtes à des propriétés de ritération de Bi(Z),
on peut voir par exemple FATOU, Bull, Soc. matfi^ t, XLVÏIÏ, p. ïï57 et suiv,
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et satisfaisant à l 'équation de Bôttcher

<&[R,(Z)]=a^(Z)p;

c'est la solution fondamentale.
D'ailleyrs, si l'on cherche encore à déterminer les coefficients a du

développement
^(Z)=(Z-a) - f -^ (Z-a )2- i - . . .

par la méthode des coefficients indéterminés, on est conduit à des
équations linéaires qui déterminent ^,, (^,... sans ambiguïté.La solu-
tion fondamentale est unique.

Toutes les solutions pour lesquelles

<Ï>(a) -=o , ^ (a )^o

sont données par la formule

a ) < & ( Z ) avec f*)^-"1^:!.

Toutes les solutions holomorphes pour lesquelles

<Ï»(a):=o, «D'(a)==o, ..., <|>^ï)(a)=o, 0^(a)^o

sont données parla formule
M^Wp

a condition de prendre
^ , , Àr^ajr1. , : 1 ' „

Pour le voir, on remarque d'abord que À^Z)]8 est une solution de
1 équation de Bôttcher pour laquelle €^(0) ̂  o à condition que

1 1 1 • . . \ ^r1^^1. \ ^ / • - 1 / ; , 1 1 1 • 1 1 '
D-ailleurs toute solution commeîiçant par À,(Z - ay est parfaitement
déterminée par son premier coefficient À,, ainsi que le montre la
méthode des coefficients iB^éterminés. Donc toute solution holo-
morphe de Inéquation de Bôttcher se déduira de la solution fondamen-
tale par la formule

_ aUZ^WW]' (S entier >o),
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à condition que
À^^a^.

31. Prenons up point double a commun à R,(Z) et Ra(Z), attractif
pour Ri et à multiplicateur .v, 7^0. On peut, pour la simplicité des cal-
culs, supposer a== o; alors

7^=R,(Z)=s,Z-^a,7.î^r...,
Z2=Rs(Z )== . . . -h^Z-y-h^+iZ?-1-1-^... (^^o, ç^i).

Je vais montrer que si R, et R^ .vozz^ permutables, q est nécessaire-
ment == i.

En effet, supposons y ^ > i , o n a

R^I.L(Z)]=R.[R,(Z)].

Développant les deux membres il vient

s, ( b^i +- ̂ -n Z^^ + . .. ) -h ff2 ( ̂ Z^ + b^ 7^ -4". .. )2 + . . .
^^(.îiZ+aaZ2^.. .)^4-^+l(.<flZ+^Z<24-. ..)^-{-l+....

L'identification des termes en 7J1 donne

^y== bq^i, '

bq étant •=f=. o et | ̂  | <^ ï 3 c^/a n est possible que si q == i.
Donc '̂ ^^ = R[ (a) ̂  o, ^ == R^ (a) e^ aussi -=/=. o, nécessairement.

32. Considérons la solution fondamentale F^(Z) de l'équation de
Schrœder pour R^ et a

F,[R,(Z)]==^F,(Z). .

On a nécessairement, par le procédé utilisé au Chapitre I,

- Fi[R,[R,(Z)]j=^F,[R2(Z)].
Je pose

Fi[R. (Z)]=F, (Z) ;

c'est une fonction holomorphe dans (©a* D^ plus, si l'on a

Fl(Z)=Z+•a2Z2+... ^
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on aura
F,(Z)=F,[R,(Z)}=^Z+&,Z 2 -+-. . . ,puisque

^ Ra(Z)= 52,Z+,.. (^^o).

^^ R ' [K î (X) ] J=F l [K . [R , (Z ) ] ] ,

a cause de la permutabil i té , ou encore

F,[R,[R.(Z)]]=F,[R,(Z)].
On a donc

F,[R,(Z)]==^,F,(Z).

Fa(Z) est une fonction holomorphe dans a)«, nuile en a dont le déve-
loppement en Z (ou Z - a) commence par .^Z; c'est une solution de
1 équation de Schrœder. D'ailleurs ^F.(Z) possède les mêmes pro-
priétés; c est une solution de l'équation de Schrœder, holomorphe
dans (0 dont le développement en série débute par^Z. Or, la méthode
des coefficients indéterminés appliquée à l'équation de Schrœder
montre que toute solution holomorphe est déterminée par le coeffi-
cient du terme en Z. Il en résulte que

,c'est-à-dire que
F,(X)s^F,(Z),

F,[R,(Z)]==^F,(X).

Les T^ T^ de schrœder rdatives à R) el ̂  {P^mulable.) cia^poznt double aUractzf commun a ont la même Mon ,/ond.men.

^iR8^^^;^16"8^ que '1 == W ==0- Alof•s' ^/——«^^-
liledeR,(Z)^ R,(Z) <^e que^^ ̂  soit =o. Car si ^ ̂  o h
conclusion du n°31 est que ., serait ^o.. ^^^^o, la

Soientalors

Z.=R.(X)==:^X/-+ . . . ( ^ ^ o ; ^ > i , y > , ) ,
^=R, (X)=^X?+. . . (^^o)

les développements de R, e t K . a u t o u r d e a=o: Écrivons

R,EK2(Z)]=R,[R,(Z:) j : /
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et identifions les ternies en Z^7 des deux membres; on a la condi-
tion

Soit alors <&, (Z) la solution fondamentale de l 'équation de BôUcher
pour R^

^[R.,(Z)]=^[^(Z)]/; €»i(o)==o, ^(o)=i).

On aura encore en posant

^(Z)^^[B2(Z)] ,
^[R, [R, (Z)] ]=:<I>2[R,(Z)]

et, remplaçant Z par R^Z) dans la précédente équation de BôUcher,

^[R,(Z)]=^[<î>,(Z)j / - .

<I>a(Z) est une solution de l'équation de BôUcher pour R^ et a, dont
le développement est

^(Z)==^[R, (Z) ]==^Z74- . . . .

D'après la conclusion du n° 30, il taudra donc que l'on ait
ïyp-i '.— ^/-iu'! — ^p i

condition qui est réalisée puisque R^ et R^ sont permutables, et il est
clair alors (n° 30) que l'on a, <&< étant la solution fondamentale de
l'équation de Bôttcher,

<l> , (Z)==^[<D, (Z)p

et, à cause de la déf in i t ion de <ï>^

<Î)JR,(Z)]=^[<ÎMZ)P.

Les'solutions fondamentales, relatives à a, des équations de BôUcher
pour les deux substitutions permutables R^ et R^ sont identiques.

34. CONCLUSION. — Si deux substitutions permutables R, et R^ ont un
point double attractif a commun :

i° Si le multiplicateur de F une pour ce point double n''est pas nul^ celui
^im. Éc. Norm^ (3), XXXIX. — JUIN 1922. , 22
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de l autre ne F est pas non plus; et les équations de Schrœder relatives aux
deux/raclions R^ (Z) et IL (Z) et au point a ont les mêmes solutions;

2° Si l'un des deux multiplicateurs est nul. Vautre l'est aussi, et les
équations de Bôttcher relatives aux deuoc fractions permutables et au
point y. ont les mêmes solutions.

35. Dans l 'un ou l 'autre des deux cas précédents, supposons que le
point double attractif commun à Ri et IL soit à l'origine, et désignons
par (©o le domaine immédiat, de convergence vers l'origine, commun
à ritération de R^ et R^. L'une ou l'autre des relations de Schrœder
et de Bôttcher, suivant le cas, prouve que la solution fondamentale F(Z),
développable autour de l'origine, par

^(Z^Z+^Z2^-...

n'admet comme zéro dans un petit cercle y entourant l'origine que !e
point 0 lui-même, et zéro simple. D'ailleurs, si Zo est un zéro de F('Z),
R(Zo) le sera aussi et tous les conséquents de Zy. II en sera de même
de tous les antécédents de Zo intérieurs à (D(,. Donc tous les antécé-
dents de l'origine, intérieurs a (Do, dans l ' i tération que défini t R^ ouRa
seront des zéros de F(Z) qui satisfait aux deux équations de Schrœder
de Ri et de Ra. Inversement pour tout zéro ZodeF(Z) , intérieur à (Do/tout
conséquent R^Zo) étant encore un zéro de F(Z), et, pour n assez
grand, intérieur ày, il est clair que R^Z^) sera == o. Il y a ident i té entre
les zéros de F(Z) et les antécédents de tout ordre du point attractif
commun 0, intérieurs au domaine immédiat de ce point, attractif,
antécédents pris par les R^ ou les R^ (/^ / == i / 2y ..., 00).

Si R^ et R^ permutables ont un point double attractif commun a, l'en" '
semble des antécédents de tout ordre de ce point, en se bornant aux anté-
cédents intérieurs au domaine immédiat de convergence cDa vers a, est le
même pour R^ et pour Rg. Ces antécédents ont pour points limites tous
les points frontière de (©a-

36. Soit maintenant a un point double indifférent commun à R^ et Ra
fractions permutables. A cause des nombreux cas particuliers en
lesquels ce cas peut se subdiviser, je me bornerai ici au cas le plus
simple, auquel pourraient se ramener les autres.



.MÉMOIRE SUR LA PERMUTABÏLÏTÉ DES FRACTIONS RATIONNELLES. Î J Î

On supposera que a étant à 1/ori.gine, le multiplicateur

S, =R[ (a) -=-.+•!

et que le développement de R, (Z) s'écrit

Z ï = = R i ( Z ) = : Z -i-^ïX2^.. . .
Ecrivons alors - 1 •

Zs =-. Ra(Z) = SZ -+- /^Z2 -+-... (| S f == i).

La condition de permutàbilité

R,[R,(Z)] -R, [R,(Z)]
donne

(SZ-4- 62Z ï i+.. . ) -^• f f2(SZ-^- ^2-^'.•.)2-+-...
==S(Z"+ ^Z2-^-.. .)+ ^(Z+a^Z 2 -^- . . . ) 2 -+- . . . .

L'égalité des termes en Z2 fourn i t

&2 -+- (^2 S2 == S (^2 4- &2î

a2(S2~-S)==:a2S(S—I)==o.

Par conséquent, ou bien a^ ==.o, ou. bien S == i.
De même si l'on suppose Z, == Z + ̂ Z^-h... (p > 2), on a encore

en égalant lés termes en Z^ dans l'identité suivante :

(SZ + ̂ Z2^-...) -h- <^(SZ+ ^Z2-^.. .)^4-..,.
^S(Z-+-^Z^-^".. .)+&2(Z+a^Z^4-.. .)2-^-. . . ,

ôp-l-apS^=Sap4-^p ou encore ^S(S^-"1—i) = o.

Donc, si a^= o, il faut S^ == i. . - • •
Nous n'examinerons ici que le cas où R^ (Z) s'écrit

Zi^Z+aaZ2^.. . (^2^°)î
c'est-à-dire 1 ' 1 • - ^ .. '

B;(a)=i, R^a)^o;

alors pour Ra il faudra nécessairement

S=i, ^ R a ( a ) = i . ' • • • • '
Si l'on écrit

Z^Z+^âZ2-^--!-.- (yïo,.^4-^o),
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en écrivant l ' identité des termes en Z^3 dans R^R,] = RJRsj» on
obtient

^7+3 -+- ^/+2 ( g -+- 2 ) Cl^ + ̂ +3 = ̂ .4.3 -+- '2 ^2 ̂ /+â + <7+3 ;

•donc
qa^b^^-==-Q

et, à cause de a^ o, bq^-=/=. o, on a nécessairement

• . q -==.0.
Si donc

i { ; ( a ) = ï , R / ; (a)^o,
alors nécessairement

R,(oc)=:i, R /,(a)^o.

37. Dans ces conditions, les circonstances de l ' itération de

Zi=Z+a,Z^+...

prouvent que le domaine immédiat de convergence (Do vers l 'orig-ine
admet l'origine pour front ière; 0 est un point de E^; en ce pointa E^
pénétre en points dans le doma ine (D(,, c'est-à-dire que, sauf une demi-
droite bien déterminée par a., (1) et ismc de 0, sur toute autre demi-
droite issue de 0 on peut t rouver un petit segment limité d'un côté
par 0 et dont tous les points intérieurs ont des conséquents successifs
qui tendent régulièrement vers l'origirre : ce segment est intérieur
à Oy. Parmi les domaines en lesquels l 'ensemble E^ divise le p lan , il
n'en existe qu'un ayant une pointe rentrante en 0 comme (D,, et c'estcfâo
lui-même.

Considérons alors l'itération de Rs :

Z^Z-h^Z2-^. . . ,

l 'ensemble E^ est identique à E^ ; parmi les régions en lesquelles E;,
divise le plan, il en est une et une seule présentant une pointe ren"^
trante en 0, et c'est (Do. Or, le domaine immédiat de convergence
vers 0, dans l'itération de R^ doit avoir une pointe rentrante en 0.
C'est donc Œ)o lui-même. Les domaines de convergence vers le point

(1) Voir /. de Math., 1918, p. 2a3, n^iô^ et suiv.
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double sont donc identiques pour R, et IL. Ceci oblige . l e rapport-1 à
être réel et positif.

38. Dans ces conditions, un même changement de variable linéaire
sur Z , Z ^ == B.,(Z), e t Z 2 = = IL(Z), enverra le point double à rinfmi et
donnera pour Z,, et Z^ des développements de la forme

Zi =.Z-h ̂ i 4--^ + ̂ | +...,

, . • ' Z^Z4,^4-^+^|+...,

a^ et a^ étant réels et positifs.
Désignons alors par c^ le domaine immédiat de convergence vers

rinfîni . Il contient un domaine D qui s'étend à l'infini vers la droite
(axe réel positif) et limité vers la gauche par deux demi-droites
convenables;, issues d'un point de l'axe réel, symétriques par rapport
à Faxe réel et faisant avec la partie négative de cet axe un angle £
d'ailleurs arbitrairement petit.

On démontre ( ^ ) Inexistence dans OcL d'une fonction, holomorphe
dans <©,, y satisfaisant à l'équation fonctionnelle d'Ahel

F[B.i(Z)]==F(Z)+ai

et admettant, ainsi que sa dérivée, les expressions asymptotiques
F ( Z ) = = Z + o ( L | Z | ) ,

F - (Z)=i+o(0-

[o(L |Z | )"J étant infiniment grand d'ordre inférieur à L j Z ] et o ( - J >

inf in iment petit d'ordre < ̂  ces expressions asymptotiques étant
valables dans tout domaine in té r ieur a D et borné à gauche par une
droite (d'ailleurs quelconque) parallèle à l'axe imaginaire. Toute

f i ) Voir FATOU, KulL Soc. math., t. XLVIl, n08 8 et 9, p. 19% et suiv.^ et
t. XLVIII n08 72 eL 77. On pourra se reporter à cette élude pour les propriétés
de F(Z), de Œ)oo, etc. ! 1 1 1 ! ! - ili" " ' ' ' 11 ! -1 ' ' ^ ! 1 ' " ' 1 1 1 1 " 1
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solution de l'équation d'Abel, holomorphe dans (&», sera de la forme
5'(Z)=F(Z)+Ï2[F(Z)],

û fonction entière de F(Z) avec la période a,.
Mais si l'on astreint s°(Z) à avoir l'expression asymptotique

Z-)-o(L |Z | )

dans A, la fonction Û[F(Z)] ne pourra différer d'une constante à cause
de la périodicité a, qui obligerait £î(z) à être bornée supérieurement
par o(L|sj) partout dès l'instant qu'elle l'est dans le domaine infini
résultant de A par la transformation z == F(Z).

Toutes les solutions de l'équation d'Abel, holomorphes dans ©„ et sus-
ceptibles dans A de la représentation Z-K)(L|Z|), sont de la forme

F(Z)+const .

39. Soit F,(Z) une de ces solutions, on a
( £) . Fi[R,(Z)]=F,(Z)-f-a, ' ,

F , [R,[R,(Z)] j=F,[R,(Z)]+a, .Posons
F,[R,(Z)]=F,(Z),

[ZjR,(Z)(] conservant (0., F,(Z) est holomorphe dans © . De plus
dansû£)» ,ona , " l '

R,(Z)=Z+a,4-Ç+. . .==Z+^+? ,P-i , ' , 9
Z'

l2

9 étant bornée.
Si Z e3t intérieur à un domaine A7 intérieur à D analogue à A, 1UZ)

d après les propriétés de l'itération de B,. sera intérieur à A. Dans le
domaine A', on a donc

F,(Z)=F,CR,(Z)]=R,(Z)-,o[LlR,(ZI)|]=Z-^-.^ô4-ofLZ-^^4-0|^. " \ z!/
expression qu'on peut écrire '

F,(Z)==Z+o(L|Z | ) ,

F. (Z) est donc susceptible dans A'de la représentation requise.
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L'équation (c) peut s'écrire

Fi[R,[Ri(Z)]]=Fi[R,2(Z)]+a^
ou bien

F.[IMZ)]^F,(Z)+^,

Fa, solution clé l'équation d'Abel de Ri satisfaisant aux conditions
requises, ne peut différer de Fi(Z), dont on est parti, que par une
constante. On a donc

F , ( Z ) = = F , [ R 2 ( Z ) ] = F , ( Z ) 4 - K .

Montrons que cette constante est égale à a^ nous aurons ainsi prouvé
que les solutions des équations d'Abel relatives à R^ et R^ et à leur point
double commun sont les mêmes.

Pour le voir, remarquons que Z e t R a C Z ) étant s imultanémentdansD,
on a

Rs(Z)
F , [R , (Z) ] -F i (Z)=f " F^Z^Z.

JT,z

/On peut supposer Z et ÎL(Z) dans A7, ainsi que le chemin d'intégra-
tion. Alors

F' (Z)=.+o(^) .

Donc
K3(Z) ^RalZ) / j \

^ 17/(Z)û?Z=R2(Z)--Z+ j o i ^ ] d Z .
J^ *^z \ -i /

Dans A' on a o (-} \ < ——-^ C constante convenable, et l 'intégrale
\L/ ! 1 ^ 1

du deuxième membre est inférieure à ^0 Ç étant le minimum de Z
sur le chemin d'intégration et ^la longueur de ce chemin. On prendra
pour chemin le segment [Z,Ra(Z)] visiblement intérieur à à!
lorsque ^(Z) est assez grand et Z intérieur à A7; de plus, il est clair
que fi^tend vers i si Z grandit indéfiniment L'intégrale précédente

est donc inférieure à
p IMZ)"-^1 , .,.,,„ , . , . c——^——.. , , ^ , . . .

quantité qui tend vers zéro si Z grandit indéf iniment en restant dans A7.
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Donc, si Z grandit indé f in imen t en restant dans A^, on a
l i m [ F J R 2 ( Z ) ] — F i ( Z ) ] = l i n i [ R , ( Z ) - Z ]

et, à cause de
R,(Z)=:Z4-^4-^-i-Ç| 4-...,

développement convergent à l 'infini, on a

l i m [ R 2 ( Z ) —Z]=-^..
Donc

l im[Fi [R,2(Z) : |~F, (Z)]==^.

Et puisque ^[^(Z)] — Fi(Z) est constante dans (P^, on aura l'iden-
tité

F,[R,(Z)]=:F,(Z)4^,

qui prouve que les équations (T Ahelpour Ri et R^ et pour le point double
indifférent commun ont les mêmes solutions.

40* On peut, au lieu de considérer l 'équation d'Abel, considérer
l'équation

EU^a,)=RJH^):|

et l'équation analogue pour Ra
H^+^)=R,[:H^)].

Elles admettent des solutions méromorphes susceptibles dans un
domaine inf in i du côté des parties réelles négatives et limité par
deux demi-droites issues d'un point de 1/axe réel et faisant avec cet axe
un angle £ (arbitrairement petit) de part et d'autre, de la représenta-
tion

H(^)==^o[LHL

, . ' ^(^i+ot——).1 , ! 1 1

\ Pi /

En raisonnant comme précédemment, mais cette fois en limitant le
domaine A" de z vers la droite par <ta.(^) <^ A et faisant tendre z vers r in"
fini en restant dans A", on verra en raisonnant sur la fonction inverse
de Hi(-s) définie par Z == H ^ (s) que cette fonction inverse z = .^(Z)
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satisfait à l'équation d^AbeI
^WW]=^iW-a,

dans le domaine A1 pour <?îl(Z) assez pet i t , qu'elle y est holomorphe, et
quelle satisfait aussi à Inéquation analogue pour Ra

^[Rir^z)]^^)-^,
en choisissant les branches R,"13 et R^"0 qui, itérées, donnen t pour
l imite le point à i n i n f i n i . Il en résulte que les deux équations

H(.4-aO=R,, [H(^)] ,
H(54-^ )=R2[H(5) ]

admettent encore les mêmes solutions méromorphes, asymptotiquement
représentables dans A" par z 4- o ( L [ z \ ).

DEUXIÈME PARTIE
EXISTENCE "DES FRACTIONS RATIONNELLES PERMUTABLES.

CHAPITRE I.
RESOLUTION DU PROBLEME DE LA PERMITïABTLITÊ DES FRACTIONS ÏUTlOWMELLES,

QUAm") L'UNIS D'ELLES EST 'DU PREMIER. DEGRÉ.

L On va rechercher toutes les fractions rationnelles R^(Z) du pre-
mier defi'ré permutables avec d'autres fractions rationnelles R^Z).

Nous supposerons Ra (Z) de degré > i, la permutabilité des fractions
rationnelles du premier degré ayant déjà été étudiée.

On devra avoir
R,[3^(Z)]=B,[R,(Z)].

Les points critiques de la fonction inverse de ILIR^Z)] sont ceux de
la fonction R^^Z), inverse de Ra^Z) ; puisque R, est du premier degré;
ceux de la fonction inverse de RJR^Z)] sont les points Z^ qui se

Ann. Éc. Norm., (3), XXXIX. -- ÎL-IN 1922. a3
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déduisent des points critiques Z de IC^Z) par la (.ransformafcion
Z, == I î ( ( Z ) . Il doit y avoir identi té entre les deux groupes de points.

La transformation [Z | H , (Z) | doù donc permuter entre eux les points
critiques de R „" ' ( Z ).

Partons alors d'un poin t crit ique a de R^fZ) et itérons-le par R^
Ki21, l^31, ..., comme les R^(a) sont tous critiques pour IC^Z) et
comme .R^(Z ) n'a qu'un nombre fini de points critiques, il existera
deux indices i et/positifs tels que

R^a^Rr^a). , .

Le point H^(a) est donc double pour [ Z J R ^ ( Z ) j . Mais, comme R , est
du premier degré, son inverse R^'est aussi du premier degré; il en
résulte aussitôt que R^Ca) est double pour [Z| R^| comme R^; car
< i n aon a

Donc
R,[lV^.>W]=l^î^-^^(^].

H'/-n(K)=R,'•-'-^(%).

H, tout point du plan n'ayant qu'un antécédent par H;'. De même on
verra que tous Les points a, R,(a), B^a), ... sont points doubles
de II,".

On voit ainsi que tout point.-cruique a de H,'(Z) sera point, double
pour une certaine puissance Ry' de la substitution homographie/ne
[Z| H,(Z)j . Or R'/' a les mêmes points doubles que R. et ils sont au
nornbre^e deux au plus, à moins que R^ ne se réduise à une identité.

En effet, si R. a deux points doubles distincts '^, '^, la transforma-
tion Z, == R, (Z) peut s'écrire

•^^l-k7^! !
X.-Ç,-7 1 / -^ ! .

etZ^R^s-écrira
z/-?i _/.^--Ci
.zJ^T,-71 x-=^5 : : :

dont les points doubles sont fournis par l'équation

(Z—Ç,)lX^)(i^/<-/)=o, . •
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Si donc V ̂  15 ce sont les points ^ et ^5 efcy si ^ == ï „ R^Z) === Z est
1 a s u b s t i tu t i o n i cl e n t i q u e.

Et si R , a deux points doubles confondus qu'on p e u t supposer à
l ' in f in i par une transformation auxiliaire, Z^ = R^(Z) s^émra

Z^=Ra )(Z)sera
Zi= :Z-4"A- -

Z,==Z+/;/.

Ses deux poin ts doubles sont à l ' inf ini à moins que /: === o, auquel cas
la subst i tut ion in i t i a l e [Z H i ( Z ) ] serait Videntùé.

2. Supposons que R!;1) (Z) ait plus de deux points critiques, chacun
sera point double pour une R^.

Soient R,711, R'/S • • ^ 1̂  ces diverses R^ distinctes correspondant
aux divers points critiques de R^C'Z).

11 est clair que R^-^-^---^ admettra pour points doubles tous les points
critiques de 'K^ ̂ '(Z). Il existera doncune puissance R^5 de la substitution
linéaire [Z| R, (Z)] qui, ayant plus de deux points doubles, se réduira
à l'identité. Comme [ Z [ R ^ ( Z ) j n'est pas la substitution identique, on
voit, d'après la fm du n0 1, que R^ devra avoir deux points doubles
distincts ç,, et ^ et s'écrire

jir̂ i =- kï—^ avec kd = {? •/^— ̂  /^ — Çg

A- sera une racine primitive d'ordre d de l 'unité.
Par une même transformation homogrâphique auxiliaire faite sur

les variables Z et Z^ == R^(Z), on peut supposer que t, = o, ^a^0 0?
alors Z , = R , ( Z ) s'écrit

. Zi==A-Z (A^^ï). 1 , ^ ! , , ! ! . ^

Toute fonction ra t ionnel le Râ(Z) permutable à R , (Z ) devra satisfaire
à l'équation fonctionnelle

R,[Â-Z]=:Â*R2(Z) (^=i).
Posons alors

... 1 1 ^ . 1 1 , B21(Z)==.Z^2(Z). 1 1 1 • :'111 , . , 1 ; . 1 1 : / . . 1 1 1 . 1
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^(Z) est une fraction rationnelle et l'on aura

^ZAâ^Z^^Z^MZ),

^ satisfera à l 'équation plus simple

: - A , ( A - Z ) = ^ ( Z ) . '
On déduit de là

^(Z)^^^^/)^^^/,^)^...^^^^-^),

= ^[<MZ)h-^2(^Z)-+-. . .-hcM/^Z).

La quantité
<MZ) + ̂ (/-Z) -+-... -^^^(^-^Z)

est une fonction symétrique rationnelle des quantités Z, / c Z , . . . , /^-1Z;
c'est donc une fonc t ion rationnelle de leurs fonct ions symétriques élé^
mentaires

s\ = = Z - h Â Z - i - . . . - f - / ^ - i 7 ,
<^=^/ -ZA.Z . <^./;^/^o,,,..,^^,),
^=2/:-Z^Z^Z (^./^/;/,/^=o,.,..,</-.),
' * ' ' * , * * * " " * • * * • " • ?
^^ZÂ-ZÂ^Z .:.^^Z.

Or, il est bien connu que i, ̂  /c2, ..., /c^ étant les racines de ^= i
dont A est racine primitive, on a

•s-i==o, ^.-=o, ..., .^==Z< , . , ,

^sCZ) est donc une fonction rationnelle cï^ 7^ et Von ïi

R2(Z)=Z^(Z<Q,

a étant une fraction rationnelle quelconque de la variaMe Z< 11 est
clair que

B,(^Z)=^ZX[^Z)^^^Z^(Z^=A-R,(Z) (car^=i).

Le problème est ici complètement résolu.
Si R^\Z) a plus de deux points cntique^ on peut par une transfor-

mation homographe du plan Z ramener les substùuuons permutable,
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[Z| B,i(Z)j et [Z| R^Z) | aux formes canoniques suimntes :

Zi==A*Z (^==1),

cl ent ier positif quelconque ;

, , Z2=,R,(Z)=Zji(Z^

a. f ract ion rationnelle quelconque d'un argument.
Un exemple remarquable de ces subs t i tu t ions s 'obtient en considé-

ran t par exemple une fonction Z == pÇu) de Weierstrass, qui admette
une mul t ip l ica t ion complexe condu i san t à une t rans format ion des
périodes qui soit du premier ordre. La théorie de la mul t ip l ica t ion
complexe (voir Traité d'Analyse de M. Jordan , t. I l , 3° édition,
n05 533-538) prouve qu'alors le rapport, T des périodes doi t satisfaire
à l 'iine ou l 'autre des équations

T3-!- I =0,

'.ÎT2--!- '2r -h 2 =r 0.

Dans le premier cas., le multiplicateur complexe

C7==±Z, O^-HZ^TO, ^=1;

Dans le deuxième cas, le multiplicateur complexe
±^J.

0-==<? 3 , Cr^I^-O, (T6^!.

Dans le premier cas, Z, == p(± ̂ ) est une fonction homographique
de Z == j3(^),et l 'on aZ , == 1̂  (Z), X itérée R^ 5 ^a/2/ identique à V unité
fici, /c = i, d= 4)- ! ! ' ', !

/ =biî\
Dans le deuxième cas, Z^ =p[ue 3 y est fonction homographique

/ ZEJ \
de Z == p//. Ici c'est R^ qui est identique à l'unité [/c = e :{ , d = 6 ) .

Ces fonc t ions seront respectivement permutables à toutes les fonc-
tions rat ionnel les qu i expriment 7^^=pÇku) en fonction de Z == p// ;
k entier pos i t i f quelconque.

11 est à peine besoin de dire ici que si B,(Z) est permutable à
(L(Z), toute itérée de R^ est permutable à toute itérée de IL. Cela se
verrait d'ailleurs sur la forme canonique, car ({^(Z) est du même type
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que R , (Z) et Fon a par exemple
R^)(Z)==Z^(Zf)^Z^(Z^.A|:Z^R.. ( /(Z ( /): |

et il est clair que ^[Z^^Z^)] est une fonction rat ionnel le de Z<

2 bu. Il faut remarquer, dans te cas qui vient de nous occuper, que
l'origine et l ' infini sont des points doubles indifférents de |Z | t i , (Z) [ .
S'ils sont points doubles de Z J ^(Z), ce qui arrive par exemple pour o
si o n'est pas pôle de <^(Z^), ce sont aussi des points doubles indi f fé-
rents de [Z| Htî(Z)1. Il eût été impossible // priori que l î , ( Z ) et IL(Z)
eussent par exemple un point répulsif o commun- Car U(5) étant
alors la fonclion méromorphe fondamentale de IL(Z) relative à ce „
point o,

G(^,5)=:R2[0(3)] ( 1 ) , si Z2=,H2(Z)=='^Z+^^2•J-^^+-••.

en supposant toujours que I^ (Z ) a pour points doubles o etco, G devrait
satisfaire aussi à

G(^^)=H,[G(Z)]^^G(^,
car

Z^Hi(Z)==^Z (M>!).

Or, si l'on cherche le développement de Taylor de G(s) autour de o

• G-(5)=^4-Às52^/^3•+-...
satisfaisant à

G(Â^)=^G(5),

on trouve que G(^) doit se réduire à G(z) = s, et IL devrait alors être
linéaire.

Le même raisonnement peut être fai t apriori pour prouver l'impos-
sibilité pour le point double commun d'être attractif. On considérerait
la fonction, holomorphe autour de o, satisfaisant à l 'équation de
ScJirœder^^ypouro

F[R,(Z)]=^F(Z) ( |^ |<î) ,

(1 ) Voir première Partie, n0 6.
(3) Foir première Partie, 11° 32.
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elle devrait,aussi satisfaire à
F ( ^ Z ) = = ^ F ( Z )

et, par conséquent, se réduire à Z, ce qui ne peut être si IL n'est pas
linéaire.

3. Supposons que Rîr^Z) n'ait que deux points critiques. Il est clair
q u ' u n e fonct ion algébrique ne saurait avoir moins de deux points cri-
tiques à cause de l'existence de chemins, dans le plan de la variable Z,
qui ne permutent aucune détermination de la fonction algébrique
Rir^Z), ce qui ne saurait avoir l ieu s 'il n'y avait qu'un point cri-
tique.

D'après le n0 I , il est clair que la substi tut ion [ Z [ R ^ ( Z ) ) permute
entre eux les deux points critiques, ou les conserve individuel lement .
On peut, si elle les échange, remplacer [ Z ] R , ( Z ) | par son itérée
R^Z) qui les conservera indiv iduel lement , et, par conséquent, sup-
poser dans tous les cas que [ Z [ R ^ ( Z ) | conserve chacun des points
cr i t iques» On supposera d'ail leurs, par une transformation l inéai re
a u x i l i a i r e si c'est nécessaire, que ces pbints sont o et ce.

Comme R!» ̂ ' (Z) n'a que deux points critiques, tout contour qui se
rédui t à deux lacets successifs, chacun décrit autour de Fun des
deux points cri t iques, devra laisser inal térée chacune des détermina-
tions de Rl^^Z), car un tel chemin équivaut (sur la sphère de Riemann)
à un con tour n 'embrassant aucun point cr i t ique. On verra ainsi facile-
ment que toutes les branches de Ri^^Z ).. fo rment un seul système
circulaire autour de chaque point critique ; toutes ces branches sont
égales en o et égales aussi au point à l ' infini. Nécessairement alors
ILCZ) a tous ses zéros confondus en un point a et tous ses pôles con-
fondus en un autre point & : ^ ^ , • ! '

/,=R,(Z)==A(|5|)".

Une telle forme devra être permutable à
^ ^ ! Z i = = = R i ( Z ) = . 9 Z ^ (^ô), ! , ! . . ! ^ : !

ce qui exige ' ! ! ! • . ! ! ! ' ! ! ! ! 1^ 1 1 " 1 ' '
f^r^yW^V1 (^^a^=b\.\sï-b) \'L—b) \s ' . s )
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Donc s == i, à moins que a === o et b = x;, auquel cas la fraction ^(Z)
se réduit: à

Z2-=R,(Z):=A7A

ou bien a = ce, & == o, auquel cas elle se réduit à

Za^B^Z^AZ-".

Dans le premier cas, elle sera permutable à Z^ == .yZ, si l'on a

s^ï^-^sï^, c'est-à-dire si .ç"'1^^!.

Dans le deuxième cas, il faudra

, jTjÇn -= y 1 c'est-à-dire si ^=1 ;

il se ramène au premier, eu posant
n == — n'\

Les formes canoniques pour le cas présent sont donc banales :

Za^RatZ):^;^1 (n entier >o ou <o
Zi=:.s-Z (.ç/^l=I)

CHAPITRE II.
ÉTUDE DES PROPRIÉTÉS DE I/ENSEMBLE PARFAIT E^ QUI GOR'RISSPOND

A .DEUX SUBSTITUTIONS RATlOISfNÏSLLES PERMUTABLES |Z| R.i (Z)"| ET [Z|R.;î(Z)"|.

4. Nous al lons, dans le Chapitre présent et dans les suivants,
pousser l'étude des propriétés de deux substitutions permutables, dont
aucune n'est l inéaire; cette étude a été commencée dans la première
Partie que nous avons consacrée à ces questions. On a, en particulieï ' ,
établi le résultat suivant : Soit E^ l'ensemble des points qui appar-
t iennent à un cycle répulsif de R, ; son dérivé E^ est parfait. On peut
le caractériser par la propriété suivante :^e^ F ensemble des points où
la famille des ùè-èes^T:), B^(Z), ..., ̂ (Z), ... de K,(Z) n'estpas
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normale ( 1 ). Soient E^ et E^, les ensembles analogues à En, et E^, pour
la substi tution [ Z [ Ï L ( Z ) | . Si H , ^ Ra sont permutables, Ep^ ^ E^ .w^
identiques ( 2 ).

J'ai aussi montré (3) que l'on pouvait toujours trouver un po in t
appartenant à E^ et E^ et qui fût point double répulsif commun à deux
itérées convenables R^ et R^ de Ri et IL. On pourra poser

K^rrr^i et R^=^.

Il est connu que toutes les itérées, R''/"'' admettent le même ensemble
En, par conséquent E^ est ident ique à E^, EM, iden t ique à E^,. l'est
aussi à E^i-

On peut donc supposer que ^^ et c^a, permutables, ont un point
double répulsif commun qu'on prendra pour origine du plan . Soient s\
e tA\» les multiplicateurs correspondants :

X i ( o ) = = o , <^(o)=:.^, ^2 (o )=o , <^(o)==.92.

Il existe une fonct ion méromorphe G (s) développai) le au tour de o
par la formule
; ' (xC^^+^+^-h... [G(o)=o, (.^o)^:!-], '

et une seule satisfaisant aux deux équations
G(5i^)=^[G(^)],
G(^^)==X,[CT(^)].

C'est la fonction fondamentale, dite aussi « fonction de Poincaré ».
Lorsque R^ est un polynôme, excepté pour R< = A7^\ Ra, permutable

à R , est nécessairement un polynôme (4).
Lorsque R, est de la forme 1̂  == Z^1 (/f entier >o), Ra est aussi de

la forme AZ^'. Nous laissons de côté ce cas particulier dans toute la
suite, puisque aussi bien, pour ce cas pa r t i cu l i e r , la recherche des
fonc t ions R^ permutables à R^ est déjà faite,

( 1 ) Voir Journal de Mathématiques, 1918, n08 13 et 14, p. 97.
f 2 ) p'oir première Partie, n08 9 à 13.
(3) Voir première Partie, n0" 9 à 13,
( ^ ) Voir première Partie, note 7 bis.

Ann. Éc. Norm., (3) , XXXIX.-- Jum 1922. 24
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Ri étant donc im polynôme, IL l'est'aussi1; <^ et Aa sont des poly-
nômes. Alors G ( ^ ) est une fonct ion entière d'ordre fini ( i ) .

5. Quelles propriétés la fonction G ( ^ ) possêde-t-elle du fait de
l'existence pourB^ et R, d'un em'emBle parfait E^^E;.̂  que, pour abré-
ger^ rappellerai E' ?

E' est le lieu des points où la famille des ^(Z) n'est pas normale .
Par la transformation Z = G(z), . a u c u n poin t Z de E' n 'é tan t valeur
exceptionnelle de G ( z ) (2), il correspondra à E' un ensemble parfai t c
du plan z, et aux fonctions ̂ (Z) les fonct ions méromorphes

G,(^)=G(^^).

En aucun point de c la famille des G,(z) ne saurait être normale;
inversement à tout point s où la famille des G/ est normale correspond
un p o i n t Z = = G ( ^ où la famille des .<YZ) est normale. L/ensemble
parfait <i: est le lieu des points du plan z où la f a m i l l e des

G/(^)=:0(.y^)

n'est pas normale. C'est évidemment aussi le lieu des points où la
famille des ^,{z} -=G(s\z) n'est pas normale, c reste inmriant par
chacune des transformations [> |̂  ], j>[^] etpwleiw mww (o fait
partie de c ainsi que l ' inf ini] . Il va eu résulter d' importantes propriétés
de cet ensemble, qui se traduiront sur E-par des propriétés corres-
pondantes.

6, Quelle est la constitution d'un ensemble parfait c qui reste inva-
riant par deux substitutions

r, M^L M^PPosons
51=^ '1==^ •^e^ 'Ç=log^ , ^,==10^, ,'^log^ 1

Puisque 1^1 et J ^ j sont >i, log^ et log^ auront leur partie réelle

0) Voir ^y^^ propriétés nouvelles de. fonction en^re, çt métomomhes
{Annales de l'Ecole Normale, 199.0, n0 29, p. 187).

( ï ' y r o i r première Partie, n0 20.
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^> o et •=f- o. On choisira pour cr^ et o-^ les déterminations qu'on voudra,
par exemple celles dont les parties imaginaires sont. entre — iret + r..

Il correspondra, dans le "plan ï, à tou t point -s, une inf ini té .de
points Ç sa déduisant de l'un d'entre eux par

[Ç|;-h2^ri ( Â - = ± i , ± 2 , . . . , œ )

et par suite à l 'ensemble c, un ensemble parfait C qui restera invar ian t
par la transforination [^ [ *( -4- snr j et par son inverse. Si z est mult ipl ié
ou divisé par^ , , *( augmente ou d iminue de c^ == log^. C ne doit par con-
séquent pas changer par la transformation [Ç 11 -+- a-/) et par son inverse,
il ne doit pas changer non plus par |T | *( 4- ̂  ].

Voici donc un ensemble ô du pian t invariant par les trois transla-
tions [*€ ^4"27cf[ , [t Ç-l-cr^j, [ ^ [ Ç + c r / j , pour lesquelles .R.(o"i) > o
et ^fcr^ > o. Par conséquent, -0'1-. et -?2--. ne peuvent jamais être réels

"• "" 1 • 2'KC 37T( I "

dans nos hypothèses*
Partons d'un point de C situé à distance f inie . Soit (o ce point età partir

de lui construisons tous les points co 4-W27îz-h- ne;, - ^ p a ^ y m, 71, p
étant des entiers positifs^ négatifs ou nuls quelconques. Tous les points
ainsi obtenus sont points de c au même titre que o et il est facile
d'étudier leur d is t r ibut ion . C'est un problème qui a été étudié dans
toute sa généralité par Kronecker (1) par les méthodes d^approxima"
tion a r i t h m é t i q u e qui le caractérisent. Pour notre objet, on peut
employer une représentation géométrique qui rend le résultat presque
intuitif. (Je reviendrai ai l leurs (2) sur la démonstration géométrique
rigoureuse des faits que j 'ut i l iserai clans la suite et que je regarde ici
comme in tu i t i f s . ) '

7. Considérons les quatre points oo, co -(- wiy c^ -h o"o œ 4- o^. On
peut considérer a) comme coïncidant avec un pointu de l'espace, et
les trois autres points comme les projections sur le plan *( de trois
points û^ il>? Û;} de l'espace, qu'on pourra toujours supposer n'être
pas dans un même plan avec û, puisque ûg et Q^ ne sont pas dans le
plan vertical de û et û,. Les trois vecteurs ûû,, Oûa, Qû^ forment un

( 1 ) '^oir KilONECKKR, Œuvres, 1.111, i'* Partie (divers Mémoires).
( s ) .Bulletin des Sciences mal/léfîiatiques^ février i9'-»2 : « Remarques sur le théorème

de JacobL.. »
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vrai trièdre d'origine Û et l'on peut considérer ces trois segments
comme trois arêtes issues de û d'un parallélépipède P. Construisons
alors le réseau de parallélépipèdes déduits de P par toutes les transla-
t ions

mîS^ 4- n Ï2^4- p Q^ (^, /2, // == o, ±: i, ± 2, . . ., oo ).

Il est clair que les points co-4-/n27cî-4-/zo-,-hjoo-^ seront les projec-
tions sur le plan des t des sommets de ce réseau de parallélépipèdes.
Trois cas sont alors possibles.

8. i° I I existe une droite perpendiculaire au plan t sur laquelle
figurent deux sommets du réseau Ai et A^- Si l'on veut encore, le plan 'C
est perpendiculaire à une droite j o i g n a n t deux sommets A ) et A^ du
réseau. Evidemment cette droi te n'est parallèle ni à ÛÛ^ ni à .ûû;^ ni
à ÛÛ3.I1 existe alors un parallélépipède IT ayant pour sommets A^ et
A^, dont les arêtes sont parallèles respectivement à ûû^ ÛQ^ et iîû^
et qui se compose d'un nombre en t i e r de parallélépipèdes P accolés. Sur
la droite A i A a les sommets du réseau s'ordonnent en sui te équi-
distante et l'on peut toujours supposer qu'entre A, e tA^ n^xiste aucun
autre sommet du réseau. Si, par tous les sommets du réseau;, on mène
des parallèles à A,A^, on voit que chacune de ces droites porte une
inf in i té de sommets régulièrement distribués sur elle et ces droites se
projettent sur le plan Ç suivant un réseau de points (on peut voir en effet
que la distance de deux de ces droites ne peut descendre au-dessous
d'une l im i t e dé te rminée dès l ' instant quelle ne descend pas au-dessous
d'une limite déterminée pour les droites, en nombre fini, menées par
les sommets des parallélépipèdes P intérieurs à ir). Les points

G.) -r- 2 m 7T l 4- n G'i 4- p 0-2

forment ici les sommets d'un réseau de parallélogrammes. C'est là un
fait bien connu lié au théorème célèbre de Jacobi sur l'inaipossibilité de
trois périodes distinctes pour une fonct ionunifonne. L'existence de
A ^ A a , perpendiculaire au plan t, équivaut à dire qu'il existe deux
triples de nombres m^ n\, p ^ et m^, /^, p^ distincts, c'est-à-dire pour
lesquels m^ — m^ n^ — n ^ y p ^ "- p^ ne sont pas simultanément nuls, et
tels que ^ . ; ' ! ,,• !i , ! , 1 ! ;: 1: 11 : 1 1 1 1 1

co 4- fUi 2 TT i •+• tz\ cri -4- p\ 0-2 == û.) 4- m^ 2 lî l 4- //a cr^ 4- PS ^î
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ou bien
( m^ —• m.^ ) 2 TT i -}- ( ni — n1 ) °'i -+- ( /-4 — 7^2 ) ̂ 2::= °

et Fon sait qu'alors le réseau construit sur les trois périodes 27:^, or , ,
a^ se ramène à un réseau de parallélogrammes sur deux périodes fon-
damentales. L'existence de t rois entiers M, N, P non tous nuls, tels
que

M 3 7T i -J- N O-i -h P 0-2 :=: 0,

montrey en passant aux exponentielles,. que
^NG^PCT-,,^ j

ou bien
^^ ==i .

Ceci n'est possible que si N et P sont l'un positif, Pautre négatif. On
aurai t alors deux entiers positifs N^ et N^ tels que

Mais alors

serait identique à
^[G\z)]^G(^^)

^[^W^G^^)'

On aurait donc deux entiers positifs N< et N^ tels que
^(Z^^^Z).

Deux puissances convenables des substitutions proposées B.^1' et Rî^
seraient alors ident iques .

Nous écartons provisoirement cette hypothèse, car alors R< et Ra ne
seraient pas indépendantes. Nous ne considérerons jusqu'à nouvel
ordre que des fractions permutables R, et Ra indépendantes, c'est-à-dire
pour lesquelles le groupe des itérées de R^ et le groupe des itérées de Rg
nont aucune substitution commune autre que l'unité.

9. 2° Le cas précédent étant écarté, le plan ^ n'est perpendiculaire
à aucune droite jo ignan t deux sommets du réseau. Mais il peut être
perpendiculaire à un plan Q contenant trois sommets du réseau. C'est
rhypothèse que nous faisons maintenant. L'un de ces points peut
toujours être supposé Î2. Tous les sommets du réseau situés dans



IQO . . -GASTON JULÎA,

le plan Q forment alors les sommets d'un réseau de parallélogrammes
à partir de û. Soit QA^A^A;, un parallélogramme fondamental de ce
réseau, c'est-à-dire ne contenant à son intér ieur aucun point du
réseau, alors que tous ses sommets sont du réseau. Il existe un paral-
lélépipède T: dont les arêtes sont parallèles à Où,, ûûa, iM]^, dont
deux des trois points A ^ A ^ A ^ sont des sommets, le troisième étant un
sommet ou un point si tué sur une arête, et qui est composé d ^ u n
nombre fini de parallélépipèdes P, accolés.

Les sommets du réseau de parallélépipèdes P s'ordonnent alors en
sommets de réseaux de parallélogrammes homologues de celui qui est
dans Q, respectivement situés dans des plans parallèles au plan Q,
plans q u i sont tous équidistants. Dans chaque plan, par exemple
dans Q, les sorpmets du réseau de parallélogrammes sont tels qu^au-
cune droite joignant deux sommets n^st perpendiculaire au plan L
Les sommets du réseau se projettent sur *( suivant un ensemble partout
dense sur Ici droite trace de Q sur le plan '( (car ces projections
s 'obt iennent en formant à partir de deux vecteurs ûa eti2(î sur une
même droite les vecteurs /?/ .ûa-+-/?iîp); sur cette droite, sachant que
jamais on ne peut avoir /z.Ua .+• p!à^ ===: o, sauf pour n ==/? == o, 4^r
n'étant pas commensurable, on arrive à recouvrir la droite tout
entière par des points /îûa -{- p ûp.

Le réseau des sommets de parallélépipèdes se projette alors sur le
plan '( suivant une série infinie de droites'à parallèle}} éyuidistantcs,
sur chaque, droite les projections des points du réseau étant partout denses.

10. 3° Enfin si le plan Ç n'est perpendiculaire à aucun plan conte-
nant trois sommets du réseau de parallélépipèdes, il est aisé de
démontrer que la projection des sommets de ce réseau sur le plan '(
fournit un ensemble partout dense dans tout le plan *(,

11. Revenant au plan de la variable z == e^, la première hypothèse
étant exclue, il correspondra à une série de droites parallèles équ i -
distantes du plan Ç, une série de spirales logarithmiques équiangu-
laires (coupant tous les rayons sous le même angle), qui pourraient
se réduire à des droites passant par rorigine ou à des cercles de
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centre 0 si- les droites A étaient dans le plan *( d^ordonnèe constante
ou"" d'abscisse constante. Le sys tème 'des droites A restant invariant
par les translations (*(] Ç + 27;f), ('( ^ -hc^) , (t Ç + ^ \ il est clair
qu'elles ne sauraient être dYbscisse constante dans le plan ^que si les
points cr, et cr^ non situés sur Faxe imaginaire tombaient sur deux
droites distinctes ou confondues du système A, c^est-à-dire si .^(cr,),
A(a_»)5 parties réelles de cr^ et o^, étaient commensurables. Or

A(7i)= log|.9i| et A(o-â)==lo^|^ ;

i l faudrait donc que l'on eût
/^ i lûg | o - i j ===/?iJog o-aj (m^ et Ws entiers positifs convenables)

ou bien
\S^'t^\S^t^

Les itérées R^ et R^' auraient à l'origine des multiplicateurs de
même module (nous v reviendrons plus loin),

Le système des droites A ne serait à ordonnée constante que si^(c^);,
A(c r^ ) et 2Tr é ta ien t commensurables deux à deux. Posant

^,^[.ç,l^s ^^l^l^,

, ' . 0i (9o i i • ï i w-i i ̂ ^on devrait avoir pour — et «-4» des nombres commensurables — et -—->
•a- 2 7T 2 77 , , P ^

en sorte que ̂  et s^ auraient pour argument
p0^ ^,2îr , et p02= ^îg.âTr,

ô'est-à-dire seraient réels.
A des droites A d'abscisse constante correspondent en ,s des cercles

de centre ,0.
A des droites A d'ordonnée constante correspondent en\s des demi-

droites issues de 0. Sauf dans le cas où les droites A sont d'abscisse
constante, le système des droites A ne donnera lieu dans le plan z qu'à
un nombre fini de spirales logarithmiques ou de rayons issus d.e 0,
puisque le vecteur 2701 du plan *( ne coupe qu'un nombre f in i de
droites A dont toutes les autres se déduisent par les transla-
tions k.^i. De plus, les droites A étant équidiBtantes , lea spirales
logarithmiques ou les demi-droites qui leur correspondent se dédia-
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ront de l'une d'entre cl/es par un nombre fini de rotations répétées
autour de 0, d'un certain angle sous-multiple de 2-n:.

Dans la troisième hypothèse, d'un point de £, on déduira des points
partout denses dans le plan. On en conclut que C• : i° ou bien se com-
pose clé tout le plein; 2° ou bien se compose d'un ensemble de droites
issues de 0 ou de spirales logarithmiques dépotes O, cV ailleurs équicingu-
/aires, ou enfin de cercles de centre 0.

(En aucun cas, on le voit, si R , et R^ sont i n d é p e n d a n t e s , <l1 ne
peut donc être partout discontinu. On ne pourra donc pas chercher de
fonctions permutables indépendantes parmi les fract ions ra t ion-
nelles R dont l 'ensemble 'E^ est partout d iscont inu . )

En efîet tout point A de C donne naissance à un système de droites,
de spirales logarithmiques en nombre f ini , ou de cercles de centre 0
en nombre infini dont tous le.s points s.ont de <l,1. C é tan t parfait, les
points de C voisins de A donneront ainsi naissance à des courbes qu i
pourront remplir tout un petit cercle de centre A ou, si petit que l'on
choisisse ce cercle, ne le couvriront pas tout entier.

Dans le premier cas, 1': est superficiel au voisinage de A, E' l'est
aussi, et, par conséquent, d'après un théorème que j'ai démontré dans
mon Mémoire sur l'itération (/. de Mat/i.y 1918, p. T O I , n° 15), © se
confond avec le plan tout entier, ainsi que c.

Dans le deuxième cas, c n'est pas superficiel au voisinage de A, il
ne l'est donc nulle part et les points de ^ sont identiques aux points
d'un ensemble de droites issues de 0, de spirales logarithmiques
équiangulaires de pôle 0, ou de cercles de centre 0 suivant les cas.
Cet ensemble de courbes pourra d'ailleurs être quelconque sous la
seule restriction qu'il soit invariant par (z zs^ ) et (s |^).

12. Passant de là au plan de la variable Z = = G ( 5 ) , ou 'voit que
l'ensemble parfait E' commun à H,, et Rg : i° ou bien sera identique au
plan complet; 2° ou bien sera ident ique à un ensemble de courbes
analytiques, ensemble i n v a r i a n t par les transformations | Z ] Ri (^ ) J
et[Z|R^)].

En effet, on sait que si l'on considère un petit cercle G entourant 0
dans le plan ^, il lui correspond dans le plan Z une aire simple F, et
aux points de c situés dans G les points de E' situés dans F; les poin ts
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de c dans C constituent un ensemble d'arcs analytiques, les points
de E' dans F const i tueront aussi un ensemble d'arcs analytiques. De
plus, on peut toujours trouver un ent ier p tel que l'itérée p1^ de
l 'ensemble des points de E" situés dans r cont ienne E' tout entier ('),
cette itérée^10""2 étant composé d 'un ensemble d'arcs ana ly t iques ; il en
sera ainsi de E\

13. Les exemples connus de fonctions permutables corroborent
les conclusions précédentes.

i° D'abord Z^ == R^ ( z ) == Z7', k ent ier >o est permutable à
Za ==R^(^) == Z7, / centre quelconque positif ou négatif . Leur
ensemble E' commun est un cercle Z | == i, G(s) est l 'exponent iel le^

G (A'z) = [G(^)r, [G(o) == i, (^(o) = i].

Le po in t Z == i est bien point double répulsif. C, c'est ici l'axe imagi-
naire tout entier.

2° Prenons
Z = = s i n ^ Z i==s in3^ , Z 2 = = s i n 5 ^ ,

Z i ^ S Z — ^ Z 3 est permutable àZ^Z). On voit aisément que
l'ensemble C se compose uniquement de Vaxe réel. E' se compose du
segment (— i -h i).

De même prenons

Z == COSZ\/i"i? Zi= COS2<V'2l5, Z2==: COS3/\/2^,

on a
Z^aZ2-!, Za^^ -Z^—SZ

et cos^i^ est la fonction fondamentale r e l a t i v e a u poin t double
répulsif Z --== i de mult ipl icateur 4 pour 1̂  et 9 pour IL ; E7 se compose
encore du segment (~ i, + i) et 6 de l'axe réel.

3° Prenons
Z==J)(M), Zi=p(2^), Zâ==p(3^).

( î ) ,/. //ç Math., 1918, p. 97, n08 13 efc 44.
^rara. ^c. Norm^ ( 3 ) * XXXIX. — JUILLET 1922. 25
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On reconnaît aisément que les points de l'ensemble E correspondant
à Z^ == Z donnent ,p(>"^) == pÇii), donc

--" « = ± « + période « = P61'10^.-;" ± i

Ces points u étantpartout denses dans lo parallélogramme des périodes,
les points de E sont partout denses dans le plan. E' est i den t ique au
plan complet pour Z, (Z) comme pour Za(Z).

14. On peut tirer des conclusions importantes des résultats du
n° là. En efï'et, on va voir qu'un certain nombre des possibili tés
admises pour E' sont à rejeter du fait de propriétés importantes établ ies
pour E' (*) : E' a la même structure dans. toute.': ses parties et si Von
prend les antécédents successifs d'un point de E' par toutes les branches
de Rr'^O). puis toutes celles de R,-21^), etc., l'ensemble obtenu estpar-
tout dense dans E'.

la. D'abord il est impossible que c soit composé de cercles de
centre 0. Car, au voisinage de 0 correspond par Z = G (s) une peti te
aire F entourant un point de E' et, dans F, les points de E' constitue-
raient alors un ensemble d'une i n n n i t é de courbes analytiques fermées
entourant le point û de E' qui correspond au points == o parZ = G(z).
Considérons un autre point quelconque iî, de E', il correspond à'un
poin t z , de C distinct, de 0 et l'on peut toujours supposer que G' (,-, ) ̂  o.
Aux points de c intérieurs à un pe t i t cercle C, de centre s., corres^
pondent les points de E' intérieurs à une petite aire simple F entou-
rant û,. Dans l'hypothèse où c serait composé de cercles de centre 0,
les points de C intérieurs à C, formeraient des arcs de cercle ne se
rencontrant jamais deux à deux et a l lant d'un point du contour de C^
à un autre point de ce contour; C, étant assez petit, les points de E^
dans F formeraient aussi des arcs analytiques ne se rencontrant pas
deux à deux et allant d'un point du contour de F. à un autre point de

( ' ) Voir noie ( > ) de la page 193.
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ce contour. Or il y a dans ï\ un certain an técédent i3L.̂  de ïî par une
certaine branche de ^""^(Z). Puisque les points de K dans F forment
un ensemble d'une in f in i t é de courbes ana ly t iques fermées entou-
rant 12 et t endan t vers Q, il devrait correspondre par [Z JR^CZ)], à
ces courbes une inf in i té de courbes fermées entourant Û_^, et t endan t
vers Û_A-. Toutes ces courbes fermées appa r t i endra i en t à E^ et, à
part i r d 'un certain m o m e n t , seraient i n t é r i eu re s à r\. Or on vient de
voir que dans F, les points de E7 ne peuvent former que des arcs
ouverts j o i g n a n t deux à deux des points de la frontière de I\. Il y a
donc ici une contradic t ion, par c o n s é q u e n t c ne peut se composer de
cercles de centre 0.

16. C ne peut se composer de véritables spirales logarithmiques de
pôle 0. Car dans un cercle C entourant 0, ces spirales admet ten t 0
comme seul po in t s ingulier , point asymptote, et dans F correspondant
à G par Z==G(V) , les pomts de 'E/ fo rmera ien t des arcs de, courbes
ana ly t i ques (en nombre f in i ou in f in i ) pa r tan t de la f ront iè re de F
pour s 'enrouler asymptot iquement au point Q qui correspond à 0. Au
contra i re , au voisinage de tout autre po in t ^ de <!:. dans un cercle C,
assez petit de centre z,^ les points de C formeraient des arcs réguliers
de spirales, ne se r encon t ran t jamais deux à deux et a l l a n t d'un point
front ière de C i ' à un autre point f r o n t i è r e ; le même caractère appar-
t iendra i t aux po in t s de 1̂  i n t é r i eu r s à F, qui correspond à G,
par Z = G ( ^ ) ; r a a i s le ra i sonnement du n° 15 prouve encore que
dans F,, i l , ' y a un antécédent û^ de 12 et par conséquent que Û_y, est
p o i n t asymptote pour les courbes qui cons t i tuen t au voisinage de û_/,
les points de l 'ensemble E^. Il y a donc encore une contradiction qui
exclut rhypothèse faite. •

17. Si. enfin e, se composant de rayons issus de 0, comportaitautre
chose qu 'une droite indé f in ie dans les deux sens ou une demi-droite
issue de 0, il v aurait cer ta inement deux demi-droites issues de'O,
a p p a r t e n a n t à C faisant, en t re elles un angle a compris entre Q et 7:,
limites exclues. Il leur correspondrait/par Z=G(^), deux arcs, de
courbe ^i et 7^ aboutissant en û formant en Q le même angle a
com.pri-s entre 0 et TC, Eu tout antécédent Q^ de û les arcs'antécédents



1^)6 GASTON JULIA.

de YJ et y.^ par R^ font entre eux l'angle a ou une partie aliquote de a
selon que û n'est pas ou est point critique deRi"""^^). Ces deux arcs
forment certainement encore un angle compris entre 0 et T; limites
exclues. Or cela est contradictoire avec le fait que les points de E'
dans un cercle T^ assez petit entourant tout point û, de E/ d i s t inc t
de 0 forment des arcs analytiques réguliers ne se rencont rant pas
deux à deux et allant d'un point de la frontière de ï\ à un autre
point de r\, puisqu' i l en est a ins i des points de c intérieurs à un petit
cercle C, entourant tout point de c d is t inct de 0.

18. En définit ive subsistent seulement pour c les deux possibilités
suivantes :

i° C est identique, au plan complet;
2° C se compose d'une droite indéfinie passant par Forigine ou d'une

demi-droite issue de l'origine.

Par Z== G(^), il correspondra à C un ensemble I^ qui sera : i° ou.
bien le plan complet Z; 2° ou bien une courbe analytique ou composée
à'arcs analytiques parcourus, plusieurs fois ou formant des points de
rebroussement;

19. Laissant provisoirement de côté le cas où E7 est le plan Z
complet, nous allons poursuivre l 'étude du. deuxième cas : E' étant
composé d'arcs analytiques. Or l 'éventual i té où l 'ensemble parfait E^
relatif à une fonction rat ionnel le R^ est composé ^d'arcs analyt iques
a été étudiée en détail par M. Fatou. (Bulletin Soc. math. de France,
t. XLVIII, n05 56 et 43), il a mont ré que cette éventualité ne peut se
présenter que : i° si E' se réduit à un cercle ou une droite indéfinie,
auquel cas la subs t i t u t ion R, ou R^5 est à cercle fondamental; ou
bien 2° si E7 se réduit à un segment de droite ou un segment de cercle.
Alors R, se déduit d'une fraction rat ionnelle à cercle fondamental par
u n e transformation du second de^ré {Bulletin Soc. math. de France
t. XLVII, n° 25, p. 267). ^ " .. 1 . \ 1 ' . ; 7

C'est à l'étude de la permutabil i té dans ces deux cas particuliers
que nous allons consacrer le Chapitre suivant .
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CHAPITRE III.
PEllMUTABILITÉ DES FRACTIONS Pi.ATIOIN'NELLÏ^ À Cercle f'O/l dament Cil

ou A arc de cercle fondamental.

20. Nous commençons par le cas où R < et Ra admettent pour
ensemble .E/ un arc de cercle ou un .segment de droite. Par une même
transformation homographique sur Z, Z ^ = = R ^ ( Z ) , Z^=1{^(Z), on
peut supposer que ce segment est transformé en Yaoce réel
positif (o+^o). Puis par la transformation W == \/Z, W\==v'Z^
Wa== s/Za, les subst i tu t ions rationnelles deviennent des substitutions
rationnelles

Wi:=^i(W), Wa^cM'W)

qui admettent pour ensemble parfait tout l'axe réel du plan W et con-
servent chacun des demi-plans supér ieur et inférieur. A un point Z
non situé sur l'axe réel positif correspond un point W et un seul du
demi-plan supérieur. Partant de W et lui appliquant successi-
vement [Wj^^Wy) puis [WlcîR.^W)] on aboutit à un pointa qui est
le point du demi-plan supérieur correspondant au pointa ==^[^1(2)]
du plan Z qui découle de Z, correspondant à W, par la substi-
tut ion [ Z | R ( ( Z ) | suivie de [Z | . tL(Z)J . Si Von applique à W les subs-
t i t u t i o n s .'Jl, etj^ dans l'ordre inverse, le poin t \^ obtenu correspondra
au poin t ̂  == R, f IL (Z) | qui, à cause de la permutabil i té de Ri et R^
est ident ique à, ^. Donc ^) et ^ sont identiques, ce qui signifie
que ̂  et ̂  sont permutables au même titre que R^ etl:L. Le deuxième
cas se ramène donc au premier.

Deux subst i tut ions rationnelles permutables R, (Z) et R,>(Z) admet-
tant pour E' un arc de cercle ou un segment de droite se ramènent par
une transformation rationnelle du second, degré Z = = p ( W ) à deux
substitutions ra t ionne l les permutables Jl,,(W) et ^(W) admettant
pour E' une circonférence entière et conservant toutes deux l ' intérieur
de cette circonférence < (R.^(W)et<^.2(W) sont des fractions à cercle fon-
damental de première espèce, c'est-à-dire pour lesquelles l 'ensemble E'
comprend toute la circonférence du cercle fondamental .
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21. Nous sommes donc toujours ramenés à la recherche des substi-
tutions /•a^o/i72(°^.y^^7722///a&Z^ à cercle fondamental commun et de pre-
mière espèce; en substi tuant au .besoin à R , (Z) e t IL(Z) leurs /itérées
d'ordre 2 pour le cas où [Z(R, (Z)] par exemple échangerait entre elles
les régions intérieure et extérieure au cercle fondamen ta l , on peut
toujours supposer ciue R, et IL conservent l ' in tér ieur du cercle fonda -
mental qu 'on supposera, selon les cas, confondue avec le cercle trigo-
nométrique ou confondue avec l'axe réel.

ï i est, d'autre part, f a c i l e de voir que R , et R^ sont s imul t anémen t
ordinaires ou singulières, mais qu'il est impossible que l 'une soit
ordinaire et l'autre singulière.

En effet, si R, est ordinaire, c'est dire que R, admet deux points
doubles attractifs symétriques par rapport au cercle fondamen ta l , par
exemple confondus avec o et ce. Or, j 'a i montré précédemment (1)
que, si deux subs t i tu t ions sont permutables, les p o i n t s qui. font partie
des cycles attractifs de l 'une font aussi partie des cycles at tractifs de
l'autre, et réciproquement; o etco sont donc points doubles attractifs
de R^ s'ils le sont pour R , , Ri et R^ sont s imul tanément o rd ina i r e s ou
singulières.

22. Supposons d^abord que R< et R^ soient ordinaires de première
espèce el admelten t pour cercle fondamenta l le cercle t r igonométrique,
pour points doubles attractifs o et xs. En r a i sonnan t comme dans la
première Partie (2) on peut voir que l 'ensemble F formé par les anié-
cédenis de tout ordre de o dans le cercle fondamental , pris avec toutes
les branches de R^^Z) (^== i , 2, .... co) est iden t ique à l 'ensemble
formé par les antécédents de tout ordre de o pour toutes les branches
de Rir^Z) ( Â ' = = T , 2, . . . , co); on voit aussi que F a pour dérivé la cir-
conférence du cercle fondamental. Cet ensemble F est i nva r i an t par la
transformation J Z I R ( ( Z ) j et toutes les branches de son inverse, car i l
est clair que si un point A. est antécédent d 'un cer ta in ordre r de o
dans l'itération Ri (Z) tout conséquent, d 'ordre^, de ce point A. ou
bien se confond avec o si r ===/-», ou bien a un conséquent confondu

( l ) Premic're Par; le, n0 23,
(1 2) N^.^à y. 1 : 1 ' 1 ,>
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avec o, si /9 <^ 7* et tout antécédent d'ordre p de ce point A a son con-
séquent d'ordre r +•? confondu avec o. L'ensemble F est aussi inva-
r iant par [Z | iL(Z}] et son inverse. L'ensemble î^ formé des anté-
cédents de tout ordre de l ' i n f i n i par R^ ou R^ (A-, l == i, 2, ..., =o ),
est symétrique de F par rapport au cercle fondamental et il admet
les mêmes invariances.

23. R^ et R '̂-" ont toujours sur le cercle fondamental un point
double répulsif commun si. les entiers positifs m, et m.^ sont bien
choisi s ( < ) . La suite du raisonnement prouvera que ce n^est pas res-
treindre la généralité que de supposer 7 ? î , = = m 2 = = i . Je désigne
par G(s) la fonction méromorphe fondamentale de Poincaré qui, ^
et ^ étant les multiplicateurs de a [^ === R^(a);, ^==: R^a), |^^|^>i,
| "̂  1 ^> I | satisfait aux deux relations ( 2 )

G(^)=S{ j (x ( , ^ ) ] [0(0)^0, G^O)^-!] ,
G( ,^)=R,[G(3)] .

Si Ri n'est pas de la forme R< == Z7' (/c entier > o), il n\ a pas de
valeurs exceptionnelles pour G(^). Que correspond-il à F dans le
plan -s, par la transformation Z = G(^)?

SoitZo un point de F, c'est un antécédent d'ordre n de l'origine,
par conséquent R^^Z^) == o. Soit ZQ un point tel que GÇ^o) == Zç. On
aura

H^(Zo):=o, c'est-à-dire G(^^)=:o.

ro^^ point de V ensemble § du plan s qui correspond à F du plan Z
n^/' Z == G (s) e^ rfow ̂ e racine de

G(6>ï^)=:0 - ( /À =o, x , ,2 , . . ., œ).

La réciproque est immédiate* L'ensemble F est invariant par [Z ( R^ (Z)],
il en résulte que S est invariant par [.sj^s]. F étant invariant
par [ZIR^^Z)], ^ sera invariant par z -1 • De inême S sera invariant
par [^[^ | et par la substitution inverse.

( î ) Voir première Partie, n0 13.
( a ) p'oir première Partie, n0' 3 et suivants.
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On remarque immédia tement que ^ et ^ son^ réels. Comment le
cercle fondamental de plein Z se transforme-t-il, par Z === G(s), dans le
plan -s? Evidemment il devient l'ensemble £, correspondant à la fonc-
tion méromorphe G ( ^ ) . Or

G(^) —; a-4-^; -f-^4- . . .

montre qu'à un arc de cercle fondamental assez p e t i t englobant a
correspondra un pet i t arc de courbe analytique du plan ^passant paro
et englobant o. Cet arc fera partie de l 'ensemble parfait ̂  relatif à la
fonction méromorphe G(.s) qui doit ici se composer d'arcs analytiques.
Or la seule possibilité présente pour cet ^ est qu'il soit composé
d'une droite indéfinie ou d'une demi-droite issue de o (1).

Comme ô^ comprend un arc englobant Oy ce sera nécessairement une
droite indéfinieD ùsue de o, parallèle à la tangente en a au cercle fon-
damental.

On verra de même qu'à tout po in t z situé dans un des demi-plans I\
que détermine D correspondra par Z = = G ( ^ ) un point intérieur au
cercle fondamental et réciproquement à tout point Z intér ieur au
cercle fondamental correspondent une in f in i t é de po in t s z tous situés
dans le demi-plan P^ déterminé par I).

L'autre demi-plan Pa correspondra à l 'extérieur du cercle fonda-
mental, o sera une valeur asymptot iquede Gr(-s) atteinte sur les rayons
s'éloignant à l ' infini dans le demi-plan P ^ ; l ' i n f i n i sera une autre
valeur asymptotique atteinte sur les rayons du demi-plan P^.

24. Je dis qu'il est impossible que § ait d'autres points limites que les
points de D. En effet, si l 'ensemble § avait un po in t l im i t e non situé
surD, l'ensemble F qui lui correspond par Z== G(^) aurait un point
limite non situé sur le cercle fondamental qui correspond à D, et l'on
sait que cela est impossible, puisque le dérivé de F ne se compose
que de la circonférence du cercle fondamental.

Or, partons d'un point ^o de ^ situé dans le demi-plan P^ et appli-
quons-lui la transformation [^J^ .y / J , et ses puissances positives et
négatives, nous obtenons encore des points de ^ puisque § estinva-

( ï ) Voir le n0 18 du présent Mémoire^ deuxième Parlie. •
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riant par H^] et par L ^-1. Tous les points ^^>wl (m==±i, =b2, ...ce)
sont de cf. De même tous les points ^o-CC2 (/^ = ± î , ± 2, ..., =Lco )
sont de 53, car ^ est invar ian t par [^ s^1]. Ic i deux hypothèses sont
possibles.

i° Le rapport j—— n'est pas commeusurable (en chois issant pour
Logs^ et Log^y les logarithmes népériens réels, positifs, des nombres^
et^> qui sont >i). Alors on peut certainement choisir deux entiers
m^ et rn^ tels que

| rni Log^i 4- m:; Log.s\> | < £

(s nombre positif arbi t rairement petit) ; alors
^Wi Lo?.s'i4-Wii Log-.s'.;— . i^ p'

(£' étant arbitrairement petit), c'est-à-dire que

On peut donc choisir une suite de couples de nombres m^ m^ tels
que s ' ^ s " ^ tende, vers un. Les points distincts z^s^^ tendront alors
vers ZQ, et ce seront des points de §. S aurait s^ pour point l imite . Tout
point de § serait point l imite de points de S ' Ceci contredit le fait
que S n'a pas d'autres points limites que les points de D. Il est donc
impossible que ^<9i soit incommensurable (1).

2.° On est donc contraint d'admettre que 'OQSi est commensurable1 Log'^
et = p. Mais alors

q
c/ Lo^5i==pLôg.^,

,v^-.<?{;
et ron aura év idemment

• ' R ^ ; ( Z ) = R ^ } ( ^ ^

puisque
R^[G(^)]=:Br[G(^)]=:G(.^)=G(A^).

( i ) Le raisonnernoiit cmïployé ici est idenliquo à celui qu'on a déjà employé au n° 8 du
présent Mémoire (2*' Partio).

Ânn. Éc. A'orrn., (3), XXXIX. —JUILLET 1922. 20
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Dans ce deuxième cas on arrive a la conclus ion que H; et IL ne sont
pas indépendants .

25. CONCLUSION. -— Deux substitutions rationnelles à cercle fonda-
mentale ordinaires et de première espèce, ne sauraient être permutables si
elles sont indépendantes, hors le cas banal Z, = Z\ Z = ZS /^ et k^
entiers posùi f s, écarté dans la recherche précédente. Ces fractions banales
sont évidemment permutables, et si l'on choisit pour k^ et î^ deux
nombres premiers distincts elles sont indépendantes puisque les
itérées respectives sont

Z^::.rR^=Z^ el ïf==^^:VÏ

et jamais on n 'aura
z'ï=z^,

puisque jamais pour n> o etjo> o, on n'aura k'[' = k1^ k^ et k^ étant,
des nombres premiers distincts.

26. Supposons m a i n t e n a n t que t^ et IL soient deux substitutions
singulières de première espèce à cercle fondamental, et permutables.
Ni IL ni B,> n 'ont alors de point double intérieur ou extérieur au cercle
fbndaùiental. Tous les points doubles ou les cycles sont sur le cercle
fondamental .et le recouvrent d'une façon partout dense. Au l ieu de
considérer l 'ensemble F des antécédents i n t é r i e u r s au cercle du
po in t double attractif intér ieur au cercle nous a l lons ici considérer
l'ensemble H, formé par les zéros in tér ieurs au cercle fondamenta l ,
de -̂ 1 et des dérivées de .toutes'les i térées—— (n == 1^2 , .... 4-oo).

H^ est composé des zéros intérieurs au cercle de la dérivée i icm- et des
u/ j , .

antécédents de tout ordre de ces zéros par toutes les branches
de B^ ' ( / c== i , 2, ...., -4-cc). On considère l'euse.mhie analogue IL

^formé des zéros intérieurs au cercle des !:m"''(/== i, 2^..., '4- co)/
pour la deuxième subst i tu t ion IL; 'îl\ et Ha ont tous leurs points inté-
rieurs au cercle fondamental et aucun d'entre eux n'est sur ce cercle.

D'abord tous les zéros de ̂ ! sont in tér ieurs au cercle fondamental,
OU extérieurs à ce cercle (ils sont deux h deux symétriques par rapport
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à ce cercle). En effet un tel zéro a pour conséquent par R^ un point
cr i t ique de R^^Z), et puisque la transformation [Z[ R , ( Z ) transforme
l ' in tér ieur du cercle fondamental en cet intérieur recouvert d, fois
\d^ degré de R, ) et la circonférence, en cette circonférence d^ fois
parcourue dans le même sens; il est impossible que, sur la circon-
férence du cercle existe un point cri t ique de R^1 (Z). Tous les points
de H, sont donc intérieurs au cercle fondamental et comme ib dérivent ,
par antécédents successifs, des zéros de —— In té r i eu r s au cercle ouiciL i

sont au nombre de (W< — i) au plus, on voit que l'ensemble 'H.^ est formé
de points isolés et n'aura pour points limites que les points de la circon-
férence du cercle fondamental. La même conclusion peut se formuler
pour Ha.

27. On peut montrer que 11^ et lia sont identiques.
Soit en efïet Zo un zéro de R^(Z) -== o i n t é r i e u r au cercle, et consi-

dérons l ' iden t i té
R , [ H , ( Z ) ] - ^ R , [ B , ( Z ) ]

qui donne en dérivant

R , [ R 2 ( Z ) ] . H , ( Z ) = : R , [ R , ( Z ) : 1 . R ^ ( Z ) .

P u i s q u e R^Z,)) = o on devra avoir aussi un premier membre nul ,donc
ou bien R^(Zo) ou bien R a ( Z o ) doi t a n n u l e r B^(Z). En itérant par R^
un zéro de R'^ (Z) qui nesi pas zéro de R^ (Z) on tombe encore sur un zéro
de R^. Zo et R^(Zo) , intérieurs au cercle fondamental, sont distincts
puisque [ Z [ R ^ ( Z ) ] n'a pas de point double intérieur au cercle.Effec-
tuan t sur R^Zo) la substitution R^ on aboutit à R^(Zo) qui devra être
zéro de R^ comme Ra(Zo) si l'on suppose que IL(Z()) n'annule
pas R^(Z()) . Cont inuant ainsi indéf in iment , ou voit: que l'itération
indéfinie n'a que deux issues : , 1 , . -

i° Ou bien un itéré R^ÇZ^) annul'era R^(Z), il est alors clair
/ /R(^+1) /7 \

Z i c/ r» .> \ /jo /que o annulera——r,——; .. , ! . ! 1 ' ! , , • ' — 1

2° Ou bien aucun des itérés successifs Ra(Zo), R^Zo), ..., tous
distincts et intérieurs au cercle fondamental n'est racine de XCZ) ==o
et alors, i ls sont tous, au même t i t re 'que Zp des zéros de R^(Z).
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Or R^(Z) n'a que d, — i zéros au p l u s dans le cercle fondamental. La
suite des Rîf^Zo) ne devant compter qu'un nombre l imité de points il
existera deux indices, i"et j positif Ço^i^d^ - — i y o^i+j^^i—i)-
tels que

R ^ ( Z o ) = R ^ - ( Z o ) .

Le point R^(Zo), i n t é r i eu r au cercle fondamenta l , serait point double
de R^(Z) q u i est, comme Ra(Z), une fractidn s ingul ière de première
espèce. Ceci est impossible. Donc la deuxième hypothèse doit être
rejetéc et l'on conc lu t que tout point Zo racine de R^(Z) == o sera aussi
racine de —— == o pour un entier positif y.» convenable. Dans tou t le
ra isonnement précédent, on peut remplacer R, par une itérée quel-
conque R^ qui est permutable à Ra pu i sque R, l'est et l'on verra que
toute racine de -j. R^Z) == o {k en t ie r >o) sera racine de -—— == o
par p entier positif convenable. La réciproque est immédiate et Fon
conclut que H, et EL sont identiques. On pourrai t aussi remarquer que
l'itération indéfinie par R^ des zéros de R',(Z) conduira aux points
critiques de R^^Z) et il résulte d'un théorème établi dans la première
Partie ( ' ) que l'ensemble ïî\ de ces points cr i t iques est iden t ique à
celui H, desP^YZ)^!^, ..., +^).

28. Si l'on remplace R( par une itérée quelconque R^0 (rentier ;> o),
l 'ensemble H, des zéros des -R^ (l== i, û, -., +oc) sera identique

à celui des zéros de s—R^ ( /=i , 2, ..., ce) qui sont les zéros des
dérivées des itérées de R^'5, On ne change pas H, en remplaçant R^
par R^.

On peut donc, en remplaçant au besoin R, et Ra par R^0 et Ri,^ sup-
poser que ces deux fractions ont un point double commun répulsif a
sur la circonférence du cercle fondamental. Nous supposerons k=:l==. i,
ce qui ne restreint pas la généralité et nous désignerons par G(s) la

Y1) Premicro ParLie, Chapitre 111, n0 â0.
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fonct ion méromorphe fondamentale correspondant à a
G(^)r=:R,[G(5)] [G(o)=a, G'{o)=ï.
G(^)=R2[G(s)].

En raisonnant comme au. n° 23 on verra que parZ= G-(^) l ' in té r ieur
du cercle fondamenta l du plan Z correspond à un demi-plan Pi du
plan z limité par une droite indéfinie D passant par l 'origine, l 'antre
demi-plan P^ correspondant à l'extérieur du cercle fondamental et la
droi te D elle-même correspondant à la circonférence du cercle fonda-
mental . Les multiplicateurs s^ et ^ de R^ et Ba pour a sont réels
et > i. D c'est l 'ensemble ô,̂  ou £^ de la fonction G (^). DansP^ G-(s)
admet la valeur asymptotique a atteinte par exemple suivant un rayon.
Dans P^, G(s) admet la mêmevaleurasymptot iquea,maissurD &(-s)
repasse périodiquement par les mêmes valeurs. Tous les pôles de G(s)
seront situés dans le demi-plan P^. G(s) n'a pas de valeurs excep-
t ionnel les .

29. Que devient H, par Z=G^)?Soien tZo une racine de ̂ R^(Z)=o,
^ un point correspondant par G(so )==Zo; Sç est dans le demi-
plan P ^ , ..., on a

G(^)=R^[G(^ ) ] , (fôù ^G / ( .^)=^R^[G(^)] .G / (^ .

^o est dans P,,, il n'est pas pôle de G(z), ni de G^-s), et G^z^ == Zo
annule — R^Z). Donc on a

G^t^^o.

Réciproquement, considérons une racine de ZQ de G^^s) == o,
dans le demi-pian ï\, on devra avoir ou bien G / (^o)==o ou
bien Zo= G (^o) sera racine d e — R f ( Z ) == o.

L^ ensemble 3€ ^ des racines des équations
Gr(s^s)•=:o (n=:o, i, lî, . .. oo)

situées dans le demi-plan P^ se compose donc des racines de l'équation

, ' G /(^)=o ^ ^ • '̂ - ^ ;. ' . .
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situées dans P, <^ <to racines des équations

G-(^)=A,

A ^<2n^ un point quelconque de V ensemble H., dit plan Z. Par Z = G(^)
l'ensemble des racines de G7^) == o devient l 'ensemble des points
critiques des R^Z) (^ == 1,2, ..., 4- co), et réciproquement; je l'ai
montré dans la première Partie (1). L'ensemble JC^ est donc ident ique
à l'ensemble des racines, situées dans P ^ , des équations G ( ^ ) = = A ,
A étant un point quelconque de II, ou un point de ïî[ ensemble des poinU
critiques des R^^Z) situés dans le cercle fondamental. H^ est ident ique
à l'ensemble analogue tL relatif à Ra e t H ^ est identique à H^ ensemble
analogue relatif à Ra.

30. 11 résulte de là que Xi est invar iant par les deux substi-
tutions [-sjs^/] et [s]^1]. En effet, si ^ de ^ annu le ("/(r^^o,
on a

^G'(^)= R^G^)].G^).

Par conséquent, puisque G(s) n'esl pas pôle de R^ (car z ' ^ est dans P,),
on aura

G'(^)=o.

Donc s ^ z ^ annule ra encore Q'Çz) et appartiendra à 3C,. Quant à C== ::0

il satisfera à
G^o^G^O^û •

et par conséquent il appartient encore à X,. De même, si ^o satisfait
à G^^^ofT^i], .̂  satisfera à G^^^^^q et 1==^
à G^4-^) == o.

L'ensemble Xa des racines des équations

.. 1 1 1 1 - , . G^^^^o • (/^o, i /a^.^oo), • 1 1 1 1 1 1 1 [ 1 1 / 1

situées dans P^ se composera aussi des racines, situées dansV\, des
équations Q(z) == A, A appartenant soit à îï^, soit à îï[ ensemble des

( î ' ) N08 20 et suivants du ChaDUro lïî.
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points critiques des R^^Z). Or IL et H, sont identiques respecti-
vement, à H, et îl\. Par conséquent, JC, cl ̂  sont identiques,

JC, était i n v a r i a n t par [ ^ [ z^1]. îe^ est i nva r i an t par [s ^:1], ÎC. sera
donc invariant à la fois par ces deux substitutions.

31. L'ensemble H, a pour ensemble dérivé la circonférence du cercle
f o n d a m e n t a l . Les po in t s critiques de R^Z) \k= i, 2, ..., oc), con-
séquents successifs par R, des zéros de R^(Z) , n 'ont d'autre point
l imite q u e le po in t a si tué sur la circonférence du cercle, a consti tue
donc l ' un ique po in t l i m i t e de l 'ensemble Ïi\. L'ensemble 'IL, + IÏ\ 71'a
donc pas de point limite qui ne soit sur la circonférence du cercle fonda-
mental. Pu i sque tout point ^ de ^Ci condui t , par Z o = G ( ^ o ) , à un
poin t do H, ou à un point de tl\, je, ne saurait avoir dans le demi-
plan P^ de point limite qui ne soit situé sur D frontière du demi-plan P, ;
car à un tel po in t l i m i t e Ç correspondrait , par ^ == G( 'C)» un pointa
i n t é r i e u r au cercle fondamenta l et qui serait l imite de points de II,
ou de Hp ce qui est impossible.

Or, en ra isonnant comme au n° 24, on verra que si le rapport '——
n'est pas rat ionnel , t o u t point de JC, est l imite de points de X,, ce qui
con t r ed i t le résultat qu'on v i e n t j u s t e m e n t d'établir. Par conséquent il
f au t suppose r que -'• ^ ' l est ra t ionne l , d'où l'on conclut comme1 l 1 Lo^a
au n0 24 que, pour deux ent iers positifs m^ et m^ convenablement
choisis, on aura

l i , { V / < ^ Z ) = R ^ ( Z )

et les substitut'ons données ne seraient pas indépendantes.

32. CONCLUSION. — DCUJO substitutions rationnelles^ à cercle fonda-
mental, singulières et de première espèce, ne sauraient être'permutables
si elles sont indépendantes.

33. Les seules f rac t ions ra t ionne l les R, à cercle fondamenta l qui
soient permutables avec quelque autre fract ion r a t ionne l l e R^ indépen-
dante de R^ se réduisen t donc à , ! , ! . . ' , / ' - ' 1 • • 1 1

R ^ ( Z ) = V (/• cn t ie r>o)
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en admet tant que le cercle fondamental soit le cercle trigonométrique.
La fonct ion entière G(z) fondamentale correspondante est e"" dont les
théorèmes de mul t ip l ica t ion rationnels son4; bien connus. Il est clair
que si G(s) admet un théorème de mult ipl icat ion rationnel, G(cc^)
l'admet aussi, e^ aura la propriété de ez sous ce rapport et ainsi se
trouvent liés ̂  et les fonctions trigonométriques au point de vue de la
permutabitité des fractions rationnelles auxquelles .donnent lieu les
divers théorèmes de multiplication.

Par une transformation linéaire du plan Z, en posant Z === -t——>
nous pouvons transformer le cercle fondamental en l'axe réel,
o en -— i, et l ' infini en +<• La fraction Z^ == Z2, par exemple, devient

i ~ i^ _ /i-^y
14-^1 '' { i ^ i ' ç l '

d'où Fon tire

i—'Ç^

Pour cette fraction, l'origine est point double répulsif de multipli-
cateur 2. La fonction Ç == G (-s) fondamentale est tangs, puisque

^ tan g ztanû:2^^-—— x^.tarrg^

D'une façon générale, pour Z ^ = Z / f (^ ent ier ^>o), en po-
^,_ i ' c

sant Z === ——-5 on tirei +1 ç '
r-lln7

^ 1 4 - - Z '

Z == i est point double répulsif de 7^=7^ de mul t ip l ica teur k.
t •== o sera point double répulsif, de mult ipl icateur 7c, pour ï, ^R/CC),

r — I I"-zl _ I î — ̂ ' _ r (1-4- ^)^-^(i-.^)^ ,
. ' "1 ~ J î -+- Zi ~~ î i+Z^ '" 7 (i4«. /ç)/.-+(t—. ^^-•' IL

La fonction fondamenta le pour le point double Z == T , c'est Z == ^c.
Par conséquent, la fonction fondamentale pour Ç ̂  o sera
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À étant une certaine constante choisie telle que, autour de z=^o, le
déve loppement soit t ==-• z -+- . . . .

Or, le premier terme de ce développement, c'est é v i d e m m e n t •— :—.s,
il. faudra donc A == —' 2z ; alors

'r^ i ^—g"^ ^ ^_
^ 1 ï --h e"'11^ ~~ à u ^ ^ '

alors 'Ç, , == tangA^ et la fonc t ion Ï, == R-(0 expr ime la mul t ip l ica t ion
de l'arc par k dans la tangente.

CONCLUSION. — Les seules fractions indépendantes 1^ et IL à cercle
fondamental qui soient permutables sont celles qui découlent des théo-
rèmes de multiplication de tangs. Le cercle fondamental est al ors V axe
réel.

34. Fractions à arc de cercle fondamental. — Soient Z i = = R , ( Z )
et Z^ == l'LCZ) deux telles fractions permutables. On a vu, en suppo-
sant que l'arc invar iant est ramené à la forme canonique : demi-
droite (o + so ), que si l 'on pose

: . Z -==. W\ Zi= Wï, Z^ W;,

'W\ •== .^((W1) et- W^ ==== ^(W) sont des fract ions r a t i onne l l e s à cercle
fondamental confondu avec l'axe réel conservant la moit ié supérieure
du plan W. Ces deux fractions sont permutables. Elles 'sont clone de
première espèce; et si l 'on transforme l'axe réel dans le cercle trigo-
nométr ique du plan Ç par une transformation homographique, elles
se ramènent à Ç,^^, ^=A t (^ (À^ et k^ entiers positifs ou négatifs
arbitraires, A^"""1 === i). On peut, par u n e transformation homog'ra-
phique sur W, "W\ et W^ qui conserve l'axe réel, supposer que le
po in t double attractif commun à A, et ̂  est le po in t + i dans le demi-
plan supérieur, — i dans le demi-plan inférieur. On peut alors poser
W == tangos, on aura , •

r /7r ~\
Wi==: lan^i^ .Wa^tang- / f a ^ — T — — h , ,

L À î — J J

À entier arbitraire qu'on peut supposer réduit aux valeurs 1 , 2
Ànn. Ec. Ncrm., (3) , XXXIX. — JUILLET icpa. 27
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k^— i. Alors ! •

Z==tang2^ Zi^tang'Ais, Z3=tang2 /r^-- ^ _^ •

__ rfl

Mais si, par la transformation 2=^-^-^ on transforme l'arc inva-
riant (o + a) ) du plan Z dans le segment ( -h-1, — i) du plan Z', en
posant aussi

_ i-7^ „ i-Z,1

^--rT"^5 ^-'i+z^
on aura .

i — lang'2 ( /r.) s — -——— )
y,^ i-tang2^ • ^ ̂  i^tang2/:^ y _ \ k , - i j

ï+lang^5 ^ i+tang^^7 J2 ^^^^^^)

Donc
Z'-rz COS25, Z' == COS 2Â-i^, Z^» == COS à /Ça S — •.-——— •

L A! —— ï J

Mais, pour que Z^= cos |ik^ — ^ [ soit rationnel en Z' ^= cos'a^,

il faudra que' , _ soit entier. Or 2^ varie de 2 à 2(7^ — ï), la valeur
de l'entier précédent est ï ou 2. ,

On a donc
7^== COS(3 / f2 -S -h e ^ T T ) ( Ê 2 = O O U ï ) .

CONGIAISÏON. -— Z^ seules fractions permutables indépendantes à arc de
cercle fondamental ramené à la forme canonique du segment d^aoce
réel ( — 1 , 4 - 1 ) sont celles (jui découlent des théorèmes de multiplication
du cosinus.

La fonction entière fondamentale correspondant alors au point
double Z == + ï de là substitution Za== ûZ2 — ï, par exemple, qui
exprime Za = cos iz en Z == cosz, n'est pas cos-s, c'est

» Z===COS^\/25,

En effet, le développement de tosi\/^z est bien =•14-^-4-..., tandis
' . , 1 - ! ' ^.2 • , ! - ! - ! .

quecelui de cos^, c'est ï --— -+-....
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35. Conclusion générale de ce Chapitre. -- II n'y a de fractions
rationnelles indépendantes permutables Z , = = R , ( Z ) et Z^^R^Z),
parmi celles dont l'ensemble partait E' n'est pas identique au plan
complet (1), que les suivantes :

ï° Celles qui se ramènent par homographie sur Z, Z, et Za à la forme
canonique 7^ = Z^s Z^ = AZ\ k, et ̂  entiers positifs ou négatifs arbi-
traires^ avec A^^i. (Les fonctions fondamentales se ramènent
à l 'exponentielle ^.) On peut encore, par une transformation home-
graphique commune à.Z, Z,, Z,>,

i — i^
^-TTTç5

les ramener à des fractions qui sont identiques à celles exprimant

Ci =1 tangos, ^=tangf/c^-—^~1 f^== i ,2 , ... (A^-i)].
L /i i — J J

en fonction rat ionnelle de
Ç==tang5.

La permutabilité est évidente, et elle se traduit sur z par les deux
suites d'opérations

/ 7 Z- ?i7T B>

Z, K^Z^ / r^Ai .S—- ,————y
A'1 — 1

/ ^ f ( J ^7r \ / / -^ ^5, HZ——-.————-, A-i ^———————- = : ^ Â " 2 ^ — À 7 T — 7 — — — — ,
A i — i \ A ' i — l / A^—i

dont les résultats
/ / ! ^TT • . , }jr ./c^/c^z—-——— et Â\, A'i .5—--7————}^ ! ,

A'i — I A' i— I

donnent la même valeur à la tangente.
2° Celles qui conservent un arc de cercle. On les ramène à une

forme canonique en transformant l'arc de cercle dans le segment
réel (—• i, -|- i), et les fractions en question ne sont autres alors que celles
qui expriment

Zi== COS[Â"i«-h- Êi-TT] et, Z2=COS[A'2^4--£27T] ( £ i = = O O U î , £ 2 = : O O U î )

( ï ) Parmi celles pour lesquelles E/ recouvre loutle plan, on ne connaît jusqu'ici que
celles qui naissent des théorèmes de multiplication des fonctions elliptiques connue p(z).
Foir^ par exemple, l'exemple 3° ii la paçC 198 du présent Mémoire.
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[/^ et ̂  entiers arbi t ra i res positifs ou négatifs], en fonction clé
Z==cos/ / .

La permutabil i té exi^'e alors les conventions suivantes sur £1 et £^ :
Si les deux nombres entiers /:i et k^ sont impairs, ^ et ^ sont arbi-

trairement o ou i ;
Si l'un des nombres k, ou ̂  est pair , par exemple /',, alors £^doi t

être nul, £ , ,quelconque;
Si les deux nombres k, et ^ sont pairs, c, et ^ doivent être égaux

tous deux soit à o, soit a i .

36. lîe/narques. — I . Les théorèmes de mul t i p l i ca t i on r a t i o n n e l s du
sinus

Z p = s i n p ̂ , Z == s h ï .3 ( p o u r p e n lier i in \ ) a i r " "= 2 p ' + i )

rentrent dans ceux du cos inus en posant z = = = - " • — Ç. Alors

Z'=cos?,, //?== cos[—,//7r 4-7^'].

II. En déf in i t ive , la seule transcendante essentielle yue nous ayions
trouvée dans ce Chapitre, possédant deux théorèmes rationnels de' multi-
plication distincts et pour laquelle 1^ ensemble C ne soit pas tout le plan,
c'est l'exponentielle <^. Car e^' s a t i s f a i s an t toujours à la relation

e^-zz (e3)^

i l est clair (pie toute fonct ion homo graphique de e^ (A constante quel-
conque)

^^a^J_
'• / • ce^ 4- d , ' , , •

(û, &, c, dy constantes que lconques a d — b c ^ - i ) sera telle que
G[^] = fonc t ion r a t ionne l l e de G(s), quel que soit l 'entier k, puis-
qu'en eiffet

r r / . -, 0(0^+b . , 1 !

L ]i^ c.^Y^d^

e^ étant d'ailleurs fonc t i on homo^raphique de G(z), GÇ/cz) sera
rationnel en G(s). La tangente, ordinaire on hyperbolique, n'est

^ qu'une fonction homographique de e^ ou e217'. Quant au cosinus, il se
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déduit de la tangente par la. t ransformation du deuxième degré
ï — tana^c.cos 2 z ~= ————— -,ï + t a n^z

ou de l ' exponen t i e l l e par

également du deuxième degré.
Il n'y a pas d'autre fonct ion ra t ionnel le de e13 admettant un double

théorème de multiplication.

I I I . Nous avons, en chemin, résolu ce problème : Trower tous les
polynômes Z, = P ^ ( Z ) permutables a9ec un autre polynôme Z^P^Z),
indépendant de P) (Z).

.En effet, tout, polynôme admet le. point à l ' infini comme point double
attractif , en sorte que Feusemble parfait E' pour I.'i.térati.on d'un poly-
nôme ne peul jamais être superficiel. Tout polynôme dpit donc rentrer
dans la classe des (onct ions rat ionnelles qu'on a étudiées dans ce Cha-
pitre. , !

// n'existe de polynômes permutables indépendants que ceux qui^ par
une même substitution linéaire sur Z, Z^ Z^, se ramènent aux deux
formes canoniques suivantes^

ï° Z ,=P i=Z^ , Z2==P2==AZ^ (A^--i=:i),

k^ et k^ entierspositifs arbitraires ;

9.° Zi=; cos(/ri a 4- £i7r), Z2== cos(/.:2^ 4-£2^) (Z==cos^),

k^ et k^ entiers positif s arbitraires £^ et £3 == o ou ï avec la restriction que
/', £^> + s^ et k^ £, ~{- £3 soient de même parité, ce qui entraîne les condi-
tions énumé fées plus haut.

1 V. Les seules/onctions entières qui admettent deux théorèmes de mul-
tiplication rationnels et distincts sont les fonctions linéaires de e^ et
de cos À^* ' : " ! i l 1

C'est la conséquence de la remarque III pour les fonctions fonda-
mentales des polynômes permutables indépendants.
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37. Je vais'vérifier, en terminant, la remarque III relative aux poly-
nômes en cherchant tous les polynômes du deuxième degré permu-
tables avec un polynôme du troisième degré au plus.

Soit Z< == P^ (Z) le polynôme du deuxième degré. Par une transfor-
mation du type Z = ûZ'-f- b sur Z et Z^ on peut toujours ramener le
polynôme du deuxième degré à la forme

Z^Z^/r.
Soit alors

Zg== agZ3^- t^Z2-}- OiZ 4- ctQ

un polynôme permutable. On devra avoir
(a3Z3+.^Z2+^Z-^ ao^Â-^a^Z^A^+^Z2^ A-)2-^ a^Z2^ /Q + flo.

Le deuxième membre est pair en Z. Le premier doit 1/être aussi.
Donc

a2<23= o, ao^i== o, ayâ^-h ai 02== o.

1° Si a^ o, on a
02=0, ^==0^

et
(^3Z3-+"alZ)2+^=:a,(Z2-hÂ<)3+«l(Z2-^ /c);

d'où

a-J == ^3, 2 «i 03 = 3 Os /<', a^ =: 3 r/s /c2 -+ ct\. /c == <%3 A'3 + âîi /c»

On a supposé a^ •=^ o, donc a^ == i nécessairement, puiâ
2<^=3Â-, a^S/^+ai, /r^^-h^i/c.

Les deux dernières équations donnent , en vertu de celle qui pré-
cède,

y^^^3^ et i ^ / c^^ .
/ 1 1 ! 2 4 2,

Dans ces conditions, ou bien y f c = = o , alors ^===0, et les f ract ions se
réduisent à

1 ! ' ! ! ! - Z,=Z2, ! ! 1 ! ! , ,,
• • • ! 1 ! / \ • ' ! ' ! 1 1 z,=z3,

ou bien k^o et alors on a, d'après les deux dernières équations,
3 ' ! 1 1 k \ ! 1 ! ! ! ! ! ' 1 !

^2+ ^/C'-^l ^3 o^ ^ ~.,=r— -,' , /<•:==:-—2; • d /OÙ 1 1 1 1 1 â;i=:—3.
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On n'obtient donc que les deux résultats suivants :

ou bien

y

/ig ':::::

z»
z» e l p â r [ Z | - Z ] Zi=-

T „

z2

z3

Z =2Ç , 2^= 2^-

4Ç3-
1

3Ç
qui en posant Z i = = 2 Ç i > donnent

Z^ss 2^2 1 •

poly nomes exprimant cos2^ et cos3^ o^ cos^.
Par la transformation [ Ç j — ï ] , [ ^ l — ^ j , [ ^ I — ^ J , les deux

polynômes deviennent

^-(-^-i)
^= 4.C31-~3Ç qui expriment

COS(2^ -4- TT)

ces 3 il
en cos^

conformément à la remarque III pour
/Cl ==2, /(•,== 3, £ i = = O O U I , £2==0.

a" Si a;, == o, on doit avoir encore
a^o==o, usai ==o.

Si a< ^= o, il faut ^o == û^ = o, et Ra se réduit nécessairement à Z, ce
qui est banal. Donc il faut supposer a^ == o, alors il vient

Donc
(^Z2-^ a,Y-+ k -==. a^V+ /c) î+ a^

aj == a^ do ûtâ == ^2 ̂ ?' '̂S 4- A- == ao 4- A'2 a^.

Si 02 === o, Ra se réduit a une constante. Donc il faut supposer a^ ̂  o.
Alors nécessairement 02= i, puis

ao== A- et (H -+• A--n- ao-4- A-2,

c'est-à-dire une identité. Mais a^ = k entraîne que
R^Z^Z^/csRiCZ).

Le deuxième cas ne donne donc rien de nouveau.


