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SUR

L'UNICITÉ DU DÉVELOPPEMENT D'UNE FONCTION
. EN SÉRIE DE POLYNOMES DE LEGENDRE ET EN SÉRIE DE FONCTIONS DE BESSEL .

PAR iM. MICHEL PLANCHEREL
Professeur a l'Ecole poly technique fédérale clé Zurich

Les travaux de MM. II. Lebesgue, F. Bernstein, W.-H. Young et
Ch.-J. de la Vallée Poussin ont fait faire un progrès décisif au pro-
biètïie de l'unicité da développement trigonométrique. Soi!:

w

V {cin cos nx + b^ sin/i.r), (o^.r^aTT:)
/; = o

une série trigonométrique quelconque dont les coefficients tendent
vers zéro. Soit S^Çx) la somme de ses n premiers termes.

M. Lebesgue démontra i t en igoS que si la série converge sur un
ensemble E de points de l ' intervalle (o, 270), elle est la série de Fourier
de sa somme si cette somme est bornée sur E et si le complémentaire
de E est un ensemble réductible ( ( ) .

M. Bernstein rnon t ra i t en 1908 quesi lecomplémentairecle l 'ensemble
des points où lun S^(^) == o ne cont ient pas de sous-ensemble parfait,

n ==s oo

tous les coefficients de la série sont nuls ( l î).

( 1 ) H. LKBKSGUI';, Sur ley séries trigo nom étriqués [Annales scientifiques de l'École
Normale supérieure^ (3), t. 20, 1903, p. 453-485]. Voir aussi Leçons sur les séries
t^igono métrique s (Paris, Gaulhier-Villars, 1906), p. 1 -22-124 .

(2) F. BERNSTEIN, Zur Théorie der tri^oHornetrisc/ie/i Reîfie [Beric/ite ûber die Fer-
handiungen der k. sàchsiscîlen Geselisc/mft der f^'issenschaften zu Leipzig. Math.-phys.
Klasse, Bd. 60, 1908, p. 325-338].

Ann. Éc. Norm^ (3) , XX.X1X, —- SEPTEMBRE 1922. 35
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En 1911^ M. Young démontrait que la série tr igonométrique est
encore une série de Fourier lorsque lim S^(^) et lim S,/,(.r) sont des
fonctions sommables ayant au plus un ensemble dénombrab'le de
points d ' in f ln i tude(^) .

Enfin, en 1912, M. de la Vallée Poussin retrouvait et complétait , par
une méthode d 'une grande s impl ic i té , les résul ta ts deBernste in et de
Young. Il mont ra i t , en par t icul ier , que le résultat de Young subsiste,
lorsque l 'ensemble des points d ' in f în i tude ne con t i en t pas de sous-
ensemble parfait. Il montra i t encore que si cet ensemble se rédui t à
zéro,-il n'est pas même nécessaire cb supposer d'avance que les coef-
ficients a^ et b^ tendent vers zéro; c^est comme conséquence du
théorème qu'ils tendent vers zéro (2).

11 m'a paru intéressant de dégager de la Note de M. de la Vallée
Poussin une niéthode applicable aux séries de polynômes de Legendre,
aux séries de fonctions de Bossel et de Sturm-Liouville. On trouvera
dans ce Mémoire V exposé de celle méthode et son application aux séries
de polynômes de Legendre et aux séries de fondions de Bessel d'ordre
zéro (3). Son application aux séries de Sturm-Liouville et aux séries
de fonctions de Bessel d'ordre quelconque fa i t l'objet d 'une thèse qui
paraîtra prochainement et à laquelle je me permets de renvoyer le
lecteur.

CHAMTRE I.
LES SÉRÏKS DE POLYJV'OM'ES DE LECENDIîE.

1. Le paramètre généralisé de BeUrami. — Les résultats de M. de
la Vallée Poussin sur l 'unicité du développement t r igonométr ique
découlent de l 'emploi très habile du. théorème suivant :

ODW.-H. YOUNG, On thé confluions that a trigonometrical séries fshouM hâve thé
Fourier form [Procecdm^'s of thé London Mathemalical Societr, f '2), vol. 9, 1 9 1 0 - 1 9 1 1 ,
p. 421-433] .

( 2 ) CH.-.Ï. DE LA VALLÉE POUSSIN, Sur l'unicité du développement trigonométrique
[Bulletins clé l'académie rof aie de Belgique (classe des sciences), n0 H (novembre),
191%, p. 70-2-718].

(^Applicat ion dont j 'ai noté quelques résultats 'dans une Note des Comptes rendus
t. 167, ig iS , p. 325-328. î
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Sif(cc) est cont inue dans a^^^b et possède en chaque point inté-
r ieur de cet intervalle une dérivée seconde généralisée supérieure

^f(œ 4- h) — -ïf(x) +f(x — A)
h^Q ^

positive et non . nulle, alors, dans cet intervalle, tout arc de la
courbe y=fÇx') est situé en dessous de sa corde. Au contraire, il
serait au-dessus si la dérivée seconde inférieure était partout néga-
tive. !

Pour trouver dans le cas des séries de polynômes de Legendre un
théorème analogue, il est nécessaire de se reporter à la méthode de
résolution du problème de du Bois-R.eym.ond que j'ai exposée dans un ,
Mémoire antérieur ('). Cette méthode, qui me semble la trans-
position naturelle de la méthode de Riemann , repose sur l'emploi
du paramètre généralisé de Beltrarm sur la sphère. J'en rappelle la
définition.

(&, <î>) et (S"', ^V) étant les coordonnées polaires de deux points sur
la sphère-unité, co leur distance sphérique et F(£r, <I>) une fonction
conl inue du p o i n t (S, <&), formons la différence (2)

(0
^^^^dïnA f [FC^^^-FC^O)]^

^ ûï=A

=—————y f FC^^^^-FC^,^)27; sm/^^ ^ 7 J ^ » /

entre la valeur moyenne —l-—-r j Ffâ', Î^W/ de la fonction sur leJ ^TTsmAj^ v. ^
petit cercle (le RcVIe (S-, <ï») et de rayon (sphérique)A et la valeur F(S",<&)
de la fonct ion au pôle (centre sphérique) du petit cercle. Dans cette

( 1 ) M. PLANCHEREL, Les problèmes de Ccintor et clé du jBoîs-Rej-mond dans la théorie deff
séries de polynômes de Legendre {Annales scùnîift'ques de l'École Normalo' supérieure,
t. 31, 1 9 1 4 , p. a'À3"'26%). J'utiliserai plusieurs résultats des Chapitres I, II, I1Ï de ce
Mémoire que je désignerai, pour abréger, par Problèmes de C'antor... .

(2 ) Je désignais dans Problèmes de Cantor... par AâFf3', <1>; //), Af;F(^, ^P) les
expressions désignées ici, plus simplemerU,par A^P(2r, <&), A*F(^^ <$>).
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formule, ds' représente l 'élémen.td'arcau pointC^, $') du peti tcercle;

27T sinA == / cîs'
J^=.h

est le pér imètre du petit cercle. Le quotient .A^F(S, $) : sin2^ est

ranalogiie de I-expression^"^ ̂ ^p l̂̂ L^ Les limites

supérieure et, inférieure de ce. quotient, lorsque h tend vers zéro,
seront, des nombres finis ou infinis que nous appellerons les para-
mètres généralisés de Behrami supérieur et infér ieur de F(2r, (I)). Nous
les représenterons symboliquement par

(2) A7F(^^)^^Tn^F^ ^^^)=^^^1.
/-0 sin^ """ "̂o ^

2 • . 2

Lorsque ces limites supérieure et inférieure son t égales, leur valeur
commune

(3) ^Fp^^lirn.^1^1^
A =" sin^1

a

sera le paramètre généralisé de BeUrami.
SiF(^,(î>) possède une différentielle totale seconde au point (&, <D),

A*F existe en ce point et est égal au paramètre ordinaire

(4) ^(^)^-—ô(^àF\+——àlf..
« sin;î(W\ (tôy sin^ M»2

Nous dirons d'une fonction F(5, $) qu'elle est harmonique dans un
domaine sphérique lorsqu'elle possède en tout point intérieur de ce
domaine une différentielle totale seconde et qu'elle y vérifie l'équa-
tion AF == o. Un théorème, analogue au théorème de la moyenne delà
théorie du potentiel, montre que la valeur moyenne d'une fonction
harmonique sur un petit cercle est égale à la valeur de cette fonction
au pôle du petit cercle. Par suite, si F(&,$) est harmonique, on a non
seulement AF(â,$)=o, mais encore ^V^,<S>)=o, pour h suffi-
samment petit.
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2. Corde harmonique d'un arc de courbe. — Si f(^} est som-
mable dans l 'intervalle ( — i, + i)^ in 'substitution x = cos& lui fait
correspondre une fonction F(.°r) ==/(cosS), telle, que F(S)sin£? soit
sommable dans (o, TC). La fonction égale à F(â-) en'chaque point (5-,$)
de la sphère a une valeur constante sur chaque parallèle; elle est som-
mable sur tout petit cercle. Par conséquent A/J^â) existe. Nous
appellerons encore paramètres généralisés de f{x} ou de F(S-)
les limites supérieure A*F(S-), inférieure A*F(S-)de A/,F(&) : sirr—
En particulier, lorsque /"{oc) existe en un point x intérieur à (—i,
-1-i), le paramètre généralisé A*F(2r) au point & correspondant est,
égal à
f^ A P / - ^ I è ( ' - âF\ d F/ - O N ^H(5) AF(^) = —— —'[ sinSr — ] ==— \ i —^ 2 ) —- •

sniSr à^ \ à^ J dx \j ' ctx \

Nous appellerons fonction harmonique dans un intervalle a^S-5&
toute fonct ion ^(£r) qui satisfait à l ' intérieur de l'intervalle à l'équa-
t ion A^(S-)^=o. La fonction correspondante ^(S'y <&) == uÇ'à) sur la
surface sphérique est alors harmonique dans la zone aSS-^A. L'équa-
tion A//.(Sr) == o a comme solution générale

&
u = ci log tang -- 4- Ça,

C i , Ça étant des constantes. Par suite, la seule fonction harmonique iz(S)
qui soit f in ie pour S- == o ou 5' == T: est ^ (&) = constante.

Si maintenant nous remarquons que les cordes qui interviennent
dans l 'énoncé du théorème de M. de la Vallée Poussin cité au para-
graphe i sont des solutions de l 'équation —^ = o et que le premier
membre de cette équation est à la dérivée seconde généralisée dej ce
que A4(S") est au paramètre généralisé A*^(&), nous serons naturelle-
ment amenés à introduire ce que, pour bien marquer l'analogie, nous
appellerons la corde harmonique d 'un arc de courbe. Par corde harmo-
nique de Parc (a, b) ( o<a<A<Tî : ) de la courbe y = F(&), nous
entendons l'arc de courbe y == u (&), a ̂ '^b, donné par la fonction har-
monique u(&) qui, pour S- == a et & == 6, a les mêmes valeurs que F(2r).

Deux fonctions harmoniques i^(S), ^2(2')? q^i sont égales en un
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point a intérieur à l'intervalle (o, T:) ont une différence

^(&) _ ^2 (S-) = [u\ (a)—u^(a}] sina ( îog tang^ — log' tang^)
\ 2 2/

qui est une fonction monotone de S-, croissante si u[(a)^> u,,(a),
décroissante si u\ (a) < u'^ (a). Par conséquent, si deux arcsy, ̂  F, (&),
Ja == Fa C5)» û 5 5 ̂  &, (o < a < & < îc) ont la même. extrémité
gauche : F^ (û) == F^(a), mais n'ont pas la même extrémité droite, leurs-
cordes harmoniques ^(-a), ^(&) n'auront qu 'un seul point commun.
Si, par exemple, F , (&)>Fa(6) , on aura u, (S)> ^(â-) p o u r & > a
et 1/1 (2r) < ^^(Sr) pour 5 < a. Plus généralement, si les deux arcs de
courbe sont tels que F., (a) > F, (a), V, (b) > ¥ , (b ) , leurs cordes har-
moniques ̂  (à), ^(S) seront teiles que ̂  (à) > ̂ (5), •powa^^h.

3. THÉORÈME I. — 5?' F(&) (?^ continue dems l'intervalle a^^'h,
(a ̂ >o, b <^T:) et si^ en chaque point intérieur

A*F(^)>o (^<&<^),

alors, ^ÛTÎ  a^ intervalle, ïoi^ arc ̂  la courbe y= F(3) est aitué en
dessous de sa corde harmonique. Au contraire^ il serait en dessus, si A'F
était négatif pour a <^ S- <; b. —

Ce théorème présente une analogie complète avec le théorème de
M. de la Vallée Poussin. Il constitue un cas particulier d'un théorème
plus général relatif aux fonctions d'un point (£r, <()) de la sphère ( { ) .
Il ne sera pas inut i le d'en donner une démonstration directe très
simple. Nous pourrons évidemment nous borner h démontrer la pre-
mière partie du théorème.

Soit (a, p ) u n sous-intervalle quelconque de (a, b) : a5a< p$&,
et soity = a(Sr) la corde harmonique de l'arc (a, [3) de la courbe

^ y^V^).

Si, con trairement au théorème, il y avait à l 'intérieur de (a, (3) quelque
point où F(3-)^(2r), nous pourrions conclure l'existence d'un point a

^o

( l ) Problèmes de Cantor..., § 6, p. 241-24%.
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intér ieur à (a, &), où la fonction continue ^"(S-) = F(S-) — ^(.a) attein-
drait son maximum. On aurait alors dans un voisinage (&i — £, 5^ 4- s)
de&, •

^(^)^(^).
Par suite, pour o <^h <^ £,

A^'^(^)==A„F(^)-A/,^(^)^o.

^ étant une fonction harmonique, A^(S'i) est nul. Donc, A/,F(Sr.()5o
pour o <^ À <^ £. De là résulterait que A * F ( & ^ ) ^ o , ce qui est contraire
à l'hypothèse du théorème.,

Notons spécialement la proposition suivante, d'un emploi fréquent,

LEMME I. — Si F(S-) est continue au point S" ,̂ (o < £^ <^), si la
fonction harmonique iz(&) est telle que ^(S-i) ==F(S-i) et si, dans le
voisinage (5, - £, .̂  4- s) de &/ on a F(&)^(3), [F(5)5îz(&)],
alors A*F(&, )SO, [A^FCSO^oj. ,

Car, pour O<.À<<£; , A/,F(S-^)ÏA/^z(5-^ = o, d'où résulte, en
effet, A^F(^)^o.

Le théorème suivant est, dans une certaine mesure, la réciproque
du théorème I.

THÉORÈME II. — Si F (&) est continue clam l'intervalle a ̂ 3"$6, (a^>o.,
b <^ îr) <?/ .y^ rfan^ C6^ intervalle^ aucun arc de la courbe y = F(S') /l'a de
points cui'dessus (en dessous^) de sa corde harmonique^ alors^ un arc
queIconque de /a courbe, s'il ne coïncide pas avec sa corde harmonique y
est en dessous Çau dessus) de celle corde et la courbe na en commun avec
elle que les extrémités. Déplus, en tout point intérieur de' (a, &), on a

A^F^A^F^o).

Soit (a, p) un sous-intervalle quelconque de (a, b) : a^a < < { 3 ^ è .
Désignons par y == ^(S"; a, p) ta corde harmonique de Farc (a, (3) de
la courbey==F(S-) . Par hypothèse, F(S-) ^(.cr; a,-?) pour a52r$?. '
Alors en tout p o i n t extérieur à (a, p), on aura F(3)^?^(S"; a, (3). Car,
si au poin t y extérieur à (a,(3), on avait au contraire F(y) < u(^; a, ?),
il en résulterait lorsque y> [3 que Farc (a^ y) de la courhe aurait au
moins un point — celui d'abscisse ? — situé au-dessus de sa corde har-
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rnonique et lorsque Y < a que l'arc (y, p) de la courbe aurakau moins
un point . — celui d'abscisse a — situé au-dessous de sa corde har-
monique. De plus, ' si l'arc (a, (S) de la courbe ne coïncide pas avec
sa corde harmonique, l'égalité est à exclure dans le résultat précédent :
pour tout point extérieur à (a, [3\ F(S) > ^(tcr; a? ?)• Car, si en un
point y extérieur on avait F(y) === ^("y; oc, [3 ), il suffirait de prendre un
point y, intérieur à (a, j3), tel que F("i'-i) < ^(ïi ; a? P) P0111" conclure
que l'arc (y^ y^) d^ la courbe aurait des points au-dessus de sa corde
harmonique — le point d'abscisse j3 si Y > P , le point d'abscisse a
si y <^ a — .

Par conséquent, si un arc (a, p ) ne coïncide pas avec sa corde har-
monique, on aura

FC^X^^.^; a, (3) pour a < 3 < (3

et
F(Sr)> ^(2r, a, (3) pour a;^<a, et pour p<5-;^.

De là résulte la première partie du théorème II.
Pour démontrer la seconde partie du théorème II, considérons un

arc quelconque (a, ^) — a <^ a <^ [3^& — de la courbe. Faisons main -
tenant tendre (? vers a + o. Si R^ ^ sont deux valeurs de ? et si
Pi ^> P^ î ^s cordes harmoniques

y^==:u{3; a, (3i), j2==:^(Sr; a, pa)

des arcs (a, ^) (a, ^3) de la courbe vérifient les inégalités

Ji^Ja pour S">a,

Ji^Va pour .'̂ a,

quirésul tentdu fait que le point &== ̂  df3 la courbey= F(5-) ne peut
se trouver au-dessus de la corde harmonique^. On conclut de là, que
lorsque ? tend vers a 4- o, ^(S"; a, ^) tend un i formément dans (a , b)
vers une fonction U+C^) telle que U+.(a) == F(a) et que F ( & ) ^ U ^ ( & )
pour 2r^=a . Le lemme 1 appliqué à F(2r) et U+,(5") montre alors,
puisque a <^ a <^ è, que A*F(a)^o.
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4. Tangentes harmoniques. La condition (K). — Nous dirons que
la courbey == F(S') possède au point 5" == a une tang'ente harmonique
à droite y = U+(S-) [à gauche y == U-(3)] lorsque U^(£r)[U_(£r) j est la
limite, unique de la corde harmonique de l'arc (a, |3) de la courbe
quand ? tend vers a 4- o (a — o). On pourrait démontrer que la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que U+(5) existe est que la dérivée à
droite F^(S-) de F(&) existe et soit finie au pointS" = a. Nous n'aurons
pas besoin de ce résultat.

Bornons-nous à calculer A/,F(a) en supposant que F^_(a) et F^(a)
exis tent et sont finies. Nous aurons dans le voisinage de a

pour ^ < y., F(^) = F (a) -h F L f a ) (Sr— a) -\- ô(S — a ) (1),
. pour ^>a, F ( 5 - ) = F ( a ) 4- F ^ ( a ) p — a ) -{- o (S"—a) .

Décomposons l ' intégrale ^ de A/,F(a) en deux parties relatives aux
Jw=h

deux arcs dans lesquels le pet i t cercle CD == h de centre (a, o) est décom-
posé par le parallèle S" = a. Il viendra

A/,F(a)=——__^FL(^)f (^~a)^+F^(a) f (^—a) ̂ ] + o(A).
27î:Sin/l | ^ ^ = = À ^(O^A

(^a) (^^a)

Or, on vérifie aisément que

_ lim __ I C (S^ />— a)^^^: lirn —————î—— Ç (^'—- a)^= 2 .
IT A^TrsinAj^/ / ^ /-"^^2^^^/^J.=/.

^ï (^^a) , bln 2 (,.^a)

Par suite,
(6) lh^AZLFia)=^[F^(a)-FL(a)].

/-0 sin^ ' 7T

^ 2

Lorsque F(r) possède en un p o i n t une dérivée à droite et une dérivée
à ^auche, toutes deux finies, la condition nécessaire et suffisante de
leuréû'alité est donc que limA/,F : sin-1 soit nulle en ce point; si ces

D ^ ^0 2

/n Q/-3-_a) désigne symboliquement une fonction quelconque de 2r dont le quotient
par 3 — a tend vers zéro en môme temps que 2r— a.

^/î. Éc. Norm., (3) , XXXÏX. — SEPTEMBRE 1922. 36
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dérivées sont d i f fé ren tes , on aA*F == -4- ce ou. A* F === — co. Rejnarquons
d'ailleurs que liin A^F(3) : sirs ^ peut s 'annuler en un point, sans que F

h = 0 ' '1 '̂

possède en ce point des dérivées adro i te et, à. gauche.
La condition

(7) lim^——o
/,=<> . hs î 1 1 —

2

in terviendra dans p lus ieurs des théorèmes que nous établirons. Pour
abréger, nous l 'appellerons la condition ("K) (1) . Nous d i r o n s qu 'une
fonction satisfait à la cond i t i on (K) en un p o i n t , lorsqu'elle vér i f ie en
ce po in t la re la t ion (7) ; nous d i rons qu'elle satisfait à la condition (K)
dans un in te rva l l e (^, 6), lorsqu'elle y sat isfai t en tout po in t inté-
rieur ci <^ 3- <^ è.

Il est clair que la cond i t i on ( K) est s a t i s f a i t e en tou t point où les
deux paramètres A* F et A* F sont f inis .

LEMIŒ II. — Soit F(£7) u n e fonc î i on c o n t i n u e au poin t 5^ ('o <^ 5^ <^-n:)
et dans son voisinage. Soient ?/i (.ï), u ^ ( 3 ) deux fonctions harmoniques
différentes-ayant la même valeur que F(&) au point £'1. Si, dans le voi-
sinage d e & i

ou, si
F(^)^^(^) • et F^)^^)

F ( ^ ) ^ ^ i ( S - ) el ¥ ( ^ ) ^ u ^ 3 ) ,

alors F(3) ne peut satisfaire à la condi t ion ( K ) au point S'i.
Supposons, pour fixer les idées,que u\(^^) > u ' ^ ( Ï 5 ^ ) et plaçons

nous clans le premier cas. En. uti l isant la foncîion auxi l ia i re

/. .. ( ^ i^) pour ^:S^^ ,1 " ff{^) = \ ^ . .., ^( u . ^ { ^ ) poiir ^"^^'1,

nous aurons F(S'^) ==: ̂ (3,) et F(S-)^('&) dans le voisinage de S^
Par-suite, pour À sufÏ isamment petit , A/,F(^):ÎA^(£ri). Or, d'après

( 1 ) CetLe cundiLiuj est l'anab^ne de œllo : liin •̂ il!L±̂ lr-̂ ^̂  ^ o
/^o //

que M. de la Vallée Poussin appelle la condition (K).
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la formule f6),
/; 9

J i m A/^(^) : s i n — = r [/^(^i) — ?/ i (^i)] <o.Jn'n A/;p-(^) : sin--
//=.-o ' > a ^// =.-: n '-)- TT

Par conséquent ,
l i m A// ,F(3ri ) : sin - < o.
//=r0 2

La cond i t i on ("K) n'est donc pas satisfaite.

LEIVÎME III. — Si. la fonction continue F(S') vérifie la condition (K) au
po in t , S"^, ('o <^ S", <^ r.}, il ne peut exister, au plus, qu'une seule
fonct ion harmonique u ( ^ ) telle quei/( '&/) = F(S-i) et,que^(.a)?F(.a),
[^(^)^F( 'S ' ))? dans le voisinage de S^.

Car, si ^("&) était une seconde f o n c t i o n harmonique telle
que ^("9/) ==F("S-/) et que p(£-)^F(5-) dans le voisinage de &i , le
lemrne II montrerai t que F('&') ne pourra i t pas vérifier la condit ion (K)
au poin t S',.

5. THÉORÈME III. — Soit F("5) une fonction continue dans l'inîer-
vallc a^ 3^ b, Ça ^> o, b <; T:) el satisfaisant à la condition. (K) à l'inté-
rieur de cet intervalle. 5 'il y a des points de F arc (a, b) de la courbe y •==- F (3)
au-dessus Çau-dessous) de la corde harmonicfue de cet circ^ l'ensemble
des pointsde Viniermile (a, h) pourfesque/sà*F('h)<^ o [A*F(S')>o"]
a Ici puissance du continu et contient un sous-ensemble parfait,

La démonstration comprend deux parties. Dans la première, nous
montrerons que l 'ensemble des points où À*F^o contient un sous-
ensemble EI qui a la puissance du cont inu et qui est fermé. Dans la
seconde, nous nous débarrasserons par un artifice s imple des points
oûA^F == o et montrerons l'existence d 'un ensemble parfait de points
où A* F << o.

a. Soit y==^(S-) la corde harmonique de l'arc (a, b) de la
courbe y r==F(£7). Par hypothèse, au moins un po in t de l'arc — et, par
suite, une infinité, puisque F(&) est cont inue -- se trouve au-dessus
de la corde. Il est alors possible de déterminer un nombre £>o assez
petit ^ pour que toute courbe'•'harmonique y = p ( £ r ) passant par le
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point [a, F(^)"j et ayant eu ce poin t un coefficient angulaire v ' ' ( a ) tel
que

^(a)^(^) ̂ u ' (a) -4-e

ait encore des points de l'arc au-dessus d'elle. Nous allons voir que
l'on peut attacher à chacune de ces courbes y === ^(5) une valeur § * , dif-
férente d 'une courbe à l 'autre et telle que A*F(o*)5o . L'ensemble des
valeurs S* aura, par suite, la puissance du cont inu; en lui adjoignant
ses valeurs d 'accumulation nous obt iendrons l 'ensemble Er

^(5) étant l 'une quelconque des fonct ions harmoniques définies ci-
dessus, la fonction c o n t i n u e g ' ( ^ ) == F^&) — ^ ( ^ ) possède dans (<^, IS)
un maximum absolu positif. Soit $* la valeur de 3 pour laquelle ce
maximum est a t te int , ou, s'il y en a plus d'une, la plus grande d'entre
elles. On aura, dans le voisinage de 5*,

^p)^(ô-), si ^ô-; , ^)<^(ô-), si ^>ô\

Par conséquent, A/^(o*) sera négat if , pour h suff isamment peti t .
Or, A^(o*)==A/J(S*), puisque' A^(5*) == o. Donc, A/,F(â*)<o,
d'ouA^o^o.

Soient maintenant â^, ^ les valeurs o* relatives à deux courbes p dif-
férentes : ^i(S') et (;2(•a)* Menons par le point . [5^ F(ô^)] la
courbe y= //,(&) parallèle à y== ^(S-) et par le po in t f o ^ F(^)1 la
courbe y == ii^ (S) 1 parallèle ' à j==ç^(&). u^^) et u^(^) sont les
fonctions harmoniques

^(Sr )=^(2r )+F(o : ) -^ ( r3 î ) ,
^(5-) == ^(2r) 4- F(ô:) - ̂ (o;).

Or, en vertu de la signification de c^ et de â^, dans le vo is inage de c^

F(î=0^p)^
dans le voisinage de â^

F(^)^^(^) , . : .

Si S^ était égal à â^, le lemme Itl entraînerai l l 'identité de ^(S-) et
de ^a(2r), donc aussi celle de ^(3') et de ^(Sr), ce qui est contraire à
l'hypothèse faite. ̂  est donc différent de §^
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Supposons ma in t enan t que ^(^)<^(^). Alors, ^(&)<çv(&),
pour & ^> a. Mais, puisque ̂  est la valeur maximante de F(S) — P< (à)
et â^ la valeur maximante de F(S-) — ^(<cr) dans (a^ è), on a

(a)
F ( ^ ) - ^ i ( ô î ) ^ F ( ô : ) ~ ^ ( ô : ) ,
F ( ^ ) — ^ ( â : ) ^ F ( ô ; ) — ^ ( o : ) .

Si 6^^> o^ nous aurions, puisque ̂  (S-) — ^(S") est fonction croissante
de 5,

^(ô^~M^)>Mô:)--^(ô;).

L'addition membre à membre des deux dernières inégalités don-
nerait alors l'inégalité

F(â:)-^(rîî)>F(â:)-^)

qui est incompatible avec (a). Donc, â^<^. En d'autres termes, la
valeur $* qui correspond univoquement à la fonction ^C£r) est une
fonct ion décroissante de l ' incl inaison (^(a).

L'ensemble C des valeurs S* a donc la puissance du cont inu ; pour
chacun de ses points, A*F5o. Soit Ei rensemble formé par c et ses
valeurs l imi tes . E, est fermé et a la puissance du continu : il contient
donc un sous-ensemble parfait . Pour montrer qu'en tout point de E,,
A'F5o, il suffira évidemment de faire voir que si S est limite d 'une
suite convergente quelconque de points ̂  de l'ensemble <£, on aura
encore ^1^(0)^0. Soit, en effet, ^(.a) la fonction harmonique ^(5)
à laquelle correspond â^. S* étant une fonction décroissante de ^(a),
il est clair que lorsque 5^ tend vers S, ^{a) a u n e limite; par suite, les"
fonct ions harmoniques ^(S) convergent uniformément dans (a, b}
vers une fonction harmonique ^(S"). Les fonctions

u.^3) = ̂ p) + F(5;) - ̂ (ô;)

con versent donc uniformément vers la fonction harmonique

Tt^) = ^(Sr) + FO) — ^(ô),
etiesrelations

F(ô:)=:^(ô;), F(^)5^(2r)
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ent ra înen t
F(â)=ï7(T), F(^)^(^).

Par conséquent, d'après le lemoie I, on a encore A*F(o j5o .

6. Pour achever la démonstra t ion du théorème, nous nous servi-
rons de, la remarque que

(8) A Iog'sinSr==—i (o<^<7r).

Prenons la constante positive r\ assez petite pour que l'arc de courbe

y = : F ( S r ) — ^ l o g s i n & [ci^^b\

qui peut être pris aussi, voisin que Fon veut de l^arcj === F(S-), ait
encore des points s i tués au-dessus de sa corde harmonique .
F(S) — rj logs inS ' satisfaisant à la condition (K) en incrne temps
que F(5), il. résulte de la première partie de la démons t ra t ion du. théo-
rème lit que l'ensemble des po in t s où A * [ F ( £ r ) — T ) l o g s i n S r j ^ o
cont ien t un sous-ensemble parfait . Or,

A*[F(5-) — r j logsin3-] ;=A'F(^) —T]A logsinS == A' F^) -+-•/].

Par conséquent, pour les points de cet ensemble, A*F('S')^-- Y] et
a/or/^A^&^o.

Une conséquence immédiate du théorème I I I est le suivant :

€ THÉoa'ÈME ÏV. " — S i F(S') est continue clans fintervalle ^5 S'5 6,
(a <^ o, b <^ T:), et satisfait à la condition (K) a l'intérieur de cet
intervalle^ l'ensemble des points intérieurs de cet intervalle où À*F<^o
fA" F ̂ > o) est nul ou contient un sous-ensemble par fait.

Supposons qu'il y ait au moins un point in té r ieur où A* F <^ o. I l
existe alors au moins un, arc de la courbe y == F(&) ayant des points
au-dessus de sa corde harmonique et par conséquent , d'après le théo-
rème III, un ensemble parfait de points où A*F<^o. Car, dans le cas
contraire, aucun arc de F(2r) Saurait de points au-dessus de sa corde;
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diaprés le [.héorèrne II, A*F el:, a fortiori A*F seraient pos i t i f s ou nuls
en tout po in t in tér ieur de (a, &), ce qui est en contradict ionavec notre '
hypothèse'.

6. THÉORÈM.E V. — Si F(â) possède une dérivée P(S7) continue dans
^intervalle a5S56, (a <^ o, b <^ 7:), on a en tout point intérieur de cel
intervalle

(9) F'p) cot::r-4- î ) F / ( ^ ) $ A * F ( ^ ) ^ A * F ( ^ ) ^ F / ( 5 • ) c o l ^ + I ) F / ( ^ • ) .

DF^S) et DF^â ) désignent^ pour abréger^ les limites inférieure et supé-
~ F/ (^4_ /^ — F^rr) . 7 j /neure de —-———-———-—- lorsque h tend vers zéro.

Affectons le parallèle du po in t ('3, <D) de la sphère d 'un sens de cir-
cu la t ion posit if correspondant à $ croissant. Affectons également le
grand cercle passant par (S-, <&) et par le po in t voisin (S-', $') d'un sens
de circulation posi t i f a l l an t de (&, $) à (&', <F). Désignons par ^ Fangle
que fait le grand cercle avec le parallèle et prenons le sens positif de 'sp
tel que ^ soit égal à ^ lorsque (.y, 'î^'est au pôle &'=== o et que ^ soit

égal à — TC lorsque (S', $') est au pôle S^ TT. L'élément d'arc âf/ au
point (S', C^) du pet i t cercle co = À est alors égal à smhd'^ etA^S")
peut s"'écrire

A^F(2r)=:J- f [F^-Fp):!^.
^ ^ ^ w ^ / t

( '—TC^'^TC)

Dans cette intégrale étendue aux points (S^ <F) du petit cercle de
centre (Sr, <I>) et de rayon sphérique A, f^ varie de — T: à -+- T:. Si nous
décomposons cette intégrale en deux parties étendues chacune à l'un
des pe t i t s demi-cercles ayant le méridien du point (£-, $) comme base,
ces deux parties auront même valeur par raison de symétrie. Il suffira

Tf T^

donc de faire varier ^ entre — ^ et^-

A.F(.)=^^[1W-FF-)]^=^^ -4^.

(-1^^ ' (-^^»} (»^D
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Introduisons dans la première intégrale du dernier membre la nouvelle
variable ^ == Sr' •— 2r et dans la seconde intégrale la nouvelle va-
riable ^ = S- — S"'. Dans les deux intégrales ç variera entre o et À. Pour
éviter la confusion qui pourrai t provenir du fait que Ç a une significa-
t ion différente selon que ^ est positif ou négatif, nous poserons,

^ =:—ipi, lorsque — - 5ip^o,

et

^==^a, lorsque o^ ip^-- .

4'i et (^ sont clone deux angles positifs qui varient entre o et 7T- Nous
aurons ainsi

A,F(2r)=^ [F(3+Ç)-F^)]^4~^J1 "'[F^-O - F(^)] ̂

, ^^
=^ \ [^P+0~F(3r)](^-^)

" ^Ç=:o
, ^

+ _ _ / [F(S '+È)+y(^-^) -2F(^) ]^
^ÇrsO

=li(S-,À)-hl2(^A)

en désignant, pour abréger, par I ^ ( & , A ) la première intégrale et
par la (9-, h) la seconde.

Nous montrerons, dans les deux paragraphes suivants, que

(1 0) î i m ï i ( S - , / z ) : sm^^F^^coO
Â=O 2 '

et que

( 1 1 ) ^(^î^imM^^TimI^^ " 1 '
^ sin^ ~ sin^ " '

2 2

La démonstration du théorème V sera alors achevée.

7. Étude de !,(&, À). - Puisque, par hypothèse, P(&) existe et est
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c o n t i n u e , nous pouvons écrire

I . ( ^ A ) _ _ F^) ^==A,
( 1 2 ) — — — — ^ - _ — — — — — ^ 1 ^(^——44)

Stn1 2 - - T T s i n 2 - - ^ - 0

2 2

+__^-^rF(Sr+o-F(^) ^^1^. , ,+ ^ ————,————~-F(^)k^(^i—^).
• TTSill2-"^ L " J

2

Or, nous allons montrer que

i r^11
( ï 3 ) lim————.. / ^(d;i—d;.,)==:cot^

^Trsm^^o > "
2

et qu'il existe une constante M telle que

(^) ——— Ç ^('^-^KM, pour o</l<7i.
siri^^^o • ' 2

2
T7' / O» _ _ ( ^" \ __ T7 / C- \

Par suite, puisque -^——^; "~ / tend vers F'(&), la seconde intégrale
de (12) tendra vers zéro, comme on le voit en lui appliquant le théo-
rème généralisé de la moyenne. La démonstration de la formule (10)
est donc ramenée à celle des formules (i3) et (i4).

Or, si nous prenons en part iculier F(&) == 2", nous avons

ï r^11
I , ( ^ À ) - / ^(^-^), M^,/Q==o.

^^^o
Par conséquent,

^4=—/°W,-w.
sin2- TTsin^^^o

2 2

Mais, d'autre part, puisque S" possède une dérivée seconde, la for-
mule (5) donne

,. A//S; _ ï à ( . , à3\In-n —L— =:A.ï== —s -^( sinSr-^- = cotSr.
^o^^ sln3' ̂ \ ^•c3"/

2 ' ! , ! ' ! 1 1 -

La formule (i3) est donc établie.
Ann. Ec. Nor'm., (3), XXXIX. —-OCTOBRE 1922. 3^
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La formule (i4) ^st plus longue à démontrer. Il est nécessaire que
nous calculions rf(^ — f^) pour est imer son ordre de grandeur en
fonction de h. -Désignons par N le pôle S- == o de la sphère, par P le
point (S", <&); f ê t a n t un nombre positif ou nul au plus égal à À, dési-
gnons encore par P^ le point du demi-petit cercle CD == h ( — ^ ^4^ ^ )

\ '2 2 /

qui a la coordonnée ^ / = ^ - ^ - ^ et par Pa celui qui a la coordon-
née S-== & ' -—i ; . Soient y^ l 'angle au sommet N du triangle sphé-
rique NPP^ et y^ l 'angle au sommet N du t r iangle sphérique NPP^. Le
triangle sphérique NPP( a donc pour longueur de ses côtés : NP === &,
PP^ = h, NP^ = = & + $ ; son angle au sommet P est égal. à ^ 4-^. Le
triangle sphérique NPP^ a pour longueur de ses côtés : NP == &,
PP^==/z, NP^= 5 — ^ ; son angle au. sommet P est égal à ^ — f^. La
formule fondamenta le de la t r igonométr ie sphérique donne dans le
triangle NPP,

cos(Sr +£)-=: cosSrcosA — sin.^ s i n A s i n ^ i ,

et dans le triangle NPPy

cos(S- — ^) == cosS-cos/î, -h- s i n ^ s i n / z s in^â .

Donc, par différentiation par rapport à ^

siti (5r -+-,^) ̂  == sin2r sin h cos(*pi ^-pii
sm(2r — Ç) ̂  =: sin^ sin A cos^a ̂ 2;

il en résulte

^(^^-^^^^^^^—ii—r18!^^ .
s in3rsn iA [ cosipi cos^g

Or, la relation des sinus donne

s in^ -h f ) _ sin^i , s m ( 2 r — ^) ^_ sin 7^
cos^i sin/è 7 cos^a s in /<

Par suite,
^d,-^)^'^-5'1^.f T ^ni2/^ sin^ '
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Donc
^ i r h

î : (^/ ' , ( , ,t, M __ I / -.r r^'1 i r h

——J^ ^^(^ i -^) !^—— r——————— f Ïlsiny.—siny,!^.^ ! ^ I^V.Y l — f2
sin2--^^ SHî^sinVisinS-^

2 2

/ . ^

sin2--^^ siu'-sinVisinS-^
2 2

/ î ^ \
=()( ^ / c|sinxi-sin^|^ ( 1 ) .

\ " ' • " o /

lin se servant des relations

i i i i
sin/jrr 2 si n - %i cos-%.i, siiiy^^ 2 sin -y^cos-yî

-4 <A 2 2 '*

et en déve loppan t cos-^-/^, cos^y^ suivant les puissances de / i et
de y^? on voit que

0(s in%i-s ln%2)==o(s in^ ^—sin-^') +0(7?) +0(7:?)
\ 2 2 y

= 0 (sin - %i— sin ̂ ,) + 0 (sin3^!) + 0 (sin3 -/,, ) .
\ 2 2 / \ 2 / \ 2 /

Mais, à l'aide de la formule connue de résolution des triangles sphé-
riques

/ . ci — b 4- c . a ~i- b — c4 / s i n —-———— s i n ——————• r ^ v 2 2
sin - A == V ———————•——-—————,

2t S 1 1 } b S 1 ïl C
on voit que

/ ^ //, — ^ ^ /z -i- c / ~ f i — £ .A~ï~?
sm——2 gin———- /si i i——^sin——^

2 2 . I € / a 2
———————————— , c m — ••/,. — i / ________________s i n - yi -==. |/ —:—?:—:—^——:— 5 si n - -A, == |/ —————————

2 f siii.^ sin (.7 4-^) 2""' y isin.^-siii(S" — ^)

/ siti ———. sin ———' /———=———— .———————
. 1 . i i/ a 2 v s i n ( ^ — f ) — \ / s n i ( S 7 - } - , ï )sm «.y sin -/2~= V —————~~———— - — v ^ " / .

2 2 y SH1^ \/sin(^~-^sin(^4-0

Par conséquent,

O(sin^^)=0(/sit)^^)=:0(v/^-^)^
\ --' /' \ ' - ' / ' ,

0^in^,-sin^^=0(.\/A^17).

( 1 ) O ( ^ U i ) ) désigne une fonction quelconque dont le quot ient par g ' ( / i ) reste borné
lorsque // tend vers zéro.
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On aura donc
MIGri EL PLA Na'! E1ŒL.

—,r \w^^\
m2-^^sin2^^

2

=°[7[îf ç|0(sin^-sin^)|<d

==0| ^ r'c' O/siti^-sin^ d'c,
L^Jo " \ 3 2 /

» » 1 t_ V./ 1 U 1 ». 1 —— —— 0 1 U ———

^Jo "I \ 3 2

1+o[A^^O(sin3ïxl)4-o(si l l3iz2)|'£]
=: 0 (^jf ^^^^ ̂ ) + 0 [ ̂  f^^-yv ^]

/ /'1 __ \ r /^1 ___ ~i
=.0^ u^i — a1 du ) -{- 0 ? ^ ^ \/( i — z^-^ );i du

^o / L ^o J

:0( i )+0( /z)=0( i )

en posant ^== ^- L'expression (i4) reste donc bornée lorsque h
tend vers zéro.

8. Étude de L(£r, À). — En remarquant que

^
F(^+^2F(::7)4-Fp-0=/ [F / (^-+- / )~F / (^- / ) ]^

Jo

nous aurons
/» ̂  — « /» ç ,^/

r , /Q= 1 / ^ / L
71 ̂ =o JQ

^ F ^ S - j - ^ — F ^ ^ — ^ )J^ i ld i .
. ' ^^^o •^o 2^

Le théorème de la moyenne donne/pour o < ^ < Â ,

^^P(^,^r(3-,) ^'/"^ o
û^//

ï £0<<<A

r^-jfi^ r-P(3r^^^F>(3_^ . F^^+^-F^^-^-r
= ; ——————-—————-itdti borne sup.—-———'-———v .........Li /
^ 2 < . "" 0<^<A î>^ J,

^tât.
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Par conséquent,

( 1 5 ) ————y^^.borneinf.17^^^-^^--^
TTsin2-^» »«</• 2^

2

<Ia(Sr, /0, . i y^,,, , F ^ S r + ^ — F ' t S — Q=————^———- ( f'rfii',. borne sup.—-:———-———•-———'.
sin^ ^sin^^o - o<«/.1 ^

2 2

Or, si l'on prend, en particulier, F(2r) == &% I^^S-, À) se réduit
,» /1 ^ ^^ î /(^" 7 \

à - ^ ^ rf^ et > / a, d'après la formule ('io\ la l imite 2Scot&.
J^0 s in 2 -

2

Comme, d 'autre part, AS-2 === 2& cotS" 4- 2, on conclu t que

, ^
( 1 6 ) l îm————- ^d^^=i.

^^sin^^-o
11 2 1

Remarquons maintenant que

V'^ ^.t)—¥'{3— t) ̂  î rFp-^ ^ )—F(^ ) ^(Sr- ^^F^S-)]
N 7} •it ~" 2 [ ^ + — ^ J

est la moyenne arithmétique des nombres

p^-h / ) — F / ( 2 ^ ) F / ( S r — / ) — F ( S ^ )—————^—————, ————^————.

Par conséquent

/ F C S - ^ - / ) - F^—^). , . . F / ( ^ • + - ^ ) - F / ( S ^ )i borne mf. —-———-———-———-^ borne mf. —-———-———-^—-,,
, ^ ) Q<t<h { 2 £ 0<^(<A (
{l ) } , F^.^ 4 - O — F ^ S - - ^ ) , F ' ^ ^ t ) — F ' { 3 )\ borne sup.—-———-———-———-'^ borne sup.—-———-———-—-.

[ Q<t<h ^ 0<I^ j<À t

Mais on sait que la borne inférieure et la borne supérieure de

F^S-^^—F^^) -^ ,

pour o <^ ( t\ <^ h, t endent respectivement, lorsque h tend vers zéro,
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vers la dérivée inférieure de F'(S")

(.9) DF^^inn1^^-1^
T^î" ^ • .

et vers la dérivée supérieure de F'(.9)

(.0) DF'^mnî^-t^JÎ^).
^==0 ^

En faisant tendre h vers zéro dans (i5) et en tenant compte des for-
mules (i6)-(2o), on obtient sans autre Finégalité (n).

9. THÉORÈME VI. — Soufra) une fonction somm.able dans ï'intervalle
(a, &), (a> o, b < 'n:), finie sauf peut-être aux points d'un ensemble de
mesure nulle. £ étant une quantité positive arbitrairement petite et a un
point quelconque de ï intervalle Ça, &), on peut construire :

a. Une fonction cl̂  (3) continue dans a^^^b^ le/le que :

^^^-sïrb/ ^)âm^£ (^^); >

2° Jî/i tout point intérieur de (a, 6) oày(5) est finie ̂

p^yCj. ^^

D<I>,(2r)>/(S)-^y /(£)sin^/Ç.

6. Une fonction ^3 (5) continue dans 0$ &$ 6, /̂<? yM6' :

ï /"ï
1 ° -£Ï<[>,(&)-^^y /(Ï)sin£^.îo (a^-'ï^fc);

2° En tout point intérieur de (û, 6) oy f'(&) e^ /?me,

_ COS'3' /"^

^^(^)</(.'ï)-sTnï&^ /(ç)si"S^.

Nous savons, en effet, déterminer une fonction continue s, (5) par
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• les conditions ( i ) :
10 o^(S-)- / f(^)^£ (^&^);

-'a

2° En tou t point intérieur de (a, b) où/(&) est finie,

B/f i (^)>/(^) .

Nous savons, de même, déterminer une fonction continue Co (5-) par
les condi t ions :

s
10 -^92 P)- / /(O^o (a^^b^

J V.

2° En tout poin t intérieur de (a, 6) où/(3) est finie,

D^X/^).

11 suffira maintenant de prendre
3' . ?

<&,(S)=o,(2r)-y ̂ ^|y y(Qsin^/,

.5' ' £
(D^)==^(&)- r^-^4 f /(^)sm^^

^a ^^'^Ja

pour obtenir deux fonctions qui répondent aux condi t ions du théorème.
Remarquons, en effet, qu'en intégrant par parties le premier terme de
l'expression

- f '^-^r/(Qsm^^+ r/(M,
J^ îsin c,J^ J^

i r^nous vérifions que cette expression est égale à — — ^ /(O sin^^.sinS'./^
On aura donc

- , ^ . • ^
^ ( & ) - . ^ / /(S)sin^£=:^(^)- / /(£)^,

01 lj ^ ^a ^a

( 1 ) Voir, an sujet de la possibilité de cotte d^LerminaLkm, Ciï.-J. DE LA VALLÉE POUSSIN,
loc. cU.^ p. 708-7 n, on le Cours d'Analyse du môme (-2e édition, Gaiilhier-Villars, K)(X)),
t. 1 , § Wî. • , . . . ^
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ce qu i montre que (&, (2r) vérifie la première condition qui lui est im-
posée. D'autre part,

a

O^p)^!)^^)-^^ r/WsmCc^
— blIA- 3 J ̂

et puisque Dîp^(S ' ) est supérieure à /(à) en tout point intérieur
oùy^S-) est finie, la seconde condit ion imposée à <&, (à) est aussi vé-
rifiée.

Même raisonnement sur $2 (S-).

REMARQUE. — Les condi t ions i° imposées à <I>, (&) et à <l^(5") pour-
raient être remplacées par les suivantes :

- ̂  ̂  ( ̂ ) - ̂  ̂  / (0 sin Ç ̂  o,

o^.^)~^^/(^sin^^s,

car il suffirait, pour obtenir Ï\ (S-), $^ (à), de retrancher ou d'ajouter
la constante £ aux fonctions du théorème VI.

10. Uanalogue du théorème de Schwcirz. — II est constitué par le
théorème VII et par le théorème VIII; il permet de remonter du para-
mètre généralisé de Beltrami d 'une fonction à cette fonction.

THÉORÈME VII. — Soit F(S-) une fonction continue dans F intervalle
^^Sr^^y (a > o, è<^7T). S'il existe une fonction /'(S'), finie à l'inté-
îieur de l'intervalle (a, 6), sommable dans cet intervalle^ et telle que

A;F(S- )^ / (2 r )5A*F(^ ) {a<^<b\
on a

a. ç

(a^F^^/'-^-r/^sin^+Ciloglang^+eî (a5&$6),
* '(X ^ wa,

a étant un point arbitraire de l'intervalle et c^, Cg des constantes.
Remarquons^Tabord que le changement de a dans la formule (21)

a simplement pour effet de modifier la valeur des constantes c^ et Co. Il
suffira donc d'établir le théorème pour une valeur particulière de a.
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a. Supposons d'abord b^7r. Formons les deux fonctions $ , (&) ,
<!>, (5) du théorème VI, relatives à /(&), en prenant a== a dans nos
formules . Const ru isons dans l 'intervalle a $5- ̂ 6 les trois courbes

/^
Ji=F(^)~ / ^0)^,

tj a
Q. ._ ';y = î .-)- r — r/(t)s\ntdt,

Ja ^ÎIliL;../„

y,=:F(^)- /" ^(?)^.
^a

Puisque
?

^(O^—T /'/(^sin^^O^O (a^b),bi.iii;._,^

nous aurons pour 0^35 &
. Jl=7^j2.

Mais
^

y,-y,= ^ [ ^ (S) -^ (0 ]^=2£(^ -a)<27r£ .
^fZ

Donc, pour ^^S5è,

O^J' —71 < ̂ ^ 0^j2—J< 2 T C £ .

Les trois arcs de courbey, ?.y?,yii()n^ la même origine d'abscisse S' = a.
Soient ^ i , c^Pa l^urs cordes harmoniques dans (a, 6).- Nous aurons, à
l'extrémité ^ = b des arcs,

0 ^ { ) — (..;! == J7 — J-'i <; 2 7T£, 0 ̂  PU — ^ :::::: J-'2 —— Y •< 2 TCS .

Par conséquent, pour a$&^6,

î-'l S ^ .̂  ^2 î ç' — (?! <^ 2 7T £ , Pa — P <: 2 TT £ .

Or,
A.rJ^)^A^____^^r^^^^ (.<^<,).

sin2-^ s in2-^ sin2-^ v r t
2 2 2

^/î». Èc. Norm., (3) , XXXIX. — OCTOBRE 1923. 38
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Par suite, à la limite À=--= o,
^

A* j , ( ^ )5A*F(Sr ) -A* / ^0)^ (a<^<&).
J^

Par hypothèse. A* F(5-)^/YS-). D'autre part , d'après le théorème V,

. ^
A* ^ < ^ ( 0 ^ > € > , l ( S 7 ) c o L S • + ï ) < l > l ( 2 ^ ) (^^«î^^
"" ^ . ""'

Mais, en vertii du choix de <&, (5) et parce qu/ici & ^ ^ e t par suite
cot&^o, on a, pour a <; .°r <^&,

a.

<M^)col^^^'/(Osin^

et &.
D <!>,(&)>/( 5) - -^ f . / (Ç)s in£^.

^ 't' rt

Par conséquent,

A*yl(^)^ / ( . f 7)—(I) , (^)cot^—D<I) , ( . c ^)
' -a. " ' (v

</(-^)-^/ /(^sin^/^/G^+^l^'/Ç^sin^^o,

c'est-à-dire
A^ji(^)<o (a<&<^).

On établirait par un calcul analogue que

A^(^).>o (a<27<^.

En vertu du théorème I, l'arc y ^ est donc, dans l ' intervalle {a, b),
au-dessus de sa corde harmonique et l'arc y ̂ au-dessous de sa corde
harmonique :

Vi > ^? .7a < t'2, pour û < & < ̂ .

A fortiori^ donc,
p! <yi^r^j2 <<'2ou

^i <y < ^2 ? pou r ^ „< S <'^. . . ,

Oiv puisque à l'intérieur de (a, b) ̂ iS^^ nous concluons qu'à
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l ' in tér ieur de cet interval le

[y--(;|<^2--ri<27r£.

pour 5 == a et 5 == 6, on a y == P. y et v étant indépendantes du nombre
positif arbi traire £, on a nécessairementy == (\ y est donc une fonct ion
harmonique dans (a, è), c'est-à-dire de la forme c^ log tang-^ -+- c^.
Le théorème est donc démontré .

&. Supposons aï^- On ramène ce cas au précédent par la substitu-
t ion 6= iT —S.

c. Supposons enfin a<- T C <&. Appl iquons alors le théorème à

chacun des intervalles (^, ̂  et ( ^ > &) en prenant a === ^ dans chacun

d^eux . Nous obtiendrons :
^ ,̂ <: ̂pour a^.^^ -î

r^ dî r^ ^F(^)= f —— f / ( ^ ) s i n t ^ + C i l o g l a n g - 4 - C a ;
<A SK1 ^ ^TC <2

2 2

71 ./- r̂ . <-" 7pour -^^i6, 1 • . 1 1 . ' ,
/""̂  /^? /'"'' ^F(.^)=: ^ _i^ ^ / ( ^ ) s i t U ^ + ^ i I o g t a t i g ^ + ^ 2 -

,̂' S 111 Ç ^/7C ^

"?

F(&) étant cont inue au point 5 == ̂  on conclut d'abord que <^ = ̂ .

Ces formules mon t r en t ensuite que F(S-) possède au point S = ^ une

dérivée à H'auche FL^Ve t une dérivée ad ro i t e F ^ f ^ ) dont la dif-o. \^ ^.-/
férence est

î•^)-î•-(î)-d•-c'•
Si cette différence était différente de zéro on aurait, d'après une re-
marque faite au paragraphe 4, A'F (^ =+30 ou - ̂  selon que

d, — c, > oou < o.Mais alors, contrairement à l'hypothèse,/^) serait
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i n f i n i e au point S" == — On a donc rf, =c^ ce qui achève la démons-
tration.

Les résultats do théorème VII subsistent lorsque la fonction/(S')
est i n f i n i e sur un ensemble qui ne cont ient pas de sous-ensemble par-
fait, pourvu que sur cet ensemble F(£r) satisfasse à la condition (K).
On a, en effet, le théorème :

TnÉonÈME VIII. — Soit F (S") une fonction continue dans l'intervalle
a<=^<=l}7 (^ ^> o, l) <^ îr). SU existe une fonction /('à) sommable clans
(a, 6), telle que

A*F(^)$ / (^ )5^F(^) {a<^<b),

si déplus l'ensemble des points oùfÇ^) est in finie ne contient pas de sous-
ensemble parfait et si aux points de cet ensemble F(&) vérifie la condition
(K), on a

F(S-)= ( -^ f / (^sin^^+cjog-tang-^ +6^ (a<^5b),
J^ 3nïi^J^ 2

a étant un point arbitraire de rime/va/le et c,, c.^ des constantes.

En reprenant les raisonnements précédents nous conclur ions de
nouveau qu'en tout po in t in tér ieur de (a, b) oùf(^) est f inie , on au-
rait encore

A\; i<o , A*ya>o .

On peut encore conclure de ces inégal i tés que pour tout p o i n t in tér ieur
à ( ^ , b )

7l ̂ I, j2^-'2-

Car, s'il existait, par exemple, un point o ù j ^ < ^ , , il résul tera i t du
théorème III que A*y^ serait posi t i f sur un ensemble de points conte-
nan t un sous-ensemble parfait. Or, d'après ce qui précède, les seuls
po in t s où A*j^ peut être positif sont les po in t s où/(&) est infinie et,
par hypothèse, leurensemble ne con t ien tpas de sous-ensemble parfai t .

Dans le cas où ^$^e t dans le cas où a^ on pourra donc con t inue r

le raisonnement comme plus haut . Dans le cas a< 7T < 6, on conclura,
3 • ! 7
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comme plus haut, Finégâlité c^=^. S i / (^ ) est finie,, on conclura,
\ 2 /

comme plus haut , que c^=d^ Si /(^) est infinie, F(S-) vérifie la

condition (K) au point 5 -==^; par suite F^ ( ̂  et F ( /^) devront
encore être égales, d'où c^ == ^,.

11. Séries de polynômes de Le gendre. Fonctions généralrices. —
i ///i

Soit P n(x} = ——,- — — - [ Y ^ ' 2 — ! ) " ] le polynôme de Leû'endre de
'" \ / 0 /( »l 1 /^ _y /l L \ -•• J 1 ^ 0

degré /i (n==- o, ï , 2, ...) et soit V ^//Pn(^) une série de polynômes
n=0

de Legendre à coefficients a^ quelconques. S'il existe une fonction
g{oc), sommable dans l 'intervalle (— i, + i), telle que

—^——î- 1 ^(.r)f\ (.2") dx=- a,, (n=o, i, 2, ...),
2 ^-1

oc

nous dirons que ^'(^)est la fonction génératrice de la sé'rie ^ a^^Çx)
^= 0

(convergente ou non). Alors que nous appellerons série de polynômes
so

de Legendre u n e série quelconque V a^P^(o?), nous réservons la déno-
w==o

oo

mina t ion de ^ri'<? de Legendre à une série Y ^P^(.z-) qui possède une
n=r. 0

f o n c t i o n génératrice ^(^)- cin es^ dans le dernier cas, appelé le
^iôme coefficient de Legendre de ^'(^).

On sait que si deux fonctions senties génératrices de la même série
de Legendre, elles ne peuvent différer que sur un ensemble de mesure
nul le .

Une condi t ion nécessaire pour qu'une série V a^^Çx) possède
rt== 0

une génératrice est que ( < )
î . ^lilim —i =o.
/î==o ri-

( 1 ) Problèmes clé Cantor, § 2, p. 280, et §4, p. a37.



302 MICHEL PLANCHEREL.

Une condition nécessaire pour qu'une série de polynômes de
ç0 .

Legendre V ^,P»(^) converge presque partout dans l ' intervalle
/î=0

( - T , i ) est que (1)
Iim-^==o.
^=00 ^//;

La substitution x= cosSrfai t correspondre à toute série V a^^(x)
n^Q

la série ̂  a/,P^(cos£r). Si la première possède une génératrice g{x.),
n-=.0

la fonction
/(2r)=:^(cosS-)

est telle que/(£r) sin 2r est sommable dans (o, 71) et l'on a

^=^-t-1- Ç / (^)î \(cos3-)sinSr^ ( /z=:o , ï , 2, ...).
Jo

Nous dirons alors que /(5) est la génératrice de la série de

Legendre ̂  ^.P»,(cos £r).
n-= 0

12. Développement de i —^ C f(t) ̂ mtdl en série de Legendre. —

Nous aurons besoin, dans la sui te , du développement de

^^^J — — j f{t)^ntdt (o<Sr<7T, o<a<7r)

en série de Legendre, en supposant que la fonct ion /(&) sin S est som-
mable dans (o, -n:). Soit

a.rr: 2 n + T f l l/(^)l\,(cos^•)sin3•^
^0

( 1 ) Problèmes de Cantor^ 1, p. %a8.
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le ^îème coefficient de Legendre de/(S-) el soit
/-.TT

j3,,=: l!i±.l 1 G (^) P^(cos^) sin3^
- « / y

le ^ième coefficient de Legendre de G (3). G(S-) étant une fonct ion con-
t inue dans o<^S'<<7;, de carré sommable dans (o, îc)y G^à) éiant
également continue à l 'intérieur de (o,'n:), on sait que la série de
Legendre de G(3") converge à l 'intérieur de (o, T:) vers G (2r),

se

G(S)==^p.P»(cos&) (o<2r<u).
71=0

05

Par contre, en général, la série ̂  ^Py,(cos &) ne sera pas convergente
/ji==0

dans (o, TT:).
Établissons, pour n>o, la relation qui lie a,, et [^. En remplaçant

G (<^) par sa valeur dans l'intégrale qui donne p,,, nous obtenons

p^lZ^y^2rsin^P,(cos^)J1 ^^f(t)smtdt.

On peut permuter l'ordre des intégrations dans cette formule. En re-
marquant que

^ ^ ^ r^ r 1 r^ r^ r^^r ff. ^f. < -^f. '"f, ^f. - ̂  '"f. '•''. -ds-
et en s'appuyant, pour le calcul de ces intégrales, sur l 'équation dif-
férentielle des polynômes de Legendre

^j-fsin^^-^05-^)^-^^!)smS- à^\ à^ j

on obtient, tous calculs faits,

Q -_ _-f^_+--^i±— f F f\t}w\tdt^~^tY f f(t)sîntdt\[Jn~' n(n-+-î) 2n{n-+-î)V, J. J^ ]
(n==i, a, 3, ...).
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Or, comme on le vérifie aisément, le/i1*1110 coefficient, de Legendre de
log tang ^ est

în+ï r, , ,^i
2ft( / l - t - l )1 - (--^ -I'

et le ^""""'coefficient de Legendre de logsin & est,

J(^\) [•+(-•)"]•

par suite' a^^-'i) est le /̂ "!m<' coefficient de Legendre de

^ log sin & — ^ log tang ^ et ( - i)" ̂ ^^ est le n^ coefficient de

Legendre de l- los, sin S- 4- 1- loe tanû- 3-
3 " 2 0 0 3

P^es t donc, pour /i>o, égal à - .a/^ augmenté du /i1^10 coef-
ficient de Legendre de la fonction

i /^- / f ( t ) &'uU^t. logsinSr
" o

i r r^ r " 1 ^-l- ^ f / (^)sirK^-- 1 fÇt)smdllogtang-.
" L-a ^o J 2

<x>

On aura donc, en remarquant que la série ̂  —^—-1\ (cos.°r) con-

verge pour o < & < -n:,
so

r /c . , \__ y y'n. P// (cosS-) i . , ^
{s ̂  ) - "~ Zi n(n-^~ï) + aoIoê' sln2r + ̂  10S ̂ n^ ̂  + c2 (° <tc7 < 7r)'

/! == 1 !

^ et c^ étant des constantes.

Remarque, — Les valeurs indiquées ci-dessus pour les coefficients
c-

de Legendre de logsin S- et de log tang ̂  montrent que leurs produits

par n ne tendent pas vers zéro avec -^ Plus généralement même, une
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fonction de la forme

(XQ log sinS" -4- Ci log t ang^ -4- Ça

a des coefficients de Legendre dont le produit par n ne tend pas vers
ï ^zéro avec — ? a moins que a^ == c^ === o.

1'3. La séné associée à une série de polynômes de Legendre. — A
00 OC

tou te série de polynômes de Legendre V a^P^(^) = V <^P^(cos&)
/!,==() ro=0

faisons correspondre la série associée

^——l^T^1^00^-
n= l

Pour 2" 7^ o, TC, P^(cos3") est de l'ordre de û'randeur de —^ comme
\/n

le montre sa formule asymptotique ( i) . Par suite, lorsque lim a± == o,
n-=: » n

la série associée est absolument convergente à l ' intérieur de l'inter-
valle (o, IT) et elle converge uniformément dans tout intervalle entière-
ment intérieur à ce dernier. F (3) est alors une fonction continue de à

00

pour o<< &<;T:. De plus, ^— ï —( , an'—.r) étant alors conver-1 - - i ? ^ 27^ -4_ ï \n(n 4- ï ) /
^=i

gente, le théorème de Riesz-Fischer (2) montre que F(&)sin.°r est de
carré sommable dans (o, 71) et que

2^^^F(^)P.(cos^)sia^^^^^^^ (^=i ,2 ,3 , . . . ) .

Lorsque lim a— == o, 'F (&) est encore continue aux points & == o,
n—.^ yfî

à == TC et elle satisfait à la condition (K) à l ' intérieur de l 'intervalle

( 1 ) Problèmes de Ccitttor..^ § ' ! ? ? • ^'29, formule ('2).
( 2 ) Pour une démonstration d:e ce théorème, 'voir, par exemple, M. PLAKCHEREL, <7wi-

tribution à l'étude de la représentation d'une fonction arbitraire par des intégrales défi-
nies \Rendicottti del Circolo rnatematico di PalermOy t. XXX (1910 , •2e semestre), § 3,
p. -295-297]. , 1 ^ . ^ ! -

Ann. Éc. Norm., (3), XXXIX. — OCTOBRE 1922. • SQ
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(o, 7c) (1). De plus, en tout point de convergence de la série

Y a^P^(cosS") à l ' in tér ieur de cet intervalle ( 2 )
71=: 0

A*F(3)=^^l\(cos2r) .

Nous n'aurons d'ailleurs pas besoin de ce dernier résultat, mais du
théorème suivant.

THÉORÈME IX* — Soit a^ Çn == o, i, 2, ...) une suite quelconque de
nombres assujettis à la condition

,. ce,,h m -n- ==. o,
77=^ n

^ ,y<wz^ S^(5), F(5-) le^ fonctions

71,

S,;(&)=^o,P,(cos&),
^ == 0

F f '7 ^ =: _ V ^^^^(cûs^)v / ~ ~ ^ ^( /z -4-1)
/< == i

II existe une constante M indépendante de S", /<?& <^^ pour o <^ .9 <^ 7:,

|A*F(^)^Mi17ïT S,(2r)-^ ,
| ~" j n,s-. oo

A * F ( S r ) ^MÏÏiT7[S,(^)-ao .
^=oc j

II suffît évidemment de démontrer le théorème dans le cas où
lim|S^(S")l est finie au po in ta . 5- étant intérieur à (o, 70), on peut
prendre h assez petit pour que la série F(&) (envisagée sur la sphère)
soit uniformément convergente sur le pet i t cercle 03= h de centre
(S-, o) et qu'on puisse, par suite, l'intégrer terme à terme sur ce pe t i t

( 1 ) Problèmes de Cantor..^ § 8, théorème IX, p, 247-^48.
( 2 ) Ibidem.
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cercle. On aura, alors,

A/,F(:ï)=- ^^^A/J\(cos&).

Or( 1 ) ,
A/, P,. (cos2r) =— P,, (cosS) [i — P,, cos/t)] ;

par conséquent,
A/ ,F (S r )_^^ „ ,_^ i-P»(cosA)^2:=V^P,.(cos&)——T— — y, "'̂  <• ri \ ̂ o.-^ ; ,

s i n 2 — n=i / À ( / ? 4-1) s i n 2 —
!.î , A

Mais,
^J\,(cos.c;)=[S„(.<ï)-~^]~[S/^-l(^)—^o].•

par suite, puisque S,/,(5) reste bornée quel que so i t n pour la valeur 5
considérée,

A//F(S-) ^_ ^, -, i—ï\,(cos/i) » — P ^ i ( c o s / z ) )
——TT^ ̂  L0/^^)--^^! ——————^--"—————————^ , 5

s in 2 - / z = i / ^ ( ^ -+-1) siti2- {n -4-i) (n 4-2) sin2-
2 • • 2 2 /

m oo

=2+ 2 •
n ==t ra = m -+-1

w étant uu nombre entier quelconque. Lorsque h tend vers zéro, Fex-///
pression \ . . . î tend vers zéro. La l imite de la somme ̂  du dernier

n == 1

membre est donc, pour m fixe, égale à zéro lorsque h tend vers zéro.
On aura donc, pour tout m,

A.TO=i^ i; [S^)-...];--''-^;.- -•^•"^j,
' =u .^-M ( ^ (^ + i) sin2 ̂  {n 4- i)(n + 2) sin2 ^j

ainsi qu 'une relation analogue pour A*F(&) (avec lim au second
membre). Or, on peut montrer (2) que la fonction

i ^ .[ f—P, , ( cosÂ) _ y—P^i(cas/ / ) |
, h 2^ \ n ( n ^ r - i ) ( / ^4 - i ) ( / ^ -h2) I

sm2-- ^==1

( 1 ) Problèmes de Cantor..., p. 24o, formule (i4).
( 2 ) Problèmes de Cautor..., § 9, p. •249-a5-2.
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est u n e fonction bornée de h pour o < ^ / i < ^ - ' S ' i nous dés ignons

par M la borne supérieure de cette fonction dans o <^ h <^ -? nous au-
rons, puisque m peu t être pris aussi grand que nous le voulons,

|A*F(^) |^MÏ Ïm|S, (^ ) -^ | ,
——— ïl =~. 00

ainsi que la même inégal i té pour A*F(S").

14. La solution du problème d'unicité. —Les résultats obtenus per-
mettent de donner au problème de l 'unicité du développement en
série de polynômes de Legendre la réponse suivante :

00

THÉORÈME X. — Soit 'S^P^C^) ^<° série quelconque de polynômes de
n = 0

Legendre, Soient
n n,

V, (.r) == lim V a, t\ (.r), W.,{,x) == nTu' V a, I.\ (.r).11 in .7,^a-/(
l =,-. oo "̂ "al—

V ==0

-—————— • ..U'UMilM • „ —— ^M——

I. Si lim —l == o (1), il suffit^ pour que la série '̂ a^P^Çx) possède une
,. i * <211 m

^:=c»

fonction génératrice^ que W^ (.r) ê^ ya (^) soient sommables dans Vinler-
valle (— i, i) et soient finies en tout point intérieur de cet intervalle.

II. Si lim — == o, il suffît, pour que la série ya^Pn(tr) possède unea^
n=i» {/n

^ n=0
fonction génératrice^ que W\{x) et'W^x) soient sommables dans
l'intervalle ( — 1 , 1 ) et que l'ensemble des points de cet intervalle où
| W^ (a?) -+- | W^ (x) | est infinie ne contienne pas de sous-ensemble parfait,

Notons (2)
n

4>(.r)==ÏÏm'1 ^^.I:\.(^) .

( 1 ) Cetle condition est surabondante. Voir la remarque de la page 3i6.
( 2 ) La fonction ^ ( x ) de ma Note des Comptes rendus est, par erreur, définie comme

/ ? . 1 ' 1 , • ! , , '
la limite inférieure de 7â rv ï \ ( . r ) pom" n == co,



SUR I/UN1CITÉ DU DÉVELOPPEMENT D'UNE FONCTION. 3oC)

Pour chaque valeur de x., <&(.r) est égale à la plus grande des deux
valeurs ["^(.r)!, [ ̂ (.z1)!. Les hypothèses du théorème X relatives
h W ^ ( x ) et à W^Çx) sont donc équivalentes aux mêmes hypothèses
relatives à la seule fonction <D(.r).

Plaçons-nous d'abord dans le cas 1 : ^Çx) est donc sommable et
f ini . Notons <I>(cos2r) =- ^(£r). Nous pourrons appliquer le théorème IX
pour chaque valeur de £ intérieure a (o, -n:) :

— M ̂  (2r) ^A* F (S-) 5 A* F (2r) ^ M d; (2r) (o < & < 7?).

<&(^) étant sommable dans (—i, i), ^ ( & ) s i n & l'est dans (o, -n:).
D'après l 'inégalité précédente, on peut trouver une fonction/"(&), finie
pour O<^S<;TC, telle que /*(S-)sinS- soit sommable dans (o, TC) et
que

A;F^)5/ (3r )^A*F(^) (o<^<7r).

II suffirait de prendre, par exemple,/(&)== A* F(5)ou/(Sr)==. A* F(&).
Le théorème VII est applicable et donne

F(5-) == / -^— f f ( £ ) s in^^+Ci log-tang'^ 4- c. (O<^<TT, o<a<7r).
Ja ^"^^a " '2

Par conséquent, puisque/(&) sinS" est sommable dans (o, •rc), d'après
le paragraphe 12,

F(^) =->" ̂ L^? + aologsit^+ ̂  logtang ̂  4-0, (o <^< TT) ;
^—i< /2, (, fl —}— 1 ^ 3
n= 1

o^ désigne ici le ^iè'"e coefficient de Legendre de/(3)

^^ÎZLt^ r /(^) l\(cos2r)(sinS-^ (/z=o, i, a, ...)
2 ^o

et c,, Ça sont des constantes. Mais, d'après sa définition,

^)=-i-'̂ p (»<.<,,
IÏ == 1 ^ ^ ^ - '
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Par suite,

2 n^ri -+-T) P^(COS*CO ̂  o c u l o g s i n 2 r - h c i logtang- -+-c^ (o<3<n).
n= l

sa

La série du premier membre est telle queV —î—f-°^-IL^) ^on-1 1 j—d 2 /À 4- î \n{n -{- î /
71=1

verge, car l im ̂  == o et lim °^ == o, puisque /(&) sinS- est sommable.
n-== 99 — TÎ =: oo ^

D'après le théorème de Riesz-Fischer, a; ~ a" est donc le n1^ coeffi-
72. ^ ft —1— î. j

cient de Legendre do second membre. Mais le produi t par n de ce
coefficient tend ici vers zéro avec -r-; il résulte alors de la remarque qui
termine le paragraphe 12 que nécessairement oco = ̂  == o. Le second
membre se réduit donc à c^ et l'absence de Po(cosS) au premier
membre entraîne ensuite c^==o . Par conséquent, a^—^==0,
n = î , 2, ..., c'est-à-dire

a,, = tïn_^ll j yp) p^(cos 3} sin^ dis.
v Q

De plus, puisque a^ == o,
^^
/ f{^)sm3d^=:o.

JQ

La série ^^Pn(cosâ) est donc une série de Legendre ayant Oo -{-/(&)
71=0

pour génératrice.
Dans le cas If , les raisonnements précédents subsistent ent ièrement ,

avec cette seule différence qu'au lieu du théorème VU, c'est le théo-
rème VU! qu'il faut faire in terveni r ; -^= tendant vers zéro, ' F ( ^ } vérifie

\fn v /

la condition (K) à l ' intérieur de (o, n;).
Deux génératrices de la même série ne pouvant différer que sur un

ensemble de mesure nulle, on conclut que AT^) et A*F(5) sont
égales presque partout, si les hypothèses du théorème X sont remplies.
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CHAPITRE II.
LES SÉK.H-S DE FONCTIONS DE BESSEL.,

1. Le paramètre généralise de Beltrami dans le plan. — L'étude de
Funicité du développement d'une fonction en série de fonctions de
Bessel d'ordre zéro a été f a i t e récemment par M. C. Arnold (1).
M. Arnold développe pour les séries de fonc t ions de Bessel la méthode
exposée dans le Mémoire déjà cité (2) et il obt ient des résultats de
même portée.

La méthode que nous avons exposée au Chapitre 1 se transpose sans
aucune difficulté aux séries de fonc t ions de Bessel d'ordre zéro; cer-
tains calculs sont même plus simples, tels ceux qu i correspondent aux
calculs des paragraphes 6, 7, 8. Nous pourrons donc être très bref.

Alors que l'étude des séries y^A(cos5) se fait le plus naturelle-

ment sur la sphère, celle des séries ^<^J(/^r) se fait le plus natu-
re l lement dans un cercle de rayon i (3). A la place de l'expres-
sion A//F(S-, $) se présente, dans le plan, une expression analogue que
nous définirons comme suit.

Soient/", <&, les coordonnées polaires d 'un po in t quelconquedu plan
et F(r, <&) une fonction continue de ce point , Soit œ la distance des
deux points (r, <&), (V, ^r) du plan. Formons l'expression

A/,FF,€>)=—— f [I^^,^)—!^^^)]^;
2'J1:n^w^h

rinlégrale est étendue aux points (Y, (p7) de la circonférence de
cen t re (r, <I>) et de ravon À, ds est l 'élément d'arc de la circonférence

A2

au poin t (/, (F). Les l imites inférieure et supérieure de A^F(/-, <&) : -r^

( 1 ) C. ARNOLD Die Problème von Cantor und du JBois-Refmond in der Théorie der
BesseUchen Reihen [I/zaiigurcildisser talion, Freiburg (Schweiz), 1920].

(2) Problèmes de Cantor....
(3) Pour la raison de ce choix, voir Problèmes cîe'Cantor, p. ^25.



3ï2 MICHEL PÎANCHEREL.

lorsque h tend vers zéro, seront encore désignées par A*F(r,<|[>),
A*F(r, (&) et constitueront les paramètres généralisés de Beltrami de
F(r,<3)) dans le plan. Lorsque ces paramètres sont égaux, leur valeur
commune sera désignée par A*F(r, <&). En particulier, lorsque F(r, î>)
possède en un point une différentielle totale seconde, A*F(r, €>) se
réduit à l'opérateur de Laplace

A T / î  ï à ( ()F\ i à^'FA F ( /', <1» ) == -- — /'• — + — —--.v / /• or \ à r j r2 <J<!>2

2. Corde harmonique (Pun arc. Ses propriétés. — A toute fonct ion
F(r) définie dans l'intervalle (o, ï), continue pour o <^ r <^ ï , nous pou-
vons faire correspondre une fonct ion F(r, <&) == F(/1) définie dans le
cercle de rayon ï ayant son centre à l'origine, continue à l ' intérieur de
ce cercle, sauf peut-être au centre. On pourra donc, pour h suffisam-
ment petit, former l'expression

A ^ F ( r ) = — — f [l^/^-I^r)^^ (o<r<i).2^nJ^^f,

Nous appellerons encore paramètres généralisés de F(/') les l imites
inférieure A*F(r) et supérieure A*F(r) de A^F(r) : ^ lorsque h
tend vers zéro. En particulier, si F ' ( r ) existe en un point, ^F(r) est
égal en ce point à

. ï d ( d^\ d2? ï d¥
^^=7^V^)=^^?clr'

Nous appellerons fonction harmonique dans un intervalle
a 5 r S b ( a^o , b^i)

toute fonction u(r) qui vérifie l 'équation Aa(r) == o à rimérieur de cet
intervalle. La fonction correspondante u(r, c&) = u ( r ) vérif ie l'équa-
tion de Laplace à l 'intérieur de l'aire annulaire a </•<&. L'équa-
tion A^(r) == o a

, ' . • , ^ ( r ) = = c i logr 4" c^

comme solution générale. Les seules fonctions harmoniques qui soient
f inies pour r== o sont donc des constantes.
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•Étant donné un arc <r^, (a>o, ̂ i) de la courbe r=F(r),
nous appellerons corde harmonique de cet arc l'arc (a, b} de la courbe
harmonique y = //(/•) qui a les mêmes extrémités. On se rend compte
que tous les théorèmes des paragraphes 2, 3, 4, 5 subsistent textuelle-
ment en remplaçant les définitions relatives à la sphère par celles que
nous venons de donner ; il suff î t d'y astreindre l'intervalle (a, b) à la
condition a>o, bii et d'entendre par la condition (K) la condi-
tion limA^(r) : h = o.

h==Q

Au lieu da théorème V du paragraphe 6, nous aurons, par une
démonst ra t ion analogue, simplifiée par le fait que l'on y utilise la tri-
gonométrie plane au lieu de la trigonométrie sphérique, le théorème :

THÉORÈME V. — Si F(r) possède une dérivée V\r) continue dans Vin-
valle a'^r^b (a> o, b^ï), on a, pour a <r< 6,

^ F / ( / > ) H - D F / ( r ) S A * F ( r ) 5 A * F ( / • ) 5 ^ F / ( 7 • ) - + Û ¥ ' ( r ) .

Rappelons queDF^r) etDF^r) sont des abréviations pour la limite
inférieure et la limite supérieure de F ' ( r + À ) ~" F / ( ^ ) lorsque h tend
vers zéro.

Par suite, au lieu du théorème VII se présentera le :

THÉORÈME VIK. — Soit F(r) une fonction continue dans l'inter-
valle a^r^b (a > o, &^ î ) . S'il existe une fonction /(r) sommable dans •
cet intervalle et finie à son intérieur^ telle que pour a <^r<^b,

^V(r)5f{r)^¥Çr),
on aura

/"•/' J'r /T^

V(r)== — I 'f{t)tdt^-c., îog-r-f-^ (a5r^ b, a5y^b).
Ja ^ ^a

Un théorème analogue peut s'énoncer lorsque ' F ( r ) est infinie sur
un ensemble de points qui ne contient pas de sous-ensemble parfait,
pourvu que F(r) vérifie en chaque point de cet ensemble intérieur
à (a, &) la condition (K), c'est-à-dire la condition

.. A/,F(r)lim •' v / == o.
A==0 A

Ann^ Éc. Norm., (3), XXXIX* — OCTOBRE 1922. /(Q
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3. L'unicité du développement en série de fonctions de Bessel. —
Soit

i/.^, _^ ^ r6

(/•;_I^^.+ giT^T- 2.2 ̂ ^ - 4 - - - -

la fonction de Bessel d'ordre zéro. H étant une constante quel-
conque (^), soient

A !? ^a? • • • f ^ni * • •

les racines non négatives, rangées par ordre de grandeur croissante,
de l'équation

, . .r(r)+HJ(/ ')=o.

Nous appellerons série de fonctions de Bessel (d'ordre zéro) toute série
00

de la forme ̂ a^(^r'). S'il existe une fonction/(/•), telle que r/(r)
n •= l

soit sommable dans l'intervalle (o, i) et que

f f( r )3 ( / ^ r ) r d r
"—"^T—————————=^ (/î==i, 2, 3, ...),

î ( / ^ r y r c / r
JQ

00

nous dirons que la série ^^J(^r) est une série de Bessel et que /(/•)
n==l

en est la génératrice. On sait que deux fonctions géné-ratrices de la
même série ne peuvent différer que sur un ensemble de mesure nulle
de valeurs de l'intervalle (0,1) (2), Une condition nécessaire pour

(1) Nous supposons, clans ce qui suit, H ^ o. Si H = = o , il interviendrait, par le fait
que /q serait alors nul, quelques légères modifications, par exemple dans la définition
de F(r), sans importance sur le résultat final.

( 2) roir, par exemple, W.-H. YOUNG, On seriez of Bessel fonctions [Prôceedwg-s of
thé London Mathematical Society (2), vol. 18, p. i63-aor, p. 174]. Dès que l'on suppose
démontrée la possibilité de représenter par une série uniformément convergente de Bessel
les fonctions d'un certain champ (par exemple, les fonctions analytiques qui s'annulent
en o et en i), ceci résulte du théorème IV de ma Note : S'àtze ûber Système orthogonaler
Fanktionen [Mathematifsche Ânnalen^ Bd 68 (rgio) , p. 270-278].
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qu'une série ̂ a^^£n^) possède une génératrice est que
T <^/2hm — == o.

71=00 ^

Une condition nécessaire pour que cette série converge presque
partout dans (o, i) est que

r artl im — == o.
n==w yfï

Par un calcul analogue à celui du paragraphe 12 et en s'appuyant
sur l'équation différentielle

i d r c i j ç k n r ) - ] __ ,.
7-^L —^"J"^ " ( " )?

on vérifie que si rf{r) est sommable dans (o, i) et si a^ est le n^ coef-
ficient de Bessel de /(/'), c'est-à-dire le coefficient de J(^) dans la
série de Bessel dont/(r) est la génératrice, on a

r^r^O^^-y^^^ 4-c,iogr^ (o<r^i , o<a^i).
^a ^ ^a "1^ /-'n=l

A toute série de fonctions de Bessel y^J(^) faisons correspondre
nss 1

la série associée
y^}- y^^)-r ^^ - Zrf ^

7i=l

Si l im^ ==0, F(r) est continue pour o<r^ i , elle est de carré
rassoo /i^

sommable dans (o, i). La série associée est dans ce cas une série de
Bessel ayant sa somme ' F ( r ) pour génératrice.

Si lim -^L == o, F(r) e&t continue pour o^^i et elle vérifie la con-
»==» ^//z • ^ -

difcion (K) à l'intérieur de l'intervalle (o, i). De plus, en tout point
<K» -'

de convergence de la série ^<^J(^), on a
1 1 1 n == 1 . . " '

A*F(/-)=^a«J(^7-).
n=l
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En remarquant que
A / , J ( / f , r ) = : ~ J ( ^ / - ) [ x — J ( ^ A ) ]

et en s'appuyant sur le fait que la fonction

i ^ h — J(A-,; /") i — J ( Â ^ i A )±y
A2 Z^^ ̂  \ ^ ^-n

est bornée pour o <^ h <^ i (1), on pourra établir un théorème analogue
au théorème IX et obtenir f inalement le théorème d'unicité suivant :

THÉORÈME X/. — Soit ^û^J/^^V') une série de fonctions de Bessel à
/i==i

coefficients quelconques et soient
n n

¥i(r)=nm^^ J(/<w), ¥â(/')==lnn^^J(^^).^ J ( A-, /• ), ^ a ( /'} == 1 1 m 7, ̂  .1 ( /r^ r )
l n -= w MHHm

" v=t v=i

I. 5; lim-^ == o, il suffit^ pour que la série ^^^(/V*) possède une
n-=.w f^ ' wsa^

n = 1

fonction génératrice^ que rW^ (r) et r^F^-) soient sommables dans F in-
tervalle (o, i) (̂  soient finies en tout point intérieur de cet intervalle.

00

II. Si lim— == o^ il suffit^ pour que la série ^^a^(k^r) possède une/ î==oo \Jn -̂ 8""
' n = 1 '

fonction génératrice^ que rW ^ (r) ^^ ^"lF2(^) soient sommables clans
l'intervalle (o, ï) et que l^ ensemble des points de cet intervalle où
| ̂ V^ (r) [ 4- j W.^Çr) \ est infinie ne contienne pas de sous-ensemble parfait.

REMARQUE. ~ La condition lim--^ = o qui figure dans la premièrean

n
partie des théorèmes X et X' est en réalité surabondante. Car lorsque
^(r) et ^(r) sont finies sur un ensemble de mesure positive^ la
suite a.^ : \/n est bornée (a).

( 1 ) Pour la vérification de ces assertions, je renvoie à îa thèse de M. AKNOLD.
( î ) J^oir CH. J. DE LA VALLÉE POUSSIN, Jhilletin de l'académie royale de Belgique

(classe des science&), 1913, p. 9.


