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( S u i t e )

PAR M. RENÉ GARNIER

SIXIÈME ( 1 )
LES S U R F A C E S R É G U L I È R E S

66. Réduction à un problème (Aa). — 11 nous reste à examiner
maintenant le cas où "la surface F est régulière (ce qui en t ra îne
soit^,== i =pa, soit p^=o=p^. Or, dans le cas actuel, en vertu
d'une importante proposition de M. Severi. (2) , démontrée d'une
manière indépendante par M. Emile Picard (^) les intégrales de diffé-
rentielles totales de troisième espèce attachées à la surface se réduisent
toutes à des combinaisons algébrico-logarithmiques; et, d'autre party

( 1 ) Go Mémoire est la suite da travail qui termine le Tome XLL
( 2 ) Math. Ann., t. 62, 190,5, p. 194.
(3) Ann. Éc. Norm. sup., 3e série, t. 33, 1916.
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2 RENÉ GARNIER.

il n'existe aucune différentielle totale de première espèce. Par suite,
lorsqu'on étudiera le système (§) dans le voisinage d'une l igne singu-
lière Ffsoi t x == o), les exposants f l î ^dy , f D ^ d y qu 'on rencontrera
dans l'un des systèmes I', ..., V (n05 9 et 11) attachés à F seront
identiques à des sommes de logarithmes de fonctions rationnelles ; de
plus ( ',), les résidus de la ligne singulière T seront des nombres rationne/s :
ainsi, clans les équations de (ê), on pourra écrire :

/l»^.r4-O^V m- flW,r4-Sr/v t.

^ =[A(.r,j^):r, ^ ' ==[B(^7^)F,

A et B étant des fonctions ra t ionne l l e s ; m, n^ jp, y étant entiers.
Mais alors, procédant comme aux n0' 45 et 53, on pourra trouver (^)

une transformation rationnelle :
(168 ) .2 '=^(X,Y,Z), J=J(X,Y,Z) , ^ = = ^ X , Y , Z ) ,

in i}

telle,que A" et B'7 soient rationnelles en X, Y, Z, et qu ' inve r sement ,
w P

X, Y, Z soient rat ionnels en x, y , z^ A" , B'7, et par suite uniformes,
Soit ^(X, J , Z) = o la transformée de F par (168); le système

(^9)
du =: ̂  (X, Y, Z) âX + 'ill) (X, Y, Z) dY,
^ = 3(X, Y, Z) ^X + c;D(X, Y, Z) ^Y,

transformé de (è)) 'par (168), devra avoir son intégrale générale uni-
forme : et l'on est ramené, en-core une fois, au problème (A,a) pour
une surface S .

^ Ainsi donc (n 0 46), S est soit : a, une surface hyperelliptique de
Picard ; soit : é, un cylindre elliptique ; soit : c, un plan. Or F représente
une involution régulière sur l'une des surfaces précédentes; la déter-
mination de F reposera donc sur la solution, .actuellement classique,
d'un problème bien connu de la théorie des surfaces algébriques*
Auparavant, nouspréciserons le caractère de .l ' involution (168) par la
proposition suivante.

(1) Cf. note du n° il, t. XLI (IQ^J, p. 283.
^ ^

(2) Par exemple, on posera x = X, y == Y, z == aA" + pB'7.4-72.
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67. LEMME SUR î / ïNvoLUTïON RÉGULIÈRE (ï68). -— U iwolution (168) est
engendrée par un groupe fini de transformations birationnelles de S en
elle-même.

En effet, faisons décrire ,à un point M de § un cliemin L d 'or igine M^
d'extrémité My, M/: et M, é tant deux quelconques des n points qui,
sur i, correspondent à un poin t m^ de F. Sur F, le point m corres-
pondant à M décrira une courbe fermée; par suite, les valeurs
primitives de u et v seront remplacées à la fin par Au -+- B et Cv + D
(A,B,C, D restant constants lorsqu'on modifiera M e t L par continuité).
Si donc, pour l 'une des coordonnées (soitX^) de M^ on a X^===/^(^,^),
on en déduira pour la coordonnée correspondante de My

Xy=: / / (ÂM-hB, C(' -+ -D) ;

et l'on aurait de même X ^ - = = = = / • ( u——, .. ) ' Mais fi e t / , sont des
• \ A .L /

fonctions uniformes de u et (-'; les coordonnées de M, sont donc
rapportées à celles de M/ d'une manière biunivoque ; et puisque les
relations entre .ces coordonnées sont algébriques, il. est, bien établi
que l'on passe de M^ à M, par une transformation birationnelle.

C. Q. F. D.

68. Forme des systèmes (s). — Revenons ma in t enan t à la détermina-
tion de la surface F. On sait que toute i n v o l u t i o n appartenant à une
surface rat ionnel le i est représentable sur une surface rationnelle ( î ) ;
et/que, plus généralement, toute involu t ion sur une surface réglée § est
représentable sur une nouvelle réglée dont le genre •— pa ne dépasse
pas celui de la première (2) ; dans les cas b et c du n° 66, la surface
régulière F est donc rationnelle.

D'après les résultats de M. Painlevé rappelés au n° 46, il est aisé de
'préciser la nature des intégrales uniformes de (§) : ̂ y, s seront des
fonct ions rationnelles de l'un des systèmes de fonctions suivants :

^+P(<.^) . ^i-+-p(^) • ( ^
; OU î ; OU î

6 ' ( ^1 ( ^t

(1 ; G. CASTELNUOVO, Mat/t. Ânn.f L 44, p. ïâ5. . • • , ,
( 2 ) G. CASTELNUOVO et F. ENRIOUES, Ann. dî Mat^ série 3, t. 6, 1901,, p, '214. ,1



4 BENÉ GAEMER.

pp., p'v, et

ou • e^+y(^i-+-/^-t ^ ^ ^ ^1, ou ^-l-eÇ^i ( £ = o , ou i ) ;

p ^î+p(^)+^ ^0§^2—^) .
;

p' u, 4- p ( t'a ) 4- Y A, Log- ( (''a — a, ) ,

et
Pa == (•;! OU e'"1

[p(^), fonction rationnelle ; y(^), fonction el l ipt ique ; u^ = au •+- &^ ;
v^=cu-{-dv; a, b, c, d constantes numériques].

Reste le cas où § est hy'per'elliptique. Or les travaux de MM. Baguera
et de Franchis (r), et ceux de MM. Enriques et Severi (2) ont montré
précisément que les seules invo lu t ions régulières appartenant à u n e
surface hyperelliptique de Picard sont rat ionnelles ou hyperell iptiques.
Si F est rat ionnel le , oc, y , z seront des fonctions hyperel l ip t iques de
u et v ; si F est hyperelliptique, il do i t exister u n e t r a n s f o r m a l ion
birationnelle q u i change F en l 'une des surfaces V I I I , . . . , XX de
MM. Bagn'era et de Franchis ; nous a l lons construire les systèmes (".s)
correspondants.

Observons d'abord que les variables u et v f igurant dans Ci(x))
coïncident (à une substitution l inéa i re près) avec les a rguments U, V
de la représentation hyperell ipt ique n o r m a l e des surfaces F et ^ ( 3 ) .
Or, d'après le lemme du n° 67, l ' i nvo iu t i on appar tenant à S est
engendrée par un groupe de subs t i t u t i ons de la forme

S u == A u + B ; S ̂ -=04-1).

Dès maintenant nous pouvons donc exclure les surfaces XV, ... XX

0) Mem. Soc. ItaL délie Scienze^ XL), 3e série, 1 .15 , 1908, p. ̂  r. - On observera
que, dans le problème actuel, le lemme du n0 67 montre d'emblée que Pinvolution
appartenant à S est engendrée par des transformations biratiormelle.s de §' II est donc
loisible cl'étayer notre solution sur les résultats de MM. Baguera et de Franchis tout
aussi bien que sur ceux de MM. Enriques et Severi.

(2 ) Âcta math., t. 32, p. 288 ; t. 33, p. 32i.
( 3 ) U et V sont identiques aux paramètres u et v de MM. Bagnera et de Franchis.
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à involutions diédriques de MM. Baguera et de Franchis, en sorte que
les seules surfaces possibles sont :

a. Les surfaces VIII, IX, X (surfaces régulières de genre o et de
bigenre i) .

&. Les surfaces XI (surfaces de Kurnmer, et généralisations, à
diviseur ;> !„ de L. Remy et de M. Traynard), de plurigenres égaux à ï .

c. Les surfaces XII, XIIIy XIV, de plurigenres égaux à ï .

Toutes ces surfaces sont des images d ' involu t ions engendrées sur
u n e surface de Picard par un groupe G de subs t i t u t ions dont l ' u n e au
moins a la forme ( f )

SU=:7JJ, SV=^J.V,

avec À -=f=- LL C exception faite des surfaces XI, pour lesquelles on a
\^ — i = = [ j . ) . Or, nous savons qu'on d o i t avoir d a n s le premier cas
du. n ° 4 6 ( L X L L p. 356)

( 1 7 0 ) // = ail -4- p V, f =r. y [J -1- ôV;

cherchons c o m m e n t i l faut choisir les constantes numér iques a, p, y, o
pour que le système (170) soit un système (rS) .

Pour qu'il en soit a ins i , i l faut et il suffit (c/. r ^ G Ô ) que, si. l 'on
effectue sur U et. V l 'une quelconque des subs t i tu t ions de G, du et (k
restent i n v a r i a n t s (à des multiplicateurs près). On doi t donc avoir

y.}, dl] -+- t3^- cIV == A. (a </[I 4- p ̂ V),

ce qui exige a ( î = = o (pour X -=f=. (J.) ; et l 'on doit avoir de mérne
y S = o(pour A -=f=. jj.).

Le résullat ne s'applique plus aux surfaces XI : a, j3, ^ , a peuvent
alors être quelconques (pourvu que oco— py soit d i f fé ren t de zéro).

En déf in i t ive , lorsque F est une surface hypere l l lp t ique régu l iè re
des types
(a) [Vi i l , IX, X ; / ^== o=^:|

ou
(c) [Xll, XIII, X I V ; p^ i^ /^J ,

( 1 ) A des constantes additives près.
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le système (ê) est de la forme

« = = U , (.^Y,

à l'interversion près de u et v (U, V, paramètres de Baguera et
de Franchis) ; lorsque F est une surface du type

( l ) } [XI;jo^-=i ==/-?a; surfaces de Ki imrner ] ,

le.. système (^s) est de la forme (1)

// -=. a U -4- j3 V, P =r y U -+- ÔV

(a, p, y , ^ constantes numériques; aô—(3y^o) .

.11 reste à envisager le sixième cas du n° 46 (t . XLI , p. 358). Or, en
procédant comme plus haut , on montrera que, dans les hypothèses a
et c, le système ( s } se réduit nécessairement à, l 'une des formes

a •={]-+- ff(VWy, p — V ;-//(V).

«^U, ç^V+f^^i.i')^]';

et l'on préciserait aisément les formes que doivent avoir dans chaque
cas les fonctions el l ipt iques /(V), g(V) (2) . Enfin les surfaces de

0) Par exemple, pour la surface des ondes de Fresnel, d'équiilio;i

ç^ —- Sa2 (À2-;- c2}^2 -+- a^b^c'1^ o (avec ^ == S.-/;2, 'li •^ Sa'^v2),

on irouvo aisémenl.
av=^ civ=^,

^A • 28

avec A^ =: ̂ -Ir̂ lilTIÈ Ĵ̂  B'> = ̂ -T bïcî) {- tiL ̂ l^ ̂  aïbï )
c^ — a^ ? , ~ "62 ( c2 — a^ ) '" " '\ ~ '

et l'on a, de p!w, sur F,
b?==(aï—bï)(bï—c^)xyz,

relation qui permet de prendre pour u et v des combinaisons linéaires de U et V.
( 2 ) Observons, d'ailleurs, que les surfaces XII (oiiXIII, XIV; doivent alors représenter

une involulion sur une surface de Jacobi du type elliptique : or ceci exige que la période T
des tableaux de MM. Bagnera et de'Franchis satisfasse à une équation de la foriïïe

AT + Bî -\- G == o (on AT -+- :B£ -4- G === o ;,

A, B. C étant des entiers réels.
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K u m m e r ( d a type e l l ip t ique) admet ten t encore le système •

„ =: a(<7U -4- ^Y) 4- ? [c'U 4- ^V -4- (f(aV 4- ^V ) ̂ U 4- b V)1 ,
L t-" " -J

,, =: y ( ̂  [J 4- b 'V ) 4- o4 c U 4- ^ V 4- / ./ ( a U 4- ^ "V ) d ( a U 4- b '\ ) ,

où/'esl âne .fonction elliptique impaire.

. H S S Y S T É M E S S I, N C; U .1.1 E H. S

69. For/ne générale des coefficients de ( s ) . — Nous commencerons
par étudier les parties principales de du el cb dans le voisinage d'une
courbe C qui est pour dl. et di (n0 \ ) une li^'rie polaire d'ordre ^> i.

Tout d 'abord, par une transformation b i ra t ionne l le convenable^ on
pourra ramener la courbe C dans le plan x === o, et, comme au n0 8,
on aura (1)

1^ f¥dx+().dy^ a/4^:)4-...4- al^ )4~^Log^

4- 1 A ( y ) dy -4- x a^ ( y ) -}-., . ,

a étant une constante, et les coefficients a,fy), A (y), ^(y) étant
des fonctions ra t ionnel les du. po in t ( y , .z) de la courbe C; d'ail leurs,
moyennan t une transformation b i ra t ionne l le x\x\(y), on peut
loujours admettre que à ^ ( y ) contient effectivement y . On aura a ins i :

^ ..i , . . . 4, ̂  + „ ̂  ^...).. A <iy -+-. . ,
c/u =: e'' 'ï' c' |" ( c'o 4" Ci x -i1- . . . ) dx 4- ( <:'/o 4- d^ x -\~ . .. ) dy \,

Co, c,, ..., do, d^ ... étar i l des fonctions r a t i onne l l e s du point ( y ^ ^ ) .
La condition d ' in tégrabi l i té de du donne alors d^ -== o, a^Cy =-= --- nui^d^ ;

•or on peut supposer que c^ n'est pas nul (qui t te à modifier a), de
sorte qu'on aura d^ =^o et qu'en modi f ian t au besoin A (y) on pourra

( l ) Pour ne pas compliquer inutilemônt l'ccrilurej on a suppose quel estdéveloppable
saivaul les puissances entières de x.
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prendre d, == a1^ d'où c^ == - m^,. Remplaçons enfin a par a -h m 4-1 ;
nous aurons^^^-^—/"-•^_^^,.),^(^,.,)^].
On voit ainsi que lorsque x tend vers o le rapport œïï : K formé à l 'aide
des coefficients du système (§)(n° 1) tend vers une limite finie {—m^)-

D'une façon plus' générale, on montrerait, moyennant des
changements d'écriture aisés, que l'expression de du, par exemple,
peut s'écrire :

du = e1 f (w 4- c ; + c \x -4-. . . ) dx + ( ̂ r + d, 4- d',x ~\-. . .\ dy\,

avec
F ̂ ^4-. .-f-^+aLog.:r+pHy)^

"-' w »y
et

î^: |/+^a(^(j)-l--. ...

Ces préliminaires établis, on tire de (rS) :
àx ,, , r}y «r ,^=H,e-«, ^=K^-' ,

^•^ r 1 à Y •R/Ï T^=L.^, ^=M,^,
avec

Iti : Ki : L| : Mi : i = M : — L : — K : \\ : ïIM — K L,

on peut donc remplacer (s) par le système
. àx _., à^ _ F/ àî_ î ^ H i ' \ _ / ^ ' àll,\L~\.^

' • 1 7 I / <)« ~~!"• au ~~ \ \ 'àx + H, à x ' ) \ ày + Hi ^ YMj1 ' '
/.-^ ^ . ^ _ f / ^ , • àL,\ f à.\ , <^H-h,
Cy2) ^7-î' ^ - l _ Y d l • 4 ' L l - J ï J — \ ^ , 7 L 7 ~ ( ) 7 ; K J "

/..^ à ^ _ ô i . _ \ ( ,n î ()H.,\ / aï î <W,M-I-1^
0/ ) (̂  - ̂ 7 - |_\ ^c TTi ~àx) ~ \~ ~ày + H, ~ à y ) îTj (:<;

-fY-^L-^ 1 ̂  ^ - (- às- -4- l^i't^l^
~L\ à x ' L . ô x ) \ ( ) y ' L , à y } M r

(.74) ^==-fl=-^:,

/ ^ ^^ - H 7(,75) ^=.,=-^.
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Nous montrerons d'abord que si le coefficient de ^2 dans (171)2
présente C comme courbe polaire d'ordre i^>îy I ' 1 intégrale générale du
système ne peut être uniforme. Faisons ('), en effet, dans (171), ( I74)?
la transformation

(1.76) . ^ | £^ , c | £ ^ ;

d'après le résul tat qu'on a établi tout à 1/heure, on peut écrire :
L ̂  „ J-n (y )_+_£ ̂ j-K y )^-+- • -„
m s ̂ ^o ( j )"-h"£2^2 M7( yy"4:". ;. •'

il viendra donc :

( t ?? :
.̂-,, î̂ -),.,.,̂ ,
^-''-•[^^•••^

Développée suivant les puissances croissantes de £., l ' intégrale générale
de (177) devra avoir tous ces coefficients uniformes ; or on trouve
d'abord :

x = x o + e^1 ^i -4-. .., j == jo 4- s'-^yi -4- ... (^o, Jo, const. ),
î „ I / ( y o ) ( ^ — ^o) , ,:-4- £^ i -4~ . . . (co , CODSt. ) ,
2 ^0 ^^

et x^ = / ——-j ' u.————du ne peutè t reuni forme. Si donce1 et êI 1 _ /Cro)(^~ ' ^o)
.7 £o *r^

admettent une ligne essentielle G, fe coefficient de ^2 ^/2<s1 ( 171 )3 ^ ceZ^î*
^/e ^2 rfâ î.y (172 )2 ne peuvent admettre G que comme courbe polaire
d') ordre' î au plus (2 ).

70. Les systèmes réduits. Extension du théorème / . — Supposons donc
qu'il, en soit ainsi, et fa isons les substi tutions (176) (avec i == î) ; à la

( î ) Cf. PACNLEVÉ, £aU. Soc. matîi.^ t. 28, 1900, p. % i 5 .
(2) Le résultai précédent paraît devoir jouer un rôle important dans l 'étude des systèmes

singuliers.
Ânn. JEc Aorm., ( 3 ) , XLïi, — JANVIER 1925 2
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limite, elles t ransformeront (171)9 (174) ^" 1^ système rédui t (')

(178) ^ — •r àc — ̂  àr ==— Lo^.) i.
au ~~~c" à(f •z1 ? au M«(j) .2-

Pour.que l ' intégrale générale du système précédent soit un i fo rme , il
faut d'abord que l'on ait a ^ i — ^ (;x é tan t un entier ou 1/ in t in i ) ;
on aura alors

x •=- ( au -+- b y ' ou x -==: e1111^

et y sera donnée par la formule

_ j _°À^ çty ̂  ̂  Log-( au + 6) 4- c ou a//. 4- c.
J ^o ( y )

Mo ; Lo étant une fonct ion ra t ionnel le du po in t (y, z) -de C, on vo i t
déjà que l'intégrale générale de (§) ne peut êire uniforme que si le ffenre
de la courbe G est, au plus, égal à ï : il est donc bien établi que le
théorème 1 reste encore valable dans le cas singulier ( 2) . Mais en, vue
de l'extension du théorème III, il nous faut approfondir l 'étude du
système différentiel (171)-(175).

Tout d'abord, on peut procéder sur (172) et (i75) comme sur (171)
et (174) ; on aura donc, en se bornant aux parties principales :

(^O)
^1 -LÉll^-^^1 L^M1 '—" ( - ^

'^4-H, àx \ ~ày^ ïÏ7 'ày)M.^~x 4 " ' - - \v'^ï^"^

^L^ i,01^.^./^àl ^ ^ M — y ( ^ ^
' àx • L, àx \ à/ ~^ Li ày ) K """ 'x + • " \7 ~~~ ï '"" ̂

(v entier ou co). Soit alors

ÊW ((3-^0).

(1) Le système (178) définit les premiers termes des développements des solutions du
système primitif suivant les puissances de s. Pour simplifier l'écriture nous avons
supprimé l'indice o.

(2 ) Bien entendu, la démonstration actuelle s'applique aussi au cas normal. Mais elle
ne nous dispensait pas de maintenir la démonstration de la première partie, qui nous était
nécessaire pour le but que nous avions en vue.
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le terme prépondérant du coefficient de '^E dans (173) ; exprimant que
le système (171), ( i^S) est complètement mfcégrable , on devra annuler
identiquement une expression

cso) -^f—^^-êw
,r- x 1 ' 1 x~

(en n'écrivant que les termes prépondérants) . Si donc on avait i^> i,
on en dédui ra i t p===o contre notre hypothèse. Faisant alors i '==i. ,
on tire de (180) :

(^ -p) (p- i )^o,

et l'on obt iendra i t de même la relation (y — |3) ( p -— ï) = o. Il y aura
donc deux cas à distinguer.

a. a = (3 == y ( == î—-}• — Dans ce cas, P in téû ' ra le r'énérale dul ^ ^ j S) b

système (178)5 complété par les équat ions analogues en p et par

l 'équat ion — = ̂ i sera donnée par les forr r iu lcs, — - î st/ici uumnît; i)H
Ô ^ X- -1. / l u -y. .. 1

(181) x •==. (aa -4- bv -4- c)i1 ou x == e0111^^^'6' (a, b, c, cons t . arbilr. )

et l'on aura
M^! ̂  - ___^^ ,,,, av , •. ^ — î '- '••* L'11'' îL o ( j ' ) ou au 4- m' -t- c(182)

Or, si l'on pose

K o ( . ) - ) ày _ b[j.
- on b.Ht^j7) ^c (f/^/ -h b^ -~\- c

l--'0 /•/ ,. « •1( ) ~i /•/ \=/(^)' —•r- ^VO7)M.,-^'^' K,

la c o n d i t i o n d ^ i n t é g r a b i l i l . é de ce d e r n i e r système s'écrit

uÂy-i- î — À ^ o ,

ou À' = o, pour [j- == oo, d'où encore deux hypothèses :

a, . // = o (À == î ou, a= a;). — Le système (182) équivaut a

( î 8 3 ) ^ —-v == p. Log (^/ / •+- b^ + c) -4- d oii a^, -(- ^(» -4- d
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( d y constante arbitraire); d'ailleurs /(y) est toujours une fonction
rationnelle du point (y, z) de C.

02. V =^o. — Le système (182) s'écrit alors (pour u. -=/=. co) :

V ày _ a V ày _ b
A "—i au au -4- bv -+- c 3 /.(À — i) àv au -t- 6^ -h c ?

son intégrale générale est
/" r» / \ -, / x <^ —— <^ ̂ - —— C

W) ^=-W^d-'

et comme ^(y) ( ===——) est une fonction rat ionnel le de ( y , ^), les\ iv.o.Lo /
fonctions uniformesy et z, algébriques en u. et c sont rationnelles : la
courbe C est donc rationnelle. Supposons ré€(uat ion de celte courbe
ramenée à s = o ; moyennant une subs t i t u t i on l inéaire sur y on pourra
prendre X(y)=y.

b. p = i (avec a === i — ^î y == i - ̂  ) — On trouve
\ ^ ' TV

x= a{u 4- ^)P'(^ -+- cy ou ^=: ̂ ^"^^(^ 4- c)\
• et

J/(y) ̂ 7 •== Log[(?^ + &)^( (^ -h c)^] ou a// -h b -+- Log-( ^ 4- cy, . . . ;

/(y), fonction r a t ionne l l e de y. et ^ ; p/et-/ ne sont pas nécessairement
entiers. On retombe sur les systèmes du n° 9.

71. Extension du théorème 7/7. — Revenons maintenant à l 'extension
de nos théorèmes généraux. Tout d'abord, par sa nature même, le
théorème II s'applique à des expressions u et v de formes quelconques .
Passons donc au théorème III.

Procédons comme au n° 14 et supposons que l'intégrale j ( x , y , z)
admette pour courbe polaire une ligne s ingulière C de du ou dv. On
ramènera dans le plan x == o, et l'on fera la transformation x\^x dans
l'intégrale double de première espèce 5,

Conformément à la discussion du n° 70, il y aura plusieurs cas à
distinguer,
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a^ D'après (181) et (i83), les premiers termes des développements
des intégrales de (171), . . . , ( ipS) suivant les puissances croissantes
de £ sont des fonctions de la même quan t i t é u^au -+" bv -{- c ; par

suite, pour le système (171), . . . , (i?5). le déterminant —^^
contiendra en (acteur une certaine puissance de £. Nous allons en
calculer la partie principale.

Avant l ' in t roduct ion de e on a

P ( ^ y ) _ ^ ^ - ^ / L „ H ^ .D^~<7)""' ^-^M K^
et, d'après l'égalité (179)^ et la suivante :

_ ôl ï <)Hi _ / ai î__ àïli \ îi _ P _ a
_ ̂  4- ̂  ̂  ^ ;̂ + Hi àf ) K ~ ^ ^ ^ '

on a
/ JI ï àM,\fL Jl\ . . . .
(- ày ^m ̂ ) IM - i) =7Ay) ̂ -^(.r) ̂  • -

les y étant rati 'onnels en y et ^. Après la t ransformat ion x\^x^ il
viendra donc :

(,8,) "(F^^^^^f.-XlLyo) +,(...)1
^(u, < ' ) L—"'"(.ri) J

= £"'+2 y2,[J-î+'"î  ; ̂  [_yn (,(,)]+...{.

Cela étant , on verra comme aii 11° 15 que les coefïicients ilu
développement suivant lea puissances de £ de l'intégrale double

E-'"-^ = f f ̂ ^-^z} «ï1-2-'"^! zo[y. ("> )] + • • . i du ̂
J J B\^c^-, J, ^ )

ne d o i v e n t pas admettre d 'antre ligne d ' inf ini que u^ = os (pour [j-;> o)
o u / / , ===o ( e n cons idéran t l'enseîïit3le de ces deux l ignes si. C est de
genre ï). Or, si —llln1111. ' ' ' ̂  -^[où y et z sont calculés au moyen de (i83)]•r z \ °i y ï z )
n'est pas i d e n t i q u e m e n t n u l , ceci est impossible , car le premier terme
du déve loppement , ^o, possède la l igne d ' in f in i v == co. La même
remarque s ' app l iquan t aux autres termes, la conclusion du "n0 15
reste valable.
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a^ Actuellement, on trouve directement pour les in tégra les de
(171), . . . , ( i75) :

^> SH^^^-''
d'où (.)o ayant la même signification que pour a^) :

.- Ç ( w0' y^l --̂ î L^ ch
^~jjFU^7r,o) (6.4-^^a(-

y étant remplacée par yc^^; comme le facteur u^Çbv-^d)^ ne
peut faire disparaî tre aucune ligne polaire de Q:F; on en conclu t
encore que Q (09 r, o) doit être ident iquei ï ien t oui, et, comme au n0 15,
que Q(.z*, y, z ) doit être iden t iquement nu l .

à. Ce cas se traite comme celui du. n° 17, la constante a du n° 17
étant nulle.

Il résulte donc de l 'analyse précédente et des, considérations du
n° 1.8 que ^intégrale l\x^ y, -s) du n0 15 eï£ de première espèce^ môme
dans le cas singulier. La démons t ra t ion s'achève alors par la méthode
de M. Emile Picard, et l'on peut affirmer que, même clans le cas
singulier^ le genre géométrique de la surface F ne peut dépasser limité»

72. Extension du théorème F. — On voi t immédia temen t que !e
théorème IV subsiste dans le cas actuel. Reste le théorcme V»
Supposons d'abord que Vo\\ se trouve dans le cas a, du n°70; d'après
(181) et(i85), l 'expression f ^ "nT""?—dxdy^ développée suivant les
puissances de s, commence par un terme qui admet ^ = = 0 comme
l igne pola i re ; et, diaprés ( i8G) , i l en sera de même dans le cas a^. Si
donc le théorème V cessait d'être vérifié pour les systèmes s ingul iers ,
on devrait se trouver dans le cas 6; mais alors, d'après la forme des
systèmes réduits, les démons t r a t ions de la première partie conti-
nueraient à rester valables.

En définitive, il est donc é tab l i que les cinq théorèmes généraux
s9 appliquent encore aux systèmes singuliers. Or, a c tue l l emen t , la pré mi ère
hypothèse et le^ t ro is ième cas de la seconde hypothèse du théorème Y
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ne sauraient être réalisés; d 'ail leurs, dans les deux premiers cas de
cette seconde hypothèse, il résu l te de la solution du problème (A^) que
la surface ne saurait être r égu l i è r e ; de plus, la solution du problème (IL)
dans le cas particulier abordé aux n"' 22 et 23 n'exige aucunement
que le système ̂ ) soil normal. Or o u , a vu, dans la t ro i s i ème Partie que
la solut ion du problème (B^), p o u r les surfaces i r ré^ui ières de ^enre
géométr ique un, repose un iquement ; sur les théorèmes généraux, sur
la formation des expressions de première espèce et sur la solution du
problème particulier des n0" 22 et 23. Nous about issons ainsi à la
conclusion suivante :

Si l'on ne fait aucune restriction sur la nature des singularités des
expressions u et v^ et si l'on suppose que la surface V est de genre
géomeirù/ue ^> o, le seul cas nouveau ou le système (§) puisse avoir son
intégrale générale uniforme est celui ou F est une surface hyperellipliqiie
de Picard du type e/!iptique, (rS) esl alors de la forme (rS^ la fonction
rationnelle r (A, [j.) pouva'nl présenter des lignes polaires d'ordres quel-
conques»


