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SUR

LES VARIÉTÉS A CONNEXION AFFINE
ET

IA DE LA
( D E U X I È M E P A R T I E )

PAR M. E, C A R T A N .

La première Partie de ce Mémoire a. paru dans ce même journal (1).
Dans cette seconde Partie je poursuis l'étude purement géométrique
des variétés à connexion a f f i n e ou. métrkjue. Dans Lin premier Chapi t re^
l ' é tud ié le groupe des déplacements associe a un p o i n t d ' u n e variété :
à tout contour fermé par tan t d 'un p o i n t donné de la variété et y reve-
nant est associé un dép lacement : tous ces déplacements forment le
groupe en question. Les groupes associés aux différents points de la
variété sont tous homologues entre eux : c'est le théorème d'homogé-
néité. Je montre comment on peut dé te rminer la na ture de ce groupe
pour une variété donnée. Je signale un résultat au premier abord para-
doxal : si, la. variété est sans torsion;, le déplacement associé à un con-
tour infiniment petit partant d'un point et y revenant laisse ce p o i n t
invariant : cela n est plus vrai (à moins que la variété ne soit un espace
affine proprement dit) pour un contour fini quelconque.

Les autres Chapitres sont consacrés à l 'é tude approfondie des ten-
seurs de torsion et de courbure . Je montre c o m m e n t on peut effectuer
leur décomposi t ion en tenseurs irréductibles. J 'en déduis une méthode,
appliquée effect ivement pour n=3, pour former tous les invariants
intégraux (scalaires ou vectoriels) attachés à la var ié té , au moins ceux
dont les coefficients dépenden t linéairement des composantes des ten-
seurs de courbure et de torsion. Certains de ces i nva r i an t s intégraux

( } ) Ann. E(\ Nonn.^ 3e série, t. XL, ï9 ' ->3 , p. Ï'..>.~}-^\'i-, t. XLi, K»'^ p. r-^.
Anrt. Ec. Norm^ ( 3 ) , XLIL — JANVIER 192,'). ^
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avaient déjà été formés directement, clans la première Partie du. Mé-
moire. J'indique quels sont tous ces i n v a r i a n t s intégraux dans le cas
des variétés à quatre dimensions à connexion métr ique ou e u c l i -
dienne et à torsion nulle. Le Mémoire se termine par l ' appl icat ion de
la même méthode à la déterminat ion de toutes les fo rmes possibles
de V action élémentaire dans la théorie de M. WeyI. Je donne e n f i n
quelques indications sur les formes possibles de la c< q u a n t i t é de
mouvement-énergie » élémentaire dans la même théorie.

CHAPITRE VI.
LE GROUPE DES DEPLACEMENTS AFFINES ASSOCIÉ À 'UN POINT T'/ITNE V A H I É T É

A. CONNEXION AFFINE.

87. Nous avons vu au Chapitre II qu'étant donnée u n e variété à
connexion aff ine,à tout contour fermé i n f i n i m e n t pet i t par tant d 'un
point m de la variété et y revenant est associé un déplacement a f f i n e
infinitésimal de composantes

^•-= A.apE^G)?], ^i=A^[^^].

Si FOB fait varier le contour fermé, on o b t i e n t u n e f a m i l l e l inéa i re de
déplacements

OJ=e^Ai^ ^=:^A^,

dépendant des paramètres a rb i t ra i res e^ === — e^\ En général, ces
déplacements infinitésimaux ^engendrent pas un groupe ( i ).

Il n'en est plus de même si l 'on considère tous les contours fermés
possibles (finis) par tan t de m et y revenant . A chacun d 'eux est asso-
cié, par le procédé i n d i q u é au n0 34, u n déplacerneni a f f i n e f i n i de
l'espace affine tangent en m. Il est évident q u e tous ces d é p l a c e m e n t s
forment un groupe (con t inu) , car si l 'on cons idère deux d 'entre eux

( l ) Cela veut dire que les crochets deux ;i deux des i ransibrrnat idus i n f i n i l/'smmk;s

X^/=(A^-A4^)^

ne s'expriment pas nécessairement d'une manière linéaire au moyen des XafV.
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(P et de/, et si (9) et (a') sont les deux contours fermés auxquels ils
sont associés, le déplacement cef obtenu en effectuant d'abord (D,
puis ^f, est évidemment associé au. contour fermé (a") obtenu endécri"
vanF'd'abord (e), puis (© /) : c'est donc encore un des déplacements
associés à m.

Il résulte de là qu'a tout point m de la variété est associé un groupe g
de déplacements affines. Lorsqu'on fait choix d'un système de référence
pour Fespace affine tangent en m, ce groupe affecte une forme ana-
lytique dé te rminée ; il est engendré en particulier par certaines trans-
formations mfîni tés i mâles déterminées.

(S8. Considérons m a i n t e n a n t deux po in t s d i f férents m et m' d e l à
variété. Aces deux po in t s sont assoc iésdeuxgroupes^et^ .Nous al lons
démontrer le théorème su ivan t :

ÏHÉORS^ME D'noMOGS^iTÉ. — Les groupes associés aux différents points
de la variété sont des sous-groupes homologues du groupe affine G.

Rappe lons que d e u x sous-groupes g et ^J d ' un groupe G sont dits
homologues si les équa t ions qu i les dé f in i s sen t analy t iquemeni : peuvent
être ramenées les unes aux autres par un changement de variables
déf ini , par u n e transformation d u groupe G, ou encore s ^ i l existe une
transformat ion T d u groupe G telle que le sous-groupe^ soit identique
au sous-groupe T"\ç'ï.

Pour démontrer le théorème d 'homogénéi té , désignons par S' une
t ransformat ion quelconque du groupe g , correspondant à un certain
contour fermé c' partant de m' et y revenant . Considérons alors le
c o n t o u r fermé (3) obtenu en. par tant de m, j o i g n a n t m à m' par un
chemin dé t e rminé (y), décrivant fa') et revenant à m par le chemin y
pa rcou ru en sens inverse . Soit alors T le dép lacement aff ine que subi t
l 'espace a f f i n e tangent en m q u a n d on va de m. à m' par le chemin y.
Au con tour (a) est associé le déplacement obtenu en composant suc-
cessivement les déplacements T, S" et ï~1. Aut rement dit, tout dépla-
cement de la forme TS^T" 1 a p p a r t i e n t a g y si S' appart ient à g ' . Il y a
une réciproque év idente . On en conclut la fo rmule

^) ^:=.g^ T^ï-
C. Q. F. J).
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89, De ce théorème nous allons déduire une première application
importante. Est-il possible que le groupe g associé à un point arbi-
traire îïl de la Dariété laisse fixe le point m ?

Il est d'abord évident que s'il en est a ins i , le dép lacement i n f i n i t é -
simal associé à un contour infiniment petit devra jou i r de la propr ié té
de laisser fixe le point m. On aura donc nécessairement

o/-

autrement dit, la variété sera sans torsion.
Mais cela ne suffit pas. En effet, considérons deux points in f in imeht

voisins m et m' et rapportons l'espace affine (l?) tangent en m! à
l'espace affine ( E ) t angent en m. D'après la formule (i) les opérations
du groupe g [effectuées dans l/espace (E )] et les opéra t ions du içroupe^
(rapportées au môme espace) sont les mêmes. Or ces dernières laissent
fixe le po in t m' [ou plutôt le p o i n t de (E) q u i correspond à m'j.
Donc le groupe g clou laisser fixes, non seulement le point m. d e ( E ) ,
mais tous les points infiniment voisins. Au Ire m ont d i s , le g rouper se
réduit à la transformation i d e n t i q u e . Donc les i^ sont tous nuls et la
variété est elle-même un espace affine proprement d i t . Par suite :

// n\y a que l'espace affine proprement dit clans lequel le groupe g
associé à un point m quelconque laisse fixe ce point m.

Nous voyons par là que la propriété d'une variété à connexion affine1

d'être sans torsion ne signifie la stabilité du point m. que re la t ivement
à un contour fermé infiniment petit partant de m et y revenant.

Cherchons au contraire si le groupe g associé à -un point arbi traire m
peut ne se composer que de translations, c'est-à-dire laisser invar ian ts
tous les vecteurs. Il faut évidemment pour cela que les formes û<
soient toutes nulles, c'est-à-dire que la variété soit sans courbure.
Mais ici cela suffit, car dans ce cas les équations

. • ^4-^c4:=o

qui définissent le transport d'un vecteur son ̂ complètement intégrables;
on peut donc prendre en tous les points m des systèmes de référence
équipollents entre eux, et par suite le groupe g ne contiendra que des
translations. Donc pour que le groupe g ne contienne que des transia"
tions^ il faut et il suffit que la variété soit sans courbure. Dans ce cas,
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comme nous l'avons déjà remarqué, on pourra supposer les compo-
santes co^ de la rotation de l'espace affine toutes nul les .

Le groupe y associé à un point de la variété.

90. Avan t de cliercher à dé te rminer quel est le groupe g associé à
un p o i n t îïi d'une variété donnée, considérons 1/ettet produit parce
groupe sur les recteins de l 'espace; cet effet se t r a d u i t ana ly t iquement
par des t r a n s f o r m a t i o n s l inéa i res et, homogènes sur les composantes çl

du vecteur auquel le groupe g- est appl iqué. Ces t rans format ions for-
ment évidernmeni un groupe y, et toiis les groupes y associés aux dif-
férents po in ts de la variété sont , iKHHologsies en Ire eux vis-à-vis du
groupe général des t r a n s f o r m a t i o n s l i néa i r e s et Ixornogènes. 11 en
résulte qu 'on doi t p o u v o i r choisir le système de référence attaché a
chaque poin t , m de manière que tous ces groupes y soient dé f in i s ana-
l y t i q u e m e n t par les '/wmes équations. Vo ic i c o m m e n t on peut théori-
quement opérer.

Choisissons a rb i t r a i r emen t ie système de référence d^ i in poin t parti-
culier m,). Pour f ixe r le système de référence attaché à u n poin t
quelconque ni, chois issons ar]) l t ra i rem.enfc un chemin (s) a l l an t de
ïïlo à m et prenons pour système de référence en lïl celui qui , ensui-
vant ce chemin^ est équ ipo l l en t au système de référence de nio-

On a, dans ces condi t ions , en cons idéran t les expressions analy t iques
des groupes y et yo,

yo^y.
Al lons m a i n t e n a n t de îïlo à m par un au t r e chemin que lconque (.9^

et soi t , T la t ransfor-mat ion que subissent les vecteurs de l'espace aff ine
quand on suit ce chemin, de m^ a m; on aora , en a l l an t de m^ a m par
ce chemin , décr ivan t ensu i t e un contour fermé parlant de m et y reve-
nan t , suivant enfin de ni à m<; le chemin p r i m i t i v e m e n t choisi ,

y.,=rTy.

Il résulte de là que T est une iransfornwlion du groupe y.
On peut m o n t r e r m a i n t e n a n t par un ra i sonnement analogue que si

l'on va d'un po in t quelconque m à un autre p o i n t que l conque ni' par un
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chemin arbitraire, les vecteurs subissent une t r ans fo rma t ion appar te -
nant au groupe fixe y.

Il résulte de là que si le groupe y est défini par les r transformations
infinitésimales
(2) x^=(a/U/^ ( .=1,2 , . . . , / • ) .

les composantes co^ de la rotation de ^espace affine seront de la forme

(3) c^=~ (r^)^',

avec r expressions de Pfaff a priori arbitraires ^s.

91,. Réc iproquement supposons qu 'on puisse mettre , par un choix,
convenable des systèmes de référence aKachés aux d i l î e r e n t s po in t s
de la variété, les composantes co/ sous la forme (3), où les constantes
(<2/)^. sont les coefficients (.les t r ans fo r îna . l i o î i s ' i n f i n i t é s i m a l e s d 'un
certain groupe l inéai re et homogène y. Je d i s que le groupe qui
indique comment le groupe g- associé à un point m transforme les 'secteurs
est y ou un sous-groupe de y.

En effet, la t r ans fo rmat ion des vecteurs , q u a n d on s u i t un chemin
donné, est fournie par l ' intégral ion d /un système ( r équa î i ons diiïéren-
tielles

^^^(^^^o;

cette intégration revient à la composi t ion d'une i n f i n i t é de I ransfbrma-
tions i n f i n i m e n t petites appartenant toutes au groupe y; elle f o u r n i t
donc une t ransformat ion de Y.

9:>. Il résulte de la une méthode pour reconnai t re si le s r o n p e ^
associé a un p o i n t m de la variété t ransforme les vecteurs su ivant des
opérations appar lenant tonles à un groupe l inéaire et homogène donné
y ou à un de ses homologues. On choisira pour cela en chaque point m
un système de référence aussi général que possible, ce qui in t rodu i ra
n2 paramètres, et l 'on cherchera à déterminer ces paramètres de ma-
nière à avoir les formules (3), avec des expressions CT' convenable-
ment choisies. On pourra pour cela exprimer que les 03'; satisfont à
rr — r relations l inéai res et homogènes à coefficients constants
(4) a^:=o, ^G^==O, ...,. } / ^^^
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On aura ainsi à intégrer un système de Pfaffà , n1 fonctions inconnues .
Pour discuter ce système, on dérivera extérieurement ces équations,
ce qui donnera par exemple, p o u r la première ,

^|[^'o){] -4-^; -=o.

Or la somme a'. [0^ CD^"| est nulle si l'on lient compte des équations (4),
ou, ce qui revient au même, des équations équivalentes (3); car on a

^[^•c4]-^[(^),(^)/-(^),(^)j[^^].

Or les transformations (2) forment un groupe par hypothèse; on a donc

(X.A) --= |;(^(^),- (^),(^)J^ = ̂ pX.p/-= c^a^ |̂

d'où
^[^(4] :=a;c^p(^)p|>^] ==0.

En déthritive, la dérivation extérieure des équations (4) conduit aux
relations

(5) a^==o, ^^=o, .. . , /^•/=:o.

Elles expriment simplement que la transformation de vecteurs associée à
un contour fermé infiniment petit appartient à y.

Les relations (5) donneront, en annulant dans les premiers membres
les coefficients des différents produits | o^o.^), nn certain nombre ('')
d'équations finies par rapport aux paramètres inconnus. // faudra que
ces équations soient compatibles. S'il en est ainsi on les résoudra par rap-
port au plus grand nombre possible d'inconnues; en portant dans les
équations (4), on obtiendra de nouvelles équations de PtafF. Il pourra
arriver qu'il y ait des combinaisons linéaires de ces équations ne conte-
nant plus les différentielles des paramètres inconnus; on exprimera
alors que ces combinaisons sont idejsSiquejm'nt nulles, ce qui. conduira
à de nouvelles relations finies entre les paramètres. II. faudra qu'elles
soient compatibles. Si elles le sont, on obt iendra, en en tenant compte,
un nouveau système (4) et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive à une
impossibilité ou à un système dont les premiers membres sont linéai-

. ,-, , , , n ( n — ï )
( l ) hn gênerai —————- ( n2 — r ) .
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rement indépendants par rapport aux (ii lÏerenl. ieII .es des fonc t ions
inconnues. Dans ce dernier cas, le système sera complice m e n t in lé -
grable, puisque la dérivation extérieure c o n d o i r a i f c aux re la t ions (5),
par hypothèse vérifiées.

En défini t ive on a une méthode régulière pour dé t e rmine r le groupe
y associé à un point arbitraire de la variété. 11 suffit pour cela d'essayer
successivement tous les groupes linéaires et homogènes y q u i sonî. de
types distincts.

En particulier le groupe y se réduira à la t ransformation identique
si les formes O'^ sont toutes nulles, car alors les équations à rr incon-
nues

Ci^^r 0

seront complètement intégrables. Nous retrouverons le résultat dé-
montré directement plus liant

< ,
Exemple J. — Cherchons dans quel cas le groupe g laissera inva-

riantes 71 direct ions non parallèles à un même plan à n — i d imens ions .
•Si l'on prend ces di rect ions pour axes de coordonnées, les coefficients
(<^), des formules (2) seront nu l l e s pour j^ i. Le système de PfalT
(4) sera donc

wi=o ( i ^J )

et conduira aux n Çn — i) relat ions
Q{=0 ,(^,/).

Si, le sysième de Pfaf fes t compatible, on pourra donc rédui re les for-
mules de structure de la variété à

(G)0^[,)/^]+^;

«/=^.

Si la variété est de plus à torsion nul le , chacune des équations 00'== o
est complètement intégrable ; il cxùlera donc dans la variélé n familles
d'hyperaur faces à n - i dimensions dépendant d'un paramètre tel/es que les
hypersur faces de chaque famille soieni en chacun de l^urs points tan-
gentes à 7 2 — i des directions stables al lâchées à ce point. On aura par
exemple

^-=: P^u1, ^=: — Ç^ -i- Q^/^ ^ ̂  [//Q^/u^.
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Exemple I î . — Cherchons dans quel cas le groupe g conserve les vo-
lumes. La relation qui devra exister entre les coefficients Ça^s des
transformations infinitésimales de y sera alors

(a;),+.(aj),4-...4-(^),-

On aura donc à considérer le système de Pfa.ff
ûô? -1- ̂  + . . . -t- û̂ ; = 0,

qui, dérivé extérieurement, donne
^;4-r^-+...4-t2;;==o,

Et cette relation ne con l i en t pas les n2 paramètres arbitraires inconnus
qui, i n t e rv iennen t dans le choix le plus général possible du système de
référence attaché au point m. Cela t ient en effet à ce que, d'après les
formules (i i) du Chapitre I, on a

(^;)/+(^y+...+(^;;/^o ( 1 ) .

Donc la condition cherchée est simplement
Oî-4-^+.. .+^-O, •

. , / . . , / ? . ( n — i ) . . . A ,ce qui donne en réalité ———— condi t ions : A^p === o.

Exemple I I I . — Considérons enfin le cas où le groupe y laisserait
invariant l'ensemble des direct ions parallèles aux génératrices d'un
cône du second ordre non dégénéré, cône que nous supposerons ima-
ginaire et par suite réduct ible à l'équation

(Jf1)2-!-- (.r2)2-^-. . .-hO^F^o.

Dans ce cas-là on pourra choisir les systèmes de référence de maniè re
à avoir

û)̂ '-4- (x^- === 0 ( / -yé. J ) , û.) \ =. CO | ==...-=: ûJ,Ï.

( ' ) Si les coefficients de la forme ̂  dépendaient eneelivenient de l\in des n^ para-
mètres, la différontielle de ce paramètre ne pourrait pas s'éliminer du covariant trili-
néaire (û^)''. La particularité qui se présente ici tient à ce que le sous-groupe y est
im'cir'iant dans le ^rolîpe général des rotations.

Afin. Ec. JNomt., (3 ) , XLIL - " JANVIER ï ( j : ib . , 4
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Les équations de structure seront alors de la forme

(c^ /=[^û)]+[coM]+^S
(c^y^[^<|+^ "
^ =rû. . • .

La variété sera à connexiôh métrique. Si eti outrie le groupe y conserve
les volumes, on aura co == o ; la variété sera à connexion euclidienne.

Détermination dn groupe g associé à lui point dé la variété.

93. La dé terminat ion du groupe g peut se faire par une méthode
analogue à celle qui a été suivie dans l 'étude du groupe y. Mais il faut
pour cela généraliser un peu les systèmes de référence adoptés. Jusqu'à
présent nous avons supposé que l'espace aff ine tangent en m éta i t re-
péré par un système de coordonnées ayant pour origine le point min i -
même. Prenons maintenant un système tout à fait général ayant pour
origine un point quelconque de l'espace affine ; soient

/yl cfï /in•K y Lr ^ . « . ^ (.(-

les coordonnées du point m dans c'e système. La correspondance entre
les points (Y) de l'espace affine du po in t m et les points (x'+dx1) de
l'espace affine du point i n f i n i m e n t voisin m7 sera ana ly t iquement
donnée par n 4- n2 expressions de Ptaff^oj/, suivant les formules
(6) d^-^r ^"-f- X^'^-zz: o.

Les relations entre les nouvelles formes ^ et les anciennes oj' s'ob-
tiennent en exprimant qu'au point m de coordonnées (a1) du premier
espace correspond le point m7- c '̂ e, de coordonnées Çaf+da1 - ̂ l )
du second espace. On a donc
(7) da1— c^-^^'-l- ̂ '(4:= o.

Cela posé, si le groupe^est supposé c o n n u , nous pourrons toujours
choisir les systèmes de référence attachés aux divers points de la
variété de manière que, dans chacun de ces systèmes de référence, le
groupe s'exprime par les mêmes équat ions et, de plus, que le change-
ment de coordonnées infiniment peti t qui repère Pun par rapport à
l'autre deux espaces affines tangents en deux points infiniment voisins
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s'exprime analytiquement comme une t ransformation du grouper.
Autrement d i t , nous pouvons toujours supposer que la transformation
infinitésimale définie par les équations (6) appartienne au groupe g .

La réciproque est bien évidente, car l ' in tégrat ion des équat ions (6)
le long d'un chemin quelconque donnera une t ransformation du
groupe g puisqu'elle reviendra à la composition d'une infinité de
transformations inf iniment petites de ce groupe.

94. Voici maintenant comment on pourra reconnaître si le groupe
associé à un point de la variété est un groupe g donné à l'avance (ou
homologue à ce groupe, ouplutôthomologueà un de ses sous-groupes).
Si les équations

ch?' -h <?''-}- ^ke\-=- o

représentent la t ransformation in f in i t é s imale la plus générale- de ce
groupe, il y aura entre les composantes e1, e\ de cette transformation un
certain nombre de relations linéaires et homogènes à coefficients cons-
tants

a,^'-+-a? 4=o, p,^+(3î4=o, ..., î.^-t- ̂ 4= o.

Cela posé, on attachera à chaque point ni de la variété un système de
référence aussi, général que possible (ce qui introduira 7i2 4-71 para-
mètres arbitraires) et l'on cherchera à déterminer ces paramètres par
les relations

(8) a^-4-^c4=o, (W-4- (3 î= o, ..., W-+- ̂ c^ = o.

En particulier on dérivera extérieurement ces équations, ce qui donnera
(9) a,IP'-+- ̂ ^-=o, p^+^i^o, . . ., 7,IF+ Â^^=:o,

en posant
ll^^—a7^..

Les équations (9) donneront un certain nombre d 'équations finies
entre les paramètres inconnus. ,11 faudra qu'elles soient compatibles.
On les résoudra et on les portera dans les équations'(8) et ainsi de suite.

95. Exemple /. — Cherchons dans quel cas le groupe g est le
groupe le plus général des rotations autour d'un point fixe. En choi-
sissant ce point comme origine des coordonnées, les composantes^'
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de la transformation infinitésimale la plus générale du groupe sont
nulles. Les équations (8) se réduisent donc a

^rrro, CT2-== o, ..., OT"==O,

c'est-à-dire, d'après (7),
cla1— G/' 4- â^c^ == o.

Ce système de n équations de Pfaffen ^, ..., a11 doit admettre u n e
solution.

S'il en est ainsi, on pourra toujours supposer le système de référence
choisi de manière que le point m ait toutes ses coordonnées n u l l e s ,
sauf a1 == i. On aura alors

c^'==c^.

Ces dernières relations caractérisent les variétés répondant à la ques-
tion.

Exemple I I . — Cherchons dans quel cas le groupe g est un groupe-
dé translations^ r paramètres. On pourra toujours alors le supposer
défini par les translat ions infinitésimales

EL Et àf
àx^ àx^ ' Ï ' J j^5

ce qui correspond aux relations

^•-^^...^^^O, G.){-=:0,'

ou encore
c .̂ =: o, da^ — C -̂M =:...= da11 — o,»" = o.

Par suite, les composantes de rotation ^ sont toutes nulles et les
expressions o/'^ ..., c^ sont des dif ïerentiel les exactes.

Exemple 111. —^nsidérons enfin, pour n = 3, le cas où le groupe g
serait un groupe à un paramètre de mouvements hélicoïdaux. On pour-
rait alors supposer le groupe g défini par la transformation infini tési-
male

^ÔL-^àL^kàf
1 • à^ w ̂  ^ À j^i- , i
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Dans ce cas les équations (6) se réduiraient à
ci^ — ^uj •== o,

dx2 -l- 'x1 w == o,
d.v3 -+- A'UJ ==o.

On aurait donc
cof -h coj; = o, G»:»; -== (oî == û^ = œl ==: GJ^ -== G)|=: r,.̂  ^= o,

da> —~ ûi)1-}- a2^ == o,
da^— ^î +-alG..)i^o,

<^a3— c»j3 -L" /c G)2 == o.

Remarquons que dans ce cas les relations
^—a^^^—a1^^ ^—k^=o

sont incompadbles avec une variété à torsion nulle, sinon en efïet
tous les U^' seraient nuls et le grouper se réduirait à la transformation
identique ( ').

CHAPITRE VII.
LE TENSEUR DE TORSION ET LE ÏENSE'UK DE COUIlBUnE D\JNE VARIÉTÉ

A CONJNEXIOJN AFt'IJNE.

96. Considérons dans un espace affine ( 2 ) un être géométr ique, ou
plutôt un ensemble d'êtres géométriques se' déduisant les uns des
autres par une transformation affine. Si l'on choisit u n système de coor-
données affines, cet être géométrique est défini analytiquement par un
certain nombre (que nous supposerons fini) de quant i tés y^ya, .-.?y^
que nous appellerons ses coordonnées. Lorsqu'on fait un changement
de coordonnées, ces quantités subissent une t ransformation et toutes
les transformations qui correspondent à tous les changements de coor-
données possibles forment évidemment un groupe. Nous dirons que
l'ensemble des quantités y^- constitue un tenseur à p composantes.
Nous réservons plus spécialement le nom de tenseurs au cas où le

( 1 ) La question traitée dans ce Chapitre prête à des (Jcveloppeinonts très importants
dont on trouvera un aperçu dans une Conférence sur La 7/icone des groupes et /es
recherches réce/ues de Géométrie différentielle faite au Congrès iiitcrnatioual de rnathé"

, matiques de Toronto (août 19-24.) et parue dans V Em'cignûmcnt mathématique (ig'^')'),
( î ) Tout ce qui suit pourrait s'appliquer, mutatls mutanclis^ à un espace à gro.upe

fondamental quelconque.
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groupe des transformations effectuées sur les yi est linéaire. Les coor-
données cTun point, les composantes d'un vecteur, les coefficients de
l'équation d'une quadrique, etc. constituent autant de tenseurs.

Considérons maintenant: une variété à connexion affine à n dimen-
sions. Nous appellerons tenseur attaché a un point m de cette variété
un ensemble de quantités qui subiront une transformation linéaire
lorsqu'on changera le système de référence (d'origine m") attaché à
l'espace affine tangent en m. Il existe deux tenseurs remarquables
attachés à un point m de la variété, c'est le tenseur de torsion dont les
composantes sont les coefficients A.^ et le tenseur de courbure dont les
composantes sont les coefficients A^p.

Quand on effectue u n changement du système de référence d'ori-
gine m, il est bien clair que les A^ subissent une substitution linéaire et
qu'il en est de même des A^p. Les premiers coefficients permet tent de.
définir, comme nous l'avons vu, une translation associée à tout contour
fermé infiniment petit partant de m et y revenant, et les derniers per-
mettent de définir dans les mêmes circonstances une rotation.

Étude du tenseur de torsion.

97. Les composantes de tout tenseur attaché au point m subissent
une substitution linéaire (et homogène) quand on effectue un change-
ment du système de référence d'origine m. Le tenseur sera dit irréduc-
tible lorsqu'il sera impossible de trouver un certain nombre de combi-
naisons linéaires (à coefficients constants) des composantes du tenseur
donné formant pour elles-mêmes un tenseur.

Nous allons chercher à décomposer le tenseor de torsion en ten-
seurs irréductibles (^ ).

( l ) Au moment de la rédaction de ce Mémoire (décembre 19^), je regardais comme
fcrèrî vraisemblable, mais sans en avoir de démonstration, le théorème d'après lequel toufc
tenseur attaché à un groupe linéaire simple ou semi-simple est décomposable en tenseurs
irréductibles. M. H. Weyl a réussi tou t récemment à démontrer cet important théorème [Das
gruppentheoretische Fandament (ter Tensûrrecfinung (Gott. Nacfn\, ï9'24)]; voir aussi :
Zur Théorie der Darstellung der einfachen continuierlichen Gruppen (Sitzungsb. .Berlin,
1924, p. 338-345). L'application d'une méthode due à Hurvvitz (Gôts. Nach., 1897, p. 71)
lui permet d'étendre aux groupes continus linéaires simples ou semi-simples le théorème
classique d'après lequel tout groupe linéaire formé d'un nombre fini de substitutions
laisse invariante une forme d'Hermite. M. H. Weyl n'a publié de démonstration que pour
les quatre grandes classes de groupes simples.
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Partons pour cela de la remarque que le vecteur
61 ̂ 1-4- e.^+. . .-4- 6/^=e/A^[c^c^]

a une signification intrinsèque ( indépendante du système de référence),
puisque c'est la translation associée à un élément à deux dimensions
de la variété. In t roduisons alors un vecteur arbitraire (x1) et deux sys-
tèmes de variables Ui et P; et considérons le vecteur

e, x1 ( Uj Vf, — Uf, V j ) [ ûo-7 ̂ k ].

Effectuons un changement du système de référence, en convenant
d'effectuer sur les u, et les ^ une substitution linéaire telle que les
deux sommes u^1 et ^-oY ne soient pas altérées ( 1 ) . On voit alors
que les A^,, par un changement de coordonnées, subissent la même
substitution linéaire que les quantités x^uj^/ç——^/c^/).

Or j'ai démontré que si l'on considère la quantité ̂  ( ^ 2 ^ 3 — v ^ u ^ )
et toutes celles qui. s'en déduisen t par un changement a rb i t ra i re de
coordonnées, toutes ces quanti tés fo rmen t u n tenseur i r réduct ible . On
peut remarquer que les équations

^^r^O, ^2==0, ^3== 0

définissent la première un hyperplan à n— i d imensions et chacune
des deux dernières un point, et que chacun décès deux points est dans
Vhyperplan.. Par suite le tenseur irréductible dont il. est quest ion plus
haut contiendra toutes les combinaisons des quantités x1 (^/c — u/^/)
qui seront de la forme

Œ/^(6^ ' uj c^^k— h^ V j C ^ ' u/^ -==. aiX1^ b-> c^ — b^'cJ) ( Uj î'/,,— ^/c^y),

où les coefficients a/:, b3, c1' satisfont aux deux relations
( î ) a.i b1 == o, ai c1 == o.

Si nous revenons aux coefficients A^,, nous voyons que nous obtien-
drons un premier tenseur irréductible s formé avec ces coefficients en
considérant toutes les combinaisons linéaires de la forme
( 2 ) a, ( bJ ck— bk cJ) A^,

où les a,, Y , c1' satisfont uniquement aux relations (i). La forme (2)

(1) Cela veut (lire; suivant une terminologie aujourd'hui classique, que les Ui sont dos
variables covarianles, les w1 étant contravariantes.
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avec les indéterminées a\ Y, ch liées par les relations (i), est la forme
génératrice du tenseur s.

Chaque composante possible du tenseur s est de la forme

^A^

avec des coefficients constants af. Cherchons à déterminer toutes les
relations linéaires identiques qui existent entre ces coefficients. Soit

/^a^:=o
\

une d'entre elles. On aura, en tenant compte des seules relations (i),

/^/,a^6•/^-^^•61•/')==o;

par suite on aura une identité en a1, V, c1' de la forme

//^ ̂  ( ̂ ' ̂  — ̂  cJ) == À/ c1 a,, V- + p/ ̂ ' a/, c^

avec des coefficients constants À,, ^•. L'identification des termes en
» a, ̂  ̂ montre que l'on a À, == — (x,; par suite

^jk di ( ̂ ' ck — bk ci ) ss ̂  a .̂ ( ̂ ' ̂  — ^^- c^ ).

Comme le premier membre nepeut être ident iquement nu] que si tous
les /4 sont nuls, nous voyons q u e les seules valeurs possibles non
nulles des constantes À^ sont données par l 'identification

A&=:^.,

ce qui donne en tout n relations entre les o '̂, à savoir

^'=0, (^'==0, . . . , a^==o.

En définitive, nous obtenons un premier terreur irréductible de torsion

dont les composantes, au nombre de ̂ ^^^^^ sont les quantités

o^A^,
pour lesquelles on a

C^=0 (î==I, 2, ..., /2).

98. Nous a l lons maintenant démontrer l'existence d'un second ten-
seur irréductible. Partons pour cela d'un vecteur arbitraire a1 et



VARIÉTÉS A CONNEXION AFFÏNE. THÉORIE DE LA' RELATIVITÉ G É N É R A L I S É E . 33

considérons l'expression

a1' u fX11' ('/, — ci1 VfX11' ///,. ;

les coefficients des a1 cons t i tuent év idemment un t enseur i r réduct ib le
dont la ?'îtl"lc composante est

X^^U^h—— (•////,),

ce qui c o n d u i t à un nouveau tenseur irréductible, à n composantes '
A /•' A /•• i /••A .̂ ,, A^/,, . . ., A//^..

En résumé, nous amns décomposé le tenseur de torsion à n ——-

composâmes en deux tenseurs irréductibles ç, et ç/ gui ont respectivement
n {n. -r- i ) (/ï — a ) /-. i •. ,., ,————————— et n composantes. Un peut du reste démontrer qu zi n y
a pas d'autre tenseur irréductible formé avec des combinaisons linéaires
des A^

99. On peut donner une dé f in i t ion plus directe du tenseur ç";7, en re-
marquant que l'expression de Pfafî'

A^^ •

dont les coefficients sont les composantes de ç/ changées de si^'ne, est
égale à

/M21 àW à^'1
^ + ~(h^ ~}~" •^ ̂ . '

Mais on peut avoir une in terpré ta t ion géométr ique p ins concrète de
celte forme de Pfaff.

Donnons-nous pour cela un vecteur i n f i n i m e n t petit, oy issu de m;
c'est le vecteur ni' — ni === dm. Considérons alors un vecteur inf in i -
m e n t p e t i t quelconque (^/) issu de m et le parallélogramme cons t ru i t
sur le vecteur (a;-1) et le vecteur (oY}. Au con tour de ce parallélogramme
parcouru en par tant de m dans le sens mm/, est associée u n e t rans-
l a t i o n inf in iment petite dont les composantes, qui dépenden t év idem-
m e n t du vecteur x, sont,

'̂i-: A'p^^'x^— c,/-.: '̂);

Ânn. Ec. /Vor/M., (3) , XLIÏ . — FÉVRIER K.pj. 5
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si nous faisons subir à l ' ex t rémi té du vecteur x cette t ranslat ion; , nous
obtiendrons le. vecteur i n f i n i m e n t peu différent x^ de composantes

x ' 1 =. X 1 4- A jf, ( r ^ x 1 - — ^x->) .

La formule précédente défini t , quand le point m' est donnée une
transformation affine inf ini tés imale por tant sur le vecteur variable (^).
Si on Rapplique à n vecteurs x non situés dans une même multiplicité
plane à n — i dimensions, ils sont transformés en n autres vecteurs x^
et le volume du parallélépipède formé par ces vecteurs a subi une
variation correspondant à un coefficient de d i la ta t ion n— uple é^al
précisément a la forme de Pfaff

A.^,)./.

Autrement dit, cette forme de Pfaff'représente le coefficient de dilatation
de volume dans la transformation affine que nous ayons aUacl/ée au. ?w-
teurÇ^1).

Il résulte en part iculier de ce q u i précède que, dans une variété à
connexion affine pour laquelle le tenseur çs' n'est pas n u l , il existe une
forme de Pfaff à signification intrinsèque ( indépendante de t o u t choix
particulier du système de référence) attachée à tout déplacement infi-
niment petit sur la variété; au t rement di t , la variété admet un invariant
intégral linéaire (scalaire}

f^
A^. €,)•/.

100. Cherchons m a i n t e n a n t a caractériser les var ié tés pour les-
quelles le tenseur irréductible ç: est n u l . S' i l en est a i n s i , les seuls
coefficients de torsion différents de zéro sont les A^ et l 'on peut de

'us poserP'
A^=:a/,

avec n quant i tés a,. En posant ( { ' )

a^ a)1 4- a.^ o)2 4- . . . -+- a,, ̂  -==. m,
on obt ient !ft

^==[^G),].

( l) On voit que l ' invariant intégral don! il est quest ion plus hau t est é^ai un I '
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La translation associée à un con tour fermé i n f i n i m e n t petit est alofS

e/ [ TS G) ; ] == [' w chu |.

Gela posé, considérons un parallélogramme in l immen t pet i t a y a n t m
pour un de ses sommets ; nous pouvons toujours , sans changer la trans-
lation qui l u i est associée, supposer que l 'un de ses cotés ( y 1 ) est dans
rhyperplan (P) d'équation a ^ ^ ' ^ o ; soit x1 l 'autre; la t rans la t ion
associée sera alors

ai, œ^ ( y 1 e i 4-. . . -}- y ' 1 e/, ),

elle se fera donc suivant V intersection (y') du plan du parallélogramme
avec Vhyperplan (P), et par s aile suivant une direction du plan du parai-
lélogramme.

On peut retrouver ce résultat et en même temps d é m o n t r e r la réci-
proque en se référant, à la forme génératrice

<7;( h-'' c''— b'' c7) \'./,

do tenseur Ê, où les paramétres a ' ^ l / ^ c ' son t a s s u j e t t i s aux se u les
relations

a i b1 == o, a i c l := o.

Dire que pour une variété donnée, le tenseur s est nul, c'est dire que
la forme génératrice est iden t iquement nu l l e si l'on t i en t compte des
re la t iony q u i exis tent entre les paramètres qu'elle contient . Or cela
exprime que si l 'on considère en un p o i n t m le para l lé logramme cons-
truit sur deux vecteurs (//), (c1) i n f i n i m e n t pe t i t s arbitraires, la trans-
lation associée à ce parallélogramme est représentée par un facteur

Q^^^|^cll—bflc-i)

siUlé dans le plan du parallélogramme.

101. C o n s i d é r o n s en p a r t i c u l i e r une var ié tés courbure nulle pour
laque l l e le t e n s e u r £ soi t n u l ; e l l e aura des équa t ions de s t ruc tu re de
la forme

( 0) i )' :=•= [CT C«.) ' j , fjj7 == 0.

On en dédui t
[TïT^1] ^f^)2'] =.. .^l^c^jrro;

par sui te, si n.^> 2, le covariant hilinéaire CT' de ta forme ̂  est nul et
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^est une différent ie l le exacte^- On voi t alors f a c i l e m e n t que les

-formes- oV sont aussi des différentielles exactes, de sorte qu 'on peut
poser w'=.ydu1'.
Les hypersurfaces V = const. sont en chacun de leurs po in t s tan-
gentes à rhvperplan çï == o, de sorte que la translation associée à un
paral lélogramme i n f i n i m e n t petit se fait suivant l ' intersection du plan
de ce parallélogramme et de l 'hyperplan tangent à Phypersurface
V== const passant par m. On verra faci lement que le groupe g associé
à un po in t m est à n— i paramètres et formé des t ransla t ions parallèles
à l 'hyperplan tangent à l'hypersurface V =-= const. passant par m.

Étude du tenseur de courbure.

102. Nous allons encore décomposer le tenseur de courbure, qui
admet n composantes, en des tenseurs irréductibles. On mon-
trera facilement ici que ces composantes A{/,/ se transforment, par un
changement de coordonnées, de la même manière que les expressions

;/,:^(.(^.(T'/-— ( ' / ( ï -^) ,

ou les x1 sont les composantes d'un vecteur arbitraire, et les u^y ^•,
(^ trois séries de variables covariantes (se transformant comme les e^).
Or on peut démontrer que si l'on considère l'expression

^1 ^2 (^2 ̂ — ^^â)

et toutes celles qu'on en déduit par un changement de coordonnées
arbitraire, elles fo rmen t un tenseur i rréductible. Par suite les quan-
tités

a i xl b^ Uj (/,/''c1 — bl c k ) ( P /,. < v ' / — p/ ( ï '/,. ),

ou les paramètres arbitraires a^ b1, c1'sont assujettis aux deux seules
relations
( i ) (z^'==o, a/c^^o,

fournissent toutes les composantes de ce tenseur irréductible. Autre-
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me ni di t , la forme
a i b ^ b ' - ' ^ — ^ c ^ ) ^ ^

dé/init la forme génératrice d'un tenseur de courbure irréductible,
G li a que composante de ce t e n s e u r est de la tonne

^A.^

avec des coefficients af17 constants. Cherchons à déterminer toutes les
r e l a t i o n s l inéaires à coefficients cons tants

^^=o,

qui existent entre ces coefficients. Elles seront caractérisées par la
condition que la relation

^•Â-/ ̂  ̂  ( b11 c1 — b1 c71) == o

a i t l i eu toutes les fois que l'on a .

a i bl == o, a i c( •-== o ;

au t rement dit, on devra avoir l ' ident i té en aS b1, c1 :

/ ^ ^ a i b ^ b ^ ' ^ — h 1 ^ ' ) ^^{b.^aib1— [j^l^aic1,

où X ( ^ , c ) désigne une forme bi l inéai re en b1 et c1 et ;j.(/^) une forme
quadra t ique en // :

A(^ 61) ^Ày/.^'C71-, [ J . {b ) =^•/,/^^/l (^/,-= [^kjY

L^identif icat ion donne

[J-U = 7./i, [J . i j = ̂  ( /.^ 4- /.y/).,

de sorte que le second membre de l ' ident i té prend la forme

^7 a;c b^b^'c1— b ' c ^ ) 4- A,7 a/, b ^ b ' ' ' c-' — bJ c^").

On voit immédia tement que, parmi les relations qui existent entre
les coefficients oc^7, il y a les n2 suivantes :

(3 ) <4^=o .((,./--= i , ?., . . . , / < ) .

Mais il y en a d'autres correspondant au cas où les polynômes À (b^ c)
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et ^ ( h } sont ident iquement nuls . Ce sont les relations, en nombre
n^ (n — i) {n— 2)« ^ .

(36^) a^+a^+a^'^o ( t=== î , . . . , / î ; y^/.^.r:=ï, 9., . . . , / / ) .

On démontre sans difficulté que les relations (3) et (3 bis) sont indé-
pendantes; elfes déjlnis&ent (kmc un tenseur irréductible dont le nombre
des composantes est

f i ' ^ / i — r ) , /^2 ( / / - — î ) ( f î — ' . Q / ^ ( / A 2 — 4 )
'î fl ~~ -i•—i-——-^•— —--— .•.".--^— —..

103. La forme des re la t ions (3) et (3 bis) nous condui t à penser que
les quan t i t é s

Cl) A^. ( / , . / '^ i , •^ . . . , ^)

d'une part, les quanti tés

(5) B^==A^4- A^+A.^ ( < = i , . . . , / z ; , / ^ / - ^ / = i , . . . , ^ )

d'autre part, fôrinent deux nouveaux tenseurs.
En effet d'abord les quantités A^ se transforment comme les quan-

tités
X^ Ui\ ̂ j (1 '/, — Vf, (Py) •== Ui V j X'1' Wf, -— //, Wj X^ V,,,

oa encore comme les quanti tés u, c/ . Elles forment donc un tenseur ,
mais qui n'est pas i r réduct ib le . On peut le décomposer en deux (en-
seurs irréductibles, l ' u t i symétr ique, i somorphe au tenseur Uiitj, l ' au t r t 1

al lerné , isomorplie au 'Êense l î r u,y, — ^^. Le p remie r aura pour com-
. i n ( n -+- i )posantes, en i i o i r i b r e — — - - - ^

( G ) ^-^=^(A.Î\,+A^,);
4ffi>

le second aura pour composantes, en nombre / l ' 1 ""-I-}?

(7) ^=~-^==A^-A^.

Le premier est formé des coefficients de la forme différentielle qua-
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dratique

(6') •
à^l1!

a,, fj)1^' ==: A',/, ûo' (A-' == — ^f ——T ?' l i j f j ) 1 r^l r=: A/y/, W (A-' ==
ô^'

le second est formé des coefficients de la forme ex té r i eu re
. ô ^ l '^[^^l=A5,[.^^i=:-F^].
à^

104. Passons m a i n t e n a n t aux q u a n t i t é s (5); elles se t rans forment
comme les quanti tés

Uj Uf, I f /

X t ' \ t'y (^ ('/

(T'y n^ ( ï - /

Or on peut démon t r e r que la q u a n t i t é

et celles qu'on en dédu i t par un changemen t arbi t ra i re de coordonnées
forment un tenseur irréductible. Les composantes de ce tenseur
peuven t êire obtenues en remplaçant .z'1 par a,^, u^ par h1u^ 11^ par
^ ^ • e t ^ 4 parrf^^,o.ù. les et,, //, c1, d1 sont des constantes arbi traires
satisfaisant aux r e l a t i ons

ci i b ' "= o, a i c1' =•- o, a / cl' --=. o.

On ob t i en t a jors le tenseur synibolisé par 1^ f û r m e génératrice
1 hi b^ b1 } \ u j u /, (t i

€( ^ X 1 \ C-l C / ' C 1 \ \ V , t ' ^ t 1 /

(V (U' d 1 \ \ ( ï , (v/,. \\'(

I^n revenant aux quantités (5), on aura la-forme sénératrice

j bJ b^ h1

a, cJ (^ c1 B^.

d-i d^ d^

On ob t i endra donc f i n a l e m e n t u n tenseur i r réduct ib le don t toutes les
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composantes seront de la forme

^'H,u-
Cherchons quelles sont les relations linéaires

/^/i3^=-o

qui existent entre les coefficients de ces composantes. On les obtien-
dra en exprimant que l'on a l'identité

W b1' b'
h ' j k i d t c-i c'' c'

, di cl1' d'
: /, ( c, d) a, b1 + y. ( d, h ) a,c' +v(b, c)a, c!',

^d^^ ̂  F {or^ bilinéaire par ^P01'1 aux bt et ct' ^ ""V-{d, b) et v(h, c) sont deux autres formes hilinéaires
L'identité précédente conduit à /^ = o si le second membre est

identiquement nul. L'identification dans le cas général m o n t œ q , e e
second membre est de la forme q

b'' b1 />/
i j C t i , C^' C'' C-I

d^ d' di
(7,/,+^,)=o.

L^ seules relations existant entre les coefficients ̂  sont donc les
suivantes :

^"=° (<^./=i,2,...,/<).

^ arri^ donc c^n quatrième tenseur irréductible dont les co^o.
santés, au nombre de n{J^^}l^=.^ ) c/,/,//• ' j , .6 ' sont formées des combinaisons

^,/=^(A^+A^4-A^)

pour lesquelles on a les n^=^ relouons

^=0 (<^./=i, ...,„).

104^. Nous sommes enfin conduits à considérer les ̂ -̂ L) pomhi
usons a ^w)i-naisons

R/fv (<=</=i, ..., /»);
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elles se t ransforment entre elles connue les 'quanti tés

///, /// Uj

X1-' F/, F, t'y ^^•^((•^ry —— PylT'/)'-{- .r^/.ftr^y —— H'/^/) -i- ./'/-' lî 7r ( i< i t'/ —- ^/ t'/:)

('/.- n>/ ^'y

on encore comme les q u a n t i t é s

c /es forfîicizL donc un dernier tenseur altemè irréductible à ————

composantes. On constate facilement que ces composantes sont les
coetïicienis de la forme différentielle extérieure

r /K)7» 'j"'-[••" ̂ -
105. En défini live, nous avons démonl/'é V existence de cincf tenseur s

irréductibles formés ayec les coefficients du tenseur général de courbure.

Le premier, à ̂ ——5—4" composantes, est formé des combinaisons linéaires

^Ay,,,
pour lesquelles on a

yj^ == o, ^hl -4- a^/ -l- a.1;''' -=. o.

Le second, à—n——^-L/-—°-' composantes, est formé des combinaisons

linéaires
^Â/(A^/+Ai„+A^),

pour lesquelles on a
^=0.

Le troisième, à /t—n——'• composantes^ est formé clés coefficients de Ici

forme différentielle quadratic/ue algébrique

. àî.l1/,/^.

Le quatrième^ à '-^—' composantes^ est formé des coefficients de la

Ânn^ Èc. Norm., ( 3 ) , XLIL —- FKVRIER 1925. 6
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forme différentielle quadratique extérieure

r ^nr w
A'7^7? ̂  cinquième, à n \ ~" composantes, est formé des coefficients de

la forme différentielle quadratique extérieure

"- [••'m-
On peut vérifier facilement que toute combinaison l inéaire des A^

est décora posable,, d\ine manière et d 'une seule, en. cinq autres com-
binaisons l inéa i res appartenant respectivement aux c inq tenseurs
irréductibles. On peut remarquer enfin que la décomposi t ion du ten-
seur total de courbure en tenseurs i rréductibles est possible d 'une infi-
nité de manières , car les deux derniers tenseurs é tan t isomorphes, on
peut effectuer sur les deux formes extérieures qui les déf inissent u n e
substitution linéaire à coefficients constants quelconques. En particu-
l ier on pourra substituer au dernier tenseur le tenseur, également
irréductible, défini par la forme Û|. Sous la réserve précédente on peut
démontrer que la décomposition en tenseurs irréductibles n'est pos-
sible que d'une manière (sauf pour n = 4? <^s où le second et le troi-
sième tenseur sont isomorphes).

Interprétation géométrique des tenseurs ÙTéductihIe de courbure.

106. Il est possible de caractériser géométriquement les variétés
pour lesquelles le premier tenseur de courbure est n u l . Considérons
en effet un parallélogramme in f in imen t petit construit sur les deux
vecteurs x^ e< etj^eg. Ace parallélogramme est associée une rotat ion
affine infiniment petite qui fait subir en part icul ier aux vecteurs. e<
et e^ les variations

- Ae^^e^Ali^r2^,
Ae2=- ̂ e,=: A^i a ^J^Q,:

Or pour i^ 2 les coefficients A^, A^ sont tous nu ls ; donc les vec-
teurs e, et 63 restent; après la rotat ion, parallèles au plan du parallélo-
gramme. Autrement dit, tout plan à deux dimensions passant par m,
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transporté parallèlement le long d'un contour fermé infiniment petit
situé dans ce plan, se retrouve, une fois le contour décrit, parallèle à lui-
même .

Réc ip roquement supposons cette propriété vérifiée. Considérons le
para l lé logramme i n f i n i m e n t pet i t cons t ru i t sur les deux vecteurs

x^^e/, y=ye/.

Tout vecteur z subira, après un transport parallèle le long du con tou r
de ce para l lé logramme, la va r i a t ion

Az ̂  ̂ A.^(^rP- ̂ j^e,.

Par hypothèse la va r i a t i on du vecteurxsera para l lè le au plan du paral-
lé logramme. On aura donc n i den t i t é s de la forme

^^^^^(.^^-^^^^/.(^^^^^—^(.r)^^

où A(;r , j) désigne u u e forme bilinéaire el a u n e forme quadratique
i n d é p e n d a n t e s de ky on , ce q u i revient au même, on aura une iden t i t é

•ï''{^^f^Ç^y^ — ^y7") =:=A(.r, j),/-71' ui,— ^.(.r)/7 '///,.

Cette iden t i t é exprime que la forme génératr ice du premier tenseur
de courbure est ident iquement n u l l e , a u t r e m e n t dit que ce premier
tenseur es/ nul.

'1.07. A v a n t de caractériser géométriquement les variétés dont le
second t e n s e u r i r r é d u c t i b l e de courbure est n u l , donnons une inter-
p r é t a t i o n du tenseur B^. Pour cela, considérons le parallélépipède
c o n s t r u i t su r ( ro i s vecteurs i n f i n i m e n t peti ts

x^^'e/, y=--=ye/, z=^le,

issus du po in t m. Si nous t ranspor tons le vecteur x parallèlement à
lui-même le long du contour du parallélogramme cons t ru i t sur y et z,
il subira une certaine variation in f in iment peti te Ax; de même le vec-
teur y transporté paral lè lement à lui-même le long du contour du
para l lé logramme cons t ru i t su rze tx , subira une var ia t ion Ay; on aura
de même une variation Az. La somme géométr ique Ax 4- Ay 4- Az est
un vecteur attaché au parallélépipède et don t l 'expression, facile à cal-
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•e^Bâsv ^ ^ ^
^ ^ ^

En définitive nous pouvons donc associer à tout élément à trois d imen-
sions de la variété un vecteur dont les composantes, q u i sont des
éléments d'intégrales triples, sont

B^vE^G)^"! ( />•==! , ..., /<).

On peut encore dé f in i r ce vecteur d'une autre manière. Considérons
un volume à trois d imens ions l i m i t é par u n e surface fermée i n f i n i m e n t
petite, et prenons un point a quelconque à l ' in tér ieur du volume. A
tout é lément de la surface qu i l imi te le volume est associé un dépla-
cement in f in iment peti t qui , appliqué au vecteur a —• m, fai t subi ra
ce vecteur une certaine variation; la somme de toutes ces var ia t ions
est représentée par la forme cubique extérieure vectorielle

e//Bâ'^y[^ac,)^)T].

Cela posé, prenons en particulier un parallélépipède c o n s t r u i t sur
trois vecteurs inf in iment petits a?1 e^ y2 63, s3 e^; le vecteur associé à
ce parallélépipède sera

p, (->/'• y.l -,.-•2 -3
v^II •\ •' 't ' '"' *

Si le deuxième tenseur de courbure est nu l , les coefficients B^ seront
tous nuls pour k ^> 3 ; autrement dit, le vecteur associé au parallélépipède
sera dans le même plan à trois dimemions que le parallélépipède lai-m.ême.

Réciproquement supposons que cette propriété ait l i en pour tout
parallélépipède élémentaire. On aura, quelles que so ien t ; les q u a n t i t é s
oc1,y1 y z1, les identités

S x-i x^ x 1 \
B^/ j7 y " y 1 -/(j, ̂ ^+-^(^ ^)r+^(^,^)^,

zJ z1- z1

avec trois formes bi l inéaires À, u., v, indépendantes de l ' indice L Au-
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t r ement dit, on aura l ' ident i té
^ ^Â- x 1

B^./^ ^••/ y1' y 1 ^A(r , z^^Ui-^ p,(z, ̂ j'^—^^j')^^.
^ ^/l .̂

Or celle ident i té exprime précisément que la forme génératrice dii.
second, tenseur i r r é d u c t i b l e de courbure est:, n u l l e , c'est-à-dire que ce
tenseur lu i -même est nu l .

108. Pour interpréter le t ro i s i ème t enseu r i r r éduc t ib l e , défini par
la forme q u a d r a t i q u e

A^/c^

considérons le vecteur i n f i n i m e n t petit ni' — m = co' e/, et en même
temps un autre vecteur i n f i n i m e n t pe t i t variable a'1 e/; quand on trans-
porte le premier pa ra l l è l emen t a lu i -même le long du contour du
parallélogramme fo rmé par les deux vecteurs, i l subit une petite
var ia t ion

— G..) /' e /, - 'Va p (r' )a yPJ — ^ ̂  ̂  a ) ;

ajoutons géométriquement ce pet i t vecteur au vecteur x; nous définis-
sons a ins i une t ransformat ion aff ine i n f i n i m e n t pe t i t e sur le vecteur
variable x; elle est déf in ie par les fo rmules

O^^—A^C»)^^?.

Le coefficient de di la ta t ion correspondant à celte transformation est
égal à

—A^^oi^

c'est-à-dire à la forme qjadratique à interpréter.
Nous remarquons que si cette forme quadrat ique n'est pas nul le , elle

d é f i n i t u n e métrique i/îtrinséque sur la variété.

109. Le qua t r i ème t enseu r i r réduc t ib le , dé f in i par la forme exté-
rieure

A^[G)WL

s ' interprète d'une manière ana logue . Considérons sur la variété deux
vecteurs i n f i n i m e n t pe t i t s f ixes co'e, et ̂  e, et un troisième vecteur



46 " E. CÂRTAN.

variable x1 e/. Le premier vecteur transporté para l lè lement le. long dit,
contour du parallélogramme formé par les deux autres subit une cer-
taine variation; de même le second vecteur transporté paral lèlement
à lui-même le long du contour du parallélogramme formé par le pre-
mier et le troisième vecteur subit une autre variat ion. En ajoutant au
vebtfeiir x la première variation et retranchant la seconde, on obt ient
un vecteur x 4- §x, avec
O.r7---: \f^^^^—^^) — Ajafd^^^.r^— c^^) =A^'(^^—(^^')x^.

Oh à ainsi une transformation affine in f in imen t petite de vecteurs
comportant un coefficient de dilatation

A.^/^^^/—^^,),

ou, ce qui revient au même,

A^^1^].

On pourrait procéder au t r emen t et se borner à considérer la varia-
t ion subie par le vecteur x quand on le déplace paral lèlement à lui-
même le long d 'un contour fermé donné; il subirait alors la ro ta t ion
associée au contour, ce qui produirait une va r i a t i on

Ax^—^'A^pE^^^le/c;

le coefficient de di latat ion correspondant serait
-~A^[^O)./]-=-Û^

on trouve ainsi le c inquième tenseur i r réduc t ib le , dont on a u n e in te r -
prétat ion géométr ique .

Remarquons que nous avons été condui ts à des formes di f férent ie l les ,
scalaires ou vectorielles, ayant une^ ign i f ica t ion géométr ique i n t r i n -
sèque; on peut encore dire qu'on a des invariantsintégraux, scalaires
ou vectoriels; ce sont les invar ian ts

f Â?,/.C.J'W./

ff^^-ff^m'ff^
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Enfin on a rinvariant intégral cubique vectoriel déjà signalé (n° 39)

j ^ f 1\-[^^]= f f fe1^^^^].

On peut remarquer que l ' i n v a r i a n t intégral ^ | Q| sa t i s fa i t a l a !oi
de conservation, c'est-à-dire que l ' intégrale é tendue à une surface
fermée est nu l l e ; cela résulte en eilet de la formule

(^ /+ [^•<] - [c^i] == o ou (^)'= o.

C'est ce qui a conduit M. Eddington, dans le cas n == 4? à l ' ident if ier
avec le champ electro(tiagnétique.

Cas paiticulier des variétés à torsion nulle.

110. Dans le cas pa r t i cu l i e r des variétés à torsion nul le , le nombre
des tenseurs de courbure se réduit . Le théorème général de- conser-
vation donne en effet [formule (7), n° 36],

[c.j^]==o (^=i, ..., /Q.

I l en résulte que tous les B^ sont nuls d'eux-mêmes. Par suite le se-
cond tenseur i r réduc t ib le de courbure disparaî t , ainsi que le cinquième.
Il reste donc le premier à {n ~ u composantes, le troisième défini par

/) o^'
la forme quadrat ique o^ —p et Ip quatr i^îp^ défini indifréremment.

par la forme extérieure 03' —'̂ . ou par la forme extérieure U f - ( 1 ) .
On vo i t que dans ce cas le vecteur associé à un élément à trois di-

mensions de la variété est toujours nul , mais celte propriété nest pas
caractéristique des variétés à torsion nulle.

(1) Dans le cas d'une torsion nulle, M,. Eddinglon a déLermine ces deux derniers ten-
seurs, qui l u i oiU permis de définir une métrique eL un champ électromagnétique dans un
Univers à quatre dimensions à connexion affine.
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CHAPITRE VIII.
LES TENSEURS DE COURBURE ET DE TORSION DES VA RI ÉTÉS

A CONNEXION MÉTRIQUE.

111. Nous al lons indiquer rapidement les propriétés essentiel les
des tenseurs de torsion et de courbure dans le cas général, en signa-
lant les cas d^exception sur lesquels nous reviendrons ensuite.

Nous admettons les théorèmes suivants, qui peuvent se déduire
facilement des résultats de mon Mémoire sur les groupes projectifs
qui ne laissent invar ian te aucune multiplici té plane (^) .

Si Von désigne par x\ y, z l , l1 les composantes de quatre vecteurs arbi-
traires^ chacun des tenseurs'

X1 X^

'yl 'v./
IL/ »,

•>

.t'1 X-l X "

j/- y ] y l .

z1 zJ ^
1

.v1 x'i a'^ ; r 1

y i y j yA- , /

Z' ^J -:/•• " f

t 1 l.' i'- L1

est irréductible. Il y a exception :
Pour n ==4, cas où U tenseur [x'y^ se décompose en deux tenseurs

irréductibles conjugués à 3 composantes

l^-Jyl+^Jl^J4! (£=±:r),

où (ij k) désigne une permutation paire quelconque des indices 1 , 2 , 3 ;
Pour n == 6, cas où le tenseur [^y7 z''\ se décompose en deux tenseurs

irréductibles conjugués à i o composantes

•^•j/ ̂  i + £ v/^ i .̂ r" ̂  i ( s = ± i ),
en désignant par Ç i j k l m ) une permutation paire quelconque des indices
i, 2, 3, 4? 5;

Pour n = 8, cas où le tenseur | x 1 y j z^ ̂ | se décompose en deux tenseurs

( l ) Bull. Soc. math. de France, t. XLI, icj i3, p. 53-96.
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irréductibles conjug'ués a 35 composantes

\ ••^7^1 + s^l^^ï^l (s ==±: i),

^/i désignant par ( i j k l a S y) //ne permutation paire (fuelconc/ue clés in-
dices i, 2, ..., 7.

Nous admettrons aussi le théorème suivant qui peut se dédu i re
également du Mémoire cité plus haut :

Chacune des formes Çn =^=4)»

a, ( a, b, - bj a,, ) x1 (^ z/l - ̂ y^ ), ,

{ a , b j - bia,} {a^,- b,a^ «y^— ^ r 1 ) (^'f/- 3^^),

où les a f et les bf sont des paramètres assujettis aux seules relations

a i ai!^- o, a i b ( == o, b, bf •==. < ),

entendre un tenseur irréductible doni les composantes sont des combinai-
sons linéaires à coefficients constant s des

^(y7^-^),
( ^ y J — — ^ y 1 ) ( ^'i1—— y^).

// en est de même, pour n -=/=• 6, de la forme

a,\ajbi,c'i\ x^ r^^ t 1 ' ,

ou les paramètres a,, b^ c, satisfont aux relations

c i i € t 1 ==- bib1^ c/c1'^ a///="= dic1^- b/c1^ o.

l ^ n f i n on peut démontrer facilement aussi que la forme
(rt/.^)2,

où les paramètres a/ sont l iés par la seule re la t ion
a^a'-^-o^

i , ' • ' i .- i î r (n—l)(/^~-i"2) , ,engendre un tenseur irréductible. Les-——————composantes de ce
tenseur sont
. x ' i . z ' 1 — . j c^x 1 1 ^ . . ., x,i....^ .z'^""1—^^^n, .z"' 'x^ Çf^-:,j •:r_ i ^ •.̂  . . . , / / ) .

Ann F.c. Norni., (3 ) , XLÏ. — Fi':\'HiEit K)^,'). ^
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112. Le premier tenseur irréductible de torsion. — Les composantes A^
du tenseur de torsion se transforment comme les quant i tés

«r^(yy:;^-—^•yA•)>

D'après ce que nous avons vu plus haut, la forme
a i { a J b k - - ^ a k ) x i [ y J Z | , - - ^ j y ^ ,

où les di el les b, sont des paramètres assujettis à satisfaire aux re l a t ions

ci i a ' ==. o, a/ bl == o, h /• b ' ~=- o,

entendre un tenseur i r réduct ible . Il en est clone de même de la forme

a ^ a • ' b k — b J a'-Y^jf,.

Cherchons les relat ions l inéaires qui ex is tent entre les coeff ic ients a/'
des composantes

^A,^.
de ce tenseur. Soit

/^f-o

une de ces relations. L'équation

/^ ai ( a-f b1-' -- ^ c^) === o

sera vérifiée-pour tout système de valeurs des a1 et b1 satisfaisant à

citCt1^: o, a i'b'•-==. o, bi'b1'^ o.

On en déduit sans difficulté 1/existence d 'une identité de la forme

h^a^ft-f^-- ^ a1') =sÂ(&)a^ (—•^(^)<?^/^,

où À Çb) désigne une forme linéaire par rapport aux b1 et (x (a) une
forme l inéa i re par rapport aux a1. On voit irprjriiédia(/ement que les
coefficients de ces deux 'formes doivent être les mêmes, de sorle que
l ' ident i té s'écrit

À^^•(a• /^ / l '-— ^'a/l') ̂  ?^(a^'—- b1^).

On a un premier système de constantes/^ admissibles on prenant
h[^.h^=^. . .== h^j^'hh, /^/,==o (^'y'^/c),
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les À^- désignant. des constantes arbitraires. Il n'y aura plus alors qu'a
ajouter à la s o l u t i o n p récéden te l ap lus générale clé celles qui réalisent
l ' i den t i t é

/^,^,al(aJb/i•—b•/'a/c) == o ' (/////,= ̂ /^).

et qui s 'obtient manifestement en p renan t

^ i j l . '== ^.W-^ ^kij ( 1 ~^-J F= ^ -==- ï , . .. . , n ).

En résumé, le premier tenseur irréductible de torsion est formé par les
quantités o^17 AJ/,, où les coefficients a;7' satisfont aux relations

\ a^==o (/==i, 2, ..., /Q,

Ï a^71 -+- a./71 '̂ -+- a7-'^' =0 ( / ̂ y ̂  /• -== i, . . ., // ).

Le nombre des composantes dis t inctes de ce tenseur est é^'al à
n(^ — 4 )

3
Nous avons déjà eu l'occasion (69) de parler de ce tenseur et d'en

donner une interprétation géométrique. Ce tenseur est décomposable si
7 1 = 4 .

113. Le deuxième tenseur irréductible de torsion. —La forme des der-
nières équat ions ( i ) nous conduit à Considérer les quant i tés

H/y,, •==. A i j i, -+- Ày^ + A.kîf ( / -^ j ̂  k ̂  î , . . ., n ).

Elles se t r ans fo rmen t comme les quanti tés [^:y/^/c] ^ elles forment
donc un- tenseur irréductible {n -=f=- 6) à —^——^/l-^—2- composantes.
Ces composantes sont les coefficients de là forme cubique extér ieure

|>1^] 4- [^^J -i- . . . + [o)^°/J.

. qui est de poids 2. Dans le cas n == 6 ce tenseur se décompose en deux
tenseurs irréductibles conjugués, réels si ^'<^o. Chacun d'eux a pour
composantes les coefficients de la forme

[ ̂ i ̂  ] + [ ̂ 2 ̂  ] -{-....+-[ r^ ̂  -] 4- £ ̂ ~^J- j ( ijklmn ) A1^^^1 ̂ i ] < .

Le troisième tenseur irréductible de torsion. — II a pour composantes
les n quantités Ai- ( ^ = = 1 , a. • . . , ^)
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qui sont les coefficients de la forme de Pfafï
à^'1 à02 ^2".
^+ ̂  4'•"'4~ ̂ ;

cette forme est un invariant, absolu, indépendant du choix de l 'unité
de lons'ueur.

114. Le tenseur de courbure d'homothétie. — l ia pour composantes les
coefficients A/y de la forme û; il est donc, d'après un des théorèmes -
énoncés plus haut, irréductible, à n { - n ^ } f composantes, à moins que
// ne soit égal à 4.

115. Le premier tenseur irréductible de courbure de rotation. —
Les coefficients A^ de Û/y se transforment évidemment, puisqu'on a

^+^==0,
comme les quant i tés

( ̂ iy.î —yi ̂ j ) ( ̂ / — ^ tk ).
Nons avons vu que la forme

(a1^- b'a^^^—l^a1) (.^.y,~y^) (z,t,- ^t,,)

engendre (n ̂  4) ̂  tenseur irréductible, quand on y regarde les a1

et les h1 comme des paramètres assujettis aux trois seules relations
( 2 ) a.i a1'•==: o, ai b1 •=: o, b; b' ~=: o.

Il en sera de même par sufte de la forme
( a1 b-f — b1 aJ ) ( a1-' hf — b1- a1 ) À ,j^.

Soit
a^A^,

une quelconque des composantes de ce tenseur. Ce tenseur sera d é f i n i
si l'on connaît le système complet, des relations linéaires qui existent
entre les a^. Si

/^a^^o

est une de ces relatioos, on devra avoir
hi^^a1^— ^'a^^b^b^a1) ̂  o
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pou r tout système clé va leurs des ci1 et des //' satisfaisant aux rela-
t ions (2'). On dédui t , sans diff icul té de là l 'existence d 'une identité de la.
forme

( 3 ) /^//.•/(/y^7— h ' a J } (a^//—/^^) == A^a/^'-r- ̂ [a^bfh1— p(a, h)a,b\

ou À ( b ) désigne une forme quadratique en l ) i , \ J . { a } une tonne qua-
dratiqne en a1 et p (a, h} une fornie bil inéaire en a1, h'. On peut tou-
jours supposer, en tenant, compte de ce que le premier membre ne
change pas quand on échange enire el les les lettres a' et h1, que A et a
sont la môme forme quadratique de leurs arguments et par suite que p
est une forme hilinéaire symétrique. Le tai t que le premier membre
ne change pas quand on remplace h1 par h1 + /ça1, ou k désigne une
constante arbitraire, montre que p est le double de la forme polaire de A.
Le second membre de l'identité peut, par suite s'écrire

^7 ( ̂  ̂  — ^ ̂  ) ( ̂  ^' — ^ ̂  ) ( A/y = A / / ).

U n e première manière de s a t i s f a i r e à 1/identité (3) est donc de poser

Pour obtenir la solution la plus générale du problème, il faut ajouter
a la solution précédente celle qui vérifie l ' identité

/ifj/.^a1^— h1 ctJ') Ça^b''— b'-'a1) ;== o,

et qu'on ob t ien t en d o n n a n t aux h^^ des valeurs telles qu'on a i t
fi,j,,(-=: hfi.fj-:^ h u, , , (./ ̂  k ̂  /).

Par suite les relations entre les a'7717 qui définirent le tenseur cherché
sont

( ^i,j^ -+- c/Ji/^' -=0 ( i, j == i , 2, . . ., n ),
'' / y i ] l . l ^. ry.i^U ^-. r/i^it^—. o (y^/ ' :^/).

On vérifie facilement que ces relations sont indépendantes. Elles défi-
nissent donc un premier tenseur irréductible de courbure à

n ( n -4-1) ( n -4- a) (n— 3)
1 2

composantes. Ce tenseur est décomposable pour n = .4-
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1 1 6 . Le second tenseur irréduc/ible de courbure. — Les quanti (os

A/y/, + A/^.

se transforment entre elles comme x ^ X j ' , par suite, d'après ce que nous
avons vu plus haut, elles conduisent à un second tenseur irréductible à
(n — î ) { n -h 2)———————- composantes

AÎ—A,;^ •..,A;;:Î;—A^, A^,+A.^ (^/==i, . . . , / Q .

Ces composantes sont les coefficients de la forme quadrat ique inva-
r ianSo absolue

A.^^^—^Aiju/,^.

^"
1 1 7 . Le tenseur scr/laire de courbure. — Quailt à la somme

\ /./^ i j i

elle constitue un ierisetir scalaire, la courbure totale chang(?îe de signe.

118. Le troisième tenseur irréductible de courbure. — Les dernières
relations (4) conduisent à considérer les quant i tés

B/y/,/ == A/y/,./ + A.//,// ~i- A.//y/, (y -yé. k^l}

qui jouissent de la propriété de ne pas changer quand on cllectuc sur
les indicesy, k, l une siîbstitution paire quelconque et de changer de
signe quand on effectue une subst i tut ion impai re . Ces quanti tés se
t ransforment entre elles comme les quan t i t é s

•^•[j/^/l-
La forme

a^ a-i' b^c^ ' V i \ y j Z ^ l { \

engendre un (enseur i r réduct ible , si. l'on y regarde les par\Tmètros
a^ b^ 0^ comme assu je t t i s aux soûles r e l a t ions

( 5 ) ai a1 == bi b1 -=. Ce c 1 ==- a; b1 === a/ c1 •==. b/ c 1 == o.

Il en est donc de même de la forme
a^^b^c^B^^.
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Soit
P^B^

la composante la plus générale de ce tenseur; les coefficients ^'jfil sont
liés par un certain nombre de re la t ions

7^^==o

que nous allons déterminer.
Les coefficients h-^^ de ces relations sont déterminés pa r i a condi -

tion que F équat ion
/ i j j k i i ' i 1 \ a1 b^c1 \ •==- o

soit u n e conséquence des équa t ions ( 5). On démont re sans difl iculté
que cida revient à l 'existence d 'une iden t i l é de la tonne

///•y/,,/a/ 1 a-i ^A'c/ =E À ( ̂ , c ) ctiO1 -+-'^(a^ c)a, b1 4-p ( a, b) cliC1

avec t ro i s formes b i l inéa i res À, ;j., p. On voit faci lement que !e second
membre a la forme

)^^|^'^|;

on a donc un premier choix possible des constantes h en prenant
//. ^ ^ j ———: fl-^ ^y ——T » , .== : I l ^ ^J .

I l suftira ensu i te de trouver la maniè re la plus générale de satisfaire à
l ' identi té

Â / y / . / a ^ l ^ / y - ^ l ^ o ,

ce qui conduit à p rendre
fli.lld^—hjua-^hkiji.^— ^Usk (^,/:=/•== /).

On a donc un troisième tenseur irréduclihie de courbure en prenant les
quantités

P^B^

pour lesquelles les coefficients ^ljffl satisfont aux relations

p^'rrro, pW— (3^-t- ^•^— ̂ '^•^ 0 (^./ ̂  k ̂  l ) == 0.

y-, , n ( n — i ) ( i l -r- 2 ) ( /? — 3 ) .Ce tenseur çst a -——————l•-x--—--- composantes.

Il y a except ion pour ^=6, auquel cas le [enseur précédent se
décompose en deux tenseurs i r réduct ibles à 45 composantes.
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119. Le quatrième tenseur irréductible de courbure. — Partons
maintenant des quantités

D /.• __ A À- À /. .15 h-fj — A /7>7 — ' l /A"/ 5

elles forment un tenseur irréductible à ll-^^ composantes^ isomorphe
au tenseur \x,y^ dont les composantes sont les coefficients de la forme

. A^[^^].

Le tenseur est. décomposable si n == 4-

120. Le cinquième tenseur irréductible de courbure. — 1 1 provient des
quantités

^ij kl — ^ j i k f -+- HA-;:// — ^ l i j f c ̂  r)- ( A/y/,./ + A/..//y •"I" Ay/..// •+• A//y/; -+-• A/../y/ -I- Ay//,-/ )

qui se transforment entre elles comme les quantités . T / y ^ z ^ t ^ .
Elles forment do ne, sin^ 8, un nouveau et dernier tenseur irréductible à

a ( n — i ) ( il — i " ) ( ii — 3 ) , .-, . » / i—^———^——^—f.————-composantes. Le tenseur se décompose en deux
autres dans le cas 11 == 8. Les composantes sont les coeff ic ients de la
forme scalaire

• [̂ :̂|.

En résumé, nous avons décomposé le tenseur général de la courbure
de rotation en six tenseurs irréductibles, dont un tenseur scalaire, qui
ont respectivement un nornbre de composantes égal à

ni/^^~.! ̂ n ^~ '2 )( ̂  —— 0 ) ( //- — l ) ( /; + 2 ) n ( n — ï )( n "-i- 2 )( n — ^ )

ii ( n — i ) n{n. — i ) ( n — a ) ( n — 3 )

Le nombre de tenseurs irréductibles s'élève à 7 pour n == 6 et n == 85
à 8 pour n •== !\.

Je laisse de côté l'interprétation géométrique des différents tenseurs
obtenus pour examiner ce qui se passe dans le cas particulier des
variétés à torsion n u l l e (variétés de H. Weyl et variétés de Riemann) .
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121, Cas des variétés de H. Wevi. — Dans ce cas-là on a les identités

[O)^]^[^ai.]==0 ^==1,3, ..., 7l),

qui donnent les relations

A/^/4- A//,/y -4- A///^=== o ( /' ~^-j ̂ k-^l},
A/iy — •\.^i/== A/^/ l'- A.^/== . . . =~ A/y.

Par sui te , tes troisième el cinquième tenseurs irréductibles de courbure de
rotation sont nuls d'eux-mêmes elle quatrième se confond avec le tenseur
de courbure (F homothéîie, 11 reste donc en tout :

,. y., , n ( n, 4" i ) ( n -h ^ ) ( ft — ^ )i ° Un tenseur a ———— ~^— ——.,.....-.-...-̂ .,-,,.-̂ .,,,̂  composantes ;
, . , , - , ( //. -— i ) ( //, ~t- a}2*11 Un tenseur a'1-1--------"-1——-——/ composantes ;

Q- y, , /^ ( //- ——— î )3° Un tenseur a————composantes^
4° £^2 tenseur scalaire.

122. (7<^ ̂ * variétés de Riemann. — Dans ce cas le tenseur de cour-
hure d'homothétie disparaî t à son tour et il reste :

y, , fi ( n 4" î ) ( ' t -^ '•)- ) ( n -— 3 )Un tenseur a ———--/——;..—-..--.--.,...—...,-.,--/. composantes ^
.., , ( n — î ) ( n - h ••t )^m tenseur a —-^^^^-^^^^^^^^^ composantes ;
Un tenseur scalaire.

CHAPITRE IX.
LES V A R I É T É S A CON-'NKX.IOjN MÉTRIQUE A. TROIS BTMENSÏONS.

Le tenseur de torsion.

123. Les résul ta is obtenus dans le cas général sont., valables
ponr n ==3. Le ( e n s e u r de torsion se décompose en trois tenseurs
i r réduc t ib les :

1 ° Un tenseui à cinq composantes : (

A ^ i — ^ ; t n •^•iï—Aîâî -^\'A—•^•i'Ai -^-m—Agis? A.^ i—-Ayia;
^f/<'/,(. A'c. Nûr'm.f (3) , XLH. — FÉvttïER 1925. ^
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2° 17/1 tenseur scalaire :

A^3-+- A^i-h A.312;

3° Pn tenseur à trois composantes :

A L + A I , , A^+Ai , , A^+A^

dont nous allons donner des interpréta t ions géométriques.

124. Interprétation géométrique du tenseur à cinq composantes. —
Considérons en un point m de la variété une petite aire plane or ientée ,
efc appelons torsion en m du plan de celte aire le quot ient par ricr de la
translat ion associée au contour de cette aire parcouru d a n s le sens
direct. C'est un cer ta in vecteur g u i est bien déf in i , une fois choù'ic
Fumté de longueur en m (1). Cela posé, il est facile de caractériser les
variétés pour lesquelles le premier tenseur i r r éduc t ib l e de torsion est
nul. L'égalité

A.i2: î——A.3i2=: 0

montre en effet que si Fon considère en m ( r o i s faces planes rectan-
gulaires (23), (3i), f i2 ) , déf inies par trois vecteurs rectangulaires
61, ea, es rangés dans lin certain ordre, la projection sur rareté (i) de
la torsion de la face opposée (23) est égale a la projection sur I/aréteO)"
de la torsion de la face opposée (12), et aussi à la projection sur
l'arête (2) de la torsion de la face opposée (3 î ) . Cette projection est
du reste indépendante des vecteurs rectangulaires choisis, autrement
dit la composante normale de la torsion d'un clément plan quelconque
est, en chaque point, indépendante de cet élément plan.

Là réciproque est vraie-, et se démontre faci lement par le calcul.

125. Interprétation géométrique du tenseur à trois composantes. —
Les composantes de ce tenseur sont les coeff icients de la forme de
Pfaff invariante

ô^ à^ ô^_ _( ,_ i_ __,
f)c>)1 '.ô^ àw3

( 1 ) C'est l'inverse d'une longueur.
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Cette forme est i n d é p e n d a n t e du choix de l 'unité de longueur. Sa
valeur en un point m/ i n f i n i m e n t vo i s in de ni peut s ' interpréter
géométr iquement en se p laçant dans le cas par t i cu l ie r co2 = r.o3 == o ;
on obt ient alors

(A^+AL)o ) 1 .

Considérons, avec un vecteur e* passant par ni', deux autres vecteurs
rectangiilai res e^ et 63 ; ces trois vecteurs déterminent trois faces planes
rectangulaires. La quantité à évaluer est alors (''gale à la projection sur
l'axe (2) de la torsion de la face (21) augmentée delà projection sur
l'axe (3) de la torsion de la face ( 31), le tout multiplié par la distance mm.1 '

Ce t enseu r peut aussi être in te rpré té comme un vecteur attaché à
tout p o i n t de la var ié té ; mais, de ce point de vue, ce vecteur change
avec le choix de l ' u n i t é de longueur . L 'élément plan perpendiculaire
à ce vec teur se caractérise f a c i l e m e n t par ce qui. vient (Fétre dit.

126. Ifttefprétaiion géométrique du tenseur scétiaire de lorswn. — Ce
tenseur, qu'on peu t appe l e r la torsion scalaire, s ' in te rprè tede lui-même
comme étant la somme des projections sur trois axes rectangulaires
issus de m. des torsions des éléments plans orientés qui l eu r sont res-
pectivement perpendicula i res . Ce t te torsion scalaire est lecoefl icient
de la forme déjà rencontrée

l:,)1^^]-^^)2^,]-!^.)3^],

q u i est attachée à un é l émen t de; volume de la variété; cette forme
n'est pas indépendante du choix de l ' u n i t é de l o n g u e u r ; elle est de
poids 2, t a n d i s que la torsion scalaire est de poids -~ r (inverse d ' une
longueur) .

A j o u t o n s que , d'après ce qui a été vu au n° 66^ les varias pour
lesquelles les lignes droites réalisent une valeur slalionnaire de la longueur
sont celles pour lesquelles les deux tenseurs irréductibles non scalaires
sont nuls. Ces variétés on t en chaque point une torsion indépendan te
do l ' é l ément de surface par rapport a u q u e l on la d é t e r m i n e . Ou a

12i== at>)W], ^-= ei. [^W], ^3= </| o»1 c.)2].
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Le tenseur de courbure.

127. Le tenseur de courbure d'homothétie est irréductible.
Quant au tenseur de courbure de rotation, il se décompose en trois

tenseurs irréductibles :

1° Un tenseur à cinq composantes :

A^ j - A;j, AÏ ; - A};, A.3i,n4- A^u, A^,,, + A,3^n A^,,, 4-1- A,,,^:

2° Un tenseur à trois composantes :

\ ;(, j ^ ----- A :> i ^ i :{, .A i •i, y 3 "— .A 3 2 ,21 ? A. 23,31 —— A ] , - j , ; { ; ; }

3° Un tenseur scalaire :
A^+A^+A j ï .

128. Interprétation du tenseur à cinq composantes, — Appelons
courbure d'un élément plan passant/par m le quotient (affecté d ' u n
signe convenable) pafl/aire de l 'é lément de l'angle dont a- tourné la
projection sur le plan de cet é l émen t d 'un vecteur situé ini t ia lement
dans le plan de l 'élément et transporté le lon^ du contour de cet
élément de manière à rester de proche en proche équipol len t à
lui-même.

Cela posé, on démontre facilement, comme dans le cas des variétés
à deux dimensions, que la courbure de l'élément plan formé par les
deux vecteurs rectangulaires e/, e/ est A^.

On voit d'après cela que si pour une varié/é le tenseur de courbure à
cinq composantes est nul^ la courbure en un point est la même pour tous
les éléments plans passant par m; elle esl indépendante de la di rect ion
de plan choisie en m. On démontre facilement la réciproque.

129. Interprétation du tenseur à trois composantes.— Les compo-
santes de ce tenseur sont les coefficients de la forme vectorielle

[û^^e/î^^e^o)^],

qui a évidemment une signification intrinsèque, indépendante du
choix de l 'unité de longueur. C'est un vecteur attaché à un élément de
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volume de la variété, et dont l'expression complète est

[(A^^2~A^,)el4-(A^,-A^,)e,+(A;3,-Aî^)e3][ ,o) l(û2cô3 ] .

Pour in l e rp ré te r géométr iquement cette expression, déf in issons
d'abord ce. qu'on appel le la courbure d'un élément plan oriente par
rapporta un a/tire élément plan oriente. Si l 'on déf ini t un sens positif
de rotation dans chaque é l émen t plan et si l 'on prend dans le pre-
mier un c o n t o u r ternie i n f i n i m e n t petit supposé parcouru dans le
sens di rect , u n vecteur, i n i t i a l e m e n t dans le plan du second élé-
ment et transporté par équ ipo l l ence le long' de ce contour, prendra
une pos i t ion f i n a l e dont la projection, s u r le plan du second
é l é m e n t , fera un cer lain angle £ avec le vecteur i n i t i a l ; c'est le
quo t i en t ( a l g é b r i q u e ) de cet a n g l e s par l'aire qui l i m i t e le contour
décr i t qui dé f in i t la courbure relative considérée. Si les deux
éléments plans co ïnc iden t , on retrouve la courbure précédemment
d é f i n i e .

Cela posé, construisons en un p o i n t ni trois vecteurs rectangu-
laires, qu i dé te rminen t trois d i r ec t i ons positives (i), (2), (3), et t rois
éléments plans orientés (23), (3i), (12) que nous pourrons encore
numéroter (î), ( 2 ) , (3) . La forme associée à u n é lément de volume
est alors égale à un vecteur dont la projection sur la direction (i) est
le produit du volume de l 'élément par la différence entre la courbure
de l 'élément plan (f) par rapport à l 'é lément plan ( k ) et la courbure
de l'élément plan (7c) par rapport à l 'élément plan (y), les trois
indices <',/, k f o rman t une permutat ion paire.

Le quo t i en t de ce vecteur par l 'élément; de vo lume rfr est un vecteur
déf in i s san t ce qu 'on p o u r r a i t appe l e r la courbure gauche de la variété
en m, le mot gauche se rapportant à la non-réciprocité des courbures
relatives de deux éléments plans. '

Les variétés pour lesquelles le second tenseur irréductible de
courbure est nul sont caractérisées par la propriété que la courbure
relative de deux éléments plans est réciproque.

130. Le tenseur scalcdrede courbure. — II dé f in i t , changé de signe, ce
qu'on appelle la courbure totale de la variété en m ; elle est égale à la
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somme des courbures de trois éléments p lans rectangulaires quel -
conques passant par m.

Les variétés à torsion nulle.

131. Dans Je cas des variétés à torsion nulle, le tenseur de courbure
de rotation à t/'ois composantes se confond, comme nous l'avons vu
plus haul, avec le femeur de courbure d^homothétie. On a, d'une manièn1

plus précise,
A;,,-A,^,-A,3,
A^ -A^=A^
\ :î , \ ;i ..„.,.,,., 4

" * 1 ;1 2 — "li.'î ) --1-- • ' • l î l

formules qui seraient susceptibles d'une interprétation géométrique.
La non-réciprocité de la courbure relative de deux éléments plans tient,
lorsqu'il ny a pas de torsion^ à la non'conservation de la longueur â'uu
vecteur quand on le transporte par équipollence le long d'un contour
fermé.

Si la courbure d'homofchétie est nulle, c'est-à-dire si la variété est
a connexion euclidienne (et à torsion nulle), autrement dit^ Ton a
affaire à une variété de lîiemann, il y a réciprocité pour la courbure
relative de deux éléments plans.

132. Sur une variété remarquable à connexion métrique. — Clumihons
si une vànélé à connexion mét r ique (ou euc l id ienne) peu l avoir le
même degré d'homogénéité que l 'espace euc l i d i en . S'il en est a ins i , a
chaque point de la va r i é t é ne peut êire attachée aucune direction
privilégiée, par sui te la courbure d'homothétie est nulle et les tenseurs
(de torsion et de courbure} à trois composantes sont également nuls.
Il en est de même des tenseurs ;i c inq composantes, car, comme on le
voit de sui te , à chacun d'eux esl associé un cône du second ordre
capable d'un t r iédre tr irectangle et les axes de ce cône seraient des
direct ions privilégiées. En déf ini t ive^ il ne doit rester que la torsion
scalaire et h couï'bure scalaire, et lés formules de structuré Se
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ré ( l u i s e n t à
(^V =[f.rwl]-^[^w^^a^r^],

(ç^y =[c,j1^] 4-[r,)3û)j] -l-al/^co1!,

(co3/=: [^c,)1;] 4- [c.)2^!.]^- a^r];

(ç^)^-- [^^>i;J 4- ^[^c,j3],

(r,)3i )'==: [^|ohi] + ̂ [o^û)1],

(r^y:=: [^Oha] + ^[ç.)^)2].

La dérivation extérieure conduit: aux relations
| cl Cl fji)'1 C»)3 1 rr= [ d Cl W W1 ] =-= [ dct c») l r,)12 ] == 0,

f db o)2 a)3'! = 1 </^ ^)3 ^)1 ] ^= [^^ ̂ 1 oj2 ] == o ;

dies mont ren t que a et b sont des constantes. La variété est donc à
courbure et à torsion constantes et de plus les droites sont les lignes les
plus courtes.

Ces variétés admettent un groupe de transformations à 6 paramètres
comme l'espace euclidien. Elles s'obtiennent en partant d'un espace (Ë)
euclidien^ ou non euclidien à courbure constante^ dans lequel on convien-
drait de regarder comme équipollenis deux vecteurs d'origines infiniment
voùines m et m' si, au sens de fa géométrie dans l'espace (E), on peu
passer de l'un à F autre par un déplacement hélicoïdal d'axe mm\ de
sens donné et de pas donné,

Le cas où l'espace (E) est euclidien correspond a . A = 7 ^ 2 ; la

courbure de la variété est le carré de sa demi-torsion ( i ).

Invariants intégraux.

133. Les invariants intégraux scalaires d'une variété à connexion
métrique. — Revenons au cas général et cherchons si à un élément de la
variété à i 2 ou 3 d imens ions on peut associer une quan t i t é scalaire
qui soit un i n v a r i a n t absolu ( I n d é p e n d a n t de l ' un i t é de longueur
choisie) et t e l l e de p l u s que ses coetÏlcients dépendent l inéairement
des composantes des tenseurs de courbure et de torsion.

l î emarquons d'abord que si l'on attribue aux longueurs le poids I,
les o^ doivent être considérées de poids ï , les e/- de poids — i, les £2'

f i ) Voir, sur ces espaces, une Note sur les n'centes généralisations de la notipn
d'espace ( £ i d l . des Se. math., •^ série, t. XLViïI, TÇ}-^, p. •>-94-3^o).
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de poids i, û et les Û/y de poids o, par su i te les A/,^ de poids — i et
les A/^ de poids — 3.

Cela posé, prenons d'abord un invariant portant sur un élément de
volume; ses coefficients devant être de poids —3, ce cas ne peut se
présenter.

Un invariant portant sur un élément de surface doit avoir ses
coeff ic ien ts l inéaires par rapport aux Ay/.. et A//, / / . Soit

B/,!:^^:!
lin tel i n v a r i a n t ; les trois q u a n t i t é s

.1-^3, B:n, B^

constituent alors un tenseur irréductible. Il résulte de là que l ' invar iant
le plus général de la forme considérée est
a^4-?i(Ai^~A^jr^^]^(A^^A?,,)[^.) ' : ]+(AÎ3,-Aï^)[^^^^

avec deux constantes arbitraires a et p. Nous avons déjà rencontré,
dans la théorie des variétés à connexion affine, la forme entre
accolades qui peut s'écrire

fn/^n
L à^\' '

Les deux invarianl 's trouvés se rédu isen t à un seul pour les variétés
à torsion n u l l e .

Enfin un invariant scalaire absolu, qui serait une forme de Pfafî,
conduirai t également à un tenseur à trois composantes formé avec les
composantes du tenseur de torsion ; on retrouve donc nécessairement
la forme

t?^1 <}i22 à^
~(h^ ^ J^ ''4" ̂ i"

134. Les invarianu intégraux sectoriels d'une vcu'icif'1 à connexion
métrique. - II s'agit ici-d'un vecteur de la forme

eiir-h e,^2-4"- eJP,

les coefficients des formes différent iel les étant l inéaires par rapport
awx composantes des tenseurs de torsion et de courbure. Le poids de
chaque forme 1P doi t être égal à r ; par suite, le poids de chaque
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coefficient est
— 2 si les IP sont des formes du 3e degré;
— i si les ÏP » du 2e )) ;

le cas des formes linéaires est donc exclu.
Si les IT sont des éléments cTintégrales triples, il correspond à la

forme vectorielle un vecteur
elB^eaB2-!-^]?:

les coefficients B^ forment donc un tenseur irréductible à trois com-
posantes (un vecteur). On aura par suite la solution générale

a(6iA23-+- e^A^i-h eaAiâ) [û)1»'»)2^3] + pe^co7^},].

La seconde forme a déjà été signalée; q u a n t à la première, elle
peut s'écrire sous la forme condensée p/mû].

Si les IT sont des éléments d'intégrales doubles, on aura un vecteur
de la forme

e/:B/|:c,)^];

par suite les coefficients B .̂ se transformeront comme ceux du.tenseur
de torsion. // n'en résufte pas y u ils leur soient proportionnels. Tout ce
qu'on peut dire c'est que chacun des tenseurs irréductibles dans
lesquels on peut décomposer le tenseur B^ aura ses composantes
proportionnelles au tenseur irréductible correspondant provenant
de A^. Aut rement di t , on aura

Bi ,23—— B;},i2== Oi(Ai ,23—— A^ia), B^^l —— BS,^^ ̂ (^^i —— ^3,13) ,

B ^ - B Î 3 = a ( A ? , ~ A Î 3 ) , . . . ,
B^-+-BÎ3=P(A^+A^) / . . . ,

Bi23-4- Bgsi -h B3i2== y (Ai23+ A.2314- Aais ) -

Le problème est ainsi complètement résolu, et la solution dépend de
trois constantes arbitraires. Elle résulte des trois solutions particulières

r à^^}e,^, e, <^—^ , (Aisâ+Aaai+Asi^ ) i Qi^i^s] + Q^^i} -4-esE^i^a] j.

On pOLirrait enfin considérer un invariant de la forme
[e^]!^ -+-[636 jn2+ [6102^3,

Ann. Éc. Norm., (3), XL1I. — MARS 1925. 9
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qui est en somme un couple dont les composantes seraient des éléments
d^intégrales simples ou multiples. Si un tel invariant ne dépend pas
de l 'unité de longueur choisie, les II, sont des éléments d'intégrales
triples et les coefficients sont des combinaisons linéaires des A^.
formant un tenseur à trois composantes. On obtient donc la seule
solution

r , , à^11dm dm — •>
L àul J

où le produit doit être regardé comme extérieur par rapport aux
différentielles des variables, et extérieur par rapport aux e^.

135. Les invariants intégraux des variétés à connexion euclidienne.
— Il y a lieu, pour ces variétés, d'ajouter aux invariants intégraux
précédents ceux qui pourraient être de poids différent de zéro. On
les obtient facilement en appliquant la méthode précédente. On trouve :

i° Un invariant scalaire linéaire de poids — i

(A2113-—A3H2) C^^- (Â3221——A^^) û->2 + (AI 333 —— AagS 1 ) ̂  5

2° Un invariant scalaire à deux dimensions de poids ï

(AÎ-2-+- A^) [c^c^] 4- (Aâi+ Ali) [0)3 0)1] + (Aîi-4- AJâ) [^1^2];

3° Deux invariants scalaires à trois dimensions de poids respectifs
2 et ï

(A^+As^+A^)^1^)3]^ [co1^] 4- [^0;] -h [^^3];
(Ai-f-AJi-h AîJ) [û^û)3] := (V^23] -h O2^31] + |>3^12];

4° Six invariants vectoriels linéaires, trois de poids — ï, trois de
poids — 2,

2(al3y)e,Aap^
2( (/A-) A^e^ tufc—- e/c0)/) ;

(Ai234- A231+A312) (e.lO-)1-^ 63 û02-}- e3C.J3);

^(V'Â-) (ap7)e,A^,apcoY;

( A 2 H 3 — Asi ls) (©2.^3—— e g û O a )

+ ( A 3 2 2 I — Algas) (63^1—— eiCOa) 4- ( A i 3 3 â — — A 2 3 3 i ) (61^3——6261)1);

(A||+ A|î+ ÂÎI) (eiû)1 + 62 &)2 + 03^) ;



VARIÉTÉS À CONNEXION AFFINE. THÉORIE DE LÀ RELATIVITÉ GÉNÉRALISÉE. 67

5° Trois invariants vectoriels à deux dimensions de poids — i

I(VÀ-)e^-;
[ ( Â 2 H 3 — — A â l i s ) (x^-t- ( A 3 2 2 l — — A i 2 2 3 ) ûù2 4- ( A i 3 3 2 — — A 2 3 3 l ) ûô3]

X [eiCxJ1^ eâG.»2-!- 63 GJ 3 ] ;

(Alî-h AlSî-4-Ail) (6i[^G)3] -t- 62[ço3^i] -4- 63 [û0 icûâ ] ) ;

6° Un invariant vectoriel à trois d imensions de poids i

e.A^IVcoW];

7° Enfin les i nva r i an t s bivectoriels qui se déduisent des invariants
vectoriels en changeant respectivement e^ 62? 63 en [e^ 63],
[636 J, [0162].

Remarquons que de tout invariant intégral l inéaire on peut déduire
un invariant intégral à deux dimensions en changeant respectivement
(o^co 2 , ^ 3 en [cD^co;/], [ œ ^ œ , ] , [o^o^], et réc iproquement . Remar-
quons aussi que certains des invariants intégraux trouvés n'ont en
réalité une signification intr insèque que si l'on a orienté la variété ;
ce sont ceux pour lesquels le signe de chaque coefficient dépend de la
parité d'une certaine permutation des trois indices i, 2, 3.

CHAPITRE X.
LES VARIÉTÉS A CONNEXION MÉTRIQUE A QUATRE DIMENSIONS.

136. La différence essentielle entre le cas n == 4 et le cas général
tient à ce que le groupe des substitutions l inéaires d'une forme
quadratique à quatre variables ^semi-simple au lieu d'être simple
comme dans le cas général. I l est isomorphe au groupe à six para-
mètres

,__^^-\—b ,_ ay-i-p
cx-\-d' - """ y y - 4 - 0

Cela du reste correspond à une propriété géométrique bien connue. Si
l'on regarde les quat re variables^ d'une forme quadra t ique quaternaire
comme les coordonnées homogènes d'un point dans l'espace, les
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substitutions linéaires qui conservent la forme correspondent aux
homographies qui laissent invariante une quadrique (la quadrique
fondamentale)', or, chacune de ces homographies transforme entre
elles les génératrices rectilignes du premier système (par une trans-
formation homographique à une variable) et transforme entre elles
les génératrices rectilignes du second système (par une autre
transformation homographique à une variable).

137. Considérons deux vecteurs x1 et y1 et les six quant i tés
^ i y ] — — X J y'"==. p^ . • '

Si l'on regarde les x1 et lesy comme les coordonnées homogènes de
deux points dans l'espace à trois d imens ions , les p 1 ' 1 sont les coor-
données plùckeriennes de la droite qui jo in t ces deux points. La
droite (y) conjuguée de cette droite par rapport à la quadrique fon-
damentale est l'intersection des deux plans

Xif==. o, j.X^o;

par conséquent ses coordonnées plùckeriennes sont données par les
relations

^ _ c / 3 1 _ ^12 _- ̂  _ (^ _ /?34

PV. Pîk PS'. PÎÏ PSI Pïï

Cherchons en particulier dans quel cas cette droite conjuguée
coïncide avec la droite primitive, c'est-à-dire dans quel cas cette
droite est une génératrice de la quadrique. Il faudra pour cela
qu'on ait

p,,=l(ijkl)p^

en désignant par Çijkl} le nombre -+-1 ou -— i suivant que la permuta-
tion des quatre indices dist incts i, j\ k, l est paire ou impaire. On
aura de même

pki^^Çij/d)?1^
d'où

p i j p k i ^ V p ^ ' p 1 ' 1 ,
d o ù e n B n

^^ ffiiSnê'kkê II = ̂ .

Les génératrices du premier système seront par exemple celles
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pour lesquelles on a
j^:,=v/i(vÂ-Z)^,

celles du second système satisferont au contraire aux relations

Pv=~^(V^)^-

Étude du tenseur de torsion.

138. D-ans le cas général nous avons défini un premier tenseur
irréductible de torsion au moyen de la forme génératrice

a^aJ7/'— &•/<2/t)A,•//o

où les paramètres a1 et b1 satisfont aux relations
a^^o, a^b^^zo, ^/^:=o.

L'application de ce procédé donnerait ici un tenseur à î6 composantes.
Mais ce tenseur n'est pas irréductible.

Pour obtenir un tenseur irréductible, i l faut encore partir de la
même forme génératrice, mais supposer que les points Ça1) ci (//) sont
situés sur une même génératrice de F un des deux systèmes, du premier
par exemple. Le tenseur à 16 composantes va a insi se décomposer en
deux tenseurs irréductibles conjugués à 8 composantes.

Pour déterminer le premier d'entre eux, cherchons par exemple
les relat ions obtenues en annulan t toutes ses composantes. Ces
relations exprimeront que Inégalité
( i ) Kijka\aJbk— W ak) = o

a lieu toutes les fois que les deux points Ça1) et (b1) sont sur une
même génératrice du premier système. Transformons les coefficients
des A^'/c pour lesquels les trois indices ï, j\ k sont distincts, en
remplaçant a/V—b^a^ par sa valeur égale --^.(j'/cil) (a^b^ — b^a^y et

V t'3

réunissons les deux termes

A.iua^a^V—^a^^—A^^j'/d^a^cïibi—biai)
^

- A^-4- {Jkil}^A^ a^b^^a}}.
1- V^ J
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Inégalité qui doit être vérifiée est alors

B^(a1^— b^a1) == o,
en posant

B^Aa+(jkU)^K^
V^

II existe un moyen de satisfaire a cette égalité, c'est de poser

B^rz:}^,

les \ désignant quatre quantités arbitraires. Cela fait 12 relations
entre les A^. efc les À/, par suite 8 relations entre les A^., aut rement
dit le nombre exact de relations cherchées.

Par suite les deux premiers tenseurs irréductibles conjugués de torsion
ont pour composantes les huit quantités

A^-A^-h(v^)-^=(A^-A^), A^A^vÂ'Q-^A^—A^)
eV^ £\/^

(/==i, 2, 3, 4).

On retrouve les composantes du tenseur formé de ces deux tenseurs
conjugués : ce sont les quantités

h.u—^kh A^—Ay/^.

139. Interprétation des premiers tenseurs irréductibles de torsion. —
D'après la manière même dont ce tenseur a été calculé, on voit que
les variétés pour lesquelles le premier tenseur conjugué est nu l sont
caractérisées par la propriété suivante; qui t r adu i t géométriquement
l'équation (i).

Considérons en un point m de la variété un élément plan isotrope
du premier système, c'est-à-dire dont toutes les directions aient un
ds^ nul ; la translation associée au contour fermé de cet élément plan se
fait suivant une direction de cet élément plan lui-même.

Les variétés pour lesquelles les,deux tenseurs s 'annulent sont
caractérisées, comme dans le cas n == 3, par la propriété qu'étant
données trois directions rectangulaires quelconques (i), (2), (3)
issues d'un point m, la projection sur la direction ( î ) de la torsion de
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V élément plein (23) est égale à la projection sur la direction (2) de la
torsion de V élément plan (3i).

140. Les deux derniers tenseurs irréductibles de torsion. — Ce sont les
mêmes que dans le cas général. L'un, à quatre composantes

A, /' 4 /' ,4 i A t.A^i, A;:.j, A/>) A^,,

est associé à la forme de Pfaff invariante
6^ ô^2 à0^ <^\

N ) "̂cû1 + ̂  + <^ + (^T;

il se comporte comme un vecteur.
L'autre^ également à quatre composantes

By/c =- Ay/c 4- A.j}a + Ajaj ( i^é j -^- k = î , 2, 3, 4 ),

est associé à la forme

[G)1^] 4- [r.)2^] + C^3^] + [^ÛJ,

ou encore à la forme de Pfaff

(3) B234Q)i — Bi34&)2+ BÏ^CX).-}—- Bi23û)4;

cette dernière est indépendante du choix de l'unité de longueur,
L'interprétation géométrique de la forme (2) est la suivante. Soit

un point m' inf in iment voisin de m, et qu'on peut toujours supposer
sur le vecteur e^ Menons en m trois autres vecteurs rectangulaires
62, e;î5 64. La valeur de la forme au point m.1 est égale au produit de la
distance mns/ par la somme des projections respectives sur les arêtes (2),
(3), (4) des torsions des éléments plans (21), (3ï)^ (41)-

L'interprétation géométrique de la forme (3) se fait d'une manière
analogue. On TL a quà multiplier par la distance mm' la somme des
projections respectives sur les arêtes (2), (3), (4) des torsions des éléments
plans (3(.\), (42), (23).

Les deux formes de Pfaff obtenues donnent naissance à deux
invariants intégraux linéaires attachés à la variété

/à^î1 r
——— Cl j B234GJ1 — Bi34^-^ Bi24^3-- Bm^-
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Le tenseur de courbure cThomothétie;

141. Les composantes A^ de la forme û se transforment comme
les quantités

^/——•^o

elles forment donc deux tenseurs irréductibles conjugués

A,3-+-\/^A14, À3,H-v/^A24, A^dr-y^A34;

A,3~^A14, A3,-^A2^ A^-V^A34.

Les composantes du premier tenseur sont les coefficients de la forme

^3-^^A1Q( /[^,33]+___[^^]^+(A31+V /^A2^

V V^ ) \ \lë )

+ (A^ + ̂ A34) f[c.)1 CO2] + ——— [.)3G),1^ ,

\ \ls )
qui peut encore s écrire

A23[cû2^3 ]4-A3l[G)3G) l ]+A,o[&) î^2 ]+AK.[c.) l^]4-A24[^û)4 ]+A3Jœ3&^^^^^

4-\/^ | A23 [>1^] 4- A31 [û)2^4] -t- A^^r^û^4] 4- A1^^)2^3]

•4-A2 4 [&)3w l ]+A3 4 [ûJ Î^2 ] | .

Le second tenseur est associé à la forme conjuguée.
On voit ainsi qu'en dehors de la forme û elle-même qui est inva-

riante absolue il existe une seconde forme invariante absolue
^(vVcQA^c^]..

Dans la théorie de H. Weyl, la première forme représente le champ
électromagnétique; quand à la seconde, sa dérivée extérieure définit
V hyper courant élémentaire.

Le tenseur de courbure de rotation.

142. Les composantes A^ de ce tenseur se transforment entre
elles comme les quantités

(^.j^— X j j i } (^^— ^ih) ==Pi/Çkl'
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Nous allons poser

p^-^-\/gp^=^^ p3î-^-\^p^=^^ pvi^-\fêp^-=-^^
^23——\/^/?^=2^, P3i——\/ë'P^==^'2, ^ lâ——V^3 4^^3-

On a alors

P23=-^-^l1, P:îl-='^-^y, 7?12==^+£3 .

^=———(^ -^ ) , ^:-(^-^), ^^___(^__^).

y^ ' v^" vs'

Pour savoir comment se transforment les quantités 'i1 et ^3
remarquons que chacune des relations

Pî2P^-^P3îP3l'JrPiîPl'i^-P^Plf<'•+- Pî'.?^-^ /?34/^4:=0,

P23Pti~^~Pïl /;>24-+- PlîP:i^ 0

est invar iante . Et elles s^écrivent respectivement

^,1^4(£ ï)2+^^4(^)2+^^(e)2

+^l^u(e)2^^^uœ)2+^3^(l3)2=o»
^l^.^Ç1)2^^^^^^)2^^^.^^)2

-^ll^œ)2-^^/?)2-^3^(^)^=o.
Par suite ^, ^2 , ^3 se transforment par une subst i tu t ion l inéaire
laissant invariante 1/équation

2^44 aT=o.
Les y se transforment par une autre substitution analogue^ mais
indépendante.

Nous poserons
'^~= SuS''.'^-,

de sorte que nous aurons

^^i^-^), ^^=1/^+10, ^=4o:3-^),
b'' , & &»

7"'14^= -7=(Çl——£l), ^24= ~= (à^. -- C2 )? ^St^ ———(^—— ̂ ).

V^' ' V^ V^

Cela posé, appelons T]' et Y]' les quanti tés qui jouent pour les q^ le
Ànn. Éc. Norm., (3) , XLl î . — MARS 192.5. X O
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même rôle que les ^ et '̂ pour les p^. Nous aurons donc une
correspondance entre les A,/^ et certaines formes linéaires en '̂, Ç'
d'une part, Y]', ^'d'autre part. Nous désignerons par i\ j\ k les trois
indices i, 2, 3 rangés de manière à former une permutation paire et
nous poserons

A. i . j , r j ' '=- ct}^', A,^ /,- 't '•==- b^k',

• A/ci,î '/ '== c / , / , . ' , A/,-î,/^i== d / c k ' ,

Nous aurons alors les formules de correspondance suivantes :

yr^= au.-^gd111^- \/^(c^+ k i 1 ' ) = a111,

y^ = a^ 4- g- d11' — \/~g- ( ̂  + &/' ) == ̂ l\

£^1" = ûr^ - g d111 + </̂  ( c1,— bf' ) = y"",

y^=: aa'— ^d11'— \/^ [c\.— b/1) = S1^'

Nous avons donc déjà décomposé le tenseur général de courbure en
qua t re autres tenseurs, dont chacun à 9 composantes. Les deux
derniers sont manifestement irréductibles. Étudions le premier. Cette
étude est identique à celle qui a été faite pour n === 3. Le tenseur ^T]"
se décompose :

i° En un tens.eur irréductible à 5 composantes

'Ei'^-^r,3, ^rj2—^3, ^-hc^2, ^-l-^rj3, y^+y'n1;

2° Un tenseur irréductible à 3 composantes
^3., ̂  ^1__,Ç1.^ ^2__ p^l ;

3° Un tenseur scalaire
^y^ ̂ r]2"!-^3.

Par suite le lenteur de cour bure se décompose en 8 tenseurs irréductibles :

ï° Deux tenseurs à 5 composantes

aî—a|,a|-aj, a23^ a33, ' a 3 1 + a13, a^-t-a21;

P^^ PJ-pj, P^-f"^2,^31^?13, ^-hp21;
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2° Deux tenseurs isomorphes à q composantes

^ (^= r , 2 , 3 ) ;
0^' (Z,^:=I, 2, 3 ) ;

3° Deux tenseurs à 3 composantes

a 2 3 —a 3 2 , a3 1—a1 3 , a 1 2 — a 2 1 ;
p 2 3 _ _ p 3 2 ^ p 3 1 _ _ p l 3 ^ p l â — — p 2 1 . ^

4° Deux tenseurs scalaires

a\ 4- a| 4- a^ :

pi+pj+p^

Les deux tenseurs à 9 composantes sont isomorphes en ce sens que
les S'7' se t ransforment de la même manière que les y"7. On peut donc
leur substituer les deux tenseurs, également irréductibles, dont les
composantes sont respectivement

y^'4-ô^;

y'i'—cî'"''.

On peut de même substituer aux deux tenseurs scalaires leur
somme et leur différence. En effectuant complètement le calcul, on
trouve pour les composantes des 8 tenseurs irréductibles :

i° et 2° Deux tenseurs à 5 composantes ( & = ± i)

AÉÎ 4- AU —— A.ii—— Aïîî •4- -7=: (A^ 1 4 -+- AU,23 — Ai2,34 —— Ag/^ia)?

v^ '
A^î -h A|i — A^— A.iil-4- -7= (Asi,2^-+- As^yi— Ai2,34— Aa^.ia),-

v^
^"^/(A^4- A/^— A///— A/^) -h £ V/^(A^/+ A/^— ^^i/fi-A/jic)

(V^)^i;

3° Un premier tenseur à 9 composantes

Alâ-AÎL A;i,î-A||, AîJ-Ail,
AA/-i- AA,:4-A^+ A^ (^y^Â-^/=i , 2, 3, 4 ) î
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4° Un deuxième tenseur -à 9 composantes

A.23,14——AU,235 A.3i ,2 i»——A:24,3î , Ai2^3.',.——A^IO,

khj — A^/o — Klij + A/^ ( ̂  J 7= A- ̂  / =: i, 2, 3, 4 ) ;

5° et 6° Deux tenseurs à"î composantes (^ === ±: i)

gkkSu (A/^+ A ̂ , - A/^— A/^- ) + £ \1^ (A//\7 4- A/c7// - A/,/— A^A.)
( V / . / )=! ;

7° Un premier tenseur scalaire

AJi+A;iî+AÎI+A;| + AÎ1+A|; ;

8° Un deuxième tenseur scalaire

A23,U-+- A.3l,24-i~ A.i2^34+ An^23+ A24,31 + AS^^S.

143. Z^ ^ .̂r tenseurs à 5 composantes. — On démontre sans
difficulté que les variétés, pour lesquelles les deux tenseurs à
5 composantes sont nuls, sont caractérisées par la propriété suivante.
Considérons en un point m quatre directions rectangulaires i , 2,3 et 4 ;
les six éléments plans formés par ces directions prises deux à deux
forment trois couples d'éléments opposés ; la somme des courbures de
deux éléments plans opposés est la même pour chacun de ces trou couples.

144. Le premier tenseur à 9 composantes. -— On a vu, dans l'étude du
tenseur de courbure d 'une variété à connexion affine, l'existence
d'une forme différentielle quadratique invariante

A^h c^û-»7;

on constate facilement que les composantes du tenseur à étudier sont,
les coefficients de la forme quadratique

A^c^ûY— i (Aj^-h A|iî+ AÎJ+ AÎI+ AJ1+ A^l) c^o/.
2

Cette forme quadratique est de poids zéro : elle est indépendante de
l'unité de longueur choisie.

On peut interpréter géométriquement cette forme; prenons pour
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cela le terme en o^ a/ ; il est é^'al à

1 / A ' 1 " 2 î < Jl;i i t 1 1 4 "-i;î t '-̂ t V ^ ^;; \ A la -+- Ai3 -t- Ai/, — A^ — Asi — Aaî}.

Etant donné un point m' inf iniment voisin de m (m' == 301 •+- dm),
considérons quatre axes rectangulaires issus de m, le premier é tant
dirigé dans le sens qui va de m. vers m^ On forme avec ces quatre
axes six é léments plans rectangulaires deux à deux. La valeur
numérique de Ici forme qua^rcuique pour le point m.1 est égale au carré
de la distance mm/ 5 multiplié par la différence entre la demi-somme des
courbures des trois éléments plans perpendiculaires au premier axe et la
demi-somme des courbures des trou éléments plans qui contiennent cet
axe. Cette valeur est indépendante de l ' un i t é de longueur choisie.

Les variétés pour lesquelles le premier tenseur à <) composantes est
nul sont caractérisées par la propriété que deux éléments plans rectan-
gulaires (1) ont même courbure.

145. Le second tenseur à 9 composantes. — On démontre de même
que les composantes de ce tenseur sont les coefficients d'une forme
quadratique d i f fé ren t i e l l e invariante absolue, à savoir

, - ̂  ( h.ijia 4- A^/y -h A H j / , — h.ktn — A ̂ a, — Kjku) û), ̂ i

•£' i

-i-2(v/:/)(A^4-A^-Ai,/~A^)^coy.

L'interprétation de cette forme s'obtient facilement en considérant
le terme en o^ co\ Etant donné un point m' infiniment voisin de m,
on mène par m quatre axes rectangulaires, le premier passant par n/ ;
la valeur de la forme pour m! est égale au carré de la distance mm.7;
multiplié par la demi-différence des courbures des éléments plans perpen-
diculaires au premier axe par rapport aux éléments plans opposés et des
courbures des éléments plans contenant le premier axe par rapport aux
éléments opposés.

On déduit de là facilement la propriété caractéristique des variétés
pour lesquelles le second tenseur à 9 composantes est nul : étant

( 1 ) Cela veut dire que toute droite de Fun est perpendiculaire à toute droite de l'autre,



7 8 E. CAHTAN.

donnés deux éléments plans rectangulaires, la courbure du premier par
rapport au second est égale à la courbure du second par rapport au
premier.

146. Les tenseurs à 3 composantes. — Ils sont isomorphes aux
deux tenseurs de courbure d'homothétie; par suite chacun d'eux est
associé à une forme quadratique extérieure; ces deux formes sont

A^[a)W] + -^ S 2«/^ ) A^ [w] ;.
VA3'

Le premier terme de chacune de ces formes a déjà été rencontré
dans la théorie des variétés à connexion affine. Le second est nouveau,

147. Le premier tenseur scalaire. —- II représente, changée de signe,
{^première courbure totale de la variété, égale à la somme des courbures
des six éléments plans formés par quatre directions rectangulaires
deux à deux. C'est le coefficient de [o^Cj^CjL^co4] dans la forme

:S(vA-Z)[^û)^/].

148. Le deuxième tenseur scalaire, — II représente Va seconde cour-
bure totale. Étant données quatre directions rectangulaires deux à
deux^ c'est la somme des courbures relatives de chacun des six élé-
ments plans qu'elles déterminent par rapport à l 'élément opposé (ces
éléments ayant été orientés convenablement). C'est aussi le coefficient
de la^c^ooW1] clans la forme

[^0)^].

Invariants intégraux scalaires et vectoriels.

149. On pourrait, en appliquant la même méthode que dans le
cas ̂ ==3, déterminer tous les invariants intégraux scalaires et vectoriels
dans lesquels les composantes des tenseurs de torsion et de courbure
entrent linéairei^ent. Nous nous contenterons, pour les variétés à
connexion ewlidienne^ d ' indiquer les invariants vectoriels et bivec-
toriels à tro.is dimensions : ce sont les seuls qui puissent jouer un
rôle dans les applications à la relativité,
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Les coefficients d 'un invariant intégral vectoriel

e .̂̂ W ]̂

se transforment entre eux comme les quanti tés

^lj'7^^ ~'

ou encore comme les quanti tés
^j/cl)^/'.

Or le tenseur x1^11 se décompose en quatre tenseurs irréductibles :
le premier à -neuf composantes

^ l ' y 1 ' — ^ ^ y ' \ j e 1 } ' - 1 - ^ r ^ ' } ' 1 ' ,

le second et le troisième à trois composantes

^2y3——^3jâ+ ̂ (^J4—/11^)» ^'Sjl— ^'IJS

+ £\/^(.^J4—J2^4), ^ija- x^', + Ê^C^y^—j3^4) ;

le quatrième scalaire
Xi y 1 .

Or nous avons vu l'existence de deux tenseurs de courbure irréduc-
tible à neuf composantes, de deux tenseurs conjugués à trois compo-
santes et de deux tenseurs scalaires. Il en résulte que la solution
générale du problème dépend de six constantes arbitraires. Le calcul
donne :

i° Les deux invariants intégraux déjà signalés (Chap. III)
2(v7^)e,[^.^,/],
' e.[^2i.];

2° Les deux invar iants intégraux

pm^^t = e^/^[^^L

Qy,i(iJ/(l) A, ̂ [c^ &}/,&)/);

3° Les deux invariants intégraux suivants, dans lesquels inter-
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viennent seulement les courbures scalaires
A^2(apy<^)ea|>pcoycoô],

i(VÂ'QA^•/^(^P7<5)ea[copc,)yGJc;]•

150. Les coefficients d'un tenseur bivectoriel

[^QjWn^1^^1]

se transforment entre eux comme les quantités

«r7— ^y1) \ ̂ /chum | ou (^r-7— ^ j } f i ) ̂ \

c'est-à-dire au fond comme les coefficients du tenseur général de
torsion. Ils forment donc quatre tenseurs irréductibles, deux conju-
gués à huit composantes, deux conjugués à quatre composantes. Il y
aura donc six invariants intégraux bivectoriels l inéairement indé-
pendants. Le calcul donne

[e^n^^'—o)^'],
2(VÂ-Q[e,ey][G)/,^~.)^/,],

[ /)Qa~l
[e.e;] c^^J =[e,e,]A^[c.A)^],

[e,ey][co^)^(apyô') Ba :̂| r=- ̂ ( i j k l ) [e,e,] B/y/,[^^a)/],
^(V^QAg,[^,^][^c,)/,^/],
2 (V /c / ) By/,/ [ e/ ey] [ (x)/ c,)/, &) /].

On a posé, comme auparavant,

Bv/c= A/j/,4- A^^/,/--h A/,,,y.

Plaçons-nous en particulier dans le cas examiné au Chapitre V, où
tous les tenseurs de torsion sont nuls, sauf le dernier (celui de com-
posantes By/,). Les six invariants intégraux bivectoriels se ramènent
alors aux deux premiers.

Les variétés de H. Weyi.

151. Ce sont les variétés à connemon métrique de torsion nul le .
Pour ces variétés :
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i° Le deuxième tenseur de courbure à neuf composantes s'annule
identiquement;

2° Les deux tenseurs conjugués de courbure de rotation à trois
composantes sont identiques aux deux tenseurs conjugués de cour-
bure d'homothétie;

3° Le deuxième tenseur scalaire de courbure (seconde courbure
totale) est nul.

Il reste donc 26 composantes pour4e tenseur général de courbure.
On peut déterminer, en appliquant la méthode employée pour n,= 3,

les invariants intégraux des variétés de H. Weyl pour lesquels les
coefficients dépendent l inéairement des composantes des tenseurs de
courbure. On trouve :

ï" Deux invariants intégraux scalaires à deux dimensions,

i2==A/y[^c^],
l ( i j / c l )A i j [ ^ / , ( ^ f ] ;

2° Quatre invariants intégraux vectoîiels à trois dimensions^

Z(v7./)e/[^^/,/],
[dm^] •==. AyA-e,[^ûù.^/1-],

lÇ i j / c l )Q^^ i j [ ^w / c^ i ] ,
A y-1- ( y. (3 y S ) e a [ ̂  p ̂  y ̂  ô ] î

3° Deux invariants intégraux bivectoriels a quatre dimensions^

[QiQ/\[wtwJ^]^ï(iJkl)[Q,eJ•]^k/[^î^^^].
^(^^•^[^^^[^/.^^^[e/eyIA^L'^^^O.

Les formes û, ejo^'ûj, S(vWeJco/û^j ont leurs dérivées exté-
rieures nulles.

152. Uaction élémentaire dans la théorie de H. Weyl. - Nous avons
vu que dans la théorie de H. Weyl l'action élémentaire était néces-
sairement un invariant intégral à quatre dimensions avec des coeffi-
cients du second degré par rapport aux composantes des tenseurs de
courbure.

Si nous supposons que ces composantes entrent sous forme entière,
Ann. Éc. Norm., (3), XLlï. — MARS igaô. II
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nous sommes ramenés à former, au moyen des produi ts mutue l s
des Ay et des A,y^, tous les tenseurs scalaires.

Désignons comme plus haut par
des Ay et des A,y^, tous les tenseurs scalaires.

M^3

trois quantités se transformant entre elles par une subst i tut ion laissant
invariante la forme quadratique ternaire

U1^^^3 (^=^uc-)î
par

^'M3

trois quanti tés se t rans formant d 'une marAiè re analogue, mais les
subs t i tu t ions qui les tnmsfbrment entre elles é t a n t indèpendanles de
celles qui transforment les E'.

Les six tenseurs irréductibles de courbure se comportent :

ï° Le premier des deux tenseurs con jugués de courbure d'homo-
thétie

A,3 + ^A.14, Agi + v/^A2^ A „ 4- ̂ A^
comme

^^^£3;
2° Le tenseur conjugué

A^-^A14, A^-^A.^, A^-V^A 3 4

comme
Ïl Ïâ C3.Ç ^ C i C, ,

3° Le premier tenseur irréductible à cinq composantes comme

U'-^3, ^-~^ ^3. c^1. ^^ î

4° Le tenseur conjugué comme

l^-y3, l^-y^ ^e^^1^1?;
5° Le tenseur irréductible à neuf composantes comme

^ ( < , y = . i , 2 , 3 ) ;
6° Le tenseur scalaire comme une constante.

153. Remarquons maintenant que le tenseur formé de l'ensemble
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des polynômes entiers, homogènes du second degré par rapport aux
composantes du tenseur général de courbure se décomposera en un
certain nombre de tenseurs dont chacun sera obtenu, soit en effec-i
tuant les produits mutuels des composantes d'un tenseur irréductible
donné, soit en effectuant de toutes les manières possibles le produit
d'une composante d ' un des tenseurs irréductibles par une composante
d'un autre tenseur irréductible.

Or les six tenseurs irréductibles linéaires énumérés plus haut se
partagent (en dehors du tenseur scalaire) en trois catégories :

1° Ceux dont les composantes se transforment entre elles par un
groupe isomorphe à celui des ^;

2° Ceux dont les composantes se transforment entre elles par un
groupe isomorphe à celui des ^ l ;

3° Le tenseur à neu f composantes qui fait intervenir à la fois les
deux groupes.

11 est év iden t que les tenseurs du second degré obtenus en multi-
p l i a n t u n tenseur l inéaire i r réduct ible de la première catégorie par un
tenseur i r réduct ible de la seconde catégorie sera irréductible et appar-
t iendra à la troisième catégorie. Quant au produit de deux tenseurs
i r réduct ib les de la première catégorie, i l sera de la première catégorie,
mais non nécessairement i r réduct ible; il en est de même du produit
de deux tenseurs irréductibles de la seconde catégorie.

154. Cela posé, parmi les tenseurs scalaires du second degré, il y
aura d'abord le carré de la courbure totale

(A^)2.

Les autres proviendront soit du produit de deux tenseurs linéaires de
la première catégorie, soit du produit de deux tenseurs linéaires de la
seconde catégorie, soit du produit du tenseur (à neuf composantes) de
la troisième catégorie par lui-même.

Plaçons-nous d'abord dans ce dernier cas, et désignons par

^j

les composantes de ce tenseur, qui se transforment entre elles comme
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les quantités ^'^. Les produits ^^/ se transformeront comme les
quanti tés

yy^'^"-+.^l^"r^(r^•/\

où les r/'se transforment comme les '̂ et les r;' comme les $'. Or les
tenseurs irréductibles formés avec les quantités ^y^^r^ s 'obt iennent
en mult ipl iant les composantes d'un tenseur i r réduct ible formé avec
les ?'7]'7 par les composantes d'un tenseur irréductible formé avec
les ^ r / ' . Si nous voulons ob ten i r un tenseur scalaire, il faudra p a r t i r
d 'un tenseur scalaire formé avec les ' ^ r ^ ; or il yen a un et u n seul,
à savoir

^Yh+^-h^:n

cela nous conduira au tenseur scalaire

(e^l+<;^2-^^^)(?^l+?^Hr^^3)/

c'est-à-dire, en revenant aux notations pr imi t ives ,

l:l^n-^ c22^ È33^ ̂ 3-4- y^ -h ̂ 31 + ̂ ;i^3+ c:1 2Cl24- ̂ i.

Comme les ^ sont en fait les coefficients de la forme quadratique

A/P ,p^ ^ a) . / - ^ (A^ -4 -A^ - l -A^+A; |4 -A j ^A^J^G) ^

=== a \ &)i cj1 -(-. . . + a\ c<)4 û)4 4- 2 a^ r»)1 G»2 4- ... -h 2 ^34 G) 3^) 4 ,

l ' invar ian t scalaire formé avec les carrés elles produits des coefficients
est bien connu, c'est ( i )

a^a,j.

Partons maintenant du produit de deux tenseurs l inéaires irréduc-
t ibles de la p remiè re catégorie. D'abord en m u l t i p l i a n t par lui-même
le premier tenseur à trois composantes Î;1, Ï'\ ^:î, nous obtenons le

( 1 ) D'une manière plus précise, c'est

a\ i ai i -T" . . .4- ',.> a1 2 rt.i 24-. . . ;

cet invariant est celui qui est utilisé par M. Eddington pour représenter l'élément d'action,
tandis que M. H. Weyl utilise le carré de la courbure totale
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tenseur scalaire
^-t-C^+CBC3,

qui donne ici
^•A^A^-4- 2V /^•(A23Au-{-A3lAâ4-+• Ai2A34) .

Il en résulte l 'existence de deux tenseurs scalaires du second degré

A' /A , , ,
A^Au-h A;}! A^-4- Ai^A;,,^

le p remier d'entre eux est, dans la théorie de M. H. Weyl, t action
électromagnétique.

Le produi t du premier tenseur l inéaire à trois composantes par le
premier t enseur linéaire à cinq composantes ne donne pas de tenseur
scalaire.

Le produit du premier tenseur linéaire à cinq composantes par lui-
même fourn i ra au contraire un tenseur scalaire

(,^1^,^3)2^(^^__^^^3(^^)(^^)^3(^^)

-a^-^)W-c^).
On o b t i e n t a i n s i deux nouveaux tenseurs scalaires conjugués ; le

ca lcul montre qu' i ls se déduisent l inéa i rement 'deà deux tenseurs ( ' )

( W,i,Y - W/, W/, + 9. B^ B^ + 3 I?}, B{i; ~ 6 B^ B.̂  -h 6 B^ B^ ,
^(yÂ-Q[ByB/ /^+B^B^] ,

où l\)n a posé
B^a = l- (^i/fci -^ A/c^;) ( ̂ J\ /c, ^ = î , 2, 3, 4).

En déf ini t ive nous ob tenons six tenseurs scalaires du second degré
et six seulement, de sorte que la for/m- générale de l'action élémentaire

( 1 ) D'une manière plus précise le premier tenseur est la somme des termes analogues à
( B! 2) 2 - B ;, Bî jj + i B} :j B;i \ + 3 Bîli Bïi i - 6B^| 8^4-68^8}^;

dans le second le ternie B^ B^ qui provient deB^B.^, par échange des indices i et k,
j et l ne doit pas être regardé comme distinct de lui.
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de .V. H. Weyl contient linéairement six constantes arbitraires ( 1 ) :

aIA/M,/4-P(A,3A,44-A3iA^4-Ai2A304-y(^A.yr-+^^^7^
-hÂS[(B^-ByB^+2Bp^+3B%B^-6B^B^4-6B^B^]
-h-^i(V^Q[ByB^./+B/^B^].

155. Z^/ (( quantité de inoii^enzent-masse » élémentaire dans (a théorie
de M. H. Weyl. — M. H. Weyl déduit cette quant i té de mouvement
de l 'action élémentaire par le principe d'Hamilton généralisé. Si l'on
part de ia forme générale q u i vient d'être obtenue de l 'action élémen-
taire, les composantes de la q u a n t i t é de mouvement-masse é lémenta i re
sont des polynômes entiers et du second degré par rapport aux com-
posantes du tenseur de courbure et à leurs dérivées. On pourra i t se
proposer de chercher d i rec tement tous les invar iants intégraux ^II, à
trois dimensions, dont les coefficients sont ent iers et du second degré
par rapport aux composantes du tenseur général de courbure : cette
forme devrait naturellement être symétru/ue, c^est-a-dire satisfaire
aux relations

[G)/ny]=-[c,v!VI
si l'on voulait que le pr inc ipe de conservation fu t vér i f ié . I l est pos-
sible de résoudre le problème dans ces condit ions en employan t
toujours la méthode fondée sur la considérat ion des tenseurs irré-
ductibles. Le calcul conduit a i3 invar ian t s intégraux vectoriels
symétriques l inéa i rement i ndépendan t s ; six d 'entre eux s 'obt iennent
du reste en m u l t i p l i a n t le tenseur scalaire le plus général du second
degré par la forme invariante

I(</A-/)e/[ûjy(.)/,ût)/j.

Chacun de ces i3 invar iants intégraux, étant symétrique, peut
être associé à une forme quadratique

G/yÛ^Û)7.

Signalons, parmi les sept formes quadratiques non encore indiquées :
i° La forme

A^^^^)^==A^F(a)Q,

en désignant par F la forme quadratique a,;y(i/ oV;

( 1 ) Le même problème a été résolu, suivant une méthode différente, par R. W<ïitzeiibôck
LSitzungsb, Akacl. ^issensch, f'^ic/i, t. 12911, 1920, p. 683-696 efc 697-708}.
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2° La forme quadratique

i à¥ à¥ , , ,— ̂  a^a.pw1^;
4<^ à^t "

3° La forme
i àâ à^ .,
, ——-. ——==A,FA,ypC^C^,4 ac*)1 oui r

liée d\\ne manière très étroite à la <( q u a n t i t é de mouvement-énergie )>
é lectromagnétique, laquelle est associée à la forme

-1- AP^AprrCxJ/CO'——A/FAypûû'Ci)-7 ' ;

4° La fo rme

5° La formo

i au ()¥A^a,9ù)1^ r=:— -- —— ~—;
r / 2^Cx)P<À-»)p

^(l/'/C l) A/ya/,P(»)/0)p ;

les deu^ dernières formes ont des expressions assez compliquées.
Le calcul montre (m aucune comhf'naùon linéaire des invariants inté-

graux vectoriels à trois dimensions correspondants ne satisfait à la loi
de consefvation, du moins si l'on admet que le coefficient constant de
la « quant i té de mouvement-énergie » électromagnétique ne soit pas
nu l .

Les variétés de RiemaBn.

156. Ce sont les variétés à connexion euc l id ienne et torsion nulle-
Elles ne possèdent que deux tenseurs conjugués à cinq composantes,
un tenseur à neuf composantes et un tenseur scalaire.

ïîn dehors des invariants intégraux signalés pour les variétés
de H. Weyl, elles en possèdent qui leur sont propres. Ce sont, en
suppo'sant les coefficients linéaires par rapport aux A,^.

l° Un invariant scalaire fini ̂ la courbure totale ;
û° Deux invariants linéaires vectoriels

^•c^,
Ay' Qk^;
A^<
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3° Six invariants bivectorùls à deux dimensions

[e.ey]^
i(v^)[e.ey]^,

2(a(3y6)[e,ey]A^[^G.)s],

i-(vA/)(apyô)[e,e;]A/,/aj3[^y^5],
A^ [eae6:| [c^a)^

A^(apy^)[eaep][^^];

4° ^/? invariant scalaire à quatre dimensions

H [CO1 C.̂ W] == I( i f h - l ) [r^^^].

Les formes [e,ôy] û7 et 2(i//:/) [e,e/j 4./ obéissent à la loi de conser-
vation.


