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THEOREME DU RESTE DE BRILL ET NŒTHER

SYSTÈMES LINÉAIRES DE COURBES ALGÉBRIQUES
ET

GROUPES DE POINTS SURABONDANTS

PAR ML BERTRAND G-AMBIER

Introduction.

1. J'ai étudié aux Annales de l'École Normale (3e série, t. 41,
1924, p. 147-264) les systèmes linéaires de courbes algébriques de
degré donné m, admettant un groupe d-onné de points bases, chaque
point base étant simple soit sur chaque courbe, soit dans l'intersection,

Ici je généraliserai ; il est naturel de réunir aux points bases
effectivement donnés les points bases virtuels éventuels, de forcer
pour chaque point base la multiplicité, pr imit ivement donnée, pour
obtenir la multiplicité virtuelle éventuelle; cela fait, on a un groupe
complet de points bases; l'étude peut donc se borner à celle des
groupes complets. Je désigne par la lettre II les points bases multiples,
H,, lia, . . , , II/c où k est, dans ce nouveau travail, un entier positif
non nul, et par la lettre P les points bases simples, P^ P^, . . . ? PÂ où h
est un entier positif ou nu l ; 11̂  est d'ordre effectif e^ sur la courbe
générale du système, compte pour ^4-'^ unités dans l/intersection
de deux courbes arbitraires du système (s^2, y ] , ^ o ) ; le point
simple Pi compte pour î+j\ (j\^o) dans l ' intersection. Quand l'un
des nombres T] ou/est différent de zéro, cela signifie que l'on a, pour

Ârin. Éc. Nûrm., (3), XUI. — JUILLET 1925. 28
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un point s imp le P par exemple, donné une courbe auxi l ia i re passant
en P, avec laquelle chaque courbe du système admet i+y points
communs réunis en P ; condi t ions analogues pour un po in t mu l t ip l e .
On sait que, par une suite de transformations birationnelles quadra-
tiques, on peut transformer le système l i n é a i r e proposé de courbes C/^
en un autre système l inéaire, où le degré mf n'est peut-être, plus égal
à w, mais où chaque nombre Y], j est nul : cette disposition étant
commode, nous nous y bornerons; néanmoins certaines constructions
auxiliaires nous condu i ron t à étudier des contacts d'ordre arbitraire-
ment élevé, en nombre lui-même arbitrairement élevé.

2. La d i f f icu l té du nouveau problème t ient uniquement à la-
présence des points mult iples . Or la Ihéorie classique de la résiduation
n'est pas présentée sous une forme commode pour ce problème. J'ai
été amené à i n d i q u e r trois perfectionnementssuccessifs du célèbre
théorème du reste, de Brill et Nœther. Ce sera le but du premier
Chapitre, suffisamment court pour que je ne le résume pas ici.

J ' ind iquera i seulement que ce Chapitre spécial constitue à lui seul
un travail d'ensemble, que l'on peut se proposer de développer,
indépendamment de tout autre application (systèmes linéaires de
courbes ou autre applicat ion) . Je montre que l'on peut généraliser la
géométrie algébrique sur une courbe donnée G, en la coupant par des
courbes ayant en chaque point mul t ip le de C une multiplicité soit
supérieure, soit même inférieure à la mul t ip l ic i té adoptée pour les
adjointes ordinaires. On peut en par t icul ier employer des courbes
évitant systématiquement certains po in ts mult iples de C, ayant aux
antres le caractère adjoint classique et cela permet d'attribuer à une
courbe donnée C de ^enre p , inférieur au maximum { - m ~^ ' ï ) ̂ m^~'2.^

w - 2

un genre apparent supér ieur à jo, pouvant prendre les valeurs
correspondant aux points mul t ip les non négligés, pouvant en
part icul ier prendre la valeur apparente Lm^^LL/;^~2). ̂  théorie des
séries complètes, des séries spéciales ou non spéciales, le théorème
de Riemann-Roch, la loi de réciprocité de Brill et Nœther subissent
ainsi une extension précieuse pour de nouvelles études et le théorème
d'Abel l u i - r n ê i n e se trouve avoir son expression analytique généralisée
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par l 'adjonction aux intégrales de première espèce d'intégrales de
seconde et troisième espèce convenablement choisies.

3. Le second et dernier Chapitre est consacré à l'étude des groupes
surabondants complets. Le cas où le groupe comprend un nombre
in fini de points correspond soit au cas d'une seule C^, soit au cas de
courbes toutes décomposées en une portion fixe et une autre portion'
variable qui décrit un système linéaire. Je me bornerai à de très
rapides indicat ions sur ce cas, mais en tin du Chapitre indiquerai les
disposi t ions remarquables que présentent les points multiples d'une
courbe algébrique. Le seul cas vraiment intéressant àé tud ie res t celui
du groupe complet formé d'un, nombre fini de points : le problème
revient alors à étudier la structure du groupe formé par les points
bases d ' u n faisceau et à chercher dans quel cas ce groupe complet, au
lieu d'être irréductible, c'est-à-dire de ne contenir aucun groupe
anormal complet, contient à son intérieur un groupe anormal complet
(lequel peutà son tour être réductible, etc.). Ce problème se subdivise
encore en deux, suivant que le total des points multiples peut être
choisi arbitrairement ou non : on épuise complètement la première
hypolhèse en utilisant une première courbe C,^ circonscrite aux points
multiples et des adjointes d'ordre m — 3 au plus ayant un certain
nombre de points fixes sur la courbe C^ adoptée. Les résultats
essentiels sont les suivants :

a. Le genre effectif de la courbe générale circonscrite à un groupe
de points bases donnés (groupe complet) est celui qui est i nd iqué par
le degré de la courbe et la multiplicité des divers points multiples.

b. Il n'existe, pour le genre o, aucun groupe anormal complet
composé d'un nombre fini de points ; pour le genre i il n'en existe
qu'un, à savoir celui formé par les points bases d'un faisceau et ce
groupe a la surabondance i.

c. Pour le genre/?, la surabondance du total des points bases d'un
faisceau est^. Tout groupe partiel, complet ou incomplet, contenu à
l'intérieur a une surabondance .y, n u l l e ou positive, toujours inférieure
sans égalité à p ; pour obtenir cette surabondance, il suffît de compter
le nombre d'adjointes l inéairement indépendantes contenant les points
bases complémentaires du faisceau.
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CHAPITRE I.
THÉORKME DU KESTE DE BRILL ET NOI^ÏHER.

i. Première extension du théorème du reste. — II^ étant un point
multiple d'ordre ^ d 'une courbe algébrique donnée G, Brill et Nœther
appellent adjointe de C toute courbe A admettant II< avec la mult i -
plicité ? ' , — i an moins (et condit ions analogues pour chaque po in t
mul t ip le ) ; mais au fond, i ls se bornent plus ou moins impl i c i t emen t
à la mu l t i p l i c i t é exacte , ^ — ï . Or, c'est un progrès important de
spécifier l 'ordre exact de II, sur l 'adjointe A : soit î, — ï -+"œ/ cet
ordre, où o^ est un ent ier positif ou n u l , que j'appellerai excès de
multiplicité, ou s implement excès de 11̂  pour l'Adjointe A ; on définira
de même l'excès co en chaque point II.

Je sépare le total G des points , autres que les II, communs à G et A
en deux groupes G' et G'7 (dont l'un peut se composer de zéro po in t ) ;
je conviens d'appeler G7 et G" résiduels l'un de l'autre, avec les excès
respectifs ̂  enïï^ 0)3 en lia, ...; nous verrons, un peu plus bas, la
différence de cette définition et de la définit ion classique. Par G' et G"
je fais passer les adjointes A' et A" pour lesquelles les excès respectifs
sont c^ et CL^ en II,, o^ et o^ en IL, .. ; A7 donne le résiduel y' de,G',
d'excès o^ en ïl^, œ, en 11̂  ..., et A'te résiduel ̂  de G", d'excès ....

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que Y et ^" soient
résiduels V un de Vautre (suivant la nouvelle définition') sont exprimées
par l'ensemble des inégalités

^1 ^ ̂ \ -+- ^ï , C»->2 ̂  ̂  s -+- ^2 ^

Je reprends la démonstration classique, celle par exemple du Traité
de MM. Picard et Simart (t. II, p. 16) et nous verrons qu'il n'y a
aucune modification à lu i apporter, sinon que de spécifier chaque
excès. Il est commode de désigner par la même lettre une courbe
ou le premier membre de son équation algébrique entière. Le poly-
nôme A^A" s'annule en tous les points G' et &"; il admet II, avec la
multiplicité

(li—1-4- (^) -h ( î i—ï-4-a) ï )===^ •+-(^l—Jl+cOl)—I"^-(co /^-^(x) / ;~-(al),
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supérieure ou égale à
^ 4- ( f'i — l + c.h) — l.

Donc, d'après les principes classiques, on peut écrire une identité
- A^EsCT+A^,

où F et cl sont des polynômes entiers. Transportons l'origine en 11̂  et
écrivons les divers polynômes ordonnés par groupes de termes
homogènes de degré croissant

C ==. Ci^c,^^ . . . ,

== a^_i.4.(^+ ^^.O),H- • . . , ^ == ̂ \-i+Q,+ ^i-(-ûi4- • • • îA
A' =a^_i+^;-+- ^\+^ "+- . . . , r ==yx+yx4-i 4-.. - .
A/ == a^.-.i.+.o^ ••+- ai^^ 4- . . . ,

Nous supposons que A et C n'ont aucune branche tangente en II,,
donc que c,^ et â^_i_^ n'ont aucun fac teur commun, donc on a
nécesscîirement

GOl + I2j[ =: ̂ \ + û)^ , 7i == C»)^ -î- ''</{ -4- ^î —— 2 ,

7). < î -+- a^ _ 14. (,) ^ ̂ ^ _ i -[- Q^ == a^ -1 -i- o)^ a^ _ 14- w'[ -

Précisons la différence entre cet énoncé et l'énoncé classique : dans
ce dernier, G/ et G" ne sont résiduels que si tous les excès sont nuls : si
l'on suppose O L ) j ^ > o , rintersection complète de C et A contient
^ o - > i - + - î \ ( ^ — i ) fois le point II, et l'énoncé classique ne retire 11̂
que i\ (î\—i) fois, de sorte que, dans l'intersection ultérieure de C
et A, on a, outre G' et G", encore ^ œ < fols 11̂  i^coa fois lia? . • • ; il
faudrait donc séparer les ^o^ points réunis en II, en deux portions
dont l'une serait ajoutée à G7 et l'autre à G"; on sent le vague de telles
conventions; même précisées, elles offrent l'inconvénient de ne pas
offrir de groupes G' et G" purs de toute compromission avec les points
multiples.

2. Les conventions adoptées ici permettent de tracer sur la
courbe C le diagramme

G^ A G^
A^ A^



222 BERTRAND GA^BIEH.

cA? est elle-même une adjointe; la somme des degrés de A et cA;, la
somme des excès de A et cA? en chaque II est égale à la somme analogue
relative à A! et A".

Indépendamment de l'étude des systèmes linéaires de courbes, il
est bon de donner quelques applications.

Si œ, surpasse co^ -}- œ^ on peut compléter A' par une courbe A'
(non plus nécessairement adjointe) admettant II^ avec la multiplicité
co, -—(CL^ 4-a^), ou supérieure; A" peut se dispenser de passer en
ceux des po in t s II pour lesquels on a co^co'-h œ". On raisonne alors
sur l 'adjointe (A7 •+- A^) et l 'adjointe A", ce qui revient à compléter 7'
par le groupe Y provenant de A'.

Premier exemple. — G, A cubiques ayan t II pour point double,
(i== 2, co == i), se coupant encore en V^ Vg, V;p V^ et V g ; V^ et Va
déterminent oo2 adjointes de degré 2, dont l 'une A' fournit le résiduel
X, Y de V ^ V ' 2 ; de même V ^ V ^ V s déterminent oc^ coniques adjointes
dont l 'une A" fourni t Z, on a o/ == ^ ' t = o. Chacun des 3 points X, Y, Z
peut être pris arbitrairement, de sorte que le procédé signalé ne
pourra rien donner. En effet on prendra pour A7 une droite fournissant
un point T arbitraire : X, Y, Z, T sont sur une même conique adjointe,
résultât banal . L'insuccès dans ce cas particulier t ient à une raison
profonde, à savoir que la courbe étudiée est unicursale.

Deuxième exemple. — G, A quart iques ayant II pour po in t doub le ,
( ^ = = 2 , ù)==i) , se coupant en Q,, Q,, Q,, Q, et R ^ R , , . . . , R,.
Supposons que les Q ne soient pas en l igne droite, ou encore ne
présentent pas la configuration suivante : Q ^ , Q^ alignés avec II, de
même Q^Çh alignés avec II. Supposons que les 8 R ne soient pas
avec II bases d'un faisceau de cubiques, ou encore ne soient pas avec II
sur une mcroe cubique dont II serait point double (^ ) . Donc II et
les Q déterminent une seule conique adjoin te A' et le résiduel q^ q^\

( 1 ) Si l'âne des dispositions signalées était vérifiée, il suffirait d'un changement do
noiïi pour les 1 2 points Q, R pour éviter cette disposition. Nous verrons, comme appli-
cation des perfectionnements ultérieurs du théorème du reste, les propriétés spéciales
aux dispositions critiques ainsi écartées*
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on a o/^o. De même II et les R déterminent une seule cubique
adjointe A'7 et, le résiduel r^ r^\ on a.oo'^ o. Choisissons pour .V une
droite issue de II, donnant deux points .y, , ^ Le théorème du reste
nous prouve que q^ q^ r , , 7^, s^ ^ sont sur u n e même conique J.
adjointe, avec û = = o ; II, ^, ^ étant en ligne droite, cot te con ique ^
se décompose, et puisque ïls^s^ est une droite arbitraire issue de II
tandis que y^ q^ r^ r.^ sont/^.9, les quatre po in t s y , , ^, r^ î\ sont
sur une même droite : c'est une propriété importante qui ne fait
intervenir que les deux groupes -f et y" de l 'énoncé général.

Troisième exemple. — C et A septiques ayant II:,, IL, . . . , I In pour
points doubles, (i'== 2, 03 == i), se coupant en V i , V ^ V 3 , V,, ¥5. Les
points H, Vi, V^ définissent ce/ quart iques (j'écarte, le cas du réseau);
l 'une, A', fournit le résiduel (h, CL, Qa, Q, dont l'un des points, au
moins, est variable ; les II et ¥3, V,, V, définissent une quart ique A"
(j'écarte le cas du faisceau) et le résiduel R , , IL, R:î. On a oj' == c^zzzo ;
Â^ sera, par exemple, une quar t ique du système l inéaire co3 défini par
les II; elle coupe G en U, , U,, . . . , Uc.. Les i3 points Q, R, U sont sur
une même quintiqu.e adjointe, avec £i=o; en faisant varier les U
qui engendrent une série ̂ , on voit que les 18 points simples Q, R, II
définissent co3 quintiques et par suite forment un groupe de surabon-
dance t pour le degré 5. Cette propriété, si intéressante qu'elle soit,
est moins in tu i t ive que précédemment et ici on u t i l i se non seulement
les groupes y, ^ ^'l0 l 'énoncé général, mais encore le groupe des
points multiples.

3. Dès maintenant remarquons que si C est de genre o, elle n'r"
aucune ad jo in te d'ordre m — 3 ou inférieur et c'est pour cela que les
courbes unicursales ne pourront fourni r de groupe surabondant
( j ' en tends par là qu'il s'agit de p o i n t s bases définissant un système de
courbes toutes unicursales : par exemple donner, pour le degré m, un
point II mult iple d'ordre m — i , et un certain nombre de points
simples). Si C est de genre i, elle n'admet, au degré m — 3, qu'une
adjointe a, ne la coupant qu'aux points mul t ip les ; si G", G\ y', Y
sont les groupes définis plus haut, y et Y sont toujours résiduels l'un
de l'autre : en effet au cas ou il y a des différences co — ^co' -+- o^) qui
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sont positives, si M est la plus grande, i l n'y a qu'à prendre pour A7

la courbe a comptée M fois, et cela fixe les excès en chaque point
mult iple II pour les groupes résiduels y', y".

•

4. Deuxième extension du théorème du reste. — Supposons que la
courbe A ait en un ou p lus ieurs p o i n t II une mul t ip l ic i té déficitaire, à
la r igueur nul le : la mult ipl ic i té de II, est, par exemple, i, — i -4- o -> i ,
où oui est cette fois négatif (0)1^1 — ^). Il est commode de conserver
le nom d'excès pour cet entier co^ ; chaque excès pourra donc être
positif ou négatif; dès qu 'un seul est négatif, la courbe A n'est plus
une adjointe. Nous opérons comme plus haut pour le total G des
points, autres que les II, communs à C et A; on opère la séparation
G -== G7-!- G" et l'on utilise des courbes A/, A" adjointes ou non , issues
de G' ou G", donnan t les groupes y' et y"; nous considérons encore les
excès où, a)', (^" des courbes A, A', A" en un même point II.

Les inégalités

^l^l+^ï GÔ2 =^4 •+-(Jl)^ * • • '

expriment encore les conditions nécessaires et suffisantes pour que les
groupes y7, y" soient sur une même adjointe c/l : le degré et les excès
de JL s) obtiennent par la même règle que vlus haut.

La démonstration ne subit aucune modif icat ion, car elle est basée
sur ce fait que, si en chaque point commun à C et A on a

(iï—î-}-u\) -h(^~i-^-œï)^Zi 4-(^—.i- j -c»Ji)--r ,

on peut écrire
(i) A'A^ rc -4- A^, G), -+- ̂  = u\ + ̂ [,
et alors non seulement r et ̂  existent, mais et est une adjointe.

5. Troisième extension du théorème du reste. — Cette extension sera
très utile pour l 'étude des groupes surabondants. Supposons qu'en H^
le déficit de A soit égal au maximum : co, = i — ^ , et A ne passe pas
en n< ; dans ce cas, pour pouvoir écrire l ' identi té (i) on n'a pas
besoin de l ' inégali té o;», == i — ^ $^ + c^ ; on peut avoir l 'inégalité de
sens contraire (mais ceci empêche alors ol d^être une adjointe).
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Pour que la courbe 4, existe (seins être peut-être une adjointe) el
coupe C, en dehors de certains points mullipleSy uniquement suivant le
total Y + Y\ il est nécessaire el suffisant qu'en chaque point multiple II
effectivement situé sur A. on ait Vinégcdité a) 5 co" -4-- o/' ; le degré de ^ et
les excès de JL se calculent comme plus haut ^ soit aux points II situés sur A^
soit aux points II non situés sur A.

Ainsi si C est une quartique avec un point double II unique,
coupons-la par une droite C\ ne passant pas en II (03 == —• i) et soient
q ^ q ^ r ^ r ^ les points d ' intersect ion; par q ^ c / ^ faisons passer une
conique (^ évi tant n ( a / = = — ï), donnant les points Q,, Qa, • • • ? QG î
par rira faisons passer une cubique 63 évitant IlÇw' == — i), donnant
les points R , , . . . , R , o : les points Q, R sont sur une quartique C, ne
contenant pas II. Si 'au contra i re Ça et €3 con t i ennen t II comme point
simple, OL/=:û/7^ o, on a 4 "points Q et <S poinis R seulement situés
sur une quart ique C, ayant II pour /po in t double. Cest la réciproque
du second, exemple du paragraphe 2.

6. Autre applicat ion : parmi, les mp po in t s communs à une C/,, et
une C,, données, supposons q u e qp, supposés d'abord simples, soient
sur une C,p où. q < m\ les (m — q ) p restants sont sur une courbe C^-q-
Cetle proposi t ion demande, quand €//„ C^ C^ oni des p o i n t s mul t ip les
communs^ certaines précautions. La démonstrat ion résuite de
l ' ident i té , assurée par les hypothèses,

C^ ̂  { j p G,/;__^ -4- LiyL.^.^-r/

('si p est supérieur à m on doit remplacer C^-p par zéro et si p = m,
G^ est une constante). La courbe C/^ doit admettre comme point
multiple d'ordre i tout po in t mu l t i p l e commun à C^ et C// et d'ordre i
sur chacune, non situé sur C^ si Cy contient ce point comme point
s imple, C,n-.q ne l 'admet plus qu'avec la mul t ip l ic i té i — i. Mais si C'̂
et C. ont un point multiple commun, d'ordre i sur Cp, j sur C^, il
faudra que C,/, admette ce point au moins au degré i 4-7 — i pour être
certain de pouvoir, quel que soit le cas, appliquer le théorème sans
erreur.
„• Ainsi p lus haut, nous avons rencontré cette proposition : si deux
quartiques C.,, A ont un point double commun II et quatre autres

Ànn. Éc. Norm., (3) , XLÏÏ. — AOL'T 1925. 29
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points Qi, Qa, Qa, Q; simples communs, alignés sur une droite C^ les
huit autres points communs 1 ,̂, Ry, ..., Ils sont sur une cubique €3
ayant II pour point double : cela résulte de la propriété démontrée à
l ' instant. La réciproque est vraie, niais, en quelque sorte, accidentel-
lement : si €4 et Cg sont une quartique et une cubique ayant un point
double II commun et .huit autres points simples R^ Ka? . . . ? B - 8
communs, toute quartique A, contenant B^ IL, ... , Rg comme points
simples et II pour point double, coupe encore €4 en quatre points
Q i , Q 2 ? Q 3 ? ( L en ligne droite. Nous constatons bien que sur les
16 po in t s communs à CL, et A, il y en a 12 situés sur €3 et A, mais 4
sur ces 12 proviennent d'un po in t mul t ip le d'ordre 2 sur ,63 et A, que
C,, contient au degré 2 et non 3; il. y a d o n c ' l i e u d'une démonstration
directe : nous menons par II une droite A arbitraire et traçons sur €4
le diagramme

'RiRg .. . Hg cubique 63 (o) == i) ô

A(û / :=^ i ) ' ' droite (c^^ro)

QiQ2Q3Q4 conique (S2=:o) f\ f\

Le théorème du reste (première extension) nous prouve l'existence
d'une conique, con tenan t Qi, Q,>, Q;}, Q,, et les 3 points II, r^ r^
situés sur une droite variable : donc les 4 po in t s Q sont bien sur une
droite.

Supposons ma in tenan t que les deux quart iques C^ , A, qui ont II
comme point double commun, se coupent en 8 po in t s K^ .R^, . . . , Kg
bases avec II d'un faisceau de /cub iques : le théorème de la résiduation
appliqué à deux cubiques €3, Cg de ce faisceau et à la courbe G,,, qui
cont ient leurs 9 points communs, prouve que les 3 nouveaux points .II,
r^ r^ communs à 64 et (^ sont en ligne droite; le diagramme tracé
sur C,,

RI R^. . . Rg cubique €3 (G) == o) /•i r^
quarlique A^ == i) droite adjointe ((T/^ o)

QiQaQgQ^. conique (^ -==: i) o

prouve, en vertu de la première extension du théorème du reste que
les 4 Q sont sur une conique ayant II pour point double : Qi et Q^
par exemple, sont alignés avec II et de même Q:i et Q/,. Si maintenant
on part de l'hypothèse : C^ et la quartique A ont le point double II
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•commun, deux points Q, et Qa communs alignés avec II, deux autres
points Q:î et Q,. alignés avec II, on about i t à la conclusion que
R i , .. ̂  Rg sont, avec II, bases d'un faisceau de cubiques : en effet on
mène par II u n e droite arbi t ra i re , et le diagramme précédent, lu de
bas en haut , prouve, toujours en vertu de la première extens ion du
théorème du reste, que R i , . . . , . I R . 8 sont avec II sur une cubique
contenant r^\>; en faisant pivoter la droite IIr^r, autour de FI on
prouve l'existence du faisceau de cubiques.

7.- Je cite un exemple propre avec le précédent à bien montrer le
sens qu'il faut at tr ibuer au mot nécessaire dans les extensions du
théorème du reste : la conf igurat ion annoncée peut se produire , drms
certains cas., même si les cond i t ions prétendues nécessaires ne sont pas
réalisées; mais il est n é a n m o i n s nécessaire que -ces condit ions soient
réalisées si l'on veut pouvoir affirmer, sauf vérification spéciale, que
la conf igura t ion est réalisée.

Ainsi, deux quin t iques €5 et Cg sont supposées avoir en commun
cinq points doub les ; la conique circonscrite à ces cinq points, comptée
deux fois, peut être considérée comme une quartique, dégénérée,
contenant 20 intersections de G;., et C^. M-ais on ne peut en conclure
que tes cinq points complémentaires de Fintersect ion sont en ligne
droite; d 'ai l leurs on peut prendre arbitrairement quatre des points
complémentaires, et Fon a ainsi un faisceau de qu in t iques mettant la
proposition en défaut.

8. Voici une autre appl ica t ion : 4 points doubles II,, IL, II;,, 11̂
pris an hasard, -^ po in ts s imples P, , î\, Py, P,,, Pi, en ligne droite
dé te rminen t co3 qu in t iques Deux d'entre e l les ' se coupent encore en
4 poinis Q,; Q^ Qa, Q.. s i tués , d'après la théorie de la résidnation,
sur une quar t ique ayant les II comme points doubles : cette quartique
se décompose donc en deux coniques : Q^ et Q.j par exemple sont sur
une même conique avec les II, Q;$ et Qr, sur u n e autre*

De même deux quart iques C.,, C^ ayant un, point double commun 11
et deux points simples P ^ P ^ sur une droite D avec II réalisent les
condi t ions voulues pour écrire

Q = C o C - i - D C ,
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de sorte que les 10 points complémentaires de l ' in tersect ion sont sur
une cubique C;>, contenant 11 comme p o i n t s imple : avec le langage un
peu vague cité plus haut on peut dire que D n ' en lève II que deux fois
dans r ' intersection de C/, et C^ et que 63 l 'enlève les deux fois
complémentaires.

9. Genre apparent d'une courbe. Séries complètes^ spéciales ou non,
Théorème de Riemann-Roch ; loi de réciprocité de Briil et Noetlier, Théorème
d ' A b e l . — Une courbe C de genre effectif p peut se comporter au po in t
de vue des séries^ découpées sur elle par les courbes d'un système
linéaire comme une courbe de genre apparent supérieur à p. Si les
courbes du système l i néa i r e n 'ont a u c u n p o i n t f ixe coïncidant avec un

• i 1 ^ * 1 Ï ,0 î < 1 ^ ( tn —— ' ) ( Ht —— îî ) .poin t mul t ip le de (^ le genre apparent de L sera -—-——————; dans
tous les cas le genre apparent de G se réduira à ce lu i fixé p a r l e s po in t s
mult iples de C par lesquels passeront toutes les courbes du système
linéaire. Le théorème du reste, général isé pour les m u l t i p l i c i t é s
déficitaires permet de recommencer une théorie des séries l i néa i r e s
de groupes de points, spéciales ou non spéciales:, complètes ou. non,
où ne figure que le genre apparent : il suff i t en eilefc de raisonner
avec les courbes que l'on p o u r r a i t appeler quasi adjointes, se
comportant , pour les points mul t ip les conservés, comme les adjointes
proprement dites, tandis qu'elles év i t en t les points mul t ip les délaissés.
D'ailleurs pour les points mul t ip les conservés, i l y au ra i t l ieu, le cas
échéant, d 'appliquer les trois général isat ions du théorème du reste.

Le théorème de Riemann-Roch et la loi de réciprocité de Brill et
Nœther s 'appl iqueraient donc aux quas i ad jo in tes , pour les points
mul t ip l e s conservés.

Je ne veux pas développer davantage ces indications, car elles
n 'auront pas à. intervenir pour l 'étude des groupes de points
surabondants. Je citerai un cas classique d 'appl ica t ion-des propriétés
énoncées ici :

Le théorème d'Abel fournit , pour nue courbe algébrique C de genre
effectif p y p relations transcendantes entre les points qui. constituent
l ' in tersec t ion complète de cette courbe C avec une courbe mobile F;
ces relations font intervenir les p intégrales de première espèce
attachées à la courbe. Quand la courbe mobile F évite de passer par
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cer ta ins points multiples, on peut obtenir non seulement ces jo rela-
t ions transcendantes, mais en réali té p' — p complémentaires, où
p ' est le genre apparent calculé avec les points multiples de C que T,
au cours de sa var ia t ion , doit conteni r ; ces relations font intervenir
des intégrales abé l iennes de seconde et troisième espèce»

Ainsi Sophus Lie a remarqué que;, pour l'espace à trois dimensions,
les surfaces de t rans la t ion , qui portent son nom, ont leur existence
assurée par l 'application du théorème d'Abel aux 4 points variables
où une quar t ique plane donnée est coupée par une droite mobile : on
obt ient en effet trois re la t ions , dont une est surabondante, entre les
,4 po in t s d ' intersect ion; ce nombre iroù est le genre soit effectif,
soit apparent de la quar t ique . Si la quart ique n'a aucun point doub le ,
les relations s 'ob t i ennen t avec les intégrales de 'première espèce; si la
quar t ique a deux points doubles, il faut prendre l 'intégrale unique de
première espèce, l ' in tégrale de seconde espèce et une in t ég ra l e de
trois ième espèce ; le fa i t remarquable d 'a i l leurs est que^ si /'(•^, y) === o
est. l ' équa t ion de la quar t ique , i l suff i t de poser

rxdx r y d x rdx
X =:!——., \ -= 1 ——, Z _ l —,

J J y J J i l J J II

pour que les équations suivantes (où les intégrales ont pour l imite
supérieure les points d'intersection avec une droite variable, pour
l i în i t e infér ieure les points d ' intersection avec une droite iixe).

X^ 4- Xa 4- X.3 4- X,, = o,
Y,4-Yo4-Y34-Y4=:o ,
Zi 4- Za 4- Za 4- Z;,, == o

traduisent les deux rnodes^ de génération de la surface, sans avoir
besoin de spécifier le genre effectif de l 'équat ion / (^ ,y)==o; les
genres effectifs 3, 2, i donnen t des surfaces toutes transcendantes et
le genre o permet d'obtenir des surfaces algébriques.

CHAPITRE II.
SYSTEMES LI 'NÉÀIU.ES DE COURBES ALOÉBRIQUES.

L Groupes complets formés d'un nombre injini ou fi/a de points. —-
Nous avons convenu d'opérer éventuellement certaines transformations
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quadratiques birat ionnel les de façon que chaque point s imple ne
compte plus que pour un dans l ' intersection et chaque point mul t ip le
pourr' , carré de sa m u l t i p l i c i t é / s u r chaque courbe du système.

Un groupe de points bases donné fourn i t un certain nombre de
conditions linéaires entre les coefficients de l 'équation ponctuelle de
la courbe C/^; on sait éva lue r le nombre de conditions dùlinctes : si ce

î ^ ' • , W ( W 4- 3 ) . 1 . * î • T i ' » • î A. ' 8 'nombre est supérieur a —-———-3 il y a impossibi l i té ; s il est égal a
/ ^C /n -4 -3 ) ., , , » . s , , , x m ( m - ^ 3 ) .,—-———-y û y a une seule courbe; s il est égal a —-———- — r •— i, il
y a un système ce7''4"1, l inéaire, de courbes C^ circonscrites aux points
bases; on saura trouver tous les poin ts , v i r tue l s , s'il y en a, communs
aux courbes du sysième et la mul t ip l ic i té exacte, des points bases; on
est donc ramené à u n groupe complet^ formé de points multiples
IT.I, Us, . . . y If/,, d'ordre respectif i^ ^, ..., 4? e^ d6 points s imples
P ^ P ^ , ..., P/,. Un nombre infini de points correspond au cas d 'une
seule C,^ ou d'un système linéaire dont toutes les courbes ont une
partie fixe commune de décomposit ion. Nous nous attacherons surtout
aux groupes complets formés d'un nombre fini de points.

La différence
•^k^y^^-W^^r^.]^ 2 L 2 ' J

est la surabondance, positive ou nu l l e , du groupe de points, supposé
définissant un système a;7'4'1.

Si l'on n'est pas dans le cas d ' impossibi l i té ou d^une seule C,//,, et si
le total h 4- î.i2 du groupe (complet ou non) est égal à m2^ on ne peut
avoir qu 'un faisceau-y sauf le cas où toutes les courbes du système se
décomposeraient, avec une portion fixe ou sans portion jixe. En effet,
nous supposons qu'il y a au moins.deux courbes C/^, C^ l inéairement
distinctes, de sorte que le faisceau
( î ) C^+ÀC^=o

donne bien des courbes admettant chaque point avec la multiplicité
voulue : si c'est l 'équation générale, la discussion est terminée et l'on
a bien un faisceau; si ce n'est, pas l 'équation générale, on a un système
linéaire
(2) U^-4- ̂ C^^...+^CÎi^o,
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où (JL est un entier ^2 : mais alors toutes les courbes du système se
décomposent; sur l 'une quelconque r, prenons un point A arbitraire :
il existe cc1^"1 courbes du système passant en A et, puisqu'elles ont un
total d'intersections déjà connues égal à n'r -4- ï , elles se décomposent
avec une partie commune, donc r est bien une courbe décomposée.
Deux circonstances distinctes peuvent se produire : ou bien toutes les
courbes du système co^ étudié ont une partie fixe commune, circons-
tance que l'on peut prévoir plus ou moins aisément a priori comme je
l'ai expliqué dans mon précédent Mémoire et que je me contente de
signaler ici , ou bien l 'équation (2) est de la forme

(3) X^+X^-17,+...+A^==o,

où 7 et y, sont deux courbes données de degré ^; l'équation (3)
représente donc u n e courbe formée de ;x courbes dis t inctes de degré —
dont chacune appartient au faisceau (y^ y^ ) . On constate aisément
que si un système linéaire co^'de courbes €„, se compose de courbes
toutes décomposables, sans qu'il y a i t une port ion fixe commune à
toutes les courbes du système, l/équation de ce système est de la
forme (3).

Ainsi, supposons que deux courbes C^ €„, données, avec/-?<;w
sans égalité, se coupent en mp points simples; donner ces mp points
comme points bases d'ordre 2 pour le degré m+p l ivre le système
,. , . ^ ( m — p -(- i ) ( ni — p ~i- 2 ) ^ , il inéaire a -——-1—————-——- paramètres non homogènes

C^ ( C^ G,/;»-^ •4- \-i,it ) 3^ 0,

C,/,-n étant une courbe arbitraire de degré m—?', en effet la courbe Cp
a, avec chaque courbe inconnue, ^pm intersections, nombre
surpassante (m-h^)); la surabondance du groupe est, pour le degré
m-\- p , égale àp(w — 3) -h ï , en supposant m S 3.

Prenons les m1 points, supposés simples, communs à deux courbes
C,,,, C^ donnés et imposons-les, avec la multiplicité p, à des courbes

. inconnues de degré mp : toutes ces courbes se décomposent en
p courbes du faisceau (C^, C^); car si l'on considère sur l 'une d'elles
un point A, la courbe du faisceau (C^, C^) passant en A a déjà
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m^p + i intersections avec elle. La surabondance se calculera donc
par la relation

p+^P^^Û^^l!!^^
• 2 2

d'où
_ (m —i) (m— 2)

s • ~ ~ ~ p — — — — — 3 "

Ainsi en supposant m = = = 4 ? / ? = = 2 , les 16 points d'intersection,
simples, de deux C,, et C^ définissent des octiqnes, les admet t an t
comme points doubles, toutes décomposées en deux quartiques
arbitraires du faisceau (C,,^ (7;); la surabondance étant 6, en générale
toutes les octiques, qui admet ten t i4 d 'entre eux comme points
doubles,admettent aussi les deux derniers comme points doubles et
se décomposent ; mais il y a un cas d'exception, c'est ce lu i , où les
i4 points prélevés, pris avec la multiplicité 2 au degré 8, au lieu de
former un groupe normal incomplet forment un groupe anormal
complet : nous verrons plus tard qu'en prenant sur une droite (^ deux
points P', P^ arbitraires, puis en cons t ru i san t une première quar-
tique r,. tangente à C, en P' et P^ et ensui te une seconde quartique T\
issue de P' et P" sans y toucher C^ les 14 points d ' intersect ion complé-
mentaires P^ P^, ..., P i / , du faisceau (F,,, 1 )̂ o n t la surabondance i
pour les octiques don t ils sont po in t s doubles; ces octiques forment
donc un système l i n é a i r e co3 contenant en pa r t i cu l i e r les octiques
décomposées du système ^2 d'équation r;; 4- Arj'^ 4- p-r^ == o, mais
en contenant d 'autres non décomposées, ne passant ni. en P' n i en P".

2. Structure des points bases d'un faisceau. — Fécar'te désormais le
cas d 'une C^ unique, d 'un système linéaire de C,,, toutes décomposées
(que les morceaux de décomposit ion so ient tous variables ou que l 'un
soit fixe).

Nous nous rappellerons que la courbe générale d\in système linéaire
irréductible ne peut avoir de point s ingul ier mobile, de sorte que le
genre effectif'de cette courbe est celui qui est fixé par les points
multiples du groupe de points bases, groupe supposé complet

• Les groupes complets que nous étudions maintenant sont donc
contenus dans le groupe complet formé par tous les points bases d'un
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faisceau et tout revient à déterminer la surabondance de ce groupe
fondamental et à chercher ensuite dans quel cas particulier • ce
groupe contient lui-même des'groupes anormaux complets. Je dois
renvoyer le lecteur à mon précédent Mémoire (début du Chapitre I)
pour tout ce qui concerne cette not ion philosophique de stmcture'et
d 'emboî tement successif de groupes anormaux-complets les uns dans
les autres.

Pour le total des points bases d'un faisceau on a

h -+- ^i'2^: 77i2,
; i ( i -h i ) _ m ( m -}- 3 )'-r • ï -4- s,

d'où par sa soustraction

m'1 — 3 m 4- 2 î i ( i •
^ 2

La surabondance^ pour le degré m, cF'un groupe clé points bases d'un
faisceau est égale au genre de /a courbe la plus générale de ce faisceau.

Un g r o u p e ' p a r t i e l , complet ou non , contenu dans celui-là, a une
surabondance, positive ou nul le , inférieure, sans égalité au genre.

Pour les courbes unicurscdes^ il ny pas de groupe anormal (s inon les
groupes déi în issant une seule courbe unicursale, mais nous ne, nous
occupons plus de tels groupes). De même, avec la même restr ict ion,
pour les courbes de genre 1 il ny a quun groupe anormale d'ailleurs
complet., foi me par les points bases d'un faisceau.

3. Pour chaque degré et chaque genre, il y à deux cas à dist inguer
suivant que le total des points mul t ip les 11̂  lia, ..., IL peut être ou
non pris arbi t ra i rement; s'il le peut , il est normal, complet; dans ce
cas, les points d'intersection P^ P^, . . . . Pu de deux courbes C^, G;,,
admettant les 11 avec la mul t ip l ic i té ind iquée forment, avec les II, un
groupe de surabondance^; si les deux courbes G,,,, C^ sont prises au
hasard, les p points surabondants peuvent être pris au hasard
parmi Pi , Pg. • • • ? PH? c'est-à-dire qu'en retirant au hasard succès"
sivement ï , 2, . . * , p — i points on obtient un groupe anormal
incomplet de surabondance décroissante ? — i, p — 2, ..., ï ; en reti"

Ann. Éc. Norm., (3), XLII. - AOUT 192,5. 3o
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rant, encore an hasard, un p1^6 point, il reste un groupe normal
incomplet et jamais , il n'arrive •qu'au cours de ces opérations succes-
sives on obtienne un groupe complet. Nous allons ma in t enan t opérer
de façon à obtenir un faisceau (C^ C/;,) où le choix des p points
surabondants ne peut être fa i t qu'avec tact et où l 'on peut trouver un
groupe anormal complet P^ P ^ , . . . , P/, (toujours associé aux H) com-
pris à l ' intérieur de P^ Pa, .. ', Pu. Je rappelle qu'on a supposé pouvoir
choisir les II arbitrairement, de sorte que h n^est pas nul et est même
suff isamment supérieur à la surabondance du groupe 11^ Il^y . . . 5
ÏI^ P^ P ^ , . . . , P^. Les courbes circonscrites à ce groupe forment un
système oo7'"1^ et Fon a

(Q
ni ( m, -4- 3 ) ^ /( / 4- t ),.+,=—^—._>,-__s—-^

p == m'2 — li i^ — h,

v étant le nombre des points variables communs à ! deux courbes'du
système. Nous choisissons une courbe C/^, r/uc/conyue, de ce système.,
donc de genre

P
(m—i)(m—2) Ï i ( i—i)

2 à

les autres courbes du système découpent sur G,^ une série linéaire de
groupes de points g'[. et l'on a, d'après (r), l 'égalité fondamentale
(2 ) ^-^r=p—^

Le théorème de Riemann-Koch nous apprend aussitôt que la sura-
bondance s(s^o) est le nombre d'adjointes linéairement indépendantes
(Tordre m — 3 passant par un groupe de la série.

Celte égalité (2) permettrait d'ailleurs de reconstituer tout ce qui a
é t é d i t p o u r p = = o o u j ? = = ï ,

4. Construction des groupes anormaux, — Nous savons que p == o,
p == i n'ont pas à être étudiés. Nous supposons? ? 2^ ;> o. La série g^
peut être découpée sur C^ par un système linéaire d'adjointes y^
d'ordre m — 3 au plus, soit exactement à =-= m—3 — S, ayant exacte-
ment y points fixes situés sur C^ (si ces adjointes ont des points fixes
en dehors de la courbe C^, ces points n'ont pas à intervenir dans nos
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' raisonnements). On a

' ( m(m — 3 — ô) •=. ï i { i — i ) -r-/4- r,
^ ^2 — 3 ̂  _^ 3 — 2p -==z^i(i — i ),

d'où, par soustraction,

(4) 2/?--2 ==/-4-t'-h W <?.

La première égalité (3) prouve que l 'on a
o $ v S //A <a? — 2 z'( i —. i ),

de sorte que Pégalité
h ̂ •m"-— 2^— i-'

donne
(5) • 3m—ïi^/n{fn—d)--îi^k•;:,n•l2---^lî.. .

Ici, puisque les points 11 peuvent être pris arbitrairement, on a
o <^ s <^ h, do n c a fortiori S i2 <^ m2.

Supposons marqués sur C^ les/points fixes F^ F^ . . . , Fy; ces points
simples, joints à n, d'ordre ^ — ï , IL d'ordre ?'â —• i , ..., sont supposés
définir un système linéaire r^ de courbes y^ variables Çd en t ie r fixe au
plus égal à m—3), coupant Cm en p points tous variables (sinon les
points fixes seraient réunis aux F); par un groupe Y,, Va, ..., V^, de
cette série (points simples) et les II (avec la mult ipl ici té donnée
pour €/„) passe déjà une courbe de degré m, à savoir G/,,, : supposons
q^Uy en au une aulre, ne contenant aucun F; cette courbe détermine
sur G,,, un groupe d e - p o i n t s P^ 1\, . . . » P/, résiduels des V ( l e raison-
nement fai t ici subsiste même au cas où h serait,nul, c'est-à-dire où
les II à eux seuls formeraient un groupe anormal complet; les II
n'auraient pu être choisis arbitrairement, mais une fois obtenu un tel
groupe? le raisonnement fait en ce moment s'appliquerait, même
pour h --=- o). Il s'agit de montrer que le groupe^ P, II est surabondant
pour le degré m. En effet, y , /é tant une autre adjointe issue des F,
nous aurons sur G///, le diagramme

F y, V

70 ^rn

V (Z, P
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et les^condi t ions voulues pour appliquer le Ih.éorrrne du. reste
(première extension) sont remplies : ̂  et y;/ d o n n e n i pou r chaque ïl
un excès n u l et C;, l'excès i. Les courbes €;„ forment donc b ien un
système co7"4-1 et l'on a

z'(^-+-i) _ m ( m -h- 3 )
a "~~ 2

( i — î } l _ _ d{d-+-3)

h -+- r -h i 4- V
(6)

ff-^r 4-^^——^^^^3) 4-.,
puis
( ^ ) . p+p-}-^2 =^, 1 •

1 /-+- ^ 4- ^(/— i ) ==w. ^,

cr dés ignan t la su rabondance du groupe (F, II) pour le degré cl (les F
étant simples et chaque 1:1 ayant pour y^ la mu l t ip l i c i t é i - i au l ieu
de isur C^). Deux soustractions évidentes d o n n e n t

m (m -j- 3) d{d -+-- 3 'h—/4- r+i-/:
(8) 'tl / _ - - — — — - — — — — , — — — — - — — — — — — — 4 - . - C T ,

fi —y „.)„ ^ ^ -^ ̂  ç ̂  — d ) ,

d'où résulte, par une nouvelle soustraction,

(9.) ^=^+(m^^^I^/trl^^
2

Le groupe (P, H) ̂  ̂ c effectivement surabondant et la formule est
la même que dans le cas des point.-! hases tous simples. Tout est flonc
ramené à déterminer des courbes ̂  variables et l'on doit se rappeler
l ' inégalité

o $/:; a/? — a ~ /»/o.

Les constructions à effectuer conduisent^ de nombreuses remarques,
analogues à celles que j'ai données au précédent iMémoire; mais il y a
deux difficultés spéciales au cas des points bases multiples; ' la
première est la suivante : a-ton pu marquer les H arbitrairement dans
le plan vierge? La seconde est la suivante : les II ayant été marqués
(arbitrairement si c'est possible, avec certaines précautions si c'est,
nécessaire), -la construction de ce paragraphe réussit pourvu que le
groupe V, H (V simples. II multiples comme sur G,,;) définisse une
courbe G,, distincte de €„„ ne contenant pas tous les F.
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5. Exemple m = 4, p = 2. Étude (F une surface unicursale de degré 4.
— L'exemple le plus simple s'obtient, pourp = 2, m = 4 î on a néces-
sairement d == ï , f=0y d'où le tableau

m =r 4 p •==- 2 II double

F a Y P r s
droite o o a 10 i î

Ici la théorie de la résiduation prouve que les 10 points P et le
point II sont sur une même cubique €3, dont II est point simple, car
II et V^ V^ sont sur une même droite C, (Chap. I, 6). Un procédé
commode pour retrouver un tel résultât consiste à remarquer que le
système II, P, V (II double) détermine un faisceau de quar t iques : la
quartique qui passe en un point de la droi te IIV/V^ se décompose
nécessairement en1 la droite H V ^ V ^ et une cubique 63 admettant H
comme point simple.

Il suffit donc pour obtenir le groupe P, II de couper une cubique €3
arbi t raire par une quartique C,. ayant un point II de C^ pour po in t
double. Ceci prouve aussi que l'on peut se donner arbitrairement
II, t\, t\, . . . , Ps; ils déterminent, en général, une seule cubique 63
et sur cette cubique C;,, les quartiques du système linéaire co3 définies
par II double et P^ ... 5 Pg simples découpent une série l inéaire g[ de
couples de points P7, P" que l'on peut associer aux précédents pour
obtenir notre groupe surabondant.

Le cas m == 4» P =2 n^ donne absolument rien autre que ce
groupe. Appl iquons ce résultat à l'étude de la surface S, unicursale,
dont les sections planes ont pour images les quartiques circonscrites
à un point II double et à 8 points simples Pi , P^ ..., Pg-

Je me débarrasse immédiatement du cas singulier où II, P ^ , . . . , Pg
sont bases d'un faisceau de cubiques : le raisonnement qui a été fait à
l ' i n s tan t prouve que sur n ' importe que l le cubique de ce faisceau les
quarfciques découpent u n e série g1^ de sorte qu^imposer un point P'
arbitraire à l'une de ces quart iques l'oblige à passer par le point P"
homologue de P^ sur la cubique du faisceau passant en P'. La corres-
pondance entre P7 et P" est alors u n e correspondance involutive
birationnelle et la surface S est de degré 2. On le voit d'ailleurs très
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s implement en prenant II pour origine et prenant, deux cubiques
quelconques Cg, C/ç passant à l'origine; le système co3 de quartiqiies
admettra comme quartiques de bases

.-yCs, ^C^, y €3, jCg,

et les équations paramétriques de S
x — Y — z — JL
"̂C; - jC; — ïCT ~ yT^ •

donnent l 'équafcioîi de 2
XT=:YZ.

Cette quadr ique se trouve représentée d 'une façon impropre sur le
plan (.z",y); a u - p o i n t (i, X, ;j-, X;j-) de la quadrique correspond le
couple PS P" défini par les équations

y_^ c!^ ,
ff '-^3

Cela revient à couper les cubiques d'un faisceau par une sécante
arbitraire issue de l 'uni des points .bases. Ce genre de / représenta t ion
impropre revient souvent dans l 'étude des groupes surabondants
possédant des points multiples.

6. Soit ma in tenan t le cas normal où II, ï\, . . . , Pg. déf inissent une
seule cubique G;î, que nous supposons non dégénérée. Nous mettons
l'origine en 11; les quartiques de base seront ^€3, jG;^ C,., C.̂  La
surface S, de degré 4? a- pour équations paramétriques

^ . ^L-^L^L^L
^€3 y Ça '"" -G,, ~ C,̂

et à la cubique Cg correspond sur E une droite double A(X == Y --== o).
La surface 'en question a été étudiée par . CLEBSCII, Mathernatùche
Annalen, t. I, 1869, p. 253-3i6. Le procédé par lequel je démontrerai
qu'inversement toute surface S< de degré 4- ' possédant une droite
double Aest unicursa le et susceptible de la représentation ( i ) est plus
simple que celui de Clebscli.

En effet la surface la plus générale S^ de degré 4? ayant une
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droite A double unique, a pour équation en prenant A comme axe OZ

(2) . X V \ X , Y , Z ) 4 ~ X Y © ( X , Y , Z ) - h Y ^ ( X , Y , Z ) = o ,

où y, y, ' b sont les premiers membres des équations de trois qua-
dr iques; les 4 termes contenant Y en facteur dans /, ou X en facteur
dans ^ peuvent rentrer dans XY©; il reste 21 coefficients arbitraires
non homogènes; la transformation liomographique la plus générale
conservant CL contient n paramètres non homogènes dont on peut
profiter pour réduire à 10 les coefficients essentiels entrant dans (2).

Or pour .S où peut, par une transformation homographique du
plan (a?y) donner 'aux points II, 1 ,̂ Pa?^ une configuration donnée
a priori : il reste donc ïo paramètres essentiels pour fixer P,,, P;^ Pô,
1\, Pg et par suite S, à une transformation homographique près dans
Fespace (^X, Y, Z, T) : ceci suffit pour montrer que S, surface définie
par (i), ou S, surface définie par (2) sont des êtres identiques.

7. Le point IlÇx ==• o,y == o) est l'image d'une conique y, corres-
pondant homographiquement, point par point. , à chaque élément de
contact issu de II; la quart ique F,, ayant II pour point triple, P^ . . . ,
Pg pour points simples-est unique (pour une courbe unicursale un.
groupe quelconque est normal); elle est l'image d'une conique Y
située avec ^ dans un même plan, coupant y aux trois points, -simples
de 2, où le plan (y, Y) est tangent à S; ces points correspondent
aux tangentes au point II a y'., Sur la cubique €3 les droites P7!^,
joignant les images d'an même point de A, passent en un point fixe F.
de €3 (1); donc la droite Fil coupe 63 en un point IT et, l'on voit que

( 1 ) Pour construire le point F, il suffit de déterminer sur Cg le langentiel T: de II el le
point de base b complémentaire des cubiques circonscrites à Pi, Pa, ..., PS. La droite r.b
coupe Cg au point F. En effet on peut traduire cela. par les égalités symboliques

( î) <J.Il4-Pl4"Pâ-+-..••" l 'P8-+-iy-^-P"==0,

(•2), •m-h-TT == 0,

( 3 ) ! ' PI -+- PS -4- ... -i-Pg + b = 0,

(4) F "+- îï •4- b == o.

La combinaison symbolique ( î ) 4- (4) -- ( î ) — (3) donne en enet F •+• P'-+- P^ o, ce
qui démontre la propriété.



24û BERTRAND GAMBIEK.

T, passe en If, de sorte que y et y' se croisent sur A au point (H., II')
de cette droite.

Chaque point P^- est l'image d'une droite A; rencontrant y' mais
non y; chaque droite HP^ est l'image d'une droite A,' rencontrant y
mais non y^ ; A^- et A', se rencontrent hors de A et chacune rencontre A
en uu point unique. Nous avons ainsi^ en dehors de la droite double A,
les 16 seules droites de S.

Coniques. — D'abord un système co' par les plans pivotant autour
de A : Fimage est une droite issue de II, et cette droite, jo in te à €3
forme bien une quartiquc image de section plane.

La droite P^-Py donne une conique (P^-P/) rencontrant A au point
dont l 'image s'obtient en coupant €3 par P ^ P j ; la cubique plane
unique, II double, P/, simple {k =^i 0117), forme avec P/Py une quar"
tique image de section plane : c'est l'image d 'une conique (P,P^-y
coplanairc avec (P/Py), rencontrant A au même point que (P/-P^). On
a ainsi 28 couples de coniques.

La conique l ïPiPaPîîP/ , jointe à la conique I IPsP^PyPs forme aussi
une quartique. image de section plane : on a ainsi 35 nouveaux
couples de coniques coplanaires, les coniques d'un couple perçant A
au même point. En réunissant à ces 28 -+- 35'couples, le couple y et y'
on a les 128 coniques de la surface^ non situées dans un même plan
avec A. 'On constate aisément que (P^ P^) rencontre A , , Aa, A^, A^, ...,
Ag, mais non A.i, A^, Ay , A^ , . . . , As et l ' inverse a lieu pour (i\ Pg)'.

Cubiques planes de genre i. — Les plans p ivo tan t autour des A^-
ou AJ donnent s 6 systèmes de cubiques planes de ge-nre i ; pour A^
l'image est une quartique du système co''1 ayant I-\ pour point double,;
pour A', l ' image est une cub ique du faisceau (II, Pg, ..., Pg)? points
bases tous simples.

Cubiques gauches unicursales. — Une droite issue de P^ est l'image
d'une cubique gauche unicursale, on a ainsi 8 faisceaux de cubiques
gauches rencontrant toutes A en deux points; une quartique ayant II
pour point triple et circonscrite à 7 des points P/ donne de même une
cubique gauche rencontrant A en deux points : cela fait 8 nouveaux
faisceaux.

Une conique ayant II pour point simple et passant par 3 points P^-
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donne de même une cubique gauche rencontrant A en deux points;
on a ainsi 56 faisceaux. De même une cubique ayant un point double
en II et passant en 5 des points I\- donne encore une cubique gauche
rencont ran t A en deux points : on a encore 56 faisceaux. Les cubiques
de ces 128 faisceaux s-e d is t inguent les unes des autres par le nombre
de droites A^, A^- c^u'elles rencontrent, ou le nombre de leurs points
communs avec une des 128 coniques isolées.

On obtient ensui te des cubiques gauches isolées : une conique cir-
conscrite à 5 points P,, soit 56 courbes. Une cubique admettant
II s imple , 5 P^- simples et un autre double : on a ainsi 56 x 3 ou
168 cubiques. Une quartique adme t t an t II double. Pi et Pa doubles,
P^'P,,, P;;, P(;, Py simples donne encore une cubique gauche; il y en
a 168 de cette espèce.

Quariù/ues gauches unicursales. — Une droite du plan Çx, y), ne
passant ni en II, ni en un po in t P^, ni au point F précédemment défini
sur G;,, est l 'image d'une quar t ique gauche unicursale s i tuée sur une
quadrique Q, et une seule, contenant A; le reste de l'intersection de Q
et S est une conique, qui est Y. En effet chaque sécante triple de la
quar t ique rencontre S en un po in t unique, engendrant cette portion
complémenta i re qui est donc indécomposable; A^- perce Q en deux
poin ts dont l 'un est sur A et Pautre en dehors de la quartique gauche :
la portion complémentaire rencontre donc A/ en un po in t unique et
son image admet P^- pour point, simple; la conique y perce Q en quatre
points dont un seul est sur A, aucun des trois autres points n'étant sur
la quarlique : donc l'image étudiée admet IT pour point triple et par
suite coïncide avec 1 ,̂ image de Y. Chacune des 128 coniques défini t
donc avec A un réseau de quadriques Q donnant chacune u n e quar-
tique gauche, sans point double, unicursale : à chacun de ces
128 réseaux correspond, dans le plan {oc, y ) , un réseau de courbes
unicursales qu'il serait facile de caractériser.

Une droite issue du point F donne sur S une quart ique unicursale
ayant un poin t doub le sur A; chacune de ces quart iques défini t cette
fols un faisceau de quadr iques Q^ ;, et en faisant pivoter la droite
autour de F on obtient ce2 quadriques Qi , qui, cette fois, ne forment
plus un système linéaire. Une quadrique Q, coupe S suivant une nou-

Atm. Éc. A^orm., (3), XLII. — AOUT 1925. 3l



242 BERTRAND G À M S Î Ï E R .

velle courbe gauche d'ordre 4 coupant à, en deux p o i n t s e ty en quatre
points, puisque la droite issue de F ne passe n i en P/ m en II; l ' image
de cette courbe gauche admet doncP^- pour point double, II pour point
quadruple elle degré m est donné par la re la t ion

4m =: 2.4 +• 8 - 2 -i- 4; d701' m -= 7-

Or les septiques en question ne sont assujetties qu'à 34 condi t ions
indépendantes , car les II et les P^ sont quelconques^ donc forment un
faisceau et non un réseau: i l n'y a pas c o n t r a d i c t i o n , car la qua-
drique Q ^ s'obtiendra en associant une droite issue de F avec une
sept iquedu faisceau. Une septique du faisceau d é f i n i t d o n c u n e b i q u a -
dratique gauche, laquel le déf in i t u n faisceau de quadr iques Qi contenu
dans le système oo2 non l inéa i re é t u d i é ; le fait que le système Q, n'est
pa.s l inéaire résulte de ce que l 'image de la sect ion de Q^ par S ne
cont ient pas deux paramétres linécdrcmenL

Les septiques on t un nouveau point simple commun qu ' i l est fac i le de
dé te rminer : l 'une d'elles se rédui t en effet à la cubique C;Jointe à F.,;
or chaque septique perce F/, en 28 points déjà connus' (II et les P / ) ; les
21 points communs à €3 et une septique comprennent II et les
Pi comptant pour 20; le point cherché est donc sur G;( et c'est le poin t y
où la tangente à 63 en F perce de nouveau €3 : en efïet , F et cp sont les
deux images d 'un point (F, cp) de A et toutes les qua r t i ques gauches
unicursales à point double é t u d i é e s ici passent en (F, ç ) ; l ' intersec-
tion de Qi avec S présente en (F, y) un po in t double, Fun des arcs est
la qua r t ique unicursale , Pautre est la b iquadra t ique : les images des
deux courbes passent Pu ne en F, l 'autre en y (1). 11 reste à définir (F, <p)
sur A : les droites issues de F d o n n e n t des quart iques à point double,

( 1 ) On retrouve cette propriété par des égalités symboliques que nous emploierons
systématiquement un peu plus loin; on peut, en coupant €3 par une quartique image
d'une section plane, par la droite issue de F et par îa septique, écrire

(.1) ^ ! • 213-+• Pi -+-Pa —.. . •+- Pg -{-P^-hP '^ o.

( ï ) 1 F- i-P ' - l -P '^o.

(3) , 4 n 4 ~ 2 P i - 4 - ^ P 2 + . . . 4 - 2 P 8 4 - y = = 0 . ,

La combinaison symbolique ( 3 ) -4- 2 ( '2-) — a ( i ) donne a F + 9 == o, ce qui établit la
propriété.
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situé sur A, au point dont les images s'obtiennent en coupant 63
par la droite issue de t\ et ce po in t double eM sommet d'un cône du .
second degré ayant la quart ique pour directrice et contenant aussi la
conique y\ Si l'on prend la droite'Fil, on a une quartique dégénérée
formée de y et d'une seconde conique dont le plan contient A; le
sommet du cône est venu se placer au po in t où A perce y et y', de
sorte que le cône est devenu un ensemble de deux plans : le plan (y, y"),
l 'autre plan étant ce lu i .qu i contient A et la tangente en y7 en son pied
sur A; ce dernier p lan donne la conique d'image Fil et cette conique
perce. A en deux points : l 'un (II, II7) pied de y ou y' sur A, l 'autre est
le point (F, y). On remarquera que toutes les quartiques, circonscrites
à II double et P, , ..., P{,, qui passent en l'un des points de contact
avec €3 d'une tangente issue de F, sont tangentes à €3 en ce point et
forment un système ce2. Parmi elle il y en a co1 qui admettent ce point
comme nouveau point double . On a ainsi sur A quatre points où les
deux plans tangents sont confondus.

Chacune des coniques, autres que y", donne un faisceau linéaire, de
quart iques gauches unicursales à poin t double.

8. On remarquera qu'il suffit d'effectuer dans le plan une transfor-
mation quadratique bi r a t ionne l le dont IIP^P^ est triangle fondamental
pour échanger le rôle des 128 coniques de S dans la représentation
p lane .

Clebsch a d 'a i l l eurs s ignalé que si l'on considère A et l 'une des
128 con iques qui rencont ren t A en un point-, il passe par chaque
poin t M de S une droite et une seule s 'appuyant sur la droi te A et sur
l acon ique ; si l 'on prend la trace m de cette droite sur un point fixe, on
voit que m donne une représenta t ion plane de I-; si l'on raisonne sury^
on retrouve préc isément la représentat ion étudiée i c i , où chaque
droite A, a pour image un p o i n t et où y aussi a pour image un po in t .

Les cas de dégénérescence de S s 'obt iennent a isément , en suppo-
sant q u e trois po in t s P se p l a c e n t en l igne droi te , ou six sur une
conique, etc.

Je signale un cas particulier intéressant : dans le plan ( x ^ y " ) , si les
points II, P,, ..., PS sont pris quelconques, il n'y a pas de sextique,
autre que C;, comptée deux fois, ayant ces 9 points comme points
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doubles; mais si l'on a choisi les 9 points de façon qu'ils dé te rminen t
' un faisceau de telles sextiques indécomposables, chacune est l ' image

d'une b iquadra t ique gauche de ^enre i ; on a ainsi pour chaque biqua-
drat ique un faisceau de quadriques Q,; et pour l 'ensemble des ^
biquadradques un système co2 non l inéa i re de quadriques Q.j n'exis-
tant pas dans le cas général, coupant 2 suivant l 'une de ces biquadra-
tiques particulières et suivant, une portion complémenUlire qui est de
degré 4- Or la biquadratique ne coupe pas A, donc A coupe Q^ en
deux points sur la portion complémenta i re , qui a ainsi deux points
doubles et se décompose; A^- coupe la b iquadra t ique en deux poin ts ,
donc A; ne coupe plus la partie complémenta i re ; la conique y coupe
la biquadratique en deux points , Q^ en quatre points , donc la pa r t i e
complémentaire en deux poin ts : la partie complémenta i re se compose
donc de deux coniques de 2; le plan de chacune c o n t i e n t A ; ] e s droites
images s 'obt iennent ainsi : de II on mène une droite ïlw arbitraire
coupant Cs en u, v ; les droites Viiy tV coupent €3 en u' et p7 respec-
tivement, et les trois points II, ^', ^ sont en ligne droi te ; les deux
droites IIw, Jlu1^1 se correspondent i nvo lu l ivemen t ; leur ensemble
contient un paramètre au premier degré; en réunissant un de ces
couples avec une sextique aux 9 points doubles, on a précisément
les oo2 quadriques Qa. La vérification se fait a isément au moyen des
égalités symboliques sur Cy
( I ) 2Ï.Î: 4- 2 Pi -4- 2l\ +-. . .-+-2 Pg = 0

avec

(2) ^ I l4-.ï^-+-P,+...P^o, ! !

qui expriment que l'on a sur C;$ l ' intersect ion complète avec une
courbe algébrique. Une quartique image d 'une section plane de 2
donne
(3) ' .. _ 2^-^Pl-. . ."^-P,4-P /- lf-P / /==o

et la combinaison 2 ( 3 ) — ( i ) d o n n e
(4) ,1 • a I ï^âP^aP^o .

On doit supposer
(5) ' : . ^, .-^-p /+ p'^o, 1 1
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sinon l'égalité (3) en t ra înera i t , au lieu de l ' inégal i té ( 2 ) , une égalité.
La relation
(6) - F -i-P'-h P"=o

montre donc que F et II sont dis t incts ; la combinaison (6) 4- ( i ) —- (3)
donne

( 7 ) • F -4 - I \ -4 -P ,4 - . . .+P3=0 ,

ce qui prouve que F est le neuvième point de base des cubiques du
faisceau (P , , P,>, ..., Pg). Nous avons défini le po in to comme tangen-
tiel de F par
(8 ) sF -4-9=0.

Donc la combinaison (4) + (8) —- 2(6) donne

(9) 2Ï Ï4-?=-o ,

qui montre que le po in t II est l'un des autres points de contact des
tangentes issues de y à 63 : c'est la propriété carac tér i s t ique signalée
par Halphen. La droite Ïlu^ étant tracée, nous construisons les
droites Vuu^ Fw", d'où les égalités

( ÏO) II -i- (/. -h- V = 0,

( u ) F 4- u 4- u! •===. o,

(l2) I7 4- ^ 4- P7 ==0.

La combinaison ( i ï ) + ( i 2 ) - + - (9) — (8) — ( ï o ) donne

( i3) u -4- y-4- (-1/ == o,

ce qui prouve bien que les points II, u\ ^ sont en ligne droite.

9. Cet exemple de groupe (II, P^ ..., Pg, Py, P ,o ) définissant un
réseau, au l ieu d 'un faisceau de quartiques, suggère une méthode inté-
ressante pour rendre l'une des équations surabondantes ; i l y a à écrire
d'abord que la quartique contient P^ , ..., P ^ o comme points simples;
écrivons ensui te les conditions, au nombre de 3, pour le point double II
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de la façon suivante : opérons comme si If , é t a i t s i m p l e , avec une tan-
gente donnée, cela fait 2 condi t ions à ajouter aux 10.précédentes, et
supposons que ces 12 équat ions aient la surabondance i, q u a n d on a
choisi convenablement les points P) , . . . , I\o, II et la tangente en II ;
quand on transporte Forigine en II et que l'on prend la tangente en II
comme axe desy, i l y a u n e nouvel le équat ion u n i q u e à écrire pourquel l
soit double : c'est d 'annuler le terme en y et alors i l est bien clair que
les î3 équations ont bien été écrites et se sont rédui tes à 12. Or la dis-
position cherchée résulte du travai l précédent : i l su f f i t de prendre les
points c o m m u n s à une 63 et une C/, qui se t ouchen t en un point :
II est le po in t de contact et P ^ , . . . , P ,o les autres points communs.
Dans beaucoup de cas cette méthode réuss i t ; si elle ne donne pas
toujours des condi t ions nécessaires^ elle d o n n e en tout cas des condi-
tions ^///'.î<2^^.

10. Le groupe de surabondance i pour le degré 4 formé p;ir 11̂
P^ , ..., Pm donne, par des transformations quadratiques birat ion-
nelles, des groupes de surabondance i, relatifs toujours au genre 2,
mais à un degré différent*

P^ Pa Pg étant t r iangle fondamenta l , on aura des q u i n t i q u e s à 4 points
doubles II, P,, Pa, F;} CL 7 points simples P,^ P^, . . . , P^. En cont i-
nuan t avec IIP,,?;,, on a des sextiques admet t an t II triple, Pi , P a y Py,
P.4, P;;, doubles, P(., PÏ , P^ P o / P m s imples ; puis avec I IP^P^, on a
des septiques ayant II quadruple , P ^ , I\, . . . , P^ doub les , I\, I\p P^
simples; avec le t r i ang le IIPgP^ des oc t iques ayant 11 q u i n t u p l e ,
PI , . ., P.) doubles et I\o s i m p l e ; enfin avec le t r i ang le P y P o P ^ o on a
des courbes de degré iî ayant iï, I\, PQ q u i n t u p l e s , P i o quadruple
et I\, I\, . . . , P^ doub les . Dans tous ces exemples, sauf le dernier ,
tous les points m u l t i p l e s peuvent être pr is a rb i t r a i r emen t ; l 'ensemble
des i i points est toujours sur u n e cub ique G;{ : le théorème d'Abel,
ou, si l 'on préfère, les équat ions symbol iques employées plus h a u t ,
( tonnen t sur (]^ la disposition nécessaire et suffisante de l 'ensemble
des i l points.

11. Elude du degré m === 5. — Le cas m === 4 à été é tudié complète-
ment; avant de çonLJnuer, rappelons-nous que le cas m2 intersect ions
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(écartant les cas d^mpossibi l i té on d ' u n e seule C^ ou de courbes
toutes décomposées) conduit à un faisceau; que le cas de m'2 — i
intersections re la t ives à un groupe complet ne peut donner qu'un
réseau de courbes unicursales : en effet, si le groupe n^es t pas complet,
on a une ^"^intersection, donc un faisceau; si le groupe est complet,
il ne peut correspondre à un faisceau, on a donc un réseau et chaque
point se trouve sur chaque courbe, individuellement^ déterminé par
deux équations

G/«=ro, c^+^C;;; =

donc toutes les courbes du système sont unicursales; un tel réseau est
toujours réductible par des transformations quadratiques birat ion"
nel les à un réseau de droites.

Cela posé, w=== 5, p == o oup == i ne sont pas à étudier; le cas/? = 2
donne soit quat re points doubles distincts, soit un point triple et un
point double; le premier cas se ramène par une transformation qua-
dra t ique b i ra t ionne l le auxqiiartiques à un seul point double, cas déjà
é tud ié ; le second, en adjoignant à II^ t r i p l e , lia double u n , point Pi
s imple se rédu i t encore an degré 4 P^î* l^1 t r ans fo rma t ion quadrat ique
b i r a t i o n n e l l e de tr iangle fondamenta l II, ILP^

Le cas m ==='5, p = 3, donne soit trois points doubles, soit un point
t r i p l e ; le premier cas, par une transformation quadratique? se ramène
au degré 4» sans point doub le , et alors il suffit de se reporter au
Mémoi re précédent; le cas du point triple d o n n e

'îp — 2 -= 4 "^-f -+-v -h 5 o, S =- o, • / 4- v = 4.

Les adjointes sont formées par un faisceau de deux droites issues du
poin t triple, donc on peut avoir /'== o ou f' = 2, à condition, dans ce
dernier cas, que les deux points fixes soient alignés avec le point
triple. J'écris donc

m ==5 p •==. . 3 II triple

F o- V P r s

conique o o 4 r2 2 ï

a* l 2 i4 ï 2
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L'astérisque est employé pour rappeler la posit ion particulière des
deux points fixes.

A la première ligne j 'emploie l'artifice déjà signalé : dans le fais-
ceau de qu in t iques (II triple, P et V simples) je prends celle qui passe
en un po in t de la droi te IIVi V^ : elle se décompose en cette droite et
une quartique C.r, ayant II double, contenant les 12 points P plus ¥3
et V,,; on trouve de même une quart ique C^ ayant II doub le , conte-
nant les 12 po in t s P plus V^ et ¥3 ; on obtient donc plus s implement
le total (II, P) en prenant deux quartiques ayant un point double
commun. Ce po in t double étant à l 'origine, on s^aperçoit aussi tôt que
réqualion générale de G;-, est

( i ) . C, ̂  €4 ( ux 4- cj )-+-€,( tL'x + v'y ),

de sorte que toute quint ique contenant un nouveau point P' con t ien t
encore le point P" a l igné avec II et P' déf in i par les deux égalités

(i) . . , , ^=:À, ^p.,
J.' VJ4

P' et P^se correspondent b i ra t ionnel lement dans le plan; deux quin-
tiques du système ( i ) se coupent donc en 4 points deux à deux ali-
gnés avec II; on a encore une représentat ion impropre de quadr ique .
On remarquera, comme dans le précédent Mémoire, les groupes anor-
maux complets :

II ? , , . . . , ? , „
II P^ . . . , ? ,„•¥„ V,,
ïï P., . . . . p,,, y . , v,, v,. v,.1 5 • • ' ) - • 127 T 1 ; v 2 » v ;{? ' 4 ' f

contenus les uns dans les autres, de surabondance respective i, 2, 3.
L'artifice déjà employé montre encore que, pour la seconde ligne

du tableau, les i4 p o i n t s P sont une quartique un ique ayant II pour
point double : il suffit donc d'associer une quin t ique et une quar t ique
ayant un point multiple II commun, d'ordre 3, sur la première et
d'ordre 2 sur la seconde; si même on fait passer la C/, par deux
points V ^ , Va de Cg alignés avec II, on retrouve une disposition parti-
culière étudiée à propos de la première ligne du tableau.
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13. Le cas 772 == 5, p = 4 donne le tableau

7/i z= 5 p == 4 ÎÏi, lia doubles

F G V P r s
con ique o o 6 i ï 3 ï

i o 5 i 2 2 t
a o 4 I^ ï ï
3* ï " 3 i4 ï 2

Pour la première l igne, l'artifice dé jà signalé prouve que les
i l po in t s P sont sur une cubique dont II, et IL sont points simples.

Pour la seconde ligne, si F n'est pas en ligne droite avec IL IL, le
degré le plus faible d 'une courbe admettant P^P^, . . . , P^pour points
simples et IL? I"L pour points doubles est 5; si F est le point où IL lia
perce de nouveau C;;, il y a une quar t ique unique admet tant les points
en question avec la mult ipl ici té indiquée; la première extension du
théorème du reste démontre la réciproque, à savoir que deux courbes
C;, et G,., ayant deux points doubles communs, IL IL se coupent encore

-en ï 2 points P formant avec IL etIL un groupe surabondant de l'espèce
ind iquée ; on voit aisément qu'on peut encore simplifier la construction
en prenan t une quar t ique arbitraire C,. ayant deux points doubles
IL, lia puis la coupant par une quarfcique arbitraire, sans point double,
passant en IL et IL.

Pour la seconde ligne remarquons encore, en supposant F non en
ligne droite avec IL IL, que le choix de telle conique circonscrite à F,
IL ? IL, plutôt que telle autre, est ind i f fé ren t ; prenons donc la
droite IL F, coupant C;, en F' et F", et une droite arbitraire ILV^VaVg ;
l'artifice déjà utilisé sur le faisceau (IL, IL, P ^ ^ ' - î P ^ ? V < ? ^27 V;,,
F7, F'7) permet, en prenant un po in t de la droite ILV/VaVg, de mon-
trer qu'il y a une quar t ique 64 et une seule, admettant II, double,
IL simple, contenant P i , P^, . . . , Ppj (et même F7, F"), De même en
échangeant les rôles de II, et IL il y a une quartique et une seule C^
contenant II, simple, IL double, et P ^ , P,>, . . . , P^ simples, mais alors
C,. et C^ déterminent un faisceau de quart iques ayant toutes, sauf
deux, les i4 points P ^ , I\,..., P , ^ , IL, IL comme points simples, et
tangentes entre elles en II, et en IL. 11 y a à rapprocher cette remarque
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de celle f a i t e au paragraphe 9 : nous aur ions pu, chercher s imple-
ment des quint iques ayant ï6 po in t s c o m m u n s / s i m p l e s sur elles,
formant un groupe de surabondance i ,, avec la par t i cu la r i t é que
2 po in t s du groupe soient confondus en II, et 2 points encore en ÎI^;
on retrouve les points bases d'un faisceau de quar l ique ( m ê m e
remarque pour la première l igne (prendre une cub ique et une q u i n -
tique qui lui soit tangente en deux points). Cela posé, on remarquera
que le système co3 de quintiques

( i) C,[uÇ^-3:,) 4- t ' ( j—y2)3-+-C.^[^(^—^i) 4- ^(7—ji) ]==o,

où o c ^ y , sont les coordonnées de 11̂  x^ y, celles de IL, fournit des
courbes coupant toutes C,, en deux points a l ignés avec IIi : la donnée
de l 'un, F7, en t ra îne la connaissance de F\ Par suite nous avons la
représentation plane d 'une surface Z de degré 5, admet tan t deux
droites doubles A, , A^ dis t inctes , d'image C/ou G,. Clebsch a étudié
cette surface au Mémoire déjà cité, et il est f a c i l e de voir que récipro-
quement toute surface S, de degré 5, ayant deux droites doubles dis-
tinctes A , , A., non sécantes, est unicursale et susceptible de la repré-
sentation indiquée ici. En effet, par chaque poin t M de Sapasse une
droite e t - u n e seule s'appuyant sur les deux droites doubles : la trace
de cette droite sur un plan fixe donne une représentation unicursa le
de la surface. Pour le reste je renvoie au Mémoire de Clebscb.

Enfin le cas m == b,p == 5 donne le tab leau que je donne sans expli-
cation :

droite

conique

1 0

3 o

3* ï

4* i

F o-
0 0

0 0

I 0

1 ) 1 =r 5 /}=

V
3
8

7
6
5
5
4'

5 I

P
i8
i3
i4
i ̂
1 6
1 6
i7

1 cionb

r

î

4
3
2

1

2

1

fc

S

3
î
i
î
î
•3S

2

L'astérisque de la dernière ligne sert à prévenir que, sur les 4 points F,
trois sont alignés avec H : remarque semblable pour l'avant-dernière,
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13. Il est intéressant de comparer ce tableau, ou les précédents, au
tableau m == 5, p ••== 6 déjà donné dans le précédent Mémoire et que je
recopie ici :

m ==: 5 P =-.6

F o- Y 'P- r s
droite o o 5 ao 2 3

1 o 4 ai i 3
conique o o 10 i5 5

î o • G) i6 4'*
2 o 8 I; . 3
3 o 7 ï^ 2

4 o 6 IQ i

On voit qu^ i l suffit dans ce tableau de supposer deux points P con-
fondus pour avoir un groupe du tableau m == 5, p == 5 où les deux
points confondus sont remplacés par un point double II, de sorte que
le nombre inscrit dans la colonne P est d i m i n u é de deux un i t é s , le
nombre r d'une uni té; les valeurs r= i d u dernier tableau ne sont
donc pas utilisées, puisqu'elles c o n d u i r a i e n t au cas, pour l'avant-
dernier tableau, d 'un faisceau. C'est l 'application de la remarque faite
au paragraphe 9, puis au paragraphe 12, sur la possibil i té de rem-
placer un point double par un contact simple. Le tableau m = 5, p •==- 4
dérive aussi, en partie, du tableau m == 5, p = 6 par réunion de deux
points comme a l ' instant, puis encore de deux autres. Mais nous
voyons que le procédé échoue pour les deux dernières lignes du
tableau m == 5, p = 5 ou pour la dernière du tableau m = 3, p == 4 ^
cela tient à ce que, pour le groupe II, P,, . . . , P^ de la dernière ligne,
si l 'on imagine le système oo3 de qu in t iques circonscrites aux po in t s
simples P i , Pa, . . . , Pi 7 ? celles d'entre elles, formant un système co2 ,
qui passent par le point 1T l 'admettent toujours pour point double; on
ne peut donc passer par l ' intermédiaire de quin t iques admettant II
pour point simple avec même tangente en ce point. Mais alors l'avant-
dernicre ligne du tableau m = 5, p == 5 permet de passer à la dernière
ligne du tableau m == b, p == 4-

14. Remarques géniales. — J ' ind ique quelques remarques géné-
rales, analogues à celles du précédent Mémoire. Je les expose sur des
exemples particuliers.
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Ainsi pour m=== 6, p =9, II double, en nous bo rnan t à l 'article
cubique, on a

r
)

i

ui :=6

o"

0

0

0

^ -- ()

V1

i6

« 4

P
]6

18

II dou^ie

/' .s

8

6

ciibiqtie

La ligne F == i n'est pas remplie, non qu'i l soit incorrect de la remplir ,
mais parce que c'est inut i le : toute sextique C[ contenant déjà 17 points
communs à la cubique ad jo in te y,^ et à C<; (11 comptant pour 2 et
i5 points V simples) c o n t i e n t , sans exception^ le d ix -hu i t i ème , à
savoir F; or il est bien clair que si l 'on prend le groupe II, P^ ..., Pu;
de la première ligne, puisqu^l d é f i n i t un système l i n é a i r e 'x'0 de
sexdques (surabondance i), en adjoignant successivement i, 2, . . . , 7
points afbilrciires^ on aura toujours des groupes complets de sura-
bondance i, a structure dissymétrique, définissant des systèmes res-
pectivement oo^, (X)7, . . . ^ co2 qu'il est inut i le , au fond, d'expliciter. La
ligne F == i non remplie livre nécessairement un tel groupe (sys-
tème oo8^ ; pour les lignes F -= 2, 3, ... ? 7 on doit éviter de faire passer
la sextique C[ par la totalité ou une partie des F, afin d'éviter cette
structure dissymétrique, facultative de F == 2 à F == 7, mais obliga-
toire pour F= i.

Cette remarque, à partir de. m==. 6, concerne le début de chaque
art icle d, ^^3, tant que le nombre F est in fé r ieur ou égal au genre?
de l'adjointe y^ employée ( si C,,, n'a que des points doubles,

^ _ ( d - i } ( € l — — 2 ) \

p ~~——————Ï—————"/

La règle à observer est la suivante; si F est inférieur ou égal à p\
on doit ne conserver que les lignes suivantes : on se reporte au tableau
analogue pour le degré cl et où chaque II a sa multiplité diminuée
d'une unité; on y relève dans la colonne V tous les nombres V, tels
que

iV^.
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Par chaque groupe V ainsi obtenu sur une courbe C,/ on fait passer une
courbe €/„, et sur cette courbe C^.on fai t jouer au groupe en jeu le
rôle F et à C^ le rôle dey^r ; appelons sur cette courbe C^ ou y^, 9 et F
les groupes qui , au tableau T pour le degré d s'appelaient F et V, et
soit $ le degré de la courbe employée pour découper sur y,/ ces
groupes F et V. On peut figurer sur C,/ ou y,/ le d iagramme

o ys F

75 C,
F/ G, Y .

légit ime en vertu de l 'extension du théorème du reste, et qui prouve
bien que les courbes C^ issues de V et des points II n'ont plus de
raison de c o n t e n i r au toma t iquemen t le groupe F.

A ce même po in t de vue, dans le tableau T relatif à m, la un de
l 'ar t ic le r fpou r dÏ3 exige que l'on a i t fa i t le recensement de tous les
groupes anormaux , complets ou incomplets pour le degré d et vérifié
quelle est leur surabondance pour le degré m. Ainsi pour m= 10,
p == 35, II double, on a

nz '=— 10 p '==- 3 5 II ci o u h 1 c

F à , V P " r s
seplique 4^* î^ 2^ 78 i i3

46 i3
47* i4 2I 7'^ 1 I^

On sait que toute courbe de degré 10, contenant 46 points bases
d'un faisceau de septiques, contient automaliquement les 3 autres,
s'ils ne sont pas en ligne droite : il faudra donc, pour que la l igne 45*
soit correcte, partir de deux septiques issues de 3 points 9^ , ç^, ©3 en
ligne droite, se coupant aux points complémentaires F^ , Fa» .. . , F,,y, 11 ;
par ces 46 derniers points passent co20 courbes de degré 10 les admet-
tant comme poin ts simples, ne contenant pas y^ © 2 » ?3 : il existe dans
ce système oo^ courbes où II est double; on prendra C^o parmi elles.
Remplir la ligne 4-6 est incorrect, et conduirait à un groupe anormal
incomplet; pour la ligne 4?* Pastérisque sert simplement a rappeler
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qu'on est parti de deux courbes Cy, (^ tangentes entre elles en II et
se coupant encore en F^ Fa, . . . , F,, 7 .

15. Si nous lisons le tableau

m ==7 p ̂  i4 H double

- ' F a V P /• s

cujjique 7 o i'.î 33 i 3

quar tique î4. 2 ^ 33 ï 3

nous constatons que les deux groupes P correspondants ne pourraient
coïncider que si les 12 po in t s V étaient a la fois sur u n e cubique et une
qua r t i que , adjointes, donc ayant encore en commun le point II; il
faudrai t que la quar t ique se décompose et cont ienne une droite non
issue delî; or nous pouvons admet t re des courbes y,/ issues d 'un
groupe F, obligatoirement décomposées, pourvu que le morceau de
décomposition fixe passe par tes points mul t ip les ou une port ion des
points multiples; la condition n'est pas remplie ici. Par II et les
ï2 poiîits V de la première l igne passent •- 2 qua r t iques , décomposées
en sp^ et une droite arbitraire; par les 12 points V de la seconde l igne
et II passent encore co2 quartiques, mais aucune ne se rédui t à une
cubique. 11 y a donc bien différence essent iel le entre les deux groupes P,
bien qu'ils aient même surabondance.

Si on l i t au contraire

m -=: 7 p _ j4 II double

F o- V P /- s

cubique 8 ï ï ï 34 i 4

quartique i5 3 ï i 34 ï 4

il y a coïncidence, car toute septique circonscrite à V\ .Fa, ..., Fg et 11,
bases d 'un faisceau de cubiques (€3, C^), a son équation'de la forme
G^r,, -+- G^r^ ==== o et admet II pour point double si T^ et 1̂  passent au
point II; mais alors l'intersection de C^ avec €3 se compose des
points 63 == (^ === o et des points €3 == 1̂  == o qui forment le groupe V ;
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en-première l igne on a donc pris l 'adjointe C^, en seconde l 'adjointe 1 .̂
Je réédite donc la remarque faite au précédent Mémoire, en sous-

entendant que le groupe H sera associé d 'une par t au groupe F (mul-
t ip l i c i t é de chaque point II abaissée d'une uni té) , de l 'autre au
groupe P :

Tout groupe P provenant d'un groupe F normal pour le degré d ne
figure qu'une fois au tableau T.

Tout groupe P figurant plusieurs fois dans le tableau T au degré d^
d 4- d! ^ ... correspond pour chacun de ces degrés à un groupe F, F 7 , . . .
cinormctl pour ce degré respectif.

Tout groupe P provenant d'un groupe F anormal pour le degré d
figure au moins une seconde fois dans le tableau T à moins que d =-= m — 3.

La condition nécessaire et suffisante pour que les courbes de degré
d -{- i, d 4" 2,..., m — 3 contenant un groupe V aient toutes une partie
commune est que le groupe F soit normal pour le degré d.

16. Difficulté spéciale aux groupes contenant des points multiples.
Nous avons signalé au paragraphe 4 les deux diff icul tés suivantes :
a. Peul-on marquer dam le plan vierge les points multiples II ?
&. Le total V (simples), II hnultiples) définit-il une courbe C^ distincte

de C^/, ne contenant pas tous les F?

Nous avons indiqué au paragraphe 14 comment se lève, partiel-
lement tout au moins, cette dernière difficulté si le nombre des
points F est inférieur ou égal au genre de l'adjointe, mais la règle
nécessite précisément la construction effective des tableaux pour les
degrés égaux ou inférieurs à m — 3. Nous avons vu aussi qu'on est
amené à résoudre le problème suivant : étant donné des points avec
un certain ordre de mult ipl ici té, ayant une urabondance s pour le
degré rf, dire quelle est leur surabondance pour les degrés //4-i,
d -h 2, . . . , en forçant d'une unité la mult ipl ic i té de chacun d'eux.

Quand le décompte des conditions donne un nombre au plus égal à
m ( m 4- 3 )—^— _i,

que ce nombre doive ou non s'abaisser, les difficultés signalées
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n'existent: pas. Mais quand le décompte donne un nombre supérieur
ou égal à /'^^—3 on retombe sur un problème de surabondance :
outre le procédé ind iqué à l ' instant , d'après le paragraphe 14, on peut
continuer à titre d'essai la cons t ruc t ion du tableau, pour trouver des
condit ions nécessaires. Celle d i f f icn l lé spéciale se présente, à partir
de m = 7, pour des valeurs du genre suffisamment faible : e l le t ient,
au fond, à ce que les points multiples ne peuvent être choisis arbitrai-
rement quand les points simples du groupe complet sont en nombre
trop petit (nul ou non) relat ivement à la surabondance du groupe
complet.

Supposons, par exemple, que la courbe G/,,, de genre p, n'ait que
des points doubles et que l'on commence l 'article y,/ en prenant
d=m—-3—?î,f==o; ceci suppose en particulier ^= 2p --2— w o ^ o ;
on constate alors que C^ et C///, ont avec y^ la d ispos i t ion vou lue pour
pouvoir écrire l ' ident i té

C^ === y^ G /„ _ (/ -4- ̂  G fn,

où \ est une constante; donc les points doubles sont simples à la fois
sur y^ et sur C^-^ : &i donc d^> -—5 on a m — d <^ — et la cons t ruc t ion

3 2

du groupe P n'est possible que si les points II sont sur une courbe de
degré m — d; celle condition est de plus suffisante et le groupe P
s'obtient alors en coupant €/„ par une courbe C^-,/ quelconque issue
des points IL C'est ce qui arrive pour le tableau

/n •==.r] p r= 5 Iti. .. Ilio doubles

F (7 V - P r s

quartique o* o 8 i 4 I

l'astérisque sert à rappeler que les 10 points doubles II doivent être
sur une cubique ( q u i est d 'ai l leurs unique).

Si. la multiplici té de l 'un des po in t s II est au moins égale à 3, ce
raisonnement échoue, p o u r y = = o , à Par t ic le y,/. On opère alors
su ivant la méthode employée plusieurs fois déjà : si C^ existe, le
total H, V, P dé te rmine un faisceau de courbes de degré m, coupant
une adjointe quelconque de Cw en ^p — 2 — m S points , c'est à-dire
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seulement aux points V (en dehors des II); la courbe de ce faisceau
passant en un point A de y^ doit donc avoir avec "̂  une partie com-
mune qui est soit y^, si y^ est indécomposable, soit une portion de y^
si Y^ est décomposable. Dans le premier cas/1 nous retrouvons la
construction des points P au moyen d'une courbe C^^a admettant
chaque H comme point simple; dans le second, si "y^ admet des
morceaux de décomposition y,^, y/f, . . . en faisant venir le point A
successivement sur y,/', y^, . . . , on voit que les P seront communs à
des courbes C,,,-,/', C /,,-,r,... admet tant chaque point II avec une
mult ipl ici té facile à ob ten i r ; d'ailleurs la courbe -y./ circonscrite aux II
peut, sans changer P, être remplacée par une autre ; il y aura donc lieu
de trouver toutes celles qui sont décomposables. Ce procédé a été
employé plus haut, au paragraphe i l , pour m = 5, p == 3.

17. -Con t inuons l'étude de conditions nécessaires dans le cas de cette
difficulté. Nous supposons ma in t enan t le nombre /"des points F non
nul, mais au plus égal à p1', p ' é tant le genre de l 'adjointe 7^; sur y,/
les courbes de degré m du faisceau (II, V, P), supposé existant,
découpent une série linéaire g} et par hypothèse/'— ï$ / / — i, de sorte
que, d'après Riernann-Rochy les points F sont sur une ad jo in te (ou
plusieurs) de y,/ (c'est le résultat i n d i q u é au paragraphe 14 pour que
C'^ ne cont ienne aucun des points F); soit •y^_3^ l'adjointe de y^/ en
question ; on a sur C,/, le d i ag ramme

F ^(G)=O) ^ Y
y</-.3_).((/=_l) C^ ( G3 // == 4- î )

€> C/»,3-).(9=o) P

La courbe y^-.;̂  admet chaque point II à la mul t ip l i c i t é i — 2 et le
théorème du reste, tel que je l'ai étendu, assure les indications du
diagramme : on voit que, si"\ nest pas nul, la courbe C,^ admet, parmi
ses adjointes d'excès n u l et de degré 772—3, une particulière de
degré m—3 — À seulement.

On peut approfondir encore : supposons que les II soient tous
doubles et que les $ forment l 'intersection complète de C/,,_.3_). et
T^-3-x '• autrement dit, si <p est le nombre des points $ on aura

- ^+<p^n(^_3-À),

( 9 ==(w — 3 — 7 Q ( ^ — 3 — Â ) ,
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d'où résulte - • •
( a ) / = = ( 3 + ^ ) ( ^ — 3 — X ) .

La théorie de la résiduation prouve alors que le groupe P, II forme
l'intersection de C/^^ avec une courbe nouvelle C^_^^ q111 admet
chaque II comme point simple; cela résulte de l'identité

( 3 ) C,/, ̂  y^_.3_). G/,, -rf4-3-(-), + C,/,_3.-), €3,1-). ,

et comme chaque II compte pour 2 dans l'intersection de C^-).
avec €,„, on voit que C^.....^ et C,̂ ,̂̂  sont tangentes en chaque point IL
On remarquera que si i?3, y .̂̂  admet un point n avec la multipli-
cité i — 2, et C,,,,_3...̂  avec la mul t ip l i c i t é i — i, de sorte que l'on ne
peut garantir l ' ident i té (3) et la conclusion échoue. Si chaque i est
égal à 2, on a ainsi ob tenu une propriété intéressante du groupe (P,II) :
les points II sont points de contact de deux courbes de degré m et m — 3
au plus, et les P sont le reste de l'intersection.

Le diagramme que nous étudions suppose, si (eus les II sont
doubles,

co^{m —3-"-À)(âf—3~-/ . ) /^(3 4 - ) Q ( ^ — 3 — À ) .

Nous venons donc d 'élucider le cas où / a sa valeur m i n i m u m ; le
genre p1 de y,/ est -c-—•-—~^—^, quand tous les II sont doubles; le
diagramme suppose / ^ p ' \ supposons que /*ne soit pas égal à/?', d'où

(4) (34-À)(^-3-^/<^-^1^.

Le théorème de Riemann-Roch nous apprend qu'il y a au moins deux
courbes y .̂-,;, issues du groupe F; supposons qu ' i l y a i t même deux
courbes Y//_3,.^, au moins, issues de F. Si laissant les groupes F, V,
P fixes dans le diagramme on fait varier la courbe y^^ et $, on a un
système l inéa i re de courbes C^.g..^ issues du groupe (P, H) et toutes
ces courbes sont tangentes entre elles aux points II. On a en effet une
identité

(5) 7</-3~Ï^M^ C m Yd-î-'}.'+• Ycl^'m-î-):

d'après le raisonnement qui a servi à étendre le théorème du reste;
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en mettant l'origine en l 'un des points II, on en conclut

(6) ̂ (k'.x^i^xy -h C'y2) = ̂ (A^2-^ sB.ry -4- Cy2) + (a.r+ ,0j) (^ + pj)

où la variation de y^_^ n'affecte que les termes constants a, pi/ et
éventuellement v , p ; or ceci prouve que les rayons ax+^y==o
( tangente à ^) et v^ +- pj == o ( tangente à C^_^) sont conjugués
dans l ' involution déterminée parA^2-}- 2B^y -+- C/j^o (tangentes
à C^) et A.r2 -4- 2'Bxy -h Cy2==o (tangentes à C^) : donc le rayon
v.r-+-py=o est^^, et cela prouve la propriété. Cela fait déjà une
propriété intéressante des points II : ils font partie, comme points
simples de contact, des points-bases d'un système linéaire de courbes
C^_3^, dont les points P sont les points-bases complémentaires où il n'y a
plus contact, ce système II, P peut d'ailleurs être complet ou non pour
le degré m — 3 —"X (nous verrons plus loin un exemple où le groupe
est effectivement incomplet). D'autre part, deux courbes G^__), et
C/^3_), du système se coupent encore suivant un groupe p ^ p s , ... qui
jouit d'une propriété importante, à savoir d'être sur une courbe de degré
d — 2(3 4-^). Traçons en effet sur la courbe C^-\ le diagramme
suivant, démontrant la propriété :

1 ^ C,, P,ÏI
(7) i '/d-^\ Gm.~^-\

' ( ^ Crf-2(3-A) P^Pî^"

On est donc ramené à étudier des contacts : il est commode d'utiliser
des égalités symboliques, telles que celles utilisées au paragraphe 8,
pour exprimer que certains points forment l ' intersection complète
d'une courbe donnée G avec une courbe algébrique; la théorie de la
résiduation permet d'ajouter plusieurs égalités symboliques de cette
espèce, de multiplier (mais non diviser) une telle égalité par un entier
positif , de supprimer dans une égalité symbolique une somme
partielle nulle. D'ailleurs si l 'on emploie le théorème d'Abel, on voit
que chaque égalité symbolique de cette espèce équivaut en réalité à
p égalités entre les intégrales de première.espèce prises à partir d'une
origine/donnée sur G jusqu'à une l imite supérieure coïncidant succes-
sivement avec chaque point d'intersection ; on peut d'ailleurs, comme
je l'ai montré au Chapitre I à propos des surfaces de Sophus Lie, faire
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intervenir le genre apparent aa lieu du genre effectif, et certaines
intégrales .de seconde ou troisième espèce. Mais nous n'aurons pas
besoin de cette traduction analytique.

Les considérations qui précèdent n'épuisent pas toute, la quest ion
mais permet tent de donner de nombreux exemples et aussi d'étudier
la disposition de poin ts mult iples donnant une seule C//,. Au para-
graphe 27 nous retrouverons ces proposi t ions .

18. Exemples où les points singuliers sont remplacés par des contacts :
cas (F une courbe unique ou d'un faisceau. •— Halphen a posé et résolu
le problème : déterminer une sextique admettant neuj/ points doubles, ne
se réduisant pas à une cubique comptée deux fois (OEuvres complètes,
t. 2, p. 54-7-557).

J ' indique comment les considérations employées ici résolvent la
ques t ion et d 'autres semblables : la sexti que,.si elle est indécomposable y
est de genre i, donc il y a une seule cubique circonscrite à II i , . . . , IL).

Si les II sont pris cm hasarda on a 27 équations de condi t ion pour
27 coefficients non homogènes, donc une seule solut ion impropre,
C^== o, Ça étant la cubique (unique) circonscrite aux II.

Si les II sont bases d'un faisceau de cubiques (€3, C;), l'équa-
tion CI -+-'XC3(X,-+- p.Ç;== o donne un réseau de sextiques formées de
deux cubiques du faisceau.

Si les sextiques sont effectivement indécomposables, les pr inc ipes
établis ici prouvent que la surabondance du groupe II sera exacte-
men t i, puisque le genre est i, Ce é tant l ' une des solutions, l 'équation
générale sera CQ-+- 7^C':,== o. D'autre part, l 'équation

0) - 0^3+0,= 0,

où r^ est une cubique arbitraire, donne un système l inéaire co10 de
sextiques 1̂  toutes tangentes à €3 en II<, .... IIrj points simples sur
elles (sauf sur Ce où i ls sont devenus tous doubles). Réciproquement,
si 63 et TQ sont une cubique et une sextique tangentes en 9 points,
l'équation
(a ) iT^c,r,=:o
est l'équation générale des sextiques circonscrites à C^ aux 9 points
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et l ' on 'peu t profi ter des 11 paramètres homogènes de (2) pour rendre
chaque point II successivement double, ce qui donne exactement
9 équations : la solution contient au moins deux paramètres homogènes,
et,- d'après les principes établis p lus haut, exactement deux.

On est donc ramené à trouver une €3 et une F(, tangentes en 9 points :
sur €3 on a l'égalité symbolique
(3) 2(n^n2+. . . -h î i9)=o
avec l'inégalité

(4 ) n,4-ii^..+.n<^o.
Donc par l 'ensemble des II on ne peut, en dehors de €3, mener que
des courbes de degré 4 au moins : l 'une d'elles, C/., donne
( 5 ) ÏIi -S- Ha 4-... 4- IÏ9 -+- TTî -1- TTa 4- 7:3 == o,

où les trois poin ts 'K ne sont pas en ligne droite. La combinaison
symbolique 2(5) — (3) d o n n e

(6) 2(TCl-+" ^-^-^s) == 0, 7Ti4- 7T2-4- ^3?^ 0

et réciproquement (5) et (6) entraînent (3).
L'égalité (6) exprime qu'il suffît de tracer une conique Ça tritan"

gente à C;$ et par les trois points de contact de mener une quartique;
or, au lieu d'opérer sur une €3 donnée, au fond, nous opérons sur un
plan vierge : donnons-nous donc C.^ et nous prendrons trois points
arbitraires sur €3; C^ sera ensuite une cubique circonscrite à Ça en
ces 3 points. On peut d^ailleurs remarquer encore que si IF est le
neuvième point de base du faisceau de cubiques déterminées par II,,
lia,.. . , ÏIg, on aura en coupant Cg par la tangente en II7 un point T/
avec •
(7) n\ 4- iï.2 -+-. . . -i-lis-i-ir =: o,
(8) 211'-4-^=0,

la combinaison (3) -h ((S) -— 2(7) donne
(9) 7^~i- 2ÏÏ9== 0,

ce qui permet; sur une cubique Cg donnée, connaissant ITi, lia, ..., iïg
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d'obtenir IT et TT/ qui ont, une seule dé te r in ina t ion , puis , Tf.^ qui en
a irois.

Il est intéressant de remarquer que le système x;3 de sextiques
admettant Ho IL, ..., Ils comme p o i n t s doubles donne une repré-
sentation unicursa le impropre d 'un cône du second degré. En effet on
peut prendre comme sextiques de base C!, C;jC;';, C.2 et u n e sext ique
non dégénérée Ce, d\»ù les équa t ions

/ ^ 2L --!_- ̂ -z
v ï o ) C^ ~ C,^, - C^~ G,

donnant une représentation impropre du cône Y2 •- XZ == o; les sex~
tiques du système ce-3 donnen t : les sections planes; une cubique du fais-
ceau (C;{, C';) donne une génératrice du cône. Le pointir(C,.j == €;';== o)
est l 'image, unique, du sommet; chaque p o i n t autre que II7, soit
P7 Çx1, Y ) , a un homologue { x " y y") défini par les équations

c^^Y) ,_.^(^ ^) c,(^,y)_ cj^^.y^
v 1 ) p / ^/ / „ / \ — p / y i i ^fi \ ' P2 //y. / „/ \ — fa/^ , / / ^\^{^ î j ) ^{JL- , y ) u ^ [ j ^ ^ j f ] ^'.^..^ î j )

La correspondance entre P' et P" est biratiormelle; toute sextique
passant en ]?r passe en P"; dans cette correspondance, chaque cubique
du faisceau (€3, C^) se correspond a elle-même et de même chaque
sextique.

Le lieu du point 11,, est le lieu des po in t s / au t r e s que IT, coïncidant
avec leur homologue ; c'est une courbe y de degré 9 admettant 11^, ...,
IIg comme po in t s triples : nous al lons retrouver très s implemen t par
des considérations de géométrie dans l'espace ces résultats, dus à
tïalphen, et bien d 'autres encore.

Chaque po in t du cône a deux images, sauf le sommet dont les
deux images sont confondues en IT el sauf les points d 'une courbe F
dont l'image est y; chaque cubique du faisceau (€3, G,) coupe y en
3 points, donc chaque génératrice du cône coupe F en 3 points, et F
est de degré 6 (y ne passe pas en ï ï ' , donc r ne passe pas au sommet
du cône). Au point.11^ correspond une conique (Ui ) du cône et chaque
point de (n/) a deux images dont l 'une est fixe, à savoir IIi, tandis que
la seconde image décrit une sextique (Oi du système co3 é tudié ici,
sextique ayant IIi pour point triple; la sextique w^ est unicursale et



SYSTÈMES LÏ1NÉAÏRES DE COURBES ALGÉBRIQUES. 203

est parfaitement déterminée par la connaissance de 11̂  triple, lia, . . . ,
IIg doubles.

Soient m le degré de y, h la multiplicité de chaque point 11̂  ..., IIg
sur y; en coupant par €3 on a

( 1 2 ) 3m-=8h+3,

d'où m = = i 4 - 8 X , À =3^, en désignant par "̂  un entier indéter-
miné; à chaque branche de y issue de II, correspond un point
commun à T et (TI,), donc h 5 6 et A == ï ou 2; d'autre part, y ne peut
avoir, avec o^, d 'autre point commun que Ils (ou que les autres
points IL, ..., liti)? cela résulte de ce que co, est le l i eu des trans-
formés de 11̂  et y le l ieu des points dont les deux images coïncident;
si y admet en 11̂  une tangente non tangente à o^, cet élément de
contact fournirait sur co, un point associé autre que U^ et ceci est en
contradiction avec la propriété caractéristique de y; donc À = = i ,
h == 3 et la courbe F est- tangente en 3 points à chaque conique (11^);
la courbe y est de degré 9, admet chaque point 11̂  comme point triple
et y admet les tangentes de o);, ce qui fait un théorème de géométrie
intéressant non signalé par Halphen :

Etant donnés 8 points quelconques du plan^ il existe une cubique.
unicursalc admettant 7 d'entre eux pour points doubles et le dernier
pour point triple; en échangeant le rôle des points, on obtient 8 cubiques.
II. existe une courbe de degré 9 et une seule admettant ces points pour
points triples, les tangentes en chacun étant précisément les mêmes que
pour la cubique dont ce point est triple ; cette courbe de degré 9 est le lieu
du neuvième point double des sextiques admettant déjà les 8 points
donnés comme points doubles.

On aurait pu obteni r ces résultats sans intervention de la géométrie
dans l'espace : appelons a le degré de la courbe transformée d'une
droite dans la transformation (ji); une courbe arbitraire de degré p-
(ne passant ni en II,, IL, ..., rig) a pour transformée une courbe de
degré aa, comme on le voit en supposant que la courbe dégénère en ;x
droites. Soit (3 le degré de la courbe unicursale transformée du point
fondamental II, 5 le degré m de la courbe y satisfait à (12), etcomme la
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courbe y est à elle-même sa transformée, sauf h fois chaque courbe
transformée de H^ on a
(13) ma== 8À(3 -+- //z.

La courbe Cg est à elle-même sa transformée, donc

( 1 4 ) • 3a==8(34~3.

Maintenant une courbe de degré p. (arbi t ra i re) et une droite se
coupent en p, points qui ont pour t ransformés les points d ' intersection
d 'une courbe de degré [j,a et d ' une courbe de degré a : sur la première H<
est d'ordre ;j.p, car il correspond aux points d ' intersection avec co, de la
courbe de degré ;j.; de même sur la seconde 11̂  est d'ordre p, on a donc

( 1 5 ) . [j.01-^ ^-+-8^j32

ou simplement
(i^) a'^S^+i.

Les équations (i4) et^iS') ont une solut ion a === i, p ;= o à rejeter; il
reste a == 17, (it = 6 et alors (12) et (i3) donnen t m = 9, A === 3. On a
retrouvé les résultats; d'autre part sur chaque cubique du faisceau
(€3, C^) il y a co1 couples correspondants P', \v' et la droite P', P" sur
€3 passe au p o i n t r^ précédemment: construit , de sorte que, sur C^ 11^
a un seul homologue : donc si 0-̂  admet 11̂  avec la mult ipl ici té k et II^,
na,. . . ,!!^ avec la m u l t i p l i c i t é /, on a, en comptant les points
communs à €3 et à co^,

18 -=- k -4- 7 / "+-1 ;

k étant inférieur à 6, on a nécessairement k ==== 3, /=== 2.
On a vu qu'une droite (arbitraire, ne passant ni en H^ 11̂  ...., ITg)

a pour transformée une courbe de degré 17, ayant chaque point Î .
pour point sextuple : d'après la théorie générale des transformations
de Cremona, ces courbes doivent être unicursales et former un réseau;
c'est aussi conforme aux principes généraux que nous avons obtenu au
paragraphe 2. Si la droite passe en II,, il faut retrancher la courbe œ^
et il reste une courbe unicursale de degré i i , ayant 11^ triple, lia, ... 7
Hg quadruples, et cette courbe engendre un faisceau; si l'on prend
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H^IL, elle a pour transformée une courbe unicursale de degré 5,
admettant 11̂  et nL simples, îl^, « . . , Ils pour points doubles.

L'interprétation géométrique des sextiques ayant un neuvième
point double lia est immédiate : lia est l'image d'un point de F, les
plans pivotant autour de la tangente à F en ce point donnen t sur le
cône un faisceau de coniques ayant pour image les sextiques ayant un
point double complémentaire en IIo; et si le plan devient bitangent
à F, on obtient une sextique unicursale : IIy étant fixé, on a 12 sex-
tiques unicursales; on voit qu'il suffit de chercher deux tangentes
à F se rencontrant en un point différent du sommet du cône : l 'une
des tangentes é tant donnée, 11 faut prendre l 'intersection de cette
tangente avec la l igne double de la développable engendrée par les
tangentes à F; la courbe F admet co1 plans bitangents et il en passe 12
par chaque tangente à F; la courbe F admet, 8 plans tritangents qui
donnent les 8 coniques (II,); enfin du sommet du cône, on peut mener
12 génératrices tangentes à F, ce qui donne 12 cubiques unicursales
dans le faisceau (G;,, C^). Les 12 points doubles qu'elles fournissent
sont sur la courbe y, comme l'a d 'a i l leurs signalé Halphen.

On remarquera qu'une courbe prise au hasard sur le cône a deux
images analytiquement distinctes; mais pour certaines courbes, telles
que les génératrices ou les. sections planes, ces images sont deux
portions d'une même courbe : si cela arrive, il est nécessaire, si la
courbe G du cône n'est pas tangente en A à la courbe F, que l 'image c
soit tangente en a à la cubique du faisceau (C,^, 63) qui passe en a ' ,
si C est tangente à F en A, l'image a un point double en a.

19. Élucidons complètement un autre cas où l'on ne trouve qu 'une
courbe : cherchons coiïiment disposer 12 points pour qu'ils soient
doubles sur une € 7 ; on a 36 équations de condit ion, l inéaires, à
36 inconnues homogènes. Pour avoir une solution unique, on égale le
déterminant à zéro; en transportant l'origine en II,, de façon à n'avoir
plus que 33 équations à 33 inconnues, on voit que si II,, lia,..., IT^
sont donnés, le dernier FI, 2 décrit une courbe de degré 18 admet-
tant îl^ , . . . , l'J^ i comme point quintuple : on le voit en développant le
déterminant-par la règle de Laplaoe.

Remarquons que C/, étant l 'une quelconque des co2 quartiques cir"
Ann, Éc. Norm., (3), XLIL — SEPTEMBRE 1925. 3.4
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consentes à ' U ^ Ils, o.,!!^^), cette quartique coupe encore €7 en
4 points formant une série linéaire g-^ ; écrire que ces 4 points sont
en ligne droite fournit deux équations qui, en générale déterminent
la quartique CL.. Mais alors, si C^ est la droite portant les 4 points
complémentaires, on aura

(0 ' C^C^-hC.C^

et, puisque chaque intersection II de G,, avec €7 compte, sur €4, pour
2 unités, on voit que C/, et C^ sont tangentes aux 12 points II.

Réciproquenient, nous savons construire une €4 et uneC^ tangentes
en 12 points ; l 'équation ( ï ) représente alors, en laissant I\ et C,
indéterminées , co13 sept ' iques tangentes à 64 et C<, aux iâ points;
chacun peut être rendu double moyennant une condit ion, et comme
on a 12 équations l inéaires entre i3 inconnues homogènes, en général
on aura u n e septique €7 et une seule.

La méthode des égalités symboliques réussit pour trouver les
ensembles Tï,., IL,... ,11̂  en jeu ici. En effet., sur C,, on écrit :
( 2 ) . ' 2 ( I I i -^n2+. . .+n^)==o,

et puisque les II ne sont pas sur une cubique, une quartique nouvelle
donne
( 3 ) TIi -h IL -4- . . . -h Ïïia 4- 7T.î -+- 7T,> -1- TC3-4- 71-4 •== 0,

les 4 points TT n'étant pas sur une droite. La combinaison 2 (3) — 2
donne

(4) 2 ( TTi -h 712 H- TTg -4- 7T/,. ) = 0 ,

et réciproquement (3) et (4) entraînent ( 2 ) ; on prendra donc une

( 1 ) Les 1 % points H ne pourraient avoir la surabondance ï pour le degré 4 que s'ils
étaient obtenus en coupant une cubique €3 par une quarlique €4; mais alors les €7 cher-
chées se décomposeraient et auraient pour équation 03(0361 -+- 04)== o où Ci est une
droite arbitraire; la surabondance des H serait alors 4 ^ non pas ï. D'aulre part, si la
surabondance du groupe U pour le degré 7 est supérieure à î , comme ces points repré-
sentent 48 iruerseelions pour deux courbes €7, C^ qui les contiennent, les principes du
paragraphe 11 nous prouvent qu'il ne peut exister q^Mn/edsceaiiy car les courbes €7 sont
de genre trois exactement; la surabondance des îî serait donc 2.
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conique Ça arbitraire, on lui circonscrira en 4 points arbitraires une
quartique C,, et par les quatre points de contact on fera passer une
quartique C^ arbitraire. - •

La méthode prouve ïilême ceci : étant donnée une conique arbi-
traire, quadritangente à C,, obtenue par quelque procédé que ce soit,
(4) et (3) entraînent (a); donc on pourra prendre II,,IL, ...,119 arbi-
trairement sur C,.; réunis à T^, 1:2, r.^ -rr,, ils déterminent un fais-
ceau de quartiques et. par suite les 3 derniers points II^o, 11 ,̂ 11 ;̂
sur une quarfcique €4 donnée, circonscrite àII^IL, . . . , I IQ il y a donc
autant de groupes (II^o, lin, 11,2) complémentaires qu'il y a de
familles de coniques quadritangentes. Ce raisonnement ne remplace pas
la théorie de la division des fonctions abéliennes, mais il a l'avantage
de montrer clairement que le problème est ramené à un problème
de même nature et plus simple; sur C,< on pourra même se donner T^.

Le même ra i sonnement prouve bien aussi que si l'on considère
î i points donnés II,, IL, ..., Hn e t i es 'oo 3 quartiques circonscrites,
sur l 'une d'elle, C,,, il n'y aura pas de point complémentaire II^,
puisque sur celle-là la connaissance de 11^, l ia, . . *1X,, suffit pour donner
un nombre f in i de points complémentaires (lï^p II'n, 11',): il faut
deux condit ions pour que 11̂  ==1.1^, ïl^ =IÏ^, on a donc œ1 quar-
tiques privilégiées et chacune fourni t un po in t 11 ,̂ de sorte que l'on
retrouve, sans considération de déterminants , l'existence du lieu
pourll^.

20. On constate de même que -p:—I v ^'—2- points peuvent ,
moyennant une seule condition, être doubles pou-r une courbe de
degré 3p-4- i; le dernier, quand les autres sont donnés, décrit une
courbe de degré 9^ admettant ceux-là pour points quintuples.

De même pour le degré 3p- -+- 2 et ^ — f j ' '4"4 / points doubles :
lieu de degré 9p--+- 2 pour l'un des points doubles quand les autres
sont donnés.

Ces problèmes reviennent tous à des questions de contact, mais la
découverte de ces condit ions peut devenir pénible. Ainsi pour a== 3,
m == 3 a + i = 10, 22 points doubles, nous allons chercher 44 points
de surabondance i pour le degré 10; on les supposera d'abord simples
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et distincts, puis simples et confondus deux à deux. On a donc

m == 10 P= 36

:i) . j F a V P /• -v

septique [ i4* o 56 44 ^i ï

On peut réduire la septique à une quartique issue des i4 points
fixes F^ de sorte que les 44 points P peuvent être obtenus par l'inter-
section d 'une courbe C , o avec une septique €7 issue de 26 points
9 ^ , 9 2 , . . . , y^; de C j o situés sur une même C/, : on. a donc le droit
d 'écrire sur cette courbe Cy le diagramme

( Ma. . . ?26 ^10 P ] P 2 . . . P 4 4 / -

( 2 ) ^ ' c^
f ^l'-hs Ci p i p î p s P ' . P :

autrement dit, les 4.4 p o i n t s P sont les p o i n t s ' c o m m u n s à deux sep-
tiques Cy, C\ ayant 5 poin ts communs 'en l igne droite; ce résultat
prouve que par les 1:4 F on peut faire passer deux quartiques et non
une seule; l'astérisque a servi à rappeler ce r ésu l ta t ; sans ce résultai
la courbe C^ issue de V et contenant 56 po in t s communs à €7 et C^
aurait contenu les i4 autres. Le groupe P^ P^, . . * , P..., est incomplet,
mais de surabondance 10 pour le degré 7, complet et de surabon-
dance i pour le degré 10; supposons ces 44 points confondus deux à
deux les courbes F,o issues de ce groupe ont pour équation générale :

(3) c,r, + cr, 4"^y^ + L^; + ̂ 3; = o
et cont iennent 23 paramètres homogènes; el les sont tangentes à €7
et C\ aux points 11̂  IL, ..., 11 ;̂ moyennant 22 condit ions on rend
chaque point double et il reste, en général , une seule courbe C^.
Nous n'avons fait, sous une forme légèrement dillerente, que rééditer
les déductions du paragraphe .17, mais ici nous avons pris un dia-
gramme sur Cy, tandis que le paragraphe 17 nous aura i t fait employer
un diagramme sur C^y mais les conclusions sont les mêmes : les
courbes €7, C\ sont tangentes aux poinis II,, IL, . . . , II, 3, et leurs poinU
complémentaires p\, p.^, p^ 5 p r , , p^ communs sont en ligne droite,

Indiquons maintenant comment réaliser la disposition des points II
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et p. Écrivons sur (^ les deux égalités

(4 ) 2 H'i 4- 2 lia -4-. . . 4- 2 lias -4- /?i -4- /-^ 4- /?s T P* -r- pg == 0,

( 5 ) ^i 4- ^2 -+-/?!+ /^ -+- PS -+- /?4 -h- PS ==- 0.

Supposons que les H soient sur une courbe de degré minimum .6;
on écrit :

(6) ' ' lïi 4- lia 4- . . . 4- IÏ22 + TCI 4- 7:2 4- . . . 4- TTâo == 0.

-La combina ison 2(6) -i- (5) — (4) donne

(7) 2(7:1 4-TTs 4-. . .4-T^o) -4-4'î 4- ^2=:o.

Inversement, (5), (6), (7) seront nécessaires et suffisantes. Sur la
courbe inconnue C^ qui est donc tangente à Cy en T^ T^, ...., 7:20 on
pourra écrire l'égalité symbolique (7), ce qui est un transfert surC^ au
lien de €7 y puis

(8) r.i 4- TTa -+-. . .4- TTao 4-7Ti 4- TT, 4- . . . 4-7^ o =0,

(9) . '-pi 4- ^y 4- ̂ \ -h^ -4- ^3 ̂ ^i ̂  0-

La combinaison 2(8) 4- (9) — (7), sur la sextique Cç, donne

( ï o ) -2 ( r^ 4- <> +-. . . -4- T:\Q ) 4- d/i 4- 4'2 -^ +3 + ̂ ''i = 0'

et il eut nécessaire et suffisant de trouver une G.}, et une CQ tangentes entre
elles en ïo points 5 tandis que les 4 autres points sont en ligne droite :
cela revient à trouver une C/, et une Cy tangentes entre elles en
ïo points : on en déduit ensuite C /e tCg , et les égalités symboliques
permettent ensuite de remonter sans difficulté à la configuration pri-
mit ive, sans avoir besoin de recourir au théorème d'Abel ni à la divi-
sion des fonctions abéliennes. D'ailleurs le procédé ramène la détermi-
nation de C/, et G;, à celle de C,. et d'une C..t tangentes en 6 points; puis,
de cette cubique 63 et d 'une conique Ça tangentes en 3 points, toujours
par transfert d'identités symboliques sur des courbes de degré décrois-
sant; on est donc certain, à partir de Cg et 63, d'obtenir, par de pures
opérations algébriques^ la configuration demandée sur un plan vierge,
tandis que la réaliser sur une Cy donnée est un problème beaucoup
plus délicat.

Si les points II sont sur une courbe de degré minimum 5 (le degré 4
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exigerait q u e C , o se décompose en la G.. circonscrite aux 22 points II et
une sextique)^ il est plus avantageux de remplacer les égalités (6) et
suivantes par
(6 7 ) lli +.. .-4- 1Ï22 + TÏÎ +...-}- 71:13 == o,
(7') -2 ( TTî 4-. . .4-71:13 ) 4-^1 - h - ^ ^ O -

II faudra donc déterminer une courbe G/, tangente à Cy en TT( , . . . , TC^ ;
on fait le transfert de Pégalité (7') sur C., et l'on a, avec une nouvelle
courbe G7,, :
(8')

W
(K/)

7^ -4- . _ .4- T^g + 77-^ -(- 7^ + TTy == (

r^ ,̂  fj;^ _,_ (^^ ̂  ̂  -^ Q^

a (TT^ 4-7:3 -1- 7^ ) •+ '̂i + '-Pa ::::: 0-

II suff î t de trouver une courbe C^ et une nouve l l e courbe C,. tangentes
en 3 points, ce qui est possible en partant d 'une Ça arbitraire.

21. Exemples où les points multiples ne peuvent être choisis arbitrai-
rement. — La diff icul té signalée, à savoir quand les points mul t ip les
du groupe anormal définissant au moins 3 G/^ ne peuvent être choisis
arbitrairement, se présente à partir de m= 7, p == 5 ; é t u d i o n s ce cas ;
écrivons à titre (Tesscd :

quart.ique

m

«e o*

3*

3*

4
5

==7

F

6

P=

0"

0

0

Î

I

2

3

= 5

V

8

5

5
/•

3
2

n:,,iï,,..
p
i

4. •
4.
5
6

7

. ,ÏI^ doubles

/• .s*

4 i
1 i
2 ,„ 2

I 2

I 3

4

D'après un principe général é l a b l i plus haut, la première ligne ne
peut exister que si les 10 points II sont sur une cub ique , et l'on a
simplement cette proposition bien connue que toutes les septiques
coupant une C^ en 20 points fixes cont iennent encore un 21e po in t
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fixe de Cg. L'astérisque rappelle cette disposition des ,11. Nous remar-
querons d'ailleurs que si la cubique, unique, contenant les II admet
un point double, ce point ne peut coïncider avec un des points II.

Les lignes F == i, F =2 conduiraient simplement à adjoindre, au
groupe précédemment obtenu., i ou 2 points P arbitraires du plan,

La première ligne 3* exige d'abord que les 3 points F soient en
ligne droite; puis, par 10 points II doubles et 5 points Y simples, on .
doit pouvoir faire passer au moins deux septiques, de sorte que les
35 condi t ions obtenues doivent avoir u n e surabondance au moins
égale à j. Les principes du paragraphe 17 nous font écrire sur €7 le
diagramme

( ^Fa 74(^=0 ) V^V^^V^V,
( 1 ) ' C,(^=——l) • C,(û/==-4-l)

( F,F,F^ ^ y , ( ^ = o ) I\P,P3P.

et montrent l 'existence d 'une •identi té

(2 ) . . C,==y,y,-^C,y,,

de sorte que la quar t ique ^ et la quar t îque ye sont tangentes aux
10 points II,, IL> , . . . JTio et se coupent en P,, P^ P;p P,, ; la réciproque
est vraie d'après les principes déjà établis. Pour réaliser sur une
courbe y',, la disposition voulue, on écrit :

(3) -2ll,i -i- 3ÏÏ.2 + . . . 4- a-n.,,) +- Pi -4- Pa -+- PS -4- P,, = 0

et, ici, du moment que a = o , les-10 points II ne sont pas sur une !t

cubique; , on pourra donc choisir sur y',, les points 11̂  IL, . • • » 11̂ ,
P^ arbi t ra i rement; P^, P3, P,,, en résulteront. Ici, f ina lement , les
10 points II (et même ' P ^ ) ont pu être choisis arbi t rairement; on peut
encore tracer arbitrairement une quartique y^ circonscrite à ces
points; y^ dépend de trois paramètres; on peut donc se demander
en quoi consiste la restriction prévue en reconstruisant le tableau T :
la septique €7 étant construite, la droite F^, F^, Fg, 1̂  est unique et
détermine un groupe unique F/FaFg permettant la construction du
groupe : cela tient à ce qu'il n'y a qu'une quartique y^, coupant ye
aux points simples P < , P^ Ps, P, et 11̂  . . . 5 11̂  dont les derniers
comptenfc'pour deux.
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Pour la seconde ligne 3\ puisque les points lïi, .. . 9 I T ^ o ? F^ Fg
F3 déterminent un réseau de quartiques, deux d'entre elles ont encore
3 points communs ç^ , ^3, (p3 en l igne droite et F,, F^y Fg, ©, , ç^; ©3
déterminent une conique : on en déduit que 11̂  . . . , ITio sont sur une
cubique ( < ) , et réciproquement. Donc le d iagramme ( i ) , qui réussit
encore, prouve que l'on doit déterminer une quartique ^ et une
sextique ̂  setouchant en 10 points, situés celte fois sur une cubique C^.
Prenons donc arbitmrement une quartique y^, coupons-la par une
cubique arbitraire G;} et prenons pour II,, . . . , 11^ o au hasard 10 sur î 2
des points communs : prenons P,, arbi t rairement su ry^ , d'où résultent
PU, P;}? Pî : ^ou^ constatons que nous n'1obtenons pas un groupe complet ;
cet exemple précis ju s t i f i e la minu t ie avec' laquelle j'ai cru devoir
présenter' la1 discussion et ,1e choix des nombreux exemples que j 'ai
fournis; , en efïet, les courbes d'équation

y'7.73 + Ci y,; == o

contiennent ï3 paramètres arbitraires homogènes : 10 provenant
de "y.^ et 3 de C^; on peut, par 10 équations seulement, rendre
11̂  . ..,"11^ doubles; si les équations de condition sont distinctes, il
reste trois paramètres homogènes (au t rement d i t / u n système co'2,
doncr==ï) . Or, les sepliques qui coupentG^ en 20 points (iïp . . . , 11^
comptés chacun pour 2) coupent encore Cg en un même point cp ;
donc nous obtenons par notre procédé des septiques ayant toutes en
commun les 10 points doubles IL{, . . . , 11 ,̂ les quatre points P.p P^

( 1 ) Ceci est une conséquence générale de la théorie de la résidualion; les égalités
symboliques que nous avons systématiquement employées manifestent d'ailleurs cette
propriété par des opérations purement mécaniques; on écri(, en effet, pour deux quar-
tiques, €4, C^ :

( ï } {Ji -\- 11.2 -+-... -4-Ïïi o -+- pi -f- pî --h ps •+• P/i ~3r- pï -+- p(î === 0, '

puis sur €4 :

(2) Ri -hpg -+-^3 -1-^4 +p5 ~^pG -r-7;/i "h /^ == 0,

( 3 ) p\ ~^p'^ -+- p'[ -^p'^ ==o.

On en déduit

( 4 ) , n-i -+-n3.,.-4-nio-+-//i -^p\ =o.
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P,, P^ et le point y; en regardant le tableau, nous voyons que la seule
façon de concilier les résultats est de supposer r effectivement égal
à i, mais de remarquer que 11,, IL,...,1.1^ (doubles), P^ , Pa, Pa? P.'*
(simples) forment un groupe incomplet de surabondance i, et que
l 'adjonction de y fournit le groupe anormal complet de surabon-
dance 2; la quartique y^ coupe 67 en î\, K, F^y F^ qui donnent la
droite C^ et F ^ , Fa, Fy, conformément au diagramme î ; pour le degré 4»
les i3 points 11̂  ..., llio, F^ , F^ F 3 ont la surabondance un, défi-
nissent un réseau de quartiques dont nous ne pouvons utiliser que
celles qui passent en ç et forment un faisceau. Le groupe I T ^ . . . l l (o? ç
est donc l'un de ceux que fournit la première ligne (surabondance î),
et les quatre points P^Ps , P;},?., qui lui sont ajoutés fournissent la
surabondance 2 : on a a ins i un cas part icul ier de la ligne F ==4 du
tableau.

Une discussion minu t i euse et assez longue prouve que la seconde
ligne 3* proprement dite ne peut pas exister; il faudrait en ellet
essayer de faire coïncider ï\ avec ç, et de faire passer 7^ par y. Les
égalités symboliques écrites soit sur €3, soit sur -^ conduisent au
résultat négatif annoncé.

La ligne F == 4 ̂  présente aucune difficulté : on peut en effet
prendre deux quartiques au hasard, choisir au hasard ï 4 de leurs
points communs pour les appeler IIp ...,II^, F ^ , Fa, F3, F^ : il
existe co1 (au moins) septiques ayant H^ .. . ,II^ comme points
doubles, Fp Fa, Fa, F.i comme points simples, et non décomposées, si
les 10 points II ne sont pas sur une cubique : on continue sans diffi-
culté la construction de Pune de ces courbes Cy.

Pour la ligne F == 5, même construction : on peut tracer une 67
(au moins) circonscrite à Hp .... 11̂ , F^ F,, Fa, F,, F, (choisis sur
les 16 points-bases d'un faisceau de quarliques). Le reste s'achève
sans difficulté.

Nous allons voir que la dernière ligne est impossible; en effet, sur
l'une des quartiques du faisceau (11^, . . . , I I io? Fu • • • ? Fo) écrivons :

aîli 4 -2n2+ . . . -+ -2n io+Fi4-"F2-^ . . . -4 -F6-h-Vi4- -V2=o ,

11^4-: 1Ï24-...+ ÏIio-+-Fi+F2-+-. . .-+F6 =0.

Ann, Éc. Norm., (3), XLII. — SEPTEMBRE 1925. 35
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La comparaison donne

rii + ria -h... -4- riio 4- Vi + '¥2 = °i
donc les 10 points II seraient sur une cubique; d'autre part, nous
supposons les points V^ et Vg variables^ donc la cubique C^ coupe €7
en 22 points et fait partie de Cy qui se décompose; on aura i t pu faire
le raisonnement suivant, qui conduit au même résultât : si la dernière
ligne existe, il exïsiQquatre quarliques adjointes passant pari ï i , . . . , 11 ,̂,
V ^ , Va; donc ces points sont à l ' intersectiond'une quartique et d'une
cubique. Cela jus t i f i e l 'emploi de nos égalités symboliques, qui ont
l'avantage de ramener beaucoup de propriétés à un simple mécanisme
de calcul.

22. Élucidons de même le cas :
m:=7, p=:q, ï i points doubles iïi, lia,,,. ,11»!.

Ici on a

On a donc
2^ — 3 =: 6 ,== {' -h / 4~ 7 ̂ , S == P 4- h.

ô=o, (^5, f^i1.

Ceci suffit à démontrer que i r points doubles pris au hasard déter-
minent exactement co2 septiques et jamais œ3; d^autre part, /, quand
il prend la valeur i, 2, ne donne, d'après les remarques générales,
rien d'autre que /== o; donc il n'y a pas à essayer /== o, i, 2. On
commence à/==3, en supposant dans ce cas les 3 points en ligne
droite.

Ecrivons à titre d'essai :

m ===7 p == 4. ïîi, .IIî,. . . , ÎI.i i do ubi es

F ÎT Y P r s • „
quartique 3^ i 3 ^ i !̂

; ; . . 4 a, 2 3 i 3 ! , ' ,
! ' , ! 5 3 i ! 4. ! i 4

La dernière ligne ne peut exister, car elle donnerait un réseau de
courbes non linicursales avec une seule intersection mobile.
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Pour la première l igne, la méthode du paragraphe 17 conduira i t au
diagramme sur €7 :

¥,¥,¥, 74(co=-o) V.V^
C,(û/===—i) C,(œ"=: 4 - î )
PiF.F^ a,(^=o) P,P, 1 •

et à la conclusion qu' i l existe une sextique Go tangente à C, en 11̂
IL, ..., lin et la coupant encore en P( , P^. Ceci ne suffit pas pour
en i r a îne r une relat ion entre les n points II,, IL,.. . ,II, , ; car on peut
imaginer que F, est l ' u n e des ̂  quar t iques issues de II,, îl^ . . . , 11̂
et qu'on la coupe par u n e sextique la touchant en 11̂  IL,. .. ,II,o et la
rencontrant s implemen t en lin, ce qui donne l'égalité symbolique
dé te rminan t sur r\ le système Q^ Q^ Q;, :

2l ï i4-2 .1 l2+. . .+2Î[ : ,4-nH + Q .+Q^+Q.^o .

On peut, en écrivant que Q, coïncide avec lin, obteni r w2 quar-
tiques. Ceci suffit à peu près pour rendre vraisemblable l'impossibilité
de la première l igne du tableau, car n,, IL, . . . , II, 3 devraient former
un groupe normal, mais incomplet: or, si II,, ...,11^ sont pris au
hasard, ils forment , en tan t que points doubles» un groupe normal
complet. Du reste, l ' équat ion générale des courbes de degré 7, passant
par les points îl^ . . , , II,<,, 11^ de contact de C^ et (^ et les deux
autres points simples de l ' intersection, P , y P.,, est

C'.C, -hCiCnrro

et contient le$ i3 paramètres homogènes qui entrent dans G, et €3;
en écrivant que Iï^ II.,, ..., 11̂  sont doubles, on doit, en générale
obtenir un faisceau (r=o) avec 5 points d' intersection complémen-
taires. Toutefois les résultats généraux, indiqués au paragraphe 17,
sont insuffisants pour t rancher la question.

Or, dans mon précédent Mémoire, au début du Chapitre III, j ^a i
étudié en détai l les surfaces unicursales de degré 5 .possédant une
cubique gauche double T; elles admet ten t une représentalion plane
où les sections planes ont pour image les quartiques circonscrites
à 11 points II,, n.,, . . . ,ïï ^ ^ ; l'image de F est une septique par t icu l iè re C
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du système oo2 défini par 11^, 11̂  ..., II, ^ doubles ; C est du type
hyperel l ipt ique; la droi te jo ignan t s u r C les images d 'un même point
de r enveloppe une conique C.^ touchant G en 7 points; si 67 est l 'une
quelconque des autres septiques ayant les II pour points doubles,
Cy coupe G en 5 points a,p a ^ y a^, a,^ a^ tels que leurs associés a\, a\^
a^, a ^ a ^ sur C, dans la correspondance hypere l l ip t ique , soient sur
une même tangente à G.». I l v a donc impossibi l i té à trouver deux
points P^ , P., tels que toutes les septiques (en particulier C) circons-
crites aux II (doubles) passent toutes en I-\ et P.,; en effet, P^ et P.,
au ra i en t deux associés fixes, Pp P'. sur G, et si a ^ y ci^y a^ sont les
trois poin ts variables c o m m u n s à C et une autre septique, la droite
a\a\,€i^ serait variable et devrait contenir les deux points fixes P\, P^.

Ce ra i sonnement , basé sur la géométrie dans l'espace, démontre
aussi que le cas/= 4 c o n d u i t à une impossibilité.

La méthode du paragraphe 17 suppose les points II tous doubles ;
pour le premier cas de difficulté (m == 7, ïo points doubles) elle nous
a permis de traiter la question complètement; pour le second cas
(m ===7, ii points doubles) elle n'a donné que des indications, et ceci
nous suffit pour montrer la difficulté du problème; il y aurait lieu de
perfectionner encore considérablement la méthode que j 'ai indiquée,
afin d'éviter une démonstrat ion part iculière pour chaque cas. Les
considérations données plus lo in , paragraphe 27., permettent d'aller
plus loin et de ne plus supposer les points II doubles.

La construction des tableaux T serait donc extrêmement longue, et
au fond nous ne l'avons complètement i n d i q u é e que si tous les points
mult iples peuvent être tous pris arbi t ra i rement , ou si u n e transforma-
tion birat ionnelle a ramené à un tel cas : ce dernier procédé a réussi
au paragraphe 10.

23. Je dis quelques mots du cas où l'on considère les octiques
admettant i4 points IIp lïy, ..., ïï^^ pour points doubles : on ajo == 7
et en général on a un réseau. Cherchons la condit ion pour obtenir un
système l inéai re co3 d 'octiques n'ayant pas d'autres points communs
que n^, n^, ..., 11̂  ; on a donc

2p — 2 == 1 2 ==/-+- V -h 80, P==:8, 0^=0, /=4;1
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d'où

m •== 8 P ̂  7 IIi, IL,. . . ,ÏIi4 doubles

( 1 )
F a V P /• .s-

quîntique 4 o o u ï 8 o 2 ou 3 î ou 2

Le faisceau des octiques n,V découpe, sur la quintique y^, une
série g\, ce qui, d'après Riemann-Roch, exige qu ' i l y ait 3 coniques
l inéa i rement indépendantes issues de F^F/F/F^ : ces quatre points
sont en ligne droite et l'on trace sur Cg le diagramme :

( F.F^F, 7^=0) ViV,...Y,,
( 2 ) C^,/:==-i (C,(c^=4-l) ,

( F/ F^ Fg F^ quart ique ( ̂  = o) o

On en déduit quelle.. .,11^,, sont points de contact d'une quartique C^
et d'une septique Cy ; réciproquementun tel groupe définira oo3 octiques
ayant ces points doubles (s== î).

Pour déterminer les points de contact, on écrit sur G,, :

(3) 2 ( Ï Ï i4 - I Ï2^ . . .+ ï ï l4 )==0.

et si les II sont sur une seule quartique :

(4) n i -4-n2+. . .+ni4+^+^-+- . . . "+-^6=o.
On déduit par comparaison :

(5) 2(/?i-hp2-l- . . . + / ? G ) = = O ,

on est ramené à trouver une 63 et une (^ tangentes en 6 points, puis,
par procédé déjà employé, à trouver une C.^ et une Cg triplement tan-
gentes.

Si, au contraire, les II sont bases d^un faisceau de quartiques, on
écrit :
(4/) Hi+n24- . . .+nu+pi -+-7^ ==o,
d'où par comparaison de (3) et (4')
(5^ 2(pî+/?2)=0.
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On est ramené à trouver une droite b i t a n g e n t e à G; ; nous nous
sommes servis de cette propriété au paragraphe !. pour montrer qu'w,
général les octiques con tenant , comme points doubles , 14 points-
bases d'un faisceau de quar t iques se décomposent en deux quar t iques
du faisceau ^exception a lieu si la droi te , jo ignan t les deux points-
bases négligés, est b i tangentea u n e q u a r t i q u e par t icul ière du faisceau.

24. Exemple de. points îriples. — Une courbe de degré 12 c o n t i e n t
90 coefficients, et un poin t tr iple donné représente G c o n d i t i o n s ;
donc , en général, la donnée de i;1) points t r iples suffi t pour déter-
m i n e r une G ( . » et une seule.

Nous allons, en ramenant la question à un problème de contacts,
ind iquer un cas où l'on ob t i en t un faisceau de C^,.

On sait que si par 3 po in t s T^, -TC.^ TC^ en l igne droi te , on fait passer
une G,, et une G^, arbitraires, elles se coupent en Zp points Pp
P.,, . . . , P^ nouveaux qui ont la surabondance i pour le degré 12;
les courbes de degré .12, circonscrites au P ont pour équation géné-
rale :
(0 c j ' s+ÀC^+^r ia^o ,
où ïg est une courbe arbi t ra i re de degré 8, r\., une courbe fixe de
degré J2, et À, p, des constantes ; cet te équation (i) renferme 47 para-
mètres homogènes. Cela subsiste quand on suppose les 45 points P
c o n f o n d u s trois à trois, c'est-à-dire les courbes CL. e t C ^ osculatrices
en i5 points IIp II.,, . . . , 11 .̂ Si l 'on transporte l 'or igine en II,, l'axe
des x é tant tangent à C^ et si R, est le rayon du cercle oscillateur
à G; en IIp l 'équation (i), ordonnée suivant les puissances croissantes
de a?, y, sera de la fo rme :

/ ^â \
a i y — —— 4- bry -4- cy2 4- dûc^ -4-. . , -= o,
\ ar^/

II suffira donc de trois équations linéaires entre les paramètres arbi-
traires en t r an t dans (i ), à savoir a =?:&==: c ==: o, pour rendre 11̂  t r ip le
sur la courbe de degré 12. En opérant a insi pour les divers points
11^ , . . . , 11, ^ on obtient 4•>> équations linéaires et homogènes à 47 i ncon-
nues/donc, en général,, un faisceau,
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II suffit donc d' indiquer comment nous construisons le total lïp
Iï_., . . , , 11,,̂  T^, " ^ i , T^. Sur C,, on a
(2) 3(!fî 4-IL4-. ..4-Iîi3)4- 74 4-71.2+7:3 == o,
(3 ) 0 -4- 7:i 4- 7:2 4- 7:3 == 0,

( ! [ ) Hi 4- lia 4- . . . 4-Iîi5 4- 7^ 4- <, 4- 7:y 4- 7:̂  4- 7:5 =0,

en supposant que les II sont sur une seule quartique.
La combinaison 3 (4) -+- (3) — (2) donne

(5) -3 (7^ 4- 7:2 4- 7:3 4- 7:', 4- 7:5 ) 4- 0 = °-

On est donc ramené à trouver une nouvelle courbe C',, osculatrice à C,,
en 5 points. La même méthode, en menant la conique circonscrite
aux TC' donne , .
(6) . " Tt\ 4- 7^ '+ ^3 '4" 7^ "̂  ̂  4- ^î 4- '^2 4- ^3 === o.

La combinaison 3(6) 4- (3) — (5) donne

(7) 3( ^1 4- 4*2 + 4^3 ) + ^1 + 7:2 4- 7:3 = 0.

On est donc ramené à trouver une cubique Cy; osculatrice à C^ en
3 points 4 et ̂  coupant encore en 3 points en ligne droite, mais alors
le transfert sur €3 au lieu de C,, de l'égalité (7) donne simplement :
(8) 3(4/i 4- 624-d^)=:o,

et l'on est ramené à trouver deux cubiques C^ , €3 osculatrices en
3 points : ceci revient à la division des fonctions elliptiques.

Si l'on avait supposé les II sur deux quartiques» on conserve (2), (3),
mais on écrit :
(4^) Ïl\ 4-Ha 4-., .4-IIi5 4-Ti/^o,

d'où
(5<) ST:'4-9=0,

ce qui prouve qu'il faut prendre pour paint ^ un point d'inflexion de .
C,. et la couper par une quartique C', quelconque passant en r.\. Mais
w doit remarquer que ce^procédé-ne fournit wcune propriété spéciale
pour reasemMe des points îl,,Ti^ —,•11^ et ^, sauf d'être bases
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d'un faisceau de quartiques; en effet, dans tout faisceau de courbes
il y en a, en général, trois qui admettent l'un des points de base pour
point d'inflexion. Si nous confrontons avec le paragraphe 1 de ce Cha-
pitre, nous voyons qu'en général les ï 6 points-bases d'un faisceau de
quartiques, pris avec le degré 3, forment un système de surabon-
dance 9 pour le degré 12; donc, en générale i5 d'entre eux forment un
système incomplet de surabondance 3 et donnent une courbe
décomposée en 3 quartiques du faisceau.

On voit que la même méthode nous permettrai t , de tout groupe
anormal complet formé de points tous distincts, de déduire un groupe
anormal complet obtenu en réunissant? de ces points et les conver-
tissant en point m u l t i p l e d'ordre i\ mais nous n'obtenons pas ainsi
tous les groupes avec points multiples : cela a déjà été constaté
par m = 5 et des points multiples d'ordre 2 seulement.

23. Problème analogue au problême d^Halphen. -— J ' indique un
problème analogue à celui qu'Halphen a posé pour les sextiques à
neuf points doubles. Supposons qu'il s'agisse de courbes de degré m,
admettant A", points d'ordre ïp k^ points d'ordre ^, .. . , k^ points
d'ordre ^; les £ sont des entiers égaux ou supérieurs à i. Supposons
que l'on ait

Â-l l\ -+-...+ /Ça iï == W2,

0) /, ^'1-1-ï) , , /. ^(^•+-1)„,^(^-^-3)\ ̂  ——————— -}- . . . 4- A ———————— — ———-———— 5
2 2 2

de sorte que si les points sont tous donnés arbitrairement on ait une
seule courbe d'ordre m. Les relation s (i) peuvent prendre la forme
plus simple :

( /C^'2-^-...-4-/Ca^=^2,
(2) ( Â-i ?i 4- ... 4- A-a ̂  == 3 /n,

d'où l'on déduit aussitôt

. ( h — 1 ) , , / „ ^Oa-1)^.^^--3)( 6 ) ki ———— -4- . . . 4- Â O • —
2 2 2

Le genre de la courbe est donc l'unité : si nous écartons le cas de
décomposition obligatoire, avec une portion de décomposition fixe ou
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sans portion fixe, il ne peut donc y avoir que le cas de la seule courbe
C,^ ou du faùceciu.

On remarquera que les relations (2) sont homogènes en i^ ^, ...., 4
et m de sorte que si D (supérieur à i ou égal à i) est le plus grand
commun diviseur de ^,1'a, . . . , î 'a et m, et si nous n'avons qu 'une
solution, cette solution est la courbe de degré ,y? admettant les points
donnés avec la multiplicité primitive divisée par D, cette courbe étant
prise D fois.

Ceci prouve même que si les points donnés, avec la multiplicité
divisée par D, définissent un faisceau de courbes de degré -p.?
la solution du problème au degré m se compose de D courbes arbitraires
de ce faisceau : l'analogie avec le problème d'Halphen est manifeste,

On connaî t l'inégalité, entre nombres positifs ou nuls,

(4) K^f-t- ^J4-. . .4- <7ii)^(^i-+-<?2-^. - .-+-^î02,

l'égalité ne pouvant avoir lieu que si a, == a^ = = . . . = = <2^. Donc, en
posant K = ̂  4- ̂  4-... 4- k^ on déduit de (4)

(5) K(À^4- /^î|4-. . .4" ^à)^(Â-i4-+- Â"â4+. . .+ A-aîa)2

ou en tenant compte des égalités (2)
(6) ^-+•^+••.+^^9,

l'égalité ne pouvant avoir lieu que si ^ =i^ ==1 . . . = iy, de sorte que
Fon retombe sur le problème d'HaIphen : déterminer une courbe de
degré 3m ayant 9 points d'ordre m.

Le cas le plus simple après celui d'Halphen s'obtiendra en prenant
k^ -4-^4-. . .4-Aa= 10. Par exemple, 2 points doubles et 8 points
simples déterminent en général une quartique de genre i et une
seule. Nous allons, comme application du problème étudié au
paragraphe 5 indiquer quelle disposition ils doivent présenter pour
donner un faisceau de quartiques.

Donnons-nous arbitrairement IIi, Pi, Pay . . . ,Pg et supposons que,
pris tous simples, ils ne soient pas bases d'un faisceau de cubiques.
Si donc on considère la cubique €3 qui leur est circonscrite, nous
savons que toutes les quartiques admettent n^ double, P ^ , P^, ..., Pg

Ânn. Éc. j?Vorm., (3). XLIÏ. — SEPTEMBRE 192:5. 36
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simples coupent 63 en (Jeux points P', P" tels que la droite P'P" passe
par un point fixe F de €3 ; les quarliques en j eu forment un système co'^;
celles qui passent en P' forment un système.co2 et cont iennent automa-
t iquement P"; si donc de F on mène l 'une des qua t re tangentes à €3,
et si IL est l 'un des points de contac t , toutes les quart iques admet ten t
II double , P i , PU, . . . , PS, IL simples sont tangentes à G;} en IL et
forment u n système œ2 ; i l suffî t d 'une condi t ion pour rendre IIy
d o u b l e et l 'on o b t i e n t alors un faisceau comme nous le d e m a n d i o n s ;
donc si, IL, P,, . . . , Pg ne déf in issent qu 'une cubique €3, nous avons
quatre pos i t ions du p o i n t IL (ce nombre se r é d u i t si .la classe de €3
au l ieu d'être 6 n'est q u e !\ ou 3). Si II,, P < , P^, . . . , I\ déf inissent un
faisceau de cub iques , t o u t ce que nous avons d i t peut se répéter sur
chaque cub ique €..1 du faisceau : sur chaque cub ique G..} le point F
coïnc ide avec II. et l 'on a encore qua t re posit ions du p o i n t IL; celle
fo is le p o i n t IL décrit un l ieu . Dans le premier cas, les oo3 q u a r t i q u e s
(IL double, P ^ P a , .... 1\ simples) servent de représenta t ion aux
sections planes d 'une surface 2 de degré 4 a d m e t t a n t une droi te
double A sur laquelle il y a l\. points où les deux plans tangents sont
confondus et ce sont ces points qui on t pour image les points II,»
obtenus. Dans le second cas, les co3 quarliques donnen t u n e représen-
tation impropre d'une quadrique et il y aurait l ieu d'étudier cette
représentation, exactement comme nous l'avons fait pour les oo3

sextiques ayant 8 points doubles et le cône du second degré qu'elles
servent à représenter.

On remarquera que si l'on procède aut rement et si l'on se donne
IL, IL, P^ . . . , Py on a P^ sans diff icul té dans le cas du faisceau; or
u n e t r ans fo rmat ion quadratique b i r a l i o n n e l l e , de t r iangle fondamental
]Ï,ILP,, d o n n e des cub iques circonscri tes à II,, IL, P;p ..., Py
s imples ; de même si l 'on cherche un faisceau avec II,, IL multiples
d'ordre 2m, P,, P^, . . . , I\, ï\ d'ordre m, les courbes étant de degré
l\m, la t ransformat ion quadra t ique en question ramené purement et
s i m p l e m e n t au problème d'Haiphen où le degré des courbes est, 3m et
n^ IL, F;,, . .., t\ sont des points d'ordre m : le lieu de î\, par
exemple, si H\, IL, P , , . . . , I\ sont donnés , se dédui t donc du travail
d'Haiphen, mais le lieu de IL, si II,, P, , t\, . . . , P^ sont d o n n é s / a
besoin d'être étudié spécialement.
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Je n'ai pas trouvé de solution du système (2) autres que celles que
l'on dédui t du problème d'Halphen par une transformation quadratique
birationnelle.

26. Surabondance d^ un groupe pour des degrés croissants. — Si Fon
considère un groupe de points IIo IL, . * . , 11̂ ., P i , Pa, ..., P/, on peut
désigner par m le degré m i n i m u m des courbes circonscrites aux points
pourvus de la mul t ip l i c i t é donnée; soit s la surabondance pour le
degré m, il existe des courbes de degré m -h i , m 4- 2, .. . y sans
l imi ta t ion supérieure, circonscrites au groupe, la m u l t i p l i c i t é de
chaque point restant la même. On démontre comme dans le. précédent
Mémoire que les surabondances s, s^ s^, ... relat ives aux degrés
successifs m, m 4- i, m -f- 2, ... vont en décroissant jusqu 'au moment
où s^ devient nu l et reste définit ivement nul : sauf au cas où elles sont
nulles toutes deux, deux surabondances successives sont inégales.
On a

o <; s — s^ $ m

du moment que «y est d i f fé rent de zéro Cm désignant alors le degré
d'une courbe circonscrite, même si ce degré n'est pas le degré
min imum) .

Mais il faut remarquer qu'un groupe qui est incomplet, pour le
degré m, peut être complet pour le degré m + i : d'ailleurs, cela
résulte de la décroissance de la surabondance.

Un groupe peut, pour le degré m, définir des courbes toutes décom-
posées : mais en con t inuan t dans la suite m -4-1, m 4- 2, ...., il arrive
un moment où les courbes ne sont plus nécessairement décomposées.
Le lecteur pourra se reporter à mon précédent Mémoire (Chapitre II).
Ici il y a une particularité spéciale aux points multiples, quand ils sont
suffisamment nombreux : ainsi, soit une septique unicursale C^ à
j5 points doubles. Il n'y a qu'une septique les admettant, car toute
courbe ayant ces i5 points doubles admet 60 intersections avec €7 : au
degré 8, ces i5 points doubles exigent la décomposition de Cg en Cy
et une droite; au degré 9, ils n^exigent plus la décomposition.

27. Proposition de Cayley. Genre apparent.—Une courbe €„, étant
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donnée, p étant son genre effectif, on a

'̂  i ( i — i ) m ( m — 3 )(o ^2—r——.—-+I

et l'on sait que l 'adjointe générale d'ordre m — 3 (les excès étant tous
nuls) dépend exactement de ( p — i ) paramètres : il y en a en effet
/^d i s t inc tes . Donc, un po in t mul t ip le d'ordre Çi—i) représentant
exactement ' conditions pour une courbe, les conditions
représentées au degré m. — 3 (ou aux degrés supérieurs), par les
points mult iples de €„,, mais avec la mul t ip l ic i té i— i au lieu de i
pour chacun, sont toutes distinctes^ soit que l'on prenne tous les points
multiples, soit que l^on en néglige certains. Conservons donc la
formule (i) pour définir le genre p , apparent ou effectif^ suivant que la
sommat ion S se rapporte à une port ion des points mult iples ou à leur
ensemble; les adjointes (apparentes ou effectives) sont celles qui
passent (avec un excès nul ou positif) par les points multiples
conservés. II y a donc exactement p adjointes (apparentes) linéai-
rement dist inctes d'ordre 772—3, d'excès nul en chaque point multiple
conservé de C^; la formule (1)5 écrite sous la forme

^ ^^-^"T^-^-2)-
prouve qu'il y a exactement p -h m—i paramètres dans l'équation
d'une adjointe (apparente) d'ordre m — 2, d'excès nul en chaque
point multiple conservé de C^.

Si Pon prend, au hasard, sur une courbe C,,̂  p points distincts des
points multiples {p étant le genre apparent ou effectif), il n'y a aucune
adjointe (apparente ou effective) de degré m—3 passant par ces
points.

Ces préliminaires suffisent pour établir une proposition importante,
qui est l'analogue de la proposition de Cayley : nous ne portons notre
attention que sur certains points multiples de C^ pour définir le genre
apparente; nous faisons passer par ces points, chacun d'eux ayant
une multiplicité arbitraire, mais non nulle, une courbe Cy, coupant
encore C^, en dehors de ces points^ aux points P^ P^, ..., P^ : la



SYSTÈMES LIINÉAÎRES DE COURBES ALGÉBRIQUES. 285

connaissance de h •— p de ces points, prélevés au hasard, entraine la
connaissance des p restants : la proposition est en défaut si les p
points restants sont sur une adjointe (apparente) d'ordre m—3 ou
inférieur.

Il est bien entendu, dans cet énoncé, que la courbe G. ne passe en
aucun des points multiples de C/// négligés.

J'ai fait remarquer, dans mon précédent Mémoire, que cette forme
d'énoncé, frappante pour Pimaginat ion , en réalité est remplacée
avantageusement par l'étude de la structure de l 'ensemble P,, . . . , P^,
U^ lia, . . . pour le degré q : chaque P est simple, chaque II est l'un
des points mul t ip les conservés de C^ et a la multiplici téy(o <J ety^z")
fixée sur Cy. La surabondance de cet ensemble est p , et en général il
est irréductible : mais il peut contenir un groupe anormal complet, à
son intérieur, dans les cas où la proposition de Cayley est en défaut-

Grâce aux extensions successives du théorème du reste, la propo-
sition en jeu est ramenée, au fond, au cas d'une adjointe (apparente)
de degré m -- 2 : une telle adjointe C^-a coupe C^, en dehors des
points multiples, en p -4- u points et l'on a
( 2 ) m {m — 2 ) == .2 i ( i -— i ) -+- p -+- u,

d'où, en tenant compte de (i),
(3) ^^(Ï^i)^+i)(m-^)

En comparant avec (i') on a
(3') u -=.p^r m— 2.

L'égalité (3) montre qu'ê^ général u points simples pris au hasard soit
dans le plan, soit sur C^ et les points multiples conservés de C^,
chacun avec l'ordre i — i, définissent une adjointe apparente €^..2 et
une seule; ainsi, si u points de C^ définissent non pas une mais so7"
adjointes C/^a, elles coupent C^ suivant une série linéaire de groupes
de points g'p et il y a exactement, d'après Riemann-Roch, r adjointes
(apparentes) de degré m — 3, linéairement distinctes, passant par un
groupe de la série.

Cela posé, séparons P^ Pa , . . . , P/, en deux groupes : l'un R composé
de p points, l'autre P des h— p restants; en générale il n'y a pas
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d'adjointe (apparente) d'ordre m — 3 contenant le tolal R et, s'il en
est ainsi, toute courbe C. passant aux mêmes points II que Cy avec la
même multiplicité et contenant encore les P cont ient les R : dire le
contraire reviendrait en effet à écrire sur C,n le diagramme

R C, P
p p7
^/n~ 2 ^q

U ^ C^_, IV

Par les points R passent en effet cc^--'2 (ou plus) C^a adjointes
apparentes : C^__> est l 'une et donne le groupe U complémentaire; la
courbe C- a donné le groupe R7 non identique à R : les conditions
pour le d i ag rnmrne sont remplies , car en chaque II l'excès de Cy ou (^
"est le même, et ce lui de C/,^ est n u l ; la courbe C^ non seulement
existe mais est u n e adjointe (apparente) :. or nous avons vu un peu
plus haut que, si les U, qui sont au nombre u, déterminent des
adjointes C^_a? ^m -^ - ' • différentes, chacune donne un groupe R IV, . . .
situé sur une a d j o i n t e C,,,^, ce qui contredi t l'hypothèse.

S i<7<<m, cela entraîne que C^ et Cç coïncident ; si l'on a y^m, il
est facile de voir que les courbes Cy et C^ ont îj points communs
confondus en chaque point II conservé, si iïj\ ou j2 si ^ <<,/. En effet
chaque courbe du faisceau Cy4-[xC/ ,=o a en commun avec C^ un
total de mcj points représentés par les P, R, II où chaque II compte
pour ij\ il passe une courbe de ce faisceau par chaque poin t du plan;
il suffît de prendre un point, nouveau sur C^ pour obtenir une iden t i t é

p _ •) rv _i r ' -p •Oy .===: A 0<y -}- 'U,̂  \^f^m

et diaprés cela chaque point 11 commun à Cy et C^ compte pour le plus
grand des deux nombres ij\ /\

Si au contraire les R sont sur une courbe C/^,.;$, adjointe apparente, ily
a des courbes C^ contenant les P mais non les R et i l n\ a p lus aucune
raison de contact entre les courbes Cy, C^ aux points II quand j <^ i.

L'intérêt de la proposition que nous venons d'énoncer est que la
courbe C<p à un degré indéterminé, contient les points H à un degré de
multiplicité indéterminé (avec le droit de choisir les points II conservés
ou éliminés), et de plus est assujettie, quand les p points R ne sont
pas sur une adjointe C/^g, non seulement à contenir les points R mais
encore à avoir des contacts déterminés aux points II avec d'autres
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courbes fixes de même espèce, si /'< i : en e f fe t chaque branche de Cy
a i —J-+- i poin ts communs avec celle desy branches de C. qui lui est
tangente, de façon que le point II compte pour if et non j '1 dans
l ' intersection de C^ et C^ 11 y a l ieu de rattacher ce fait aux considé-
rat ions du paragraphe 17.

Ai.nsi, supposons que C^ soit une sexîique à 9 points doubles :
p == i et les adjointes d'ordre 3 ne coupent plus la courbe C,/,; donc,
sans exception possible, toutes les courbes Cy qui passent aux 9 points
doubles de Ce, pris avec la m u l t i p l i c i t é i sur C<p et qui coupent Cp en
6 q - ?9 points distincts de II,, IL, ...,119, non seulement ont un
nouveau point commun fixe sur Cy mais encore sont tangentes entre
elles aux po in t s IL, IL, ..., II;) : ceci n'a d'intérêt que pour < y ï 6 , car
cf < 6 donne une seule courbe C//. Appliquons à q == 6 et opérons de la
façon suivante : prenons une cubique 73 ne passant en aucun point
double de Ce ; elle perce C<s aux points P,, Pa, ..., P^, Pis. Cherchons
les courbes 1̂  (T^ est mis ici au l ieu de Cç) passant aux 26 points
simples II,, Ha, . . . , Ho, P^ P ^ , , . . . , P^; elles fo rmen t un faisceau;
l 'une d'elles se compose de la cubique unique €3 circonscrite à
II,, IL, ..., IL) et de la cubique y;j, donc le nouveau point fixe est P ^ g
et d'autre part toutes les sextiques du faisceau sont tangentes entre
elles en IL, ..., IIy, donc tangentes à la cubique €3 : les 9 points doubles
(F une G» sont donc nécessairement les points clé contact d'une cubique et
cl'une sex tique. Nous avons ainsi rattaché cette proposition d'Halphen
à la proposition de Cayley.

28. Nous pouvons encore faire les remarques suivantes ; C^ é tan t
donnée, nous avons à notre choix, d'abord les points multiples II
conservés, pu is le degré q des courbes à utiliser comme Cy, puis la
mul t ip l i c i t é à at tr ibuer en chaque point II à la courbe C^. Cette simple
remarque permet de généraliser les tableaux T déjà dressés; reprenons
par exemple le tableau du paragraphe 12

m -== 5 p = 4 ÎIi, IL doubles

F î V P r s

conique o o 6 î i 3 i

Conservons-par exemple IL et lia de sorte que le genre et les
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adjointes de C/^ ou Cy seront le genre effectif, les adjointes effectives.
Par V^ , V^, ¥3, V..., V^ Vg fa isons passer en guise de courbe Cy une
courbe 1\ qu i admet II^IL pour points s imples; elle coupe €3 en
i5 nouveaux points P,, P_>, . . . , P^ qui réunis à 11̂  IL comme points
simples donnent un groupe de surabondance i pour le degré 5 : nous
retrouvons l 'analogue des applications données au paragraphe 2 du
Chapitre 1 (en par t icul ier de la troisième); si nous considérons les
points P,, P^, . . . - , Pô et ¥3, Yo par exemple, contrairement au cas
général de Cayley, les quint iques contenant P^ , ..., Pis , ¥3, Vc, IL, IL
tous simples ne passent pas en ' V ^ V ^ V ^ V ^ : c'est cette simple
circonstance qui se trouve signalée par Cayley et ses successeurs; je
fais remarquer ici, comme dans le précédent Mémoire, qu'il est
beaucoup plus intéressant de signaler que si le groupe de points
simples

( 1 ) • p,...p^v,/v,,V3,v,/v,,Yo;iï,,fL
a la surabondance 4 pour le degré 5, le groupe
(2 ) * p, . . .p, , ;n, ,n,
a la surabondance i. On remarque d'ailleurs que le groupe C^) est
complet, tandis que le groupe (i) est incomplet: en effet en IL et IL;
toutes les quintiques du système oo1 obtenu sont tangentes entre elles.
Le groupe (2) a été obtenu directement pour m == 5, p == 6.

29. J ' indique, synthétiquement, ce qui arrive quand on étudie les
points d'intersection de C//, et Cy, avec les notat ions précédentes, pour
les degrés q -+-15 q -+- 2, . . . ; j e suppose d'ailleurs qï'm. Soit q -f- q^
le degré étudié : s'il n'existe aucune adjointe (apparente, relative aux
points multiples conservés, c'est-à-dire effect ivement situés sur Cy)
d'ordre m — q^ — 3, le groupe en jeu , formé des points P, , Pg, . . . , P/,
et des points mult iples de C,,, conservés, pris avec la multiplicité,
qu'ils ont sur Cy, est devenu normal pour le degré q 4- y, . S'il existe
de telles adjointes, d'ordre m — ^ — 3 (ou inférieur) appelons p ^ le
nombre de celles qui sont l inéairement indépendantes : la surabon-
dance du groupe e n j e u estj^ pour le degré y + ^ n de sorte, qu'en
général, toute courbe C^^ les contenant tous, sauf peut-être/?! d'entre
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eux, contient effectivement même ces^i restants. Le seul cas d'excep-
t ion , où cesjo, points ne sont pas situés sur Cy+^, est celui où ces p^
points sont sur une même adjointe d'ordre m -— y,, — 3 (ou inférieur).
Il suffît de se reporter au paragraphe 4 du Chapitre II, de mon
précédent Mémoire et de considérer le diagramme tracé sur C/^

P q V
q -;- q^ m — ̂  — 3 — },

-W m - 3 — A F

Sur la première ligne P et V sont les deux groupes en lesquels sont
partagés les points, non multiples, communs à Cy et C,« : on suppose
que le groupe V définisse une adjointe A^y^^ et que, de plus^ le
résiduel F définisse une adjointe variable A^^._..^; 'X est un en fier positif
ou nul. Le fait que l 'adjointe A^_.3_) varie est essentiel.

Si donc on suppose que la courbe C^^ puisse varier de façon quelle
donne un groupe W n ayant pas de point commun avec V, on voit que ce
diagramme lu de haut en bas remplit les conditions voulues pour
affirmer que W et F sont sur une même adjointe A,,^^ : les excès de
C^ et Cy^ sont en effet égaux en chaque II et l'excès de A^_.^_^ est
nul : il est donc nécessaire que F définisse une adjointe variable A ,„..„:;_><

Nous remarquerons, pour la rigueur, que si nous partons de
l'hypothèse : le groupe V définit une adjointe {fixe ou variable) A^_^_;;_^
et le groupe F une adjointe variable A,,^_^ nous avons à lire le
diagramme précédent de droite à gauche et les conditions pour que P
et W soient sur une même courbe n'ayant pas d'autre point commun
avec G,,, en dehors des II ne sont sûrement remplies que si jïi — i ;
en effet, on doit prendre l'excès de A^_^_,,^, c'est-à-dire zéro, et
exprimer qu'il est au plus égal à la somme des excès de A^,_>. (c'est-
à-dire zéro) et de Cq : il faut donc que l'excès de C^ soit nul ou positif.

La condition trouvée pour l'exception (p^ points situés sur une
adjointe d'ordre m — q^ —.3) est donc nécessaire quel que soit j; elle
est nécessaire et suffisante sij"^ i — î.

Je cite un exemple simple : w== 7,? == 5; si la courbe a 10 points
doubles seulement, nous les conservons; si la courbe a d'autres points
doubles, nous les supprimons. Coupons par une courbe G^, où q est
un entier ^7; C^ admet 11̂  H,, ... /Il, o comme points simples. 11 y a
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r-q — ^o points P, dont 5 surabondants pour ledegréy : s iFon raisonne
sur la courbe Cy, j ^en tends parla que ces po in f s sont surabondants sur
la courbe 67, mais si Fon porte son at tent ion sur les diverses courbes C^
et non seulement sur leurs intersections avec €7, on constate que les
C sont toutes tangentes entre elles aux divers points II. Ma in t enan t
deux hypothèses sont à distinguer pour le degré q •+-1 : ou bien les II
ne sont pas sur une cubique, et alors les P forment (avec II , , ..., Il\o)
un groupe normal pour le degré q-+-î ( 1) ; ou bien les II sont sur une
même cubique et alors les P f o r m e n t avec lli, ..^11^ un groupe-
anormal de surabondance ï pour le degré q -f- i ; il y a donc cette fois
une cubique adjointe, qui perce €7 en a; il y a deux subdivisions à
considérer : le point a n'est pas l 'un des P ou a est l 'un d'eux. Dans
la première hypothèse, il n'y -a rien à modif ier à la proposition de
Cayley : toutes les C^i qui c o n t i e n n e n t tous les F, sauf peut-être l 'un
d'eux pris au hasard, cont iennent effectivement le dernier point P et
sont tangentes entre elles aux divers points II; dans le second cas, il
y a des C^i qui contiennent tous les points P, sauf a, et alors elles ne
sontplus tangentes entre elles aux points II; mais celles qui con t iennen t
tous les P à l'exclusion de l 'un, autre que a, cont inuent à con ten i r
même le dernier et sont tangentes entre elles aux points II. Dans cet
exemple il faut bien remarquer que si nous raisonnons pour le degré
y ou y-h i, abstraction faite de €7, nous avons un groupe de 7^ points
tous simples, dont 2 sont confondus en IT^ 2 en lia, . . . , 2 en II^o : ce
groupe a la surabondance i5 pour le degré q et 10 pour le degré q -+-1,
et c'est ce qui explique les contacts des courbes Cy ou Cç.,., aux
points IL La proposition de Cayley ne nous fait considérer que la trace
de ce groupe sur €7, à l'exclusion des II, et c'est ce qui réduit la
surabondance à 5 ou o.

30. Détermination de ceux dea points d'un groupe surabondant qui
peuvent être marqués a priori. — Lorsque Fon a indiqué la disposition
d'un groupe anormal complet 11̂  ..., Il/,, Pi, ..., PA et sa surabon-

( 1 ) II faut entendre que IIi, ..., U i o sont donnés comme simples à la fois sur chaque
courbe Gy+i et dans l'intersection de deux telles courbes : mais alors, pour le degré
q -t- i le groupe est bien normal, mais incomplet : les courbes Cy+i se trouvent toutes
tangentes entre elles aux points Hi, . . . » Uio et même tangentes aux courbes C^*
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d a n c e ^ , il y a à i nd ique r ceux de. ces points que l'on peut marquer
arbi t rairement dans le plan vierge. Pour résoudre cette question, il y a
d'abord à voir si ce groupé n'est pas anormal pour un degré inférieur,
auquel cas sa surabondance augmente e/eclwem^nt, en même temps
que le groupe a pu deveni r incomplet : il y a donc l ieu de remonter au
degré m i n i m u m , en complétant le groupe s'il y a l ieu. Supposons donc
cette opération effectuée; il faut m a i n t e n a n t chercher le degré mini-
mum des courbes contenant le groupe (ce qui est donné d'ailleurs par
la recherche i nd iquée à l ' i n s t an t ) ; s'il y a une seule courbe de degré
m i n i m u m , on est ramené à un problème de géométrie algébrique sur
cette courbe : on trouve en général a isément ceux des points qui
peuvent être marqués a rb i t ra i rement sur la courbe et les autres ont
ou bien un nombre f in i ou. un nombre In f i n i de configurations; la géo-
métrie dans l'espace rend souvent la discussion aisée : par exemple,
l 'étude des surfaces de degré 4 avec une droite double, faite au para-
graphe 5 et les groupes surabondants pour le degré 4 avec un point II,
double et 10 points P, , ..., PH) simples. Ou bien il y a oo^ courbes
de de «ïé minimum : les décomptes analogues à ceux que j'ai expliqués
dans mon précédent Mémoire permettent encore de trouver ceux^des
po in t s que l'on peut marquer arbitrairement et d'étudier les configu-
rations en nombre f in i ou inf in i présentées par les autres.


