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SUR

CERTAINES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES
?E RATTACHANT A L'N PROBLÈME D'EQUILIBRE CALORIFIQUE

PAK M. EMILE PICARD

1 . Dans des travaux déjà anciens, je me suis occupé dç l'équilibre
calorifique d'une surface fermée rayonnant au dehors'('). On est ainsi
conduit pour une surface, dont l'arc est donne par

fis'1 =- K dp'2 +- :i F dp dq — G dq'-

à l'équation différentielle relative à la température // :

(, ) \ii. —- c(f>, q~) \ KG — P .",

ou

A»

/ ̂ ôu _ Ou , / _ p l h t +K^.

ô ( <^_ J ? ) ^^_( ^' __-^
^ \ V/RG-~F-7 / ^ ^? v v'KG-l" ,

c(p, (/) désignant une fonction positive sur la surface.
On démontre l'existence d'une solution de l'équation ( i), uniforme

et continue sur la surface, sauf en un point singulier logarithmique
dui correspond à une source avec un flux donné. En supposant le flux

•égal à -2 r., et; en désignant par (//, < ] ' ) le point singulier, nous repré-

( i ) E PICAKI» Sur l'équilibre calorifique d'une surface fermée rayonnant au.
dehors (Comptes rendit. 130, igo». P- ' i99); Sur^e équation aux dermes par.
'tielles correspondant à an équilibre calorique (Annales ^enUftq^ _ de
l'École Normale supérieure, r. XXV, 1909. p.. 9). .''ai ̂  outre d^'W ces questions

dans mon cours de 1908.
Ann, F.c. Norm., ( 3 ) , XLIÎÏ. - DECEMBRE 1926. 47



3^0 ÉMÏLE PICARD.

senterons cette solution par
^ (/^/;//,-/);

elle est d'ailleurs symétrique en (p, y) et (//, y').
Envisageons main tenan t l'équation

(2) AV^.À.^^V^G^^P^.V, •

À étant 'un paramètre constant. La recherche de Fintégrale de l'équa-
t ion (2), un i forme et partout continue sur la surface, se ramène à la
résolution -de l'équation intégrale de second'e espèce sans second
membre
(3 ) 37TV (//,/)-4- ( / .— i) j f c ( p , < / ) . u(/),q ; pr^').^(p,q)d<7^: o,

l ' intégrale étant é tendue à la surface, et d^ étant l ' é lément d'aire.
Les valeurs s i ngu l i è r e s de À — :i , relatives à cette équation du type

de Fredhoirn, correspondent aux valeurs négatives de A en nombre
i n f i n i pour lesquelles l ' équa t ion ( ' 2 ' ) admet des intégrales uniformes
et partout, cont inues .

î. On sait qu'à. une surface fermée présentante trous, correspond.
une courbe algébrique de genre p . Supposons les coordonnées d'un
poin t quelconque de celte courbe exprimées par des fonctions
fuchsiennes d 'un paramètre ^ == .r 4- iy, définies dans le demi-plan
supérieur . Si l'on applique à ce cas les résultats précédents, on est
condui t à considérer l 'équation

(4)
à'1 u à^ ii c( .z', y) //. . . . . . . _^-. -_—^ --_-; ,..„.„.———— y
f).T- à } - y 2

<'(;r, Y ) étant iine fonct ion pos i t ive con t inue ,dans le demi-plan et
restant inva r i ab le par les s u b s t i t u t i o n s effectuées sur x et y, qui
correspondent au groupe fuchsien envisagé. L'équation ( f \ ) admet-
une intégrale i n v a r i a b l e par les subs t i tu t ions de ce groupe-, et partout
cont inue sauf en un point d 'un polygone fondamental et ses homo-
logues, où el le a des s i ngu l a r i t é s logar i thmiques .

Parei l lement l 'équation
^V ^V _ ÀcV
àx1 ôy^ y 1
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admet, pour certaines valeurs négatives de A en iloiiâbre in i in i des
intégrales invariables par les substi tut ions du groupe et partout con-
tinues.

3. Le cas de p == s correspond a une pér iodic i té par rapport a cha-
cune des variables. On a. alors l'équation

ô'1 u û2 u
—— -r- • . , = /. c(.r, r ) / / ,
ôx~ (}y , • •

la fonction c(.i\ r) admet tant respec t ivement les périodes u et b pour
les variables. Si c est une constante, la recherche des valeurs de À
correspondant à cle's solut ions du type i n d i q u é au" paragraphe précé-
dent est immédiate . A i n s i , avec d ==- b == 2 T. et. c = i , on a pou r les
valeurs singulières

À =--::: — (/n*-"-}- / i1 ) ( m et n entiers),

et la so lu t i on correspondante s 'expr ime par des s i nus et des cos inus .
On a ici t a c i t emen t l ' équat ion de Fredhohn ana logue à l 'équation ( 3 ) .

I! suf f i t de se rappeler ( ' ) q u e l ' i n t é g r a l e de l ' équa t i on
ô^u O^u
Ox^ àr'1 "

admettant les périodes a et h r e spec t ivement pour .r e t / r , et ayan t
comme points s ingul ie rs l oga r i t hmiques le point ( a , ^> ) et ses homo-
logues dans les rectangles des périodes, est donnée par la formule

, , / ~ ' 1 1 ^(^ ̂ , r) ,// ( .:,•, y)== ———=- ciz,
J.^.^ \j^—- i

OÙ
/»==•+ --0 /' = 4- Of

% { z , x , y } y y ez v^-^-^ cq^p^^
Hl ^= — oo //. -_ — a»

fonction qui est définie pour ^ négatif.

( 1 ) E. PICARD., Sur quelques problèmes relatifs à l'équation û^u = /^K. {Bulletin
de la Société mathématique de France^ fc. 28. 1900, p. 186).


