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A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

DE

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE

É T U D E MATHÉMATIQ U E
DU

MOUVEMENT BROWNIEN DE ROTATION

RESUME.

Pour dé du ire, des lois é lémentaires du, r rumvement brownien de
rota t ion d 'une sphère, la p robab i l i t é d ' une rotation donnée au bout
d'un temps quelconque, on s'est heurté n o t a m i n e n t à la d i f f i cu l t é qui,
résulte de l ' imposs ib i l i t é de décomposer une rota t ion finie en com-
p osa n t e s i n d. ép e n d a n te s.

Dans les premiers Chapitres de ce Mémoire, le problème est résolu
en généralisant l 'équivalence bien connue des lois du mouvement
brownien de ^t ransla t ion et de celles d e l à d i f î u s ion fou de la con-
duct ibi l i té thermique), et en in tégrant les équat ions aux dérivées
partielles obtenues par des développements en séries de fonctions
fondamentales.

I/étude du mouvement brownien de rotation d 'une sphère est fa i te
en deux étapes :

1. Le m o u v e m e n t , b r o w n i e n angulaire d 'une direction unique, liée à
la. sphère, correspond à une d i f fus ion sur la surface d 'une sphère de
rayon i. De l 'équation aux dérivées part iel les .correspondante, on
déduit :

Ann.. Ec. Norm,, (3), XLV. — JAINVIEB i{}2<S. i



2 ' ! FRANCIS Ï»ERRÏN.

1° La valeur moyenne au temps ulu carré du s inus de l 'angle d'écart co

sir^G) == ^ ( i — e"""^),

fornmie rigoureuse qui remplace la formule asymptotique

^^JU;

2° Le développement de la fonct ion /(co, t), d o n n a n t la probabi l i té
d'un écart angulaire quelconque, en série de polynômes sphériques et
d'exponentielles par rapport au temps.

II. Le mouvement brownien d'ensemble de la sphère autour de son
centre est représentable par une diffusion sur une hypersphère à trois
dimensions, et la fonction de probabili té correspondante ^'(<&, t) a un
développement analogue à celui de la fonction/(oj, //).

Le problème plus simple du mouvement brownien de rotation autour
d'un axe fixe équivaut à une diffusion sur une circonférence (Cha-
pitre III). Deux développements en série de types différents sont
obtenus pour la fonction de probabilité correspondante A(a, t).

^ D'une façon générale (Chapitre IV), la fonct ion de probabilité rela-
tive au mouvement brownien angulaire d'une direction liée à une
hypersphère à p d imensions se déduit, suivant la parité de p , de la
fonction //(a, t) ou de la fonction/(œ, t), par des dérivations par rap-

, port à cosa ou cosco. Ce résultat prouve notamment que toutes ces
dérivées sont positives.

^ Vue étude des fonctions obtenues j\ g-, h et de leurs relations csl
faite au Chapitre V.

Enfin, le problème du mouvement brownien d'ensemble d 'une
hypersphère à trois dimensions est résolu au Chapitre VI par des
méthodes analogues.

^ La deuxième partie de ce travail (dernier Chapitre) est consacrée à
1 exposé d'une méthode toute différente permettant Fétude des pro-
blèmes de mouvement brownien. Cette méthode consiste à résoudre
d une façon générale l'équation fonctionnelle intégrale qui exprime
1 indépendance et l'équivalence des déplacements ou des rotations
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successives. Cette équation admet comme solutions une i n f i n i t é de lois
de probabilité résul tant de Yitération indéfinie de distributions de
probabilité inf iniment ramassées, suivant des lois quelconques, au
voisinage de l 'origine (représentant la posi t ion i n i t i a l e ) . Si. la dis t r i -
but ion de probabili té dont on part est effectivement tout entière
ramassée autour de l'origine, c'est-à-dire n u l l e , ou i n f i n i m e n t petite
du second ordre au moins en dehors d 'un domaine i n f i n i m e n t petit
entourant l 'origine, la loi l imite d ' i térat ion est toujours la mènie; elle
correspond alors à la loi, o rd ina i re de Gauss et d o n n e la so lu t ion
véritable du problème de mouvement brownien. Mais les solut ions
obtenues à par t i r d'une loi de probabil i té qui . soit au p remie r ordre
seulement in f in iment petite à des distances finies de l 'or igine, sont
de nature tout à fait di f férente et sont physiquement exclues par
l 'impossibilité des vitesses inf inies .

La condi t ion mise ainsi en évidence, qui est nécessaire et suffisante
pour que le résultat d ' u n n o m b r e i n f i n i d ' i térat ions conduise à la lo i de
type G'aus's, l'est d 'a i l leurs na tu re l l . ement aussi (quoiqu 'on ne la mette
pas en général en évidence) pour qu'on puisse démontrer l'équiva-
lence des lois du mouvement brownien et de celles d,e la d i f fus ion .

.liMR.ODUCT.ION.

On, appel le f/wfarfmnt brownien les déplacements parfai lem.enî . irré-
guli.crs, dus à l 'agitat ion thermique, d'une par t i cu le sol ide dans un
milieu doué de viscosité. Les problèmes fondamentaux r e l a t i f s au
mouvement brownien de t rans la t ion sont éiroilement l iés à 'd/autrcs
théories importantes de physique mathémat ique ( d i f f u s i o n dans les
solutions et conduc t ib i l i t é thermique, loi dos erreurs de Gauss); ils
sont résolus depuis longtemps, La théorie du roouvemenfc brownien
de rotation, était beaucoup moins avancée, seules les lois élémentaires
en avaient été données par E i n s t e i n . Ce phénomène se prête pour tant
aussi à des mesures directes donnan t les grandeurs moléculaires (1),

(r) Jean PEMIUN, Cofriples /'e/ulas, 14-9, 1909, p. 54<j, et les Atomes.
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et intervient de façon essentielle dans diverses questions, no tamment
dans la dépolarisation plus ou moins grande des- lumières de fluores-
cence, et la détermination correspondante des durées d'émission lumi-
neuse.

Du point de vue mathématique, l'étude statistique des rotations
irrégulières, ou plus exactement des déplacements continus mais sans
dérivée (axe instantané de rotation indéterminé) d'une sphère autour
de son centre, est un problème intéressant1 de probabilité géomé-
trique, qui conduit no tamment à. l'obtention de fonction de type Gauss
sur des mult ipl ic i tés fermées (sphères et hypersphères).

Je tiens à exprimer ici mes très vifs remerciements à M. Emile
Borel, qui a bien voulu s'intéresser à ce travail; j'ai en particulier
développé le dernier Chapitre à la suite de questions qu'il m'avait
posées.

*
îît îîc

Les lois élémentaires du mouvement brownien de rotation d'une
petite sphère immergée librement dans un l iquide^ sont tout à fait
analogues à celles dm mouvement brownien de translation. Si l'on
considère un intervalle de temps At suffisamment court pour que la
rotation totale subie par la sphère soit en fa i t toujours assez peti te
pour pouvoir être décomposée en trois rotations indépendantes a, p ,^
effectuées autour de trois axes perpendiculaires quelconques, on
démontre qu'il résultede l'isotropie et de l'irrégularité du mouvement
(indépendance des rotations successives) ( ' ) q u e les valeurs moyennes
de ces rotations et de leurs produits deux à deux sont nulles, et celles
de leurs carrés égales entre elles et proportionnelles au tempSy ce que

( 1 ) Cette indépendance ne peut pas physiquement subsister pour des intervalles de
temps réellement infiniment petits, mais elle est encore pratiquement complète pour
des durées telles que les déplacements moyens correspondants soient extrêmement
petits et cela suffit pour qu'on puisse en déduire les lois relatives aux déplacements
finis de la particule.
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nous écrirons

(0
a = j3 == y == o, [3 y :-= y a == ap :

a2 == p2 == y2 = 2 ̂  A/.

D'une façon plus précise, la probabilité que les composantes de la
rotation subie par la sphère pendant le temps Al soient comprises res-
pectivement entre a et a + ("/a, ? et ^ + ^/p, y et y +• (b^ est dans les
mêmes conditions

\ ê ^Ï^Ê-tï!
( 2 ) . ( ——1——. Y e 4^^ d^cf&dy,v . i T r ^ A / y 1 '

On sait qu'Einstein ('1) a de plus1 montré que le coefficient iîl(qui cof-
respond au coefficient de diffusion dans la théorie du mouvement
brownien de translat ion) peut être déduit du ( .héorèmed'équiparti t ion
de l'énergie c inét ique et de la loi de Stokes d o n n a n t le couple de frot-
tement qui s'oppose à la rotat ion d'une sphère de rayon r plongée
dans un l iquide de viscosité ïj. En désignant par T la tempéra ture
absolue, par R la cons tan te des gaz, et par N le nombre d'Avo^adro,
on trouve que
H) ' ' ^ f R T__.m i

"N"'" 7^'r^i'^ c 'v~ :; "^ /——3./.

Mais ces^ formules cessent (Pêtre applicables quand les rotations ne
sont plus très petites, c^est-à-dire quand cfiAt devient notable, car on
ne peut plus alors décomposer la rotation subie par la sphère en trois
rotations effectuées dans un ordre quelconque autour de trois axes
perpendicula i res* Dans ce Mémoire nous nous proposons de montrer
comment on peut résoudre le problème qui se pose alors, de la compo-
sition d'une in f in i t é de rotations in f in imen t petites indépendantes, et
déterminer ainsi d 'une façon générale la probabilité (Puoe rotation
donnée au bout d'un temps quelconque.

( ' ) Ànn, der Phy sik^ 19, 1906, p. 371.



6 FRANCIS PEKRIN»

CHAPITRE I.
MOUVEMENT BKOWNîEN D'UNE DIRECTION LIÉE A LA SPHKRE.

Nous commencerons par étudier les déplacements angulaires d'un
seul rayon déterminé OC de la sphère immergée S, ou, ce qui. revient
au même,, les déplacements du poin t M où une parallèle à ce rayon
menée, par le centre d'une sphère fixe S de rayon i rencontre cette
sphère. Ces déplacements sont caractérisés par la probabilité/^ co, tjc/iî
que le rayon considéré se trouve au bout du temps t dans un an^le
solide i n f in imen t petit dtl faisant avec sa direction, i n i t i a l e Fan^le co.

"" Si l'on considère deux rayons OA et OB formant avec OC un trièdre
trirectangle, on voit que le déplacement du rayon OC résulte à chaque
ins tan t des rotations élémentaires autour de ces rayons, et que le
déplacement correspondant du point M a pour composantes .y,, et .y,.
suivant deux directions perpendiculaires tangentes à la sphère ï les
valeurs a et ^ de ces rotations. D'après les relations ( i) on a donc
( 4 ) .s'i == ,s'2 == 0, .̂ i .s'a •===. o, s^ =r .s'ii •==. ^ tR. A/.

Ces relations expr iment un mouvement brownien de déplacement du
point M sur la surface sphérique S. Un ra isonnement ident ique à celui
qu'on fait dans le cas du plan montre qu'il y a équivalence entre ces
lois é l é m e n t a i r e s et ce l les de la d i f f u s i o n (^); c'est-à-dire qu ' i l résulte

( ' } Le raisonnement en question suppose, aussi bien dans le cas du plan, que sur
uue multiplicité quelconque, que les valeurs moyennes des ternies d'ordre supérieur
au deuxième formés avec les composantes du déplacement, sont nulies, ou tout au
moins du second ordre par rapport à A^ :

î? == ,yjA== S^.A^-.-..;-.. . ..

Cette hypothèse supplémentaire est nécessaire bien qu'on ne la mette pas en évidence
en général. Elle est d'ailleurs bien indépendante des conditions (4), car on peut con-
cevoir des déplacements désordonnés satisfaisant à ces dernières conditions et pour
lesquels .

s^^s^^-A^M—B/,^ .;.... OV/..^o).

Il n'y aura i t plus a lors équivalence avec les lois de la diiïasion. De tels déplacements
s o n t d ' a i l t e u r s phys iquement impossibles ( i l s supposent des vitesses réellement infi-
nies) , mais nous en donnerons au dernier Chapitre un exemple théorique.
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des relat ions précédentes que la fonction de probabilité /(co, t} satis-
fait à l'équation de la diffusion sur la sphère S^ le coefficient de d i f f u -
sion é tan t égal. à ri. Pour ob ten i r l 'expression de cette é q u a t i o n ou
peut, soit appliquer la formule gén.érale que nous d o n n o n s plus loin
(p. i5 ) , soit écrire que le produit par cf^ du Hux du gradient de la
fonct ion /' à travers le contour d 'un petit é lément f/iî == sinax/oj^/o
de S est égal à la dérivée par rapport au temps de /'<7Û, ce qui donne

, <) ( . f)/'\ . àf
( 3 ) cR. — si n c.) —— =: s m r,) - ."-.

^c>) \ (h} ] ( ) {

OU

(T» ' C,!.. ,.-.1.,.., ̂ 1Ï ^L -^ ,..,.L. ̂ .
^ir)"' siliù) <</o} (.<?. ^/

La fonction de probabilité/^'ro;, €) doi t de plus satisfaire à la con-
d i t i o n
(! 7 ) 0 f (/il ^'ZT: j { ( o), / ) s î n f,} ( f r , ) :=-: f

J^ J^

et d'autre part p o u r / i n f i n i i n e n l ' pe t i t e l l e do i t tendre vers zéro quel
que soit co, sauf au voisinage de ro ==== o, où el le d e v i e n t alors i n f i n i e ,

(^ ) ./'(,6^ o } — r o , s ai il' / " fo, o )-:.:: •-h oo.

Avant d'effectuer l ' in tégra t ion de .l'équation aux dérivées par-
t ie l les ( 6 ) , n o u s a l lons montrer qu'on peut obtenir s implement , sans
q u ' i l soit nécessaire de c o n n a î t r e exp l i c i t emen t la f o n c t i o n / (<^ , t ) ,
une formule r igoureuse d o n n a n t la va leur moyenne au ' t emps / du
carré du s i n u s de l 'angle d'écart oj ( ' ). lîn e l le t , dés ignons par Ï { t }
cette fonct ion du temps

__ /-7T _
( 9 ) 1 ( / ) ^^ s î ri '•î u rr; 9, TT f s i r î 2 w f (00, / ; s i r î (î » ff(^.

Jo

En dér ivan t sous le signe d ' in tégrat ion, on obtient

1/( / ) r:-r 9.7T f sin*^.) •-.'- sjn ûi) <'/G)
</()

( ' ^ F. l^îîiHiN, Comptes rendus^ 181, 19-25, p. 5 i^ .
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ouy en remplaçant-2- par sa valeur tirée de l 'équation (S),

• r • . ^ • ^A /ï'( f } =z î> T: i»l f sin2 co — si n ûj —- ^û),
Jo ^\ ^û)/

d'où, en intégrant, deux fois par parties (les termes intégrés sont nuls
aux limites),

I/ ( / ) =z \ iK a T: j f ( G) , / ) si il û) ch} — 6 cR. 'î 71 f si n'2 oj / ( ûû, f ) si n (n) du,
fc / (» <»-/o

c'est-à-dire, d'après les relations ( 7 ) et (9),

( [ô) ];/(/•)=: 4 ^ — 6 ^ !(/) .

L'intégration de cette équation différentielle donne

.1( / )===C^- (^ /-4•- ^

et, comme on doit avoir I(o)=== o, on obt ient f inalement

( i -i ) si n2 û.) == ^ ( i: — e--^/ ).

Cette formule est l 'analogue de celle qui donne le carré moyen du
déplacement dans le cas du mouvement brownien de translation.

Pour étudier complètement le mouvement brownien de rota t ion,
il faut considérer comme nous le ferons plus l o i n , non pas seulement
une direction, mais on tr ièdre lié à la sphère S. Si a//.(?, k .== i, 2y 3)
sont jes neuf cosinus qui déterminent la positio.n d 'un tel trièdre à
l'instant t par rapport a sa position initiale, on a

. , ! af., == co s"2 w =î— si n2 co, ce] ^ -h a'y.., -4- a f ̂  == .1

et comme par symétrie
. 1 . , ^^^^

on voit que d'une façon générale

(i^) ^^^(i-i-'aÉ-^Q, a^=:-^(t-^^) (Z^Â- ) .
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On a d 'ai l leurs, encore par symétrie ( ' ) ,

(; i. •i bis ) y.ik ̂ ik == 0 ( / 7±' j ).

Enfin un calcul, analogue à ceux que nous venons de faire donne
( I ̂ î ) ! Ou == COSf>:) --== ^—(^îw, iy.ik ==0.

Déternunatiofi explicite de la fonction j\co, t). — Les conditions (5 ) ,
( '7) et (8) déterminent la fonction /'(co, /) et l'on peut en déduire une
expression analyt ique simple de cette fonction. Posons
( ï ,1 ) cos.o) ==: f.^ / ' ( ' ( ,», / )=== F ( / / , / } .

L'équation ( '5) devient
, ., ( ) " W i JF
( î . ) ) -Y- ( [ — ( ! : - } —— == — -—.

()u au L^. ()f

La forme de celle équa t ion aux dérivées partiel les suggère des solu-
t ions part iculières de la forme

F/ , ( / / , / ) z=:^,,\f) ? , / ( / / ) ,

P,/( / /) é tant le n"'"11" polynôme de Le^endre q u i satisfait à l 'équation
dif férent ie l le

^^,-,-^—^^^n(n^^

F,<(// , t ) sera donc une solution de l 'équat ion ( i5 ) si
^ ( l ) -== -- // ( //. + î ) cH. ç»,, ( ( ),

c'est-à-dire si
(pj/:)^^^-^^4"^7.

Il en résulte que toute série de la forme

( 1 6 ) F ( / / , / )=<• , -+- <•, P. ,(^)^--^ < R / -!-.. .4--^//i^,(^)^~^ !^M)«^7-+•. . .

satisfait formel lement à l 'équation ( .{5} quels que soient les coef-

( 1 ) Les formules ( i^) et f î 3 ) , appliquées aux grosses rnoiécules des corps iluores-
cents dissous, sufifisent, pour calculer rigoureusement J'influence de ia viscosité du
solvant sur la polarisationi de la lumière qu/ils ('îniettenfc (F. PEKRÏN, J» de Physique^
t. Vf!, 1^6, p. 390).

• Ânn. Éc .Norm., (3), X.LV. — JANVIER 1928. , 1 2
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ficients constants c/. Cette série représente la solution générale de
l'équation (i5), car on peut déterminer les c, de façon que la fonc-
t ion F(^, Q ainsi définie se 'réduise pour t == o à une fonction quel-
conque donnée F(>, o). On sait en effet que toute fonction peu t être
développée en série de polynômes de Legendre, pour les valeurs
de la variable comprises entre -—i: et + i , ce qui est le cas ici
puisque u == cosco. On a

F ( /Y, 0 t ==. <'•„ -i- n P, f // ^ --!- . . . 4- ^'n '^'n ( C ) -r- • • •

en prenant ^ \ ^ -i-1
,. :=/// -|- i) | F(/ / . o ) P / / ( / / ) r / / / .

\ •VJ-.,

Dans le problème du mouvement brownien de rotation on do i t
avoir F( / / , o) ==o quel que soit // , sauf au voisinage de // == i, F é tan t
alors i n f i n i r n e n t grand mais satisfaisant toujours à. la. condition

M

^TT 1 F ( f / . / )^=:1.

Comme P/ / ( i ) •== i , on aura donc dans ce cas (F é tant essen t ie l lement
positif), '—('"^o^iy17^^^7^^
et la fonction de p robab i l i t é sera par sui te donnée par le dévelop-
pement

( r ; ) F ( / / , ^^^^i+SI^C//)^--^"^^

ou en revenant à la variable (o

( i S ) f(u, / } == 7^ [i + 3 î\(cos&))^~2^ /-•h. . .' ' . - . - ^
_^ ( ̂ ^ ̂  ,) P^(CÛS6}) ^"/^"-f-D^^-h . . . I .

Ces séries sont. absolument convergentes pour ^> o car |,.P,/|^i:; elles
sont uniformément convergentes par rapport à u ou co pour toute
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valeur positive du temps. Rappelons que
i n P,/ ( n ) == ( 2 n — •t: ) // P , ^ , ( / / ) — ( n — î ) P//^ ( u ),

( l 9 ) • 1 P, (^ ) = : / / . P , ( / / ) = ^(3^- i ) ,

En ut i l i sant les propriétés d'orthogonalité des polynômes de Le^endre
on peu t fac i lement déduire, des expressions (1,7) ou (18)7 la valeur
moyenne au temps t d 'un polynôme en // (ou cosco), et retrouver ainsi
par exemple les formules (s î ) , (12) et (i3) ( ' ) .

CHAÎWRE 1:1.
ÉTUDE GÉNÉRALE DU MOUVEMENT B K O V V N I E N DE ROTATION t^UNE SPHERE.

Représentation des déplace/neufs (Fanr sphère. — Nous devons main-
l enan t cliercher à dé te rminer complè tement la probabilité au temps f,
pour que la sphère mobi le S se trouve dans une cer ta ine posi t ion
quelconque P.

On peut amener la sphère S dans la position P à partir desaposi.ti.on
init iale P(, par une rotation résul tante unique; soient 2<I> la grandeur
de cette rotat ion et 0, ^ les coordonnées sphériques de sa direction
(par rapport à un tr ièdre fixe). Nous définirons la pos i t ion P par les
angles <I>, 0, ^ /ou par les paramètres homogènes d 'Ol inde Rodrigues :
CP

/ /. ::;= .si 11 <I> s î ri 0 s î n ̂ ,

\ u. ,;:•"•:: si ( î <Î  si il 0 ("os <b,
( w ) ) '

j v •-.:.:= sîn<!> cos^,

( p .::::.: cos<I»,

qui sa t i s font à la re la t ion
(^0, À2--!-^21--!-^2^-?*'^ î .

( " 1 ) On peut également dénniontrer que

/' [/Y ro. t ) - ̂  \ df == ——— flo^ ——^—— - ï ) .,-4 L 4 ^ , 1 4 " ^ \ " i — c o s c o y
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Si l'on considère A, p., v, p comme les coordonnées rectangulaires
d'un point M dans l'espace à 4- dimensions, cette équation représente

Fî^-. i-

une hypersphère S;; de rayon i, et à toute position P de la sphère S on
peut faire correspondre ind i f fé remment le point M/A, a, v, o ) ou le
point diamétralement opposé WÇ— A, — y., — v, — p). En particulier
les points Mo et M^ où l'axe des o coupe l'hypersphère I;,. correspondent
à la position Pô.

Cette correspondance entre les posit ions de la sphère S et les po in t s
de Phypersphère S peut être considérée comme intrinsèque. En effet,
si en premier lieu on change le f.rièdre O.ryj lié à la position P<,,
p garde la même valeur et les composantes, À, ;j-,v subissent, une trans-
formation linéaire orthogonale, ce qui correspond à un changement
d'axes orthogonaux dans l'espace (A, y., v, p) avec conservation de
l'axe des p. Par ailleurs si au lieu de déf inir la position P par rapport
à la position P(, par la rotation (A, p-, v, p), nous considérons une
autre position de référence P,, de laquelle on passe à la position Pô
par une rotation (//, p/, < p^, la position P sera définie par rapport à
la position P, par une rotation (///, j^, -//, p^) donnée par les formules
bien connues de là composition des rotations, que Fon peut écrire (les
trièdres liés aux positions P^ et Pô se correspondant) :

V'=z p^-f- ^p.--^-4~ }/p,

^^ _ y}, + p ĵ. + 1S .4- p.'^
v'^ p,^, „ //^ + p^ ̂  ^p^ 1

o"=:~-Vl^~p.'y.^- ^v^ p^p.. \ ,
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Ces formules déf inissent une transformation linéaire orthogonale
effectuée sur les coordonnées du point M, car

A'2 -+- ̂  -4- ̂  -4- p^ = À2 -1- ̂  + v 1 -4- p2 =: ï ;

elles correspondent par suite à un déplacement autour de l 'origine du
système d'axes auquel est rapportée l'hypersphère I;;s, déplacement
amenant l'axe des c à passer par le point M, qui correspond à la nou-
velle posi t ion de réierence ?\ ( ' ) . Ces déplacements forment un sous-
groupe à trois paramètres du groupe des déplacements autour deFon- •
gme dans l'espace à quatre d imens ions . Ce sous-groupe étant transit if
pour les poinis de Phypersphère 2:; admet comme seul élément difré"
ren t ie l invar iant , l 'é lément d'aire (h de cette m u l t i p l i c i t é ( i nva r i an t
vis-à-vis de tous les déplacements) . La probabil i té é lémenta i re d\ rela-
tive aux posi t ions de la sphère S, définie par la c o n d i t i o n d ' invariance
vis-à-vis du groupe des ro t a t i ons au tour de l 'origine dans l'espace à
trois d imens ions , est donc égale à l 'é lément d'aire da de l'hyper"
sphère Z;,.

( ^ 3 ) d ' } == ch == 5 i 112 ̂  s i il <9 d^ dO d^,

et nous retrouvons b i en ainsi, sans calcul l 'expression classique de la
probab i 1 i lé él é m e n ta i ro dî.

Les fo rmules de composition des rotat ions donnen t également les
va r i a t i ons </X, d[j^ ch, r/p des coordonnées de posit ion de la sphère S,
quand on lui fait subir , à partir d 'une position quelconque P(X, ̂ ,v, p\
une pet i te rotation de'composantes a, p, y (par rapport aux axes
mobiles), et par suite de coordonnées homogènes a, p? 7? î (par rap-

( î ) Le tableau des seixe cosinus de cette transformation orthogonale

p ^ — ^ ^

- "/' o' ' // y/

[s! — // p' v'
• // —— <J.' ——V1' :/

est gauclie, ce qui correspond à un déplacement décomposable en deux rotations
absolument perpendicula i res égales en valeurs absolues ( l a décomposition en deux
rotat ions perpendiculaires est alors possible d'une mUni té de façons),
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port à la position P) :
dl ==: D -: -4-- y ^ — u / ?

9- •> •-Î

, ^ a p . y
, r/a == — v — 4- p — 4- /. - ?1 •> • '/ •>

(a4) / ^ ^ yi ^/y ===. p. - — À - -4- p ̂  ?
9. Ï11 ^

/ . a ,3 ^ y
('/Q =:= — A — —•- a — — ^ — •1 ' ) < ) ')l

Ces formules montrent que le déplacement correspondant du point
représentatif M(X, p-, ^ p) est la résul tante de trois petits déplace-
ments A , = ^5 .s\,^= ^5 5--s= ^5 efïectiïés suivant trois directions rectan-

'.'-î '" 2 *'<

^'ulaires, ayant respectivement comme cosinus directeurs

("p, — y, p., — 7.),. (^, p, — A, — p.)^ { — [j., À, p, — v ) .

Ces directions sont d'ailleurs bien toutes trois perpendiculaires à la
direction (A, [j-, v, p), et par suite tangentes à l'hypersphère S:;.

Remarquons enfin que dans un déplacement continu quelconque, le
carré de la vitesse du point représentatif M est proportionnel à l 'énergie
cinétique ï de la sphère S. En effet, on a

-âT^A^/^+y2" !- / -2) ,

A étant le moment d'inertie de la sphère S autour d'un diamètre,
etp, y, ries composantes de la rotation ins tantanée suivant les' axes
mobiles. Or la rotation subie par . la sphère pendant l'intervalle de
temps mfînimenfc petit dt a pour com posantes suivant ces axes a '=== p dl^
^==:qdt,^==rd.t; donc en désignant par ds la distance infinim.ent
petite parcourue par le point M, on a d'après les formules (24.)

cis'3- == d^ -{- 4/-2 + cl^ -r df == i ( p2 + q2 4- r2 ) d/2

et par suite
/ ^ f^Y î rn(..) , . ^^^,1,

Cette relation démontre l'invariance de l'élément linéaire de rhyper"
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sphère Z';.,
( • î 6 ) r/.^ =z ^<1>2 -4- sin"2^ ̂ 4- sin^î» s în 2 ^ ̂ 2,

et redonne par suite comme expression de la probabilité élémentaire
invar iante , Pélément d'aire cia qui lui. correspond.

Mouvement hro^'nien de rotation. —- Supposons de nouveau que la
sphère S soit soumise à un mouvementb rownien de rotation, et que a,
p, ^ so i en t les composantes suivant les axes mobi les de la. peti te rota-
t i o n ' t o t a l e subie par la. sphère S pendant un très petit interval le de
temps A/. Ces composantes sat isfont alors aux relations moyennes (i).
Par sui te les valeurs moyennes du. premier et du second ordre relatives
aux composantes

, ^..,^ ,^_P ^ ^ y•>, " • ) , " •>,
des déplacements correspondants du, poin t représentatif M sur £3 sont

.->
•> — ' •' - 1 1 ' •' --„ A

Ces composantes é tant comptées, comme nous l 'avons montré, suivant
les axes d ' un trièdre trirectan^'le tancent à la mu l t i p l i c i t é ï;;, il
résulte d i rec tement des formules précédentes que, si l'on désigne
par U de la probabi l i té pour que le point M se trouve à un certain
ins t an t sur un élénient da de 2;.,, la fonction. U sat isfai t à l 'équation de 1

la dif lusion sur cette hypersphère, le coefficient de diffusion étant
égal. à yJL

Sur une mu l t i p l i c i t é d 'élément l i n é a i r e

ds'1^. aiii dx1' dx1^

l 'équation de la. d i f f u s i o n s'écrit ( en notation tensor ie l le )
. , « à / / - ^0\y\ ^ i ()U^^ ^ ^^au-^^..^ ^-.

Sur rhypersphère £y le déterminant a des a^ est (avec les
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variables €>, 0, ^)
i o < »
0 SÎII2^ 0

o o sin'^snrÔ

==:sin^ sin2^,

et l'on a

L'équation de la diffusion est donc ( en faisant CD = i—(X'
4 ^

î <} / . ,.Y71P
(<28) sm^^V8111^^,,

.l l̂,J
sî^^^111 '^ h sin^&sui^ ̂  \sin^ ̂  / ~ ^ ^/

Or la probabilité pour que la sphère S ai t subi entre l ' i n s t an t i n i t i a l
et l'instant t une rotation (<!>, 0, d^) ne dépend par symétrie que de la
grandeur 2<& de cette rotation et non de sa direct ion, au t rement dit si
le pôle <I>=o de l'hypersphère .£3 correspondy comme nous l'avons

"supposé, à la position in i t i a l e de la sphère S, la fonction de probabi-
lité U ne dépend que de l 'angle <I> et du temps t (mais non de 6 et ^);
nous pouvons donc la désigner par y ( ^ ^ t ) . Pour une tel le fonct ion
l'équation (28) se réduit à • !

(^9)
___ Afsîn^^'^A^'.
sin2^ ^ V 1 1 M>} cl (H9

Par ailleurs comme une position de la sphère S est représentée par
deux points diamétralement opposés sur S;î, on doi t avoir

(3o)

et

^(<D, ^)==^(7r-^ , t )

r
0 o-(€>, /) da =: f f f ^•(1>, f) sin <I» sin Q d^ dO d^ == •1^^ f f f ô'O^ ^nKl̂ n

«L/() t^ (I f j { }'-'^a *''() ^ 0 u 0

c'est-à-dire
( 3 î } . 9.r^ ,y{î^ t ) sin2 <î> cl^ = î .

^o
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Enfin la position initiale correspondant aux deux pôles<t> == o et 4^ == ^
de S.j, la fonction ^(^ t) d011 tendre vers zéro avec t pour toute valeur
de <I>, sauf au voisinage de <[>=== o et <I>'== r^ g tendant alors vers l'in-
fini tout en continuant de satisfaire aux conditions (3o) et (3i). La
fonction g'Ç^y t ) est ainsi complètement déterminée, et nous allons
montrer qu^on peut en trouver une représentation analytique explicite.

L'équation (29) développée s'écrit

(^ ' ^ ..î^^-i^
v / Mï2 "sm<lï ̂  "̂  ̂  àt'

Transformons-la en prenant comme fonction inconnue le produit

(33) Y(<â>, /•) ̂ =.g{^,t) sin<I>.

Elle devient
,,- ^Y ^ 4 (H(3^ ^^+^:^^^,

et nous devons en étudier les solut ions Y(4>y t) qui. admettent la
période 2ri par rapport à ̂  et s 'annulent pour 4>-==o [d'après la rela-
tion (33)]. Cette dernière équation aux dérivées partielles étant
linéaire admet comme solutions particulières satisfaisant à ces condi--
tions des fonctions de la forme

.smw;^^7,

m étant un nombre entier quelconque; en faisant la substitution on
trouve qu'il faut avoir

m2-- i
a-=^— CK , - 1 1 1 1 < •

'\

II en résulte que la série
„ ^1^_1 'R /

( 3 5 ) . ! • Y(^, t)^^c^smm^(T . 4

•m.ssi

représente la solution, générale, satisfaisant aux conditions indiquées , ,
Ânn. Éc, Norrn., (3), XLV. — JANVIER 1928. , 3,
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de l'équation (34), car le théorème de Fourier permet de déterminer
les coefficients ̂  de façon que cette série se réduise pour t == o à une
fonction quelconque ¥,(<]>) donnée pour d> compris entre o et ^

(36) <-•»,= ^ f\(<&)sinm<ÏX/<D.
• l i" »^ ( i

Dans le cas du mouvement brownien de rotation, nous aurons d'après
les conditions (20) et (3i)

( 3 - 1 . ¥„(<!>) =Y,(iî-<&), 2TC/Y, (< l ) )s in<&^D=i ,
^0

Y,(<&) étant nul, sauf au voisinage de <& == o et <1> == T.. Comme on
peut écrire —r^1-1*'""'1'"1''
on voit par suite que (Yo étant positif)

— [ ) ' r l ~1" '
,6-2//,==0, '"2/t4-l : : : : : : — — ~ ^ i '

La solution cherchée est donc

Y ( ̂ , / ) = -1, Y. ( a /^ + i ) si n ( ̂  /^ + i ) ̂  (T-»^ )^^

ou, en revenant à la fonction g'Ç^, /),

(38) -(<3), ^^-^ -^[sm^4-...4-(^^+ï)siIl(2n+I)^e-/^M^^v ' ' ,0 • ' TT2 $in<l? ' ;

Remarquons que le quotient b l n ( :^^ [ ) ^ est un polynôme de degré n
en cos^l) ou en cos2<I>, et si l'on pose

s,in('2n -i-1) <& , , ,. , ,.,.( 3q ) • ——L———— =: < -). n + .1 ) ̂ n ( <-t<..)s •.< <Î , ,
' "' • . sui<S)

on peut montrer que les polynômes R/, forment une suite analogue à
celle des polynômes de Legendre; ils sont notamment caractérisés par
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les relations
^

(4o)

(du ['

(

R«(

i ., „ ̂  -i- s2 — ' ' ' ' ' r

———————.. (^•AI»,I H )
T // \ l/ î /y2 —

" ) v " du j -

.ÎM')
/.+!

< R,.(«)R,»(«)

/ P> 'J f / / i i /I
,;, ""'^y i+

iï / > 3 /'' ••1- ^ 1-1
•.} M R/, ( ( / . ) — — ^ ̂  —j- "n-H

\\, («)==!, Ri(

„)-i-••^"/'' i/'^"
( y. /<• -l- î ) ! y i — il

==: ï

/ï

V I

7/^,
u

(/<)

^)=

^//

^//.//

(^.

LV 1

-|-()R/,

?.. ( ît -h-

?

——^^
-h //-

( ^ / ^
n. /<- -î
a n -

= 7; ( 3 «

1 , /•

î )

'ÎT

-h

•- î
- l

-1-

—
4-

(' /

R»(«)

-i)^

Pi f'•« < fi,.....-, | \

- ï ) ,

"(•l
f^1

.).s//^.^

î /V i+

".),

«2/'

- ?/,

î

En résumé, la probabilité pour que la sphère soumise au mouve-
ment brownien se trouve à l 'instant t dans une position déduite de la
position in i t ia le par une rotation de grandeur ;2<]:> et de direction 0, ^
(à<^Iï, rfO, d^ près) est

^•( <ï>, t ) si ri2 (!) ain 0 d^ dO d^,

la fonction ^ étant déterminée par le développement en série (38). Si
l'on veut définir l'orieûtation de la sphère par les cosinus directeurs a;/..
ou par les angles d'Eulerco, À, [x, il suffît d'utiliser les relations
, / . ,, a,,, -(-- a.,.,-}- a..,-( 4 î,} ••cos ^ <t> -=: -^———^-——^- - UJ / • --1-- .̂

COS<P == (;OS -- COS ————-- •

CHAPITRE 111.
M O U V E M E N T BROWNIEN DE ROTATION DANS LE PLAN OU A U T O U R D'UN A X K .

Ces problèmes se ramènent à l'étude de la diffusion sur une circon-
férence de rayon ï. Si l'on désigne par a l'angle d'écart à partir de la
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position initiale, et par A(a, t)doi la probabilité d'une rotation com-
prise entre a eta+^ à Pinstant iî, on voit immédiatement, comme
dans le cas du mouvement brownien de déplacement sur une droite,
que
/ ^ . à'1 h _ i àh
V4L' ! ! ! ! ' , ! ! • '̂  " ̂  "^"

La solution générale de cette équation, identique à celle du pro-
blème de Parmille sans perte de chaleur, est

us "!

h(oc, ^rrrV^-^^^A/.sin/ia+B^cosna)
//. ==: (1

avec
i r4"^ r r4"^

^^^ J A(a, o) sin/^a^a, B,,==: - 1 h(oc, o) cosnacla (n^éo),

• • . B^— f h^ 0)^
271 J^.T.

Dans le cas étudié ici, on a

h(a, o)=:o,

sauf au voisinage de a == o,h étant alors positif et infiniment grand de
telle façon que

r^
f A ( < 2 , o) du. z= i.

On a par suite
^ : , , ! A,,==o, B«==l, , • ,Bo= -i-.

Tî: 277
Donc

(43) 1 1 A(a, ^ ) = ̂  [i + 2 ̂ ^ cosa-+-...+3 ff-»^<cos/z a+.. .] .

On peut déduire facilement de ce développement la valeur moyenne
au temps t de cos^a ou de cos^a. Par exemple

W) cos2^ == ^ (r -4- cos a a) == ^ (i + e-!^t\ ^

On sait d^illeurs que cos/ia est un polynôme de degré n en cosa, et
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que les polynômes ( ' )
( 4 5 ) Qa ( co s a ) ' ==: co s n y.

forment une suite orthogonale analogue à celle des polynômes de
Legendre, et qui rentre dans une même classe générale dont nous
parlerons au Chapitre -suivant,

En posant ///(a, t) == H(cosa, ï} on aura donc

(46) H(^ /) == ^- [1-1- . ..+ a Q^^^r-^^-... j ,

développement analogue au développement (17) de la fonction F(^, t).
Si l'on considère que la diffusion sur la circonférence se produit

sur une droite i l l imitée enroulée sur cette circonférence, ce qui est
possible à cause de F'identité de l 'équation (42) avec celle de la diffu-
sion sur une droite, on aboutit à une autre expression de la fonc-
tion À(a, t). D'après un résultat classique la densité au temps ^ en un
point d'abscisse a de la droite enroulée, est en effet

a2

( 47 ) ^ ( y-y t)^ ——====== e ^f ï ( — co << a << -h oo )
-.̂ TUtU

et en faisant la somme pour les différentes parties de la droite qui se
superposent sur la circonférence, on voit que (2)

l+-0 î tl̂ !
(48) , h(or^t)-=z———=/-^,^ ^t , ( — ? T < a < 4 - 7 T ) .

9,V7T^.'/ Àwa

L'identité des développements (4^) et (43) résulte d'ail leurs directe-

( 1 ) On désigne sous le nom de « polynômes de Tchebychen' » !cs j)oljnoïnes

• 1 T/,(ï^)^-^-Q,/(^). < 1 , : •

(â) Ce dernier type de développement est indiqué dans la Thèse de M^' G. L. DE
HAAS-LOIUÎ;NT%, Die Brownsche Bewegung und eiruffe verwandtc Ërscheiruwgert
(F. Vieweg et Sobn iî% Braunschweig, 1 ^ 1 3 ) ,
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ment de la relation

7; ft°-i ^ -- —- + î 7C ̂ y,^^"^=-^e
—— 3Ç . v —— ,3C

bien connue dans la théorie des fonctions thêta.
Les développements (43) et (48) convergent rapidement, le premier

quand / est grand, et le deuxième quand t est petit .
Remarquons enfin que la solution (47) du mouvement brownien de

translation sur une droite peut être mise sous une forme analogue à
l'expression (43) de la fonc t ion A(a, r). En développant en effet en '
intégrale de Fournier, on obtient

r /"*ïw
a) ( y . , f "} =3? -- / ^--clri ̂  co s if a du.

^ . /„ - • •

CHAPITRE IV. . .

MOUVEMENT BKOWNIEN D^NE DIRECTION LIÉE A UNE HYPERSPHÈRE A p DIMENSIONS.

On peut généraliser facilement au cas d'une hypersphère à un
nombre quelconque de dimensions les problèmes de mouvement
brownien ou de diffusion résolus aux Chapitres 1 et III pour la sphère
et la circonférence. Nous représenterons paramétriquement une
hypersphère de rayon i dans l'espace à ( p 4- i)0 d imens ions par les
équat ions

„ .Z-,==COS0, (û^0i ^TT) ,

x^= sin^ cos^ ( '°^^2 <7r) ,

Xp == sin ̂  sin 9^.. . cos Qp ( o ̂  ^_,, ^ 71 ),
^4-1 =:1 sin 0.i sin 0 2 . . . sin Ô^ , ( o ̂  Qp < 27:),
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Sur cette multiplicité l^élément linéaire a pour expression

ds2 =z dQ^ + sin2 0,i ^<9j -+-. . , -4- sin3 0 , . . . sin2 Q^ c/Q^

et l ' é lément « d'aire »

</cr=:sîn/^-'0| sin^-'^. . .sm^,.,^/0, dO^. . .^.

L'équation de la diffusion, pour une fonction 'ne dépendant que de 0,i
et du temps, se réduit à .

i à .̂  ' ̂
()0, 1 ' (H. àtsin^---- 0, <)Q,

S 1(1^

Si ./^(O.t, ^)^ est la probabilité pour que le point diffusant, initiale-
ment au pôle 0,i = <:>^ se trouve à l'instant t dans l'élément da, on aura

s^,,,.,y f p ( Q \ . t } ^ ^ ' - ' 0 ( ^/9,"=:i,
l- 0

S/, étant « l'aire » de l'hypersphére de rayon i dans l'espace à (p-+- î)'1
dimensions

(f).i) S^== "
^^./,

^ .-= 9. /• 4" t..

De plus, la fonction /^(O,, t) doit tendre vers %éro avec /, quel que]Lf U J J IUO, 1 M. A U 1 H.̂  11 U A l / ? \ ' 1 \

soit 6^ sauf au voisinage de Ô.i == o.
Posons

(52)

nous aurons

cos 0, = /^ F// ( ̂ , / ) =: y/, ( 0,, /; ) ;

['.-'-•^H^<----'•''"(^3)

avec

(54-) S/,.-,^ F/,(«, ^(i-»2)"7""^^--! et, F/,((/., i:)>o.
t/_ ) 1 1

La solution cherchée s'obtient en considérant les polynômes hyper-



24 FRANCIS PERîUN.

sphériques P/^,(^) définis et caractérisés par les relations

W ^[(I-^)£'^^^=-n(n+^ - P^u)

^) S^-2)^^-^^^
/ . P^(i)=r,

^+1 ' 1 /?-2
, J P^(^) P/«/ï(^) ( i~^2) 2 du=:o si m^én,
^7_ [

/» +1 y — -2 , , \ » n
/ TV» / \ / ^-~ ï î ni ( p — ï . ) ! bn
1 P / î p ^ ) ( . l — Z ^ j - <^==—————————7——--/————/--, ———J_, ^ - ' ^ 2^^_p_. t (^4-^^r^î ^^2 ̂  ̂  ? __ •( ( ̂  4- p „ r^ î §^_^ •

(„!:)/. ^-2.(i-^r 2
P.,(^)^

/^(p -(- 2) . . . (/:/ -j- 2/Z — 2,
(<-)

x ^[c--)"'"].

(/)
- 2 ̂ ,^4-;

• (55) ^~1
^""——-14- | ^+P-^)Î l •p / .

-) ~ I^•••+- ,,, (p^^^W- +•••

sl p^^)

p-^[
( î — a^^s+.s2) :i

=I+••t+^/^^:t)(^:^^

^ l%(-^)=:(-'i)^P^(a),

f | P/;,/^ ( ( ( ) \ ̂  i . pour — :i»^ u ̂  4- î ,

(Q /i(n -4-p -- 2) P^(u) =:\n~^p — 2) u P'npW — n P;_,^(^),

.. ( (^-^p—^'PnpW

(2/14-P — 3) U Pn^(u) — (^—— 1) P^,^(^),

(^) P^(^==I,. p^) P,,^^)^:^^-^!)^2—!],

Ces polynonies se déduisent simplement de la fonction hYperfféô-
métrique F(a, j3, j, x); on a en effet (1)

(56) P^(^)== F f / z 4-^ . - n !— ?

(1) Les polynômes R^(u) considérés page 19 sont aussi des polynômes hypergéo-
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Ils comprennent comme cas particuliers les polynômes Q,n(ï1) et P/((^)
..-que nous avons considérés dans les Chapitres précédents :

0">7) ^i^) == Q«0), P^(^) = l\(^)

et l'on peut montrer qu'ils s'en déduisent par des dérivations-succes-
sives ( ^ ) :

! o / , riA . i ( a / - ) ! ^ ., , „I J /'1•2/•+1 f / / ) ̂  Tn~^i~^ r̂ r̂ ) "̂ r ̂  -n + k ( fl L
(• )8) , ' , n. '

(P/.^(/.Q=^^^

Un raisonnement analogue à .ceux que nous avons faits pour la
sphère et la circonférence conduit, pour la fonction ' F p ( u , /•), au déve-
loppement

(5ç)) F,(^ i)== ~ V ̂ ^L=^ ,)P^(a)e-^^^^^^^
^^ ^sHHt n \ [ y,/ — i ) .

d'où Fon déduit notamment les valeurs moyennes au temps t sui-
vantes (2) :

( 00 ) P^7/~) =: ̂ -/^-h/^i^^ S1^0,"rr= —/ .̂-- [ i .-.-..-.-.. ^-^^--' )^/ ] .
p .+,. i

Suivant que p est pair ou impair; la fonction F ^ ( u , /1) se déduit , par

métriques
R^(z^=(-2/z-+- i )F(n-n , ~-n, ̂  >ï•:^) =(- ï )^W^~-ï , -7i, ̂  1-t-ï).

\ '2 9, / \ 9. '2 /

(1 ) f! faut faire aUenLion de ne pas confondre les polynômes hypersphériques P n p ( u )
avec les fonctions de Legendre d'ordres supérieurs, qui apparaissent comme coeffi-
cients dans le développement des fonctions de Laplace en série trig'onorïiétnque, et
sont définies par la relation

L^(^)==(i-.^^^P,(^).

( 2 ) On voi t que ces valeurs moyennes atu'ignenl. leurs Jimil.es ' ( 0 et — ' • — ) d/au-

tant plus rapidement que p est plus ^rund. Le développeraenl. (59) ïuontre même que
la fonction Sp. F p ( u , t) tend très rapidement- vers I f i va leur constante ï si p est
grand : sur une sphère à un très grand nombre de dimensions la diffusion serait
presque instantanée.

Ann, Éc. Norm.f (3), XLV» — JANVIUK 1923. 4
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des dérivations par rapport à u, de la'fonction f(u, t ) du Chapitre 1 ou
de la fonction H(^, t) du Chapitre III. En ut i l isant les relations (58')
on trouve en effet que

p^(.,.)=^^^H(^^

\ P^(u. t}^ ———e^^^Via, t).î - - - - ( a ̂  y^ ()n^ • '

• CHAPITRE V.
ÉTUDE DES FONCTIONS /(a), f), ^-(<Ï>, t), /<(a, t ) ET DE LEURS RELATIONS.

L'étude du mouvement brownien de rotation d'une sphère libre, ou
d'un solide mobile autour d'un axe fixe, nous a conduit à exprimer la
probabilité d'une rotation donnée au bout d'un temps quelconque au
moyen des fonctions (^> o)

/((o, / ) =:F(cosc»), /•)

— [ î -(-. .. -4- ( 2 n -+-1 ) P/, ( ces &) ) e-^1^lc^^- . . . ],

,^(e>, f)=:G(cos^, t)(62)
ï r / s i n f î î ^ , -+ - i )< I ) ^ "1== —, i 4- . . . 4- ( a //. + j ) -———__ ^-//.(^-:i^/ _^7l2 |_ " • sin^ • • " " • • p

A [a, ^ ) _ = = H ( c o s a , /•)=-= -^[i d-.. .-+-2 cos^a^•?-^^• /•+-.. .].

Les fonctions /(co^) et A(a, ^) sont en même temps les solutions
principales des équations de la diffusion, ou de la conductibilité ther-
mique, sur une coque sphérique et sur une circonférence ( ^ ) ; elles
jouent sur ces multiplicités fermées le rôle des fonct ions de Gauss sur
les multiplicités planes illimitées.

Les fonctions F(^, Q, G(^, ï), lî(u, t) sont définies pour u compris
entre — î et+ î, mais on peut les prolonger en dehors de cet inter-

( î ) Elles permettent d'exprimer au moyen d'intégrales définies les solutions géné-
rales de ces équations.
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valle, etFoo. prouve facilement qu'au point de vue analyt ique ce sont
des fonctions entières de la variable u.

Les relations (61) du Chapitre précédent mont ren t que les fonc-
tions F(u, t ) et H(//, t) sont positives ainsi que toutes leurs dérivées
par rapport à //., pour u compris entre — i et -h-i [car les fonctions
F p ( u , t) sont essent ie l lement positives dans cet intervalle]; comme il
s'agit de fonctions entières il en est de même/pour n > i,
• / . . , ^ ,. ()/l•
( ( )0 ) ^ r ( ̂  ) > < > . ^ H ( u. f ) > o po il r /, ^ - i.

Les fonctions F(u, /) et ïi.(u, /) satisfaisant aux équations aux déri-
vées partielles

i ( , ^ / ^ , ^F .,, <;F^ î ()¥

' àu^ x u ( ) { ( ~~~ 'di ~()r

( t — ^ !̂li l̂! — :1 ^n
' 1 . // ( )u ' 1 ~ ! { f)n "~ ̂  ""<)?

on voit que, quel que soit /• > o,

et pour t =:--• o, on a
^•F(^ o ) _^ _ o,

(^HÇft, o)^

quel que soit // ̂  i.
Pour o< / , z< i , les fonctions F(^ /) et 1I(/ / , /) passent par un

maximum quand / croît de %éro à l ' inf ini .
Les développements (62) convergent rapidement quand t est grand ;

ils mettent en part iculier très bien en évidence la façon dont les fonc-
tions/, ^, h tendent vers l 'uniformité quand, t tend vers l 'infini. Nous
avons donné pour la fonction A(a, t) un autre développement en série,
convergeant rapidement quand / est petit :

+^ la4-:i/"î:)' '
(66,) , A f a , ^ ) ^ — — ^ = — À- V c " . " ^7"""

, • 1 / - ,^^cRÏ ^1. ./ 1
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On peut en déduire un développement analogue pour la fonction
^•(4>, t). En effet, cette fonction représente la diffusion ( ' ) sur une
sphère à trois dimensions de deux pointsdiamétralenient opposés de
sorte que
(67) - G(^Q-F,^0+F,^^, '0 .

i ^irà ii/ ^ à nf ^M^ ——— (. 4 —— H //-, 7- —— -j- H —— U, y h
27T 1 6^ \ 47 ^ \ 4/. .I

d'après la première relation.(61). En revenant à la variable <I>, on a
à _ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ i à •

au sin<î> â^
et l'on obtient

î +" , (^+w
(68) ^^f)=-i^-^,^(---i^($+7.7i:). ^^

(TE:R^) 2

Pour la fonction /(co, t) nous remarquons d'abord que, diaprés les
développements (62) et (68), on a

(69) 4^/(^^)=^^(^^\2 /
1 oit • r^ ^ TIS

( _ \ '2 —————— „— . — n f f i + l ' j — — —
^ - ^ - ) ^ 4 ^< nV(-.i)"(2/Z+l)^ • ^S

o
c'est-à-dire

1 (Kf r^

W /(.,')= {^'^'^f^-^-

relation fonctionnelle analogue à celle que vérifie la fonction À(o, t)

(7 ' ) A(o'/)=\/^/l(o-^)•

D'autre part, en pensant à la signification géométrique des angles co
et <I>,on voit de saite que

1 1 1 /, 2 ̂  , ' , ! ' -. ,

/(oû,^)==:- ^ g-{^, t}d[j., \avec ccs<& =: cos ^-cos -^——^:-

/ï?
(1) Avec im coefficient de diffusion égal à —•

' ' ! 4
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En subst i tuant dans cette relation le développement (6.8) on n'obtient
en général aucun développement simple de la fonction y(co, t^y mais
pour co == o on trouve

47:/(O. t) e ^{ c/d^

expression qui peut être développée en série par rapport aux puis-
sances entières de (Rt

(72) 4TT /"(o, /) =: —— 4- ^ -!- -^ <îU 4- —— ̂ t2 + . . . ." / JU 3 i,:) 3i;)

•Pour 11res petit, on peut enfin déduire de l'expression (2), page 5,
que l'on a asymptotiquement

^f^M)^^^e ^A/,

car alors a2 4- [32 == oj2 et- rfarfp == co (kù rfo.
Les divers développements obtenus penriettent de calculer les

valeurs des fonctions /'(œ? ^)y^"(<I>, t), A(a, ^) pour toutes valeurs des
variables. Nous donnons ci-dessous des tables sommaires de ces fonc-
tions, ainsi que deux réseaux de courbes montrant clairement l'allure
de/(co,f).

4^/(^/^.

\<^.
0).\.

0

6

3

•2

T
5TC

T
7Î

0,1.

ro,34oi

5,3328

o,7i3:"î

0,09.7'î

o,ooo4

0,0000

0,0000
(3,5.10-Q

0,2.

5,3473

3,8856

M949

0,3079

o,o347

0,0024

o,ooo3

0,5.

2,3703

•2 , I170

i ,5i3o

0,8737

0,4^45

o,i94^

o, î%84

1 .

i,4i84

1,3594

ï ,yo i5

0,99^

0,7955

o,656ï

o,6o64

î?.

ï ,o55o

1,0476

1,0275

t,0000

0,97^5

0,9524

o,945i

4.

ï , o o r o

1,0009

ï,ooo5

Ï,0000

o,9995

<?»999i

o,9990
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^•(^ t " ) '

0

6

"3'

•2

0,25.

1.5,095

5,-279')

0,->/27I

0 , 001 2

0,5

5,68 io

'2,73 l o

o, ̂ 6()3

o, m 8 4

1.

•2^8o3

1 ,8-24.i

0,9876 .

o,6o64

2. 4. .

ï , î 6 5 o ï ,oo3o

ï , ï Ot)9 ï , ooy.o

I,0000 I,0000

o,945i 0,9990

47tftUf,t)

Courbes II.
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9^A(2, t).^

\CKî.
a.\

0

7:

3

E, .
^

1 27:

T1 ''

7:

0,25.

,3,545

i,i84

o, 3oo

o,o44

o,ooo4

0,5.

2i.,5o7

ï , 449

o,73o

0/280

o,o36

1.

î .773

ï , 3 4 9

0,963

0,6l2

o,3oï

2.

i^7i

i , ï35

o»999

0,864

o,73o

4.

i,o37

1 , 0 1 8

I ,000

0,98%
o,963

CHAPITRE VI. .
MOUVEMENT BROWNÏRN DE ROTATION D'UNE HYPERSPHÈRE A TBOIS DIMENSIONS.

Composition des rotations autour d ' ' u n point dans l'espace à quatre
dimensiom. — Soient x^ x^, x^, x^, et^ x^ x.^ x^ les coordonnées
d'un même point par rapport à deux systèmes d'axes orthogonaux de
même origine dans l'espace à quatre dimensions. Les formules de
transformation peuvent s'écrire (Cayley)

(74)

x\ — x.^ == a ( x^ -4- '̂2 ) -1- b ( x'.^ -+- ^*;t ) -h o ( x\ -4- x,^ ),

x^ —- x^ == — a ( x\ + ̂ .i ) + h ( ̂  -+- x'ï ) — g'{ ̂ 4 •+- x!. ) ^

.2?^ —x^=— h ( ̂ 'i 4- ̂ i ) — h {^ + .̂ 2 ) -1- / ( ̂ A -+-ta?/., ) ?
^^—^=—c(^ / l+^0+^(^4-^2)—/(^^

Nous poserons (;l)
. ' ( 0 = af -4- bg--}- ch^

(75) -y^+^-i-A^+e2 ,' ô==ï + a2 4- & 2 -

(i)0n a :

o a b c
—a o - À — §•
- 0 - 7 . o /
-:c • 1 §• 1 —/ .,, o;1

= 02,
, i a b c

— a ï h — ̂
— & — h ï —/

— c g — f ï

-s. •
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puis

(76)
L=y
G? d^

00=

h ^
ri ~

- OT.

Les huit paramètres a, (3, ^, ^, ^, ^, p, G" sont l i é s -pa r les deux
relations

yÏ 4_ P-2 _[„ y l „}_ (p-2 „)„ ̂  ̂ . .^-2 ̂ _ p-^ _^_ ç-2 ̂  , ^

a<p -+- 6'.? -+- y'n + po" == o.

Un même changement d'axes est caractérisé par les valeurs a, p, y?"?»
'l», Y], p, Œ des huit paramètres ou par ces valeurs changées de signe.

Si 2<1> et 20 sont les grandeurs des deux rotations ordinaires abso-
lument perpendiculaires qui amènent le premier système d'axes sur
le second, on a ( ' )

(7^)

et par suite

(79)

Q == tans<3? lan^-O,

p := ces <D cos©, o' :

ces'2 e> co.s2 ©

• sin<î> slii 0.

Considérons deux déplacements successifs du système de référence
autour de l 'origine; désignons par a., [j, . . . et a\ ?'., . . . les para-
mètres respectifs de ces déplacements, et par OL", p", . . . ceax du
déplacement résultant. Les formules obtenues par Cole pour la com-
position des rotations autour d'un point dans l'espace à quatre dimen-
sions, avec les paramètres a^ b, c, /, g\ h^ ô deviennent, avec ceux que
nous avons introduits :

(80)

(ûa'— r^-+- ^jy1-}- oy— yd/-4- (3r/-4- ^p'-h- œcr',

r\ y. ' -t- p p / — 9 y / -+- y <p/ 4- crJ/ — ayj/ -l- j3 p / -h •-po"/,

Lpa'4- CpiS'-^- p^^--- pcp'--!-- .afy~{- (jy/-h yp'-|- 7/0"',

P^

(y^^z: /Wcra— yp -^ py-t- pîû' — yj^7 „}-, r^y/-.j- çpp'^- ao- ,

y-==i yy.'-\- o•j3/— ^y'^-^o''-^- p;j/— ^y/4- r^p'-i- po-^

^^^^— pa^- ap'-i- cry^— ^9/+ ©ry+ pr/4- y;?^- yo-^

p^^— aa7— pp'-- yy^- (pq;'— ^y— rm'-^' po'' ~)~- a-^,

o-^— oa'— rip7-- yfy^- a9 /— (3'4/~~. yy/+ o-p^» po-'.

( ï ) CoLEy Â/ner. Jour. of'Mat/i.y t. XÎI.
^/?,w. J!ï'<?. Norm^ (3), XLV. — FEVRIBR 1928.
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Si le deuxième déplacement est très pétition a au premier ordre
p^ i, a'-= o et y/, ̂ , Y, ç', d/, r^ infiniment, petits. Donc en posant

dar^cyf—a,
on aura

i dff, == pff: — r^' -I- dy -I- oy — y^ -1- pr/,
r/jS = ïia/4- p^— yy'-l- yq/4- o-'y— ar/,
^y^:—^7-4-9(6'-4- py•/--i39/4- a(y4- or/, •

c/cp.= o-a'— yp'-h py'-i- p^'— ^^y4- ^r/',

d^=z ya'-h o-P7—- ay/+^9r-+- p^'— 9^
d-n=— pa^- ap^ cr/— ^y'4- cp^'-l- pr/,
^cp =:— aa^— PIS7— y/-— a>a/— ^^ /— r;r/,

\ €la=— wJ'—- ̂ '— yr/— ay'— i3^-- yr/,
d'où
( S:i ) cl^ = da14- ^p2 4- ^y2 4- d^ -1- ̂ "2 4- drr 4- ^p^ 4- ^o-'2

= a^2 ~h (S'2 4- y^ 4- y72 4- ^/2 -i- y/'2.

Si l'on suppose ce petit déplacement effectué en un temps dt,
l'énergie cinétique T d'une hypersphère liée aux axes mobiles peut
être facilement déduite des formules (74) et l'on trouve que

(83) T d^ = ̂  A ( yJ14- (3^ 4- y'2 4- y72 -h ̂  4- r/^ ) r / ' 1 ) = •:-iA.^2.

Nous pouvons exprimer géométriquement ces résultats en considé-
rant les paramètres a, [3, y, ©5 '1', T]^ p, a- comme les coordonnées rec-
tangulaires d'un point dans l'espace à huit dimensions. Les deux rela-
tions (77) définissent alors dans cet espace une mult ipl ic i té F à six
dimensions, sur laquelle une même rotation dans l'espace à quatre
dimensions est représentée par deux points diamétralement opposés.

La correspondance entre les positions d'une hypersphère S:s liée
aux axes mobiles dans l'espace à quatre dimensions, et les points de
la multiplicité F est intrinsèque, un changement dans la position de
référence revenant, d'après les formules (80), à un changement d'axes
orthogonaux dans l'espace à huit dimensions. Ces formules définissent
un sons-groupe à six paramètres du groupe des déplacements autour
de l'origine dans cet espace; ce sous-groupe, étant transitif pour les
points de la multiplicité T, admet, comme seul élément différentiel
invariant, l'élément d'aire dOL de cette multiplicité. On doit donc
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prendre comme définit ion de la probabil i té élémentaire relative aux
posit ions de Fllypersphère S;;

W) c^-==^a.

résultat que l'on peut aussi dédui re 'de la relation (83) qui prouve
rmvariance de l'élément linéaire r/.r de la mult ipl ic i té F vis-à-vis des
changements d'axes de référence dans l'espace à quatre dimensions.

Mouvement brownien de rotation. — Pour définir le mouvement
brownien de rotation de Hlypersphère 83, nous remarquerons qu 'une
petite rotation .(a/, ?', ̂ , y^ ̂  ̂ ) est la résultante de six rotations
ordinaires indépendantes, de grandeurs 2a/, 2.^, 2"^, 2^, 2^, 2ïf,
effectuées dans les six plans de coordonnées à deux dimensions, et
qu'une série de petites rotations (a^ p',, . . .), (a,, f<, . . . ) a pour
résultante la rotation

( ^5 ) a^ a\ + a, -4-. . ., p^ j3, 4- (3, ~1--. . .,

pourvu que r//, p\ . . . soient encore petits. Ceci nous permet de carac-
tériser le mouvementhrownien relatif à un pe t i t interval le de temps A^,
par les relations moyennes

(86)
w.'^ p^. ..=:o, a'^= a'y=:. . .= o,

ûi^= ̂ ^ /^ ̂ ='^=: ̂ ^ -, ̂  A/.

Comme d'après les fo rmules (8i)le déplacement du point représen-
tatif correspondant à la petite rotation (a', S7, . . . ) de l'hyperphère S;,
est la résultante de six déplacements a\ ?', Yy a/, d/y r^ effectuées
suivant s ix 'd i rect ions orthogonales tangentes à la multiplicité F, i l
résulte des formules précédentes que ce point diffuse sur F, avec un
coefficient égal à — Plus exactement si Prfcl est la probabilité pour
que l ' un des deux points opposés qu i représentent la position de
Fllypersphère S;» se trouve à un certain ins tant sur l 'élément d£t de P,
la fonct ion P doit satisfaire à l'équation de la (diffusion sur cette mul-
tiplicité.
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Les équations (77) qui définissent F peuvent être remplacées par
les deux suivantes :

Ç (a+c?)a4-(p4-^)'" i-4-(y-4-rJ) '2--^-(p-+-o•) '2== ^
. | (a---o)2-4-((3--'4')•2.4-(y-r^y- i4-(p•-o^)•2=:.I,

qui conduisent immédiatement à la représentation paramétrique

/ y. 4- o == sinîn sin7. sin^j-, a — c? =z sin^ sin'y sinT,

p -4- ^ r=: sin ̂ 5 sin 7. cos fJ., j3 — 4' == sin% sin y COST,

y 4- ri == si n ocr ces 7., y — T] == sin % ces y,

p -4- a == COSCT, p — cr r= cos^.

Avec ces variables, réiément linéaire de T a pour expression

( 8(} ) d.^ = - ( dv52 4- ,sin2 rs d}^ 4- sili'2 CT si n'2 À <;/jjL2

4- d•/Jl•J^• sin" % <r/y2 -i-- sin2^ sin^y Jï21).

On en déduit pour l'élément d'aire :

( 90 ) <^cX == ., sin2?^ sin 7. sin2 '/ sin v cirs cf}, dp. d"/^ d^ dt.

Remarquons que d'après les relations (79) on a

p •4-0'= cos(<| ï—@), p — €= cos(<3> + ©)
et par suite
(91) ? ïy==^—@, ^=^+0.

Or si les positions de Phypersphère mobile 83 sont rapportées à sa
position initiale, la probabilité d'une position donnée ne doit dépendre
que des grandeurs 2<î> et 2© des rotations composantes du déplacement
correspondante et non de leur orientation. Par suite la fonction P ne
doit dépendre que des variables CT, y et t. Pour une telle fonction
l'équation de la diffusion sur la multiplicité F s'écrit, pour un coef-
ficient de diffusion ^?

4

, , i à ( . , àP\ i à ( . , ()P\ 9. àP(92 ) ——;— — ( sm-'^— -+-.——— —- sin2 y — 1 == — -—*w / sm^OT<te7 \ àvs) sin^^ à'y^ \ àyj ^ àt
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On doit avoir d'autre part

r r^ r^
(98 ) 0 P clO == a 7T2 / ^ P f^, y, /') sîn^ sin1'/ ^ÎT ̂ 7 = ̂

Jr Jo Jo
avec

P(7T ~ CT, 7T — 7, / ) == P(CT, ^, / ) .

Enfin pour t == o la fonction P doit tendre vers zéro quels que soient^
et y, sauf pour v!'=='y == o et TT> == y = r.y cette fonction tendant alors
vers l ' inf ini . Nous pouvons satisfaire à ces conditions en posant

(9^) P f W , /, /)=^,(Z,7, / ) ^ i ( % , ^).

la fonct ion ^ étant la solution de l'équation aux dérivées partielles

(o5) ^l + .,œîw^ = 1 ̂
^TïT^ ' siriCT' <Àî7 (1^ <^

qui tend vers zéro avec / quel que soit r^, sauf pour CT == o ouîT7 = T.,
et qui satisfait aux conditions

( q6 ) / ,̂ •1 ( CT, / ) si n'2 ÎÎT ̂ ^ == -- » '̂i (' TC --- nr, / 1 ) === ,̂ 'i ( CT', / ").
Ja ' ' 7r

Nous sommes ainsi ramenés à u n problème identique à celui que nous
avons résolu pages 18 et 19, et l 'on voit de suite que

(97) ^,(7î7, ^=-^(CT, 2Q.

La probabilité pour que l'hypersphère S:i se trouve dans la'posi-
tion r^, A, ;-/., /, v, T (à rfîrï, cfA, . . . près) à l ' instant l, est donc

( 98 ) P d! = - ̂ ( OT, 9. f) ^'( /, 9< / ") sin2 ̂ 7 si n À sin2 y s in v civs d\ d[j. d^ dv dr^

la fonct ion g' étant donnée par la série (38) de la page 19. On doit
d'ailleurs se rappeler que
( 99 ) CT == 4> — ©, -^ == <S> + (M).

La probabilité d'un déplacement donné dépend donc d'une façon
symétrique de la somme et de la différence des grandeurs des deux
rotations ordinaires composantes.
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Les résultats de ce Chapitre ne se généralisent pas facilement au cas
d'une hypersphere à un plus grand nombre de dimensions.

CHAPITRE Vil.
PRODUIT ET ITÉRATION DES RÉPARTîTÏONS SPHÉKIQU.ES.

Nous avons jusqu'ici résolu les problèmes de mouvement brownien
de rotation en montrant leur équivalence avec des problèmes de
dif fus ion (ou de conductibilité thermique) sur des mult ipl ici tés
fermées, et en intégrant les équations aux dérivées partielles corres-
pondantes au moyen de développements en série de fonctions fonda-
mentales. Ces problèmes peuvent être abordés par une voie toute
différente que nous allons maintenant exposer.

Pour plus de brièveté nous ne reprendrons .que l'étude du mouve-
ment brownien de déplacement d'un point M sur la surface d 'une
sphère 2 de rayon i, qui représente de façon immédiate le mouvement
brownien angulaire d'un rayon déterminé d'une sphère libre. Nous
'désignerons toujours par /(co,Qrfû la probabilité pour que le
point M in i t i a lement au pôle se trouve au bout du temps / sur un
élément dû = sitKorAWA de S, si tué à une dis tance sphérique oj du
pôle.

Considérons à partir de l'instant in i t ia l deux intervalles de temps
successifs de durées^ et ^. Les conditions dans lesquelles se produi t
le mouvement brownien étant les mêmes à tout instant, la probabilité
que le point M se trouve à l ' instant t ^ - h t ^ dans l 'élément dSî en
ayant eu, à l ' ins tant t, une position située sur un autre élément
donné r/cr == s inO rfO d\j. de la surface de la sphère est

(100) j\Q,l,)dfff(^,t^d^

a étant la distance sphérique des éléments (h et dû. En faisant la
somme des probabilités analogues à celle que nous venons de définir,
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pour toutes les positions possibles de l 'élément c/a sur S, nous obtien-
drons la probabilité totale /'(co, t ^ - } - t ^ ' ) d Q pour que le point M se
trouve sur c/il a l ' i n s t an t (^ -f- t ^ ) ; on a donc (après division par dtî)

:i0ï) f(u, /, -4- / a ) = ̂ /(^ /i ) /(a- ^) ^o-
Jv

avec
cos a == cos 0 cos c») + si n 9 si n &) ces ( a — À ),

^/(7 ="-r si n 0 <î/0 du..

Nous exprimerons cette relation fonc t ionne l le intégrale, qui traduit
les caractères essentiels du mouvernent brownien, en disant que la
d i s t r ibu t ion de probabi,li(.é/"(('o, ^ 4- ^ 2 ) résulte de la composition, ou
du produit sphérique, des deux distr ibutions/ ' (co, / < ) et , /(<'o, ^j), et
pour montrer comment cette condition détermine la fonc t ion d e .
probabil i.î.é f((o, /), nous al lons d'abord étudier/ ' / prioril'à composition
de deux d i s t r i b u t i o n s quelconques . -

Composition de deux repmtitiom' sphériqiïes oit Itypersplu'rù/ue^ de
résolution. — A tou te f o n c t i o n c p ( r o ) dé f in ie C1) enire o et r^ nous
ferons correspondre l 'opérai ion qui. d 'une <( massi* )) p quelconque
prise an pôle P d'une sphère ^ de rayon i conduit , à u n e répartition
de « mat ière » sur la surface de cette sphère t e l l e que la densité
superficielle (positive ou négative) ai t au po in t de'1 coordonnées
spliériques ( o j ^ X ) la v a l e u r / > y ( r o ) .

Étant données deux telles répartitions de révolution y(<o) et ^(co),
nous appellerons répartition résul tante , ou pf'oduù sphérùjue des
fonctions ^ et ^ et désignerons par o^(oj), la répar t i t ion obtenue en
effectuant d'abord, à pa r t i r d ' u n e masse i prise au. pôie P, la réparti-
t ion 9, puis à part ir de chaque é lément c/n de S pr i s comme pôle, avec
la masse ^{^}da qui s'y trouve, la répar t i t ion '^ , de sorte que

( j o',» ) (f'b ( ^> ) -:•= Q o ( Q ) ̂  ( a ) da
'"^" «^

avec
cos.a =: cos0 cosr,) -4- s în Q sin ôij cos^,

dfj'-^ sinô dQ d\j^
( i o3 )

C 1 ) On peut supposer <rune façoa générale que tofw)^,') est la diiréreritiellc au sens
dc.Stieltjes d'une fonction quelconque,
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Comme ori a aussi

( io4) cos B == cos y, cos co 4- si n a sin û) ces ̂ ,
cla == s'ina da dv,

Fiff. a.

on voit que dans le produit sphérique l'ordre des opérations est
indifférent
(105) < p ^ ( & > ) ==- ^<p(o) ) .

En posant

(106) CQSÛ}=: / / , ©(c.}) = = ^ ( / / ) , ^ ( û ) ) = : W ( / / ) ,

nous écrirons de plus (— r^ / /^4-1)

(107) ^(û^)=:^¥(//.)=(r(^4>(F) ^((.P) ch dw

•^^ i——i J J ' ' ^ï—u^—^2—w^+a^/^w-'

Plus généralement, nous appellerons produit hypersphérique
d'ordre p de deux fonctions ç(co) et ^(c0)? et désignerons par y^o)

//
la fonction obtenue en remplaçant dans la définition précédente la
surface sphérique ordinaire S par la <( surface » à p dimensions S//
d'une hypersphère de rayon T dans l'espace à (p-^-i)0 dimensions :

(108) ^(^^^ 9(ô)^(a)^=:4;9(û>),'s—^ j^ '•<^_>
// v ^w p
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.les angles 0 = PN, a = = N M , co = PM étant reliés entre eux (et aux
autres variables qui interviennent dans l'expression de rfc^) par la
relation fondamentale de trigonométrie hypersphérique.

D'après ces déf in i t ions , si les fonctions y et ^ représentent les
réparti t ions de probabilité correspondant à deux opérations indépen-
dantes, leur produit sphérique (ou hypersphérique) représente la
répartition de probabili té composée de ces deux opérations effectuées
successivement.

Pour étudier le produit sphérique ,des fonctions 9(00) et ^(co)
développons-les en séries de polynômes sphériques sous la forme

( 471 îp(û,J) =: <,-(,-+- . . . -+- ( ' i n -+- I.) Cn Pn(cOSCô) + . . . ,

9 ( ^TC^(w) == ^o-h. . .-+- ( ^ ï ï -h l)f//J\(cOSCo) -h. . .,

pour laquelle les coefficients sont donnés par les formules ( ' )

i F
& ( • „ -== ':>. TT | Cp ( G) ) P/i, ( CO.S fx) ) S in û) €i^,
' ^ o

( 1 1 < » ) /

\ c "j d,^ ==r '.>. TT 1 ^ ( a) ) ^/i ( cos &) ) si n co d(ù.
\ •^u

En subst i tuant ces développements dans l'expression (102) du produit
sphérique on obtient

^ 22 ( "• "-1'T ) ''"( '2 m -1-1 ) d " ' p " p4^(0.)=^^ ^(.
//. == 0 m == o

^,Pm(œsc,j).
//. == 0 m == o

( 1 ) Poiif une fonction c p f o ) ) rcprésenitant iirie répar t i t ion de probabilité on aura

0 ̂  ( (^ )1 <^û == <îo === l

et c?(o->) étanL positif
/,TC

| C/t | ^ 2 ÎT 1 t? ( (0 ) | J^rt ( COS (0 ) [ SÎ 11 (0 doî •< CQ
^/o

ça r | P^ ( cos c») ) | ^ i, donc [ Cn, \ < î .
Ânn. Èc. Norm., (3), XLV.—FÉVBIEB 1928. Ô
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Or étant données les relations ( io3), on sait que

( î 3 î ) P/< P//, ( cos ûj ) == (J) P/, ( cos Q ) F/,/. ( cos a ) (h

i o si w ̂  /?',
—— - ^ /. TT

1 ——Z——— P ( COS Ciù ), SI //?- == î l .
f 5t /?. -t- î: v /

II reste donc simplement

( ï ï 9. ) 4 7T îp^ ( 0) ) == (r^ ̂ /(, 4- ... 4- ( •;-> // ~i- l "') Cn ^n ^/> (r COS 0) ) -}~ . . . .

Ainsi : En multipliant' ternie à terme les coefficients des dé^eloppe/nents

de deux/onctions en série clé polynômes sphériques —— P,/(cosro), on

obtient les coefficients correspondante du développement analogue de
leur produit sphérique ( 1 ).

En particulier la mul t ip l icat ion sphérique par une fonction quet-
conqued'un polynôme de Legendre P/,(cosco) le înodif ie seulement par
un facteur constant, et les lois de prohabil i té de la forme r-+-^P,/(cosc»j),
a étant tel que cette expression soit toujours positive, gardent cet te
même forme quand on les compose îivec une réparti t ion de probabi l i té
quelconque (2).

De même en développant les fonctions © et ^ en polynômes hyper-
sphériques sous la forme

(.. , •:î //- 4- P — 1 ( P -h // ~ ••t ') î ,. / ,
bn (!) ( Gû ) == r^, 4- ... "h —————-———— —————————j—— ( ' n n \ ni> t CO^ ̂  ) -!•- . . . ,

( , , 3 ) / ' ' ( / / - - 1 ) ' •
( S, i ( on ̂  ̂  + . .. + 2 " -'̂  - • ̂  '^ '; ) ' ./,,, ?„, ( cos^ )+....

('1 ) F^ur des reparti fions de probabilité on aura CQ == dy ===; ï et | c/^ | <^ ï, dn \ < Ï T
d'où résulte bien que Co^== î et | ̂  Y/^ 1 < î *

( ! î ) Par exemple les conditions de symétrie de l'onde lumineuse imposent, (en basse
fréquence) pour la répartition dans l'espace des directions d'émission des photo-
électrons la loi

A cos2^ -4- B == ï -h a'P^cosco)

dont la forme subsiste bien, d'après ce que nous venons de voir, quelles que soient,
les dispersions subies par les électrons pendant leurs sorties des atomes ( P. AUGER et
F. PERRÏN, Jour ^<? PA^,, t.Vin, 199.7, p» 93).
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on démontre en utilisant les relations

i o, si m, •^é. /?,
( ï î 4 ) P///J\^(COSÙ))=: ) n\ ( P — ï ) ^ ..

1____! ( ^/i——•————-————————p /;//(cos&j), si m == n^
p [ •î // 4- p •— i (p 4- ̂  — -i» ) ! '

que

( T l 5 ) S^9^(^)=:Co^o/>+.. .

P
^n 4- ̂  _ r (^ .̂ ̂  _. ^) î

-4- ———^——— - ^ ^ ^ — — ,^^ ,/^ p^^^ ( cos ̂  ) 4" . . . . ^

Les formules de déf ln i . t ion_( î02} et (108) montrent que le produit
sphérique ou hypersphérique de deux fonctions positives ou nulles
dans l'intervalle fondamental o, r. ou — î , -4-1 est une fonction
positive ou nulle dans cet intervalle. Cette propriété s'étend aux
dérivées d'ordre quelconque par rapport, à //.===: ces co. En effet, en
dérivant k fois par rapport à cette variable les développements (109)
et (î 12), on obtient, en utilisant la deuxième des relations (58) de la
page 25 et en posant, p •==- 'ik 4- 2, m = n ~ /*•,

(ii 6)
,̂,., ̂ -^^"""^r^"^- '•"'•'>.

ni = o

^ q,- ( „ , — iir,/,., / „. _ (•)^)* V ("•w + /; - ' ) (P + '» - a) ' , r, , .
d,,K l '• " ' ~ • ( u ) - S/, 2i ———'m\——— ( p - t ) [ " ' "'/'(")'

( 1 1 7 ) ^^V{ll)=^W'i'(tl)

_ ( •i 7i/• ̂  ( a m 4- p — î ) (p + ///. -- a ) !
- ~^~ 2^ ———~i7i~\——— ~ (/>-.-i')1— " "" ' "'/'(• " )-

/// ==: ((

Formons le produi t hypersphérique d'ordrejj^^/^-^ de ces deux
premières fonctions; d'après les formules (ï i3) et ( r 15), son dévelop-
pement s'écrit immédiatement

(n8) ^W^^,)^^^ V (^^ Î!̂ ^ iZi-̂ ^ ,
l--Tniiii,..i«iii..r..J ^^ "asà //^ • { P ̂  l ) •
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et en comparant avec la formule (117) on voit que

^ 1 9 ) w^/)^ ̂ ^^w'k^({)'
•->/•-+:;

Plus généralement on prouve de même la relation

( i -,o :) OT^-' ( // ) =- ——-7. ̂  w^( u Y

P //4-^-

II résulte notamment de ces formules que : Si deux fonctions ^ ( i i )
et W(u) ont leurs délitées d'ordre k positives ou nulles dans tout Vinter'
mile fondamental — ï , +1, la dérivée de même ordre de leur produit
hYpersphérique d'ordre quelconque <I>^t^(^/) est également positive ou

. ' p

nulle dans cet intervalle.
Comme — = — —— —? on voit encore que si les fonct ions cp(co )du smo) aw " i '

et 6(<o) ont leurs dérivées premières négatives ou nulles entre o et T.
il en est de même de leur produit sphérique y^(co), mais avec la
variable œ cette proposition n'est plus vraie pour les dérivées d'ordre
supérieur.

Nous appellerons itération sphérique d'une fonction la mult ipl icat ion
sphérique de cette fonction par elle-même, et nous désignerons
par 9/;(co) la fonction résultant de (y — i)' i térations sphériqnes de
la fonction o(co) (c'est-à-dire le produit sphérique de q fonctions
identiques a ç). D'après ce qui précède, on a
(i2i) 4^9y(^) ̂  ̂ -+-...-4" C ' î / ? . •+-1)^ P«,(cos&)) -l-...,

et si la fonction ç(co) n'est jamais croissante entre o et r., il en est de
même de toutes les fonctions itérées y^(co).

Résolution de l'équation fonctionnelle d''itération sphérique. —
Reprenons Fétude de l'équation intégrale fonctionnelle à laquel le
satisfait la fonction de probabil i té /(co, ^), en récrivant pour une
fonction quelconque o(co, t)

(iî^) o(G),/ ' i+ /3)=: o ©(^ //)©(a, t^da.
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En développant la fonction o(co, t ) en série de polynômes sphériques
sous la forme (// == cosco)
( l^) 47: C p ( G ) , / ) == 4 7 r < I > ( / / , / ) = C,(t) +. . .4- (^ + l) ̂ ) j:\(^) +. . . ,

on voit, d'après le théorème établi au paragraphe précédent sur la
formation du produi t sphérique de deux tels développements, que la
condition précédente équivaut aux re la t ions fonctionnelles ordinaires

(r4) ^(^- l-^)==^(^i)Q<(^),

qui donnent
(i^5) r-J/^e-^-^1,

les ( / / , et ^ étant des constantes. La solu t ion générale de l 'équation
fonctionnelle intégrale considérée est donc représentée par le dévelop-
pe me n t'- as
( J. ̂ 6 ) /) TC © ( û>, / ) == 4 7T <1> ( /^ t) == y. ( •2 I I ̂  1 ) ^-^(^/.) 1;>^ ( // ),

//. =: o

sous la seule condi t ion que la série a ins i formée soit convergente.
Dans le problème du mouvement brownien de1 rotation la fonc-

tion y(co , t) doit représenter une répart i t ion de probabi l i té entière-
ment rassemblée au pôle oj == o à l ' instant i n i t i a l ; il faut donc

(?(/.),/)^0, r^l}^.^-"^-1^ =:l., d'où ^y==o;
{ , i-^ ~, \
> ' '"/ / 1 i m. y ( û), t ) == o si G) 7^ o.

/ = o

II en résulte d'abord que le coefficient
^

(r ""{f•~-f^ == ^ TT j o ( c»j, / } l-^, ( ces o) ) siit o) ^/o.)
»./o

doit être inférieur à i m tendant vers celte valeur quand t tend
vers zéro, et par suite que /,/= o, </ ,<^>o (et non in f in i ) . On prouve
alors facilement que la série

( l- î8) ^ /{7T<|)(//, î/)^^({>.n•~\~ï)€-tl^P,,{||,)

sera convergente quels que soient ^ > o et |^ |^i , si (condition
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nécessaire et suffisante) —^- augmente indéfiniment avec n (toutes les
t"5

séries obtenues en dérivant cette série par rapport à u ou à t sont
alors également convergentes). Nous allons montrer qu'on peut
déterminer les a,, (satisfaisant à cette condition) de façon que la
fonction 4>(//y l) soit toujours positive et que

1 i m " ^ ( i / . , t ) == €>'/ ( u, o ) = D ( // )/ — n / ' '
pour

D ( i i ) étant une fonction positive quelconque donnée.
Remarquons d'abord que si la fonction $ existe on a

(i3o) r^1 i•î 7T f €> ( ( f , t ) ( 1 — //. ) du == - ( I — C'"^ )

et que par suite cette, expression tend, pour ï=o, vers une l imite
finie positive a^ D'autre part;» on devra avoir, quelque grand que
soit y,
( i3«) ^(^ t)=i^^^\

d'après la formule de l'itération sphérique.
Considérons alors une fonction quelconque ^(^ t) satisfaisant

aux conditions supplémentaires que nous imposons à la solution ̂ (u, t)
de l'équation (122), c'est-à-dire telle que

.,4-1

y ( if, l ) ^ o, ':>.n ! V ( u., L ) du == l,
^•—.i

li oi W ( / / . , Q==o,
(i,3a) . t=Q si / / - ^ r

' I im. - 'W { ( { , t ) =: Wf ( ̂ , o ) === D ( //, ) ^ o ' ' ^ '
i == o l-

i r^' ..iitïi - a 77 !• H7 ,̂ ̂ , t ) ( i: — r/ ) rf^ =: /^.i > o.
/=o l J ̂ .\

En se reportant à la définition de l ' i tération sphérique on démontre
assez facilement que si la fonction W(îi, t) vérifie ces conditions, il
en est de même de la fonction ^.f". ̂
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quel, .que soit l 'ent ier y. Cherchons si, cette dernière fonction tend vers
ime"limite quand y augmente indéf iniment .

La dernière des relations (i32) peut s'écrire

["i r'" i r' 1
/<l=^ l î l t l , ^7T 1 W { ( { , / ) ( ! . — ( f ) d t l - } - —Î-K j W((f-, l ) ( l ~ l l } d f ( .

/=-" L -'--l ' , ^ J|_3 " l ' J

Pour une valeur donnée de c le premier de ces termes tend vers
1,-.-£

•-t 7T / S.) ( // ) ( 1 !f ) du

quand t tend vers zéro; le deuxième terme a donc alors une l imite que
nous désignerons par a(£), et Pon a

i-.
/y, == ^ TT l .1.) ( //, ) ( i -.- a ) d{( --h y. ( £ ).

Si l'on fai t . tendre £ vers zéro le premier terme du second membre
augmente en restant infér ieur à/^ [car a(£) est nécessairement pos i t i f
ou nu l ] ; il tend donc vers une limite que nous désignerons par

^••M,

'.>. 7T | 1.,.) ( //-•) ( ! - - (( ) d({ ;

a(£) tend, donc également vers une l imite a^ quand £ tend vers zéro,
et I/o n a donc

^(+i)
( 1 ̂  ) /^i == \>. 7T f l) ( ( l ) ( 1 -• // ) d i t 4- C ,̂

»/.„„„.. 1

avec

( « ^1 ) oî,» "" 1 un lin» ~~- j ^ ( ^, / ) (1 • / / } du >. o.
£=() <:,.() ^ <7|.,..s

On démontre alors d'une façon analogue que l^expression

i f4"1 1 . •
•!- ^7T ^ "ll^(^, / J ( I — « ' ) " 'dii
' ^ ! J ̂ .. i ! ^ . 1

a une limite jp,,, quand ^ tend vers zéro, et que cette limite a pour
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valeur (pour ^^a)
^+1 /»( -+- ' i

(135) ^^lim^1 / W(u, ̂ (i-u^'dH^'.ir. D(u) (i - a}111- du.
f=:0 {' J_ i ' t /_ i

Écrivons le développement de la fonction ^(u, t) en polynômes
sphériques, sous la forme

(136) 47r¥(^ , Q = : î 4 - . . . — ( 2 / z - h i) [i — - / „ ( £ ) ] i\(^) 4-. .. .

On a
r4"1

(iSj) y/,(^) == 27: | W(n. t ) f i — P«(^):] du,
</_i

et comme

(,38) i - P^) ̂  "^^^ I) (. - .) - (" - i} n(n^ î ) (n + ̂  (i - .)^h..,

+(-o/-l^v(—)^
il résulte immédiatement des formules (i33) et(i35) que

(139) lim'y/JO^l^2? r ^(u,t)[i~P^u:)}du
t == o t- •' / = o (' ^7 „ i

^,U^4,,)^^^^ ^ D { a ) [ i - P , ( u ) ] d u .

Or, en partant du développement (i36) on obtient comme expression
de la fonction itérée que nous voulons étudier

(140) ^W^(u, ̂ ) = = i - h . . .+ (2 , z+ i ) ï — yn( Î L } | P / , ( ^ ) " + - . . . ,
'—'A ^y L \7 / J

et la formule précédente montre immédiatement que le terme général
de cette série, qu'on peut écrire

(..+I)^^(<"ÏM(ï)J^P,(^),
tend vers

( < ^-+- I )é > ~ a " / p/ , (^ )
avec

a^ == ï—!—^—L. ̂  -̂  ^ ̂  ^ [) (̂  ̂  ) [ i — p^ ( ̂  ) ] <;/̂
t/,—.J . , • •
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quand q augmente indéfiniment. La série correspondante est de la
forme (128), et converge si y.o n'est pas nu l , car alors —^- augmente

. .i.Og'72.

indéfiniment avec n [quel que soit D(^)J . Il en résulte que si ao est
différent de zéro, la fonction W^Çu,^} tend vers une l imi te pour q
infini, et que cette l imi te

47r<Ï»(^ t)==î^...-}-(<2n-\--ï)e--^f•P^u)^..^

( ï ^ 1 ) - / / , ( ' , z -+- j ) y^4-1)
ct,,=——~——^-^Tr 1 D(u)\ï—P^u)]du

3 ^-i.

satisfait à l 'équation fonctionnelle (122), et en outre aux condi-
t ions (iSa) comme étant la l imi te d'une suite de fonctions qui y
satisfont toutes.

Ainsi, bien que l 'itération indéf inie de fonctions ^(u, t ' ) très
diverses puisse conduire à la même fonction <l>(^, t), pour about i ra
la fonction type Gauss

( 1 4 a ) ^ F ( u, t ) == i +. . . -+- (r-'^^ P^ ( u ) -i-. .. f^X^^V
\ 2 7

obtenue dans les Chapitres précédents, on voit qu' i l faut que D(//)
soit identiquement nul, c'est-à-dire que

'I î m î W ( u, t ) =z W, ( u , 0)^0, ( u ̂  i ).
/==o //

Comme exemple de fonctions très différentes satisfaisant aux
conditions ( i32) avec D(^)sso et a^ ̂  o, on peut prendre

,.,„ / ——— si î > u >. î — at f a\
^.(u, /)== ^at - - (ao^l

o si, î — ai ;> u ̂  — î
et

1 — Ht

'F(^)=:^—————, (^=.).
î — e ae

Cette deuxième fonction ayant toutes ses dérivées par rapport à u
positives entre — î et -+- ï , il en est de même de toutes les fonctions
itérées et par suite de leur l imi te V(u, t); nous retrouvons ainsi par

Ann. Éc. Norm., (3), XLV. — FÉVRIER 1928. 7
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une méthode différente cette propriété de1 la fonction F établie au
Chapitre. V.

Si ao est nul il est nécessaire,, pour que la série ( i4i) soit conver-
gente, et par suite pour que Ty (u, Ç) ait une limite finie pour q i n f i n i ,

l- _\ \ T j 3. J.

que .D(^) augmente indéfiniment quand u tend vers i. Sans insister
sur les condit ions que doit vérifier alors cette fonction, nous étudierons
seulement l 'exemple suivant :

D(^)=:—_——L_, (^^o)
47^2 (,_^

avec, si l'on veut,

——_ ——!—^ t ponr — i ^ ^ <^ i _ ^,
¥(^,)=, 4 7 r v a ̂ -^

. ̂  Pour z^L^aii.

La fonction ^W^ (u, ^) tend alors vers la limite
i——i \ q j

(i43) 47T^(^, t^ï^^.+^n+^e-^P^u)^. ..
•i—e-^

(i, — ïu e-1--^ é"-^)2

[La sommation de la série sous forme finie s'obtient en faisante = 2,
z^.e-1 'dans la formule (55,^) de la page ^} Cette fonction de
probabilité (positive ainsi que toutes ses dérivées par rapport à u) est
un exemple remarquable de fonction satisfaisant à Inéquation fonc-
tionnelle (122) et en général à toutes les conditions qui déterminent
la loi de probabilité du mouvement brownien de rotation, sauf à la
condition

( ï44) ! • D^^lim11^, n^ô.
/==o i

Cette condition équivaut d'ailleurs, d'après la formule W\ aux
conditions ( < )
'•I4 ' pw==0, quel que soit m ï 3,

.t^"5111111"1'"18^1'""^^1^1'^^1^2-8011 nul P0»1- q"6 ''"" ̂  r>(")°oyt par suite pour que tous les /?„, soient nuls pour w S a. ' ' ~
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qui sont nécessaires pour qu'on puisse passer de l 'équation,fonction-
nelle (122), qui exprime l'équivalence et l ' indépendance des rotations
successives, à l 'équation aux dérivées partielles de la diffusion ut i l isée
au début de ce travail. .

Du point de vue physique on peut considérer la condi t ion supplé-
mentaire (î:44) ou ( i45) comme imposée par l ' impossibilité d 'un
déplacement i n f i n i m e n t rapide à partir de la posit ion i n i t i a l e .

Des considérations analogues à celles que nous avons exposées
dans ce Chapitre peuvent naturel lement être développées dans le cas
du mouvement brownien de déplacement sur u n e droite et .de la loi
ordinaire de Gauss sur les erreurs.

^HëH?1'—


