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DÎÎS

A UN NOM:B,RE QUELCONQUE D'INCONNUES

PAR M.- CHARLES R10UIEFL

INTRODUCTION.

Les résul tats , récemment: c o m m u n i q u é s à l 'Académie desSciences( ' ) ,
dontrexposé détai l lé fait Fobjetdu présent t ravai l , peuvent se résumer
comme il. suit.

I . Considérons un système d'équations aux dérivées part iel les
n 'unpi iquant qu'une fonction inconnue , et présentant, par rapport à
celle-ci et à ses dérivées, la forme l inéaire et homogène à coefficients
constants. Exclusion étant faite de la solution banale où l ' inconnue,a,
est ident iquement nu l le :

i° Nous dirons que le système est possible ou impossible, su ivant
qu'il admet ou non quelque au t r e solution.

2° Noifô nommerons intégration re^treinU1 du système la recherche
des solut ions de la forme

/,/-X-i-A-V4-..

où X, Y y . . . désignent les var iables indépendantes , en nombre quel-
conque n, et L», r, .y, . . . des constantes, en nombre / z + i , dont la
première, u^ est expressément assujettie à n'être', pas nul le; les solu-
t ions de cette forme seront elles-mêmes qualifiées ^imfnédifïïes. Dans

( 1 } Comptesrendus, 185, 1927, p. 74'>--
Ann.Éc. Norw^ (3), XLV. — MAI 1928. 19
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une solution immédiate^ la constante (non nu l l e ) u est évidemment
arbitraire.

Cela posé :

A. On peut, à l'aide d'un calcul limité, reconnaître si un système
donne (de la forme spécifiée plus haut) est possible ou impossible, et^
dans le cas ( l e possibilité, si son intégrale générale dépend d'un nombre
limité ou illimité de constantes arbitraires.

B. Dans le cas où le système est possible et où son intégrale géné-
rale dépend d'un nombre limité, '̂, de constantes 'arbitraires, son inté-
gration restreinte peut s'effectuer par (a résolution (l'un système de n équa-
tions al^'ébru/ues entières de de^'ré ff, aux n inconnues /', s^ . , ., de la
forme

F,i ( / ' )=:o , F ^ ( . < , ) = = o , . . . . ,

II. A un système algébrique quelconque où se trouvent engagées
les n inconnues .2^ y, . . .,

r M,,, ̂ 'J^M-...-+- P^o,
5 M'^j^4~. ..+ i\=o,
l • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
[ (MI , ..., I'*!, Mo, . . . , . 1 ^ 2 , ..., coeflicienLs eonsLanLs),

faisons correspondre le système difïérentiel partiel
( ()^^-U __

lv •' ̂ j^^-^ + • • • - + " r i ̂  — 0.-
. ja,+p,+.,.^1 ,

^"^^x-^

impliquant la fonction inconnue u des n variables indépendantes
X Y, . 1 . . . 1 1 1 < • 1 1 1 : 1 / " 1 1 1 1 1 ; : ' 1 1 1 1 1 1 ' ; , . - -; • 1 1 1

Pour que le système algébrique (i) admette la solut ion numérique
:x, }', ...==^, r^ .. ,

il faut et il suffit que le système différentiel partiel (2) admette la
solution immédiate (Ï^^)

u^ue^^r^-".
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Et ainsi, la recherche des soliitiom numériques du système ( i ) se ramène
à FiniegTation restreinte du système ('2\ et réciproquement.

Cela posé : ' ^

CAS FONDAMENTAL. — Si le système (2) est possible et que son intégrale
générale dépende d^un nombre limité, g, de constantes arbitraires^ la
résolution num-énque du système (i) se trouve ramenée au cas signalé
plus haut (I, B } de l'intégration restreinte, et, par suite, à la résolution
numérique (fan système de n équations de degré g^ impliquant respecti-
ve/m'nt /i inconnues différentes.

III. Outre la connaissance du cas fondamental ('II), le problème de
la résolution nuinér ique des systèmes algébriques, envisagé dans toute
sa généralité, nécessite celle d 'une question qui ne se trouve suffisam-
ment éclaircie que dans des travaux encore presque ignorés : i l s'agit
de la recherche des conditions nécessaires et suffisantes pour queV équa-
tions algébriques à l'inconnue aï admettent quelque racine commune.

Le cas de N = 2, traité par Euler, est classique. Si N est > 2, le cas
de N équations se ramène à celai de N — ï équations : on peut dès lors,
quel que soit N, effectuer, par voie de récurrence, 1'éliinination de x.

IV. Toutes ces notions une fois posées, on établit que la recherche
des solutions numériques d'an système quelconque'd'équations algébriques
entières, à un nombre quelconque, Hy d'inconnues y se ramène à la considé-
ration exclusive du cas fondamental (II ).

À cet effet, on vérifie tout d'abord l'exactitude de la proposition
pour n = i;, on montre ensu i te que , si elle est vraie pour 'n — i incon-
nues, elle l'est nécessairement encore pour n inconnues.
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CHAPITRE ï.

L'ÉLIMINATION A L G É B R I Q U E .

Condition pour que deux formes algébriques binaires
admettent quelque racine commune (Euler).

i. On donne le nom de forme algébriqac à un polynôme entier et
homogène dépendant d 'un nombre quelconque de variables; le cas
d 'une seule variable, n 'é tant d 'aucune u t i l i t é , est systématiquement
exclu, et la forme est d i t e binaire, lernnirey qfinlefïulircy etc., suivant
qu'elle dépend de 2, 3, Zj, . . . variables.

L'adoption, pour les équations algébriques ent ières à une inconnue,
de l 'écriture homogène, dont nous fe rons cons tamment , usage dans la
première parl ie du présent Chapitre, repose sur l 'observation suivante :

Nous plaçant, comme l'exige essent ie l lement le sujet de notre
étude, dans le monde des quant i tés imaginaires, considérons tous les
couples de valeurs non à la fois milles qu' i l est possible d 'at t r ibuer aux
deux indé terminées .r, y : ces divers couples peuvent man i fe s t emen t se
partager (sans omission ni r é p é t i t i o n ) en u n e in f in i t é de groupes,
comprenant chacun une in f in i t é de couples, et tels que deux couples
quelconques pris dans un même groupe forment un déterminant nu l ,
tandis que deux couples respectivement pris dans deux groupes diffé-
rents forment un déterminant d i f férent de zéro* Dans un même
groupe, l'expression générale des couples, si l 'on désigne par ('^/, y ' )
l 'un quelconque d'entre eux et pa ra un facteur arbitraire assujetti à
la seule restriction de n'être pas nul , est donnée par les formules

x=zax-, }'==^}'' ( i ) ;

en substi tuant ces valeurs dans une forme b ina i r e de degré m, F('.r,y),

( 1 ) Le groupe se désigne d'habitude, abstraction faite du facteur arbitraire qui
figure dans son expression générale, par l'un quelconque des couples dont il se com-
pose.
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on a la relation
F ( a .r \ a } • ' ) == a^ F ( /r, r ' !),

en sorte que, si que lqu 'un des couples faisant part ie du groupe consi-
déré est une so lu t ion de l 'équation F(,,r, r) == o, tous les autres couples
du même groupe jouissent de la même propriété : le groupe dont il
s'agit est alors un groupe-racine de l'équation F t . z ' y j J ^ o ^ o n , plus
simplement , une racine de cette équat ion , ou bien encore une racine
de la forme binaire F (a, y).

Une forme de degré nul se réduit à une s imple constante.
Si l 'on convient de ne pas considérer comme dis t inctes deux formes

ne di f férant que par n n facteur constant non n u l , une for/ne binaire de
degré in ({ont les coe f/lcients ne sont pas tous nuls est décofnposable, et
d'une seule manière^ en un produit de m formes binaires du premier
degré dont ai/en ne nn ses deux coefficienU nuls à la fou; les racines de
ces dernières fournissent é v i d e m m e n t celles de la forme proposée.

Étant donnée une forme b i n a i r e F(.r,y), on dit qu 'e l le admet la
rac ine (.2"', y') au degré / ) de /mdtiplicité, ou bien encore qu 'e l le admet
p / ' o i s la racine (.z"',;/), lorsqu'elle est a l g é b r i q u e m e n t d i v i s i b l e par

x y \f

^ j1
-sans l 'eire par

I I résulte du théorème précédent qu7///?/' forme binaire de degré m
dont les coef/icienis ne sont pas tous nnis admet un nombre limité de •
racines, et que la somme des degrés de multiplicité de ces racines est
exactement égale à m; ce qn^on exprime souvent en disant quW/<?
ar/met exactement m racines ^ dùlinctes ou non.

En conséquence, si âne forme binaire de degré m, admet plus de
m racines distinctes y elle a nécessairem.ent tous ses coefficients mils.

Lorsqu'une forme binaire prend la valeur zéro pour toutes valeurs
attribuées à ses deux var iables . .r,j? on dit qu'elle est; identiquement
nulle. Cela étant :

ï° Pour qu'une for/ne binaire soit identi finement nul le y il faut et il
su f fit (fue ses coefficients soient tous nuls.

La condi t ion posée est év idemmen t suff isante, et sa nécessité résulte
de la remarque formulée en dernier l i e u .
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2° Pour qilun produit de former binaires sou identiquement nul, il
faut et il suffit que quelqu'un des facteurs le soit.

La coiidif ion posée, évidemment suffisante, estd'ailleurs nécessaire.
En effet, si le produit est ident iquement nul, il s 'annule pour une

inf in i té de couples de valeurs de .r^y, formant deux à deux des déter-
minants différents de zéro, d^où résulte, puisque le nombre des fac-
teurs est l imité , que quelqu'un d'entre eux j o u i t de la même propriété :
le facteur en question, admettant, d'après cela, plus de racines dis-
tinctes qu'i l n'y a d'unités dans son degré, ne peut manquer d'avoir
tous ses coefficients nuls, et, par suite, d'être ident iquement nul .

Nous terminerons ce bref rappel de propriétés connues par l'obser-
vation suivante :

Lorsqu'une forme binaire de degré m a tous ses coefficients nuls ,
elle est algébriquement divisible par une puissance aussi élevée qu 'on
le voudra de toute forme binaire du premier degré n^ayant pas ses
deux coefficients nuls à la fois; on peut donc dire, en pareil cas, qu 'e l le
admet telle rac ine que -l'on voudra à un degré de mul t i p l i c i t é i n f i n i ,
ou bien encore ^elle admet une infinité de fois telle racine que l'on
voudra.

•2. Soient
( A ( .r, r ) ̂  A,).z^4- A^r^-^y 4- A^.T''7—2 j'2 -4-... -h \,,.-.,\ .r)^-1 --h A//;)'".

( 1 ) J B ( j\ r } == B, j:^ 4- ̂  i .z^-' y 4- B, .r^y-14- . .. -\- B/,-, .y:)'^-1 -4- BA ..r7'

deux forpies b inai res , don t les degrés respectifs, a, h, sont tous deux
supérieure à zéro, et dont aucune ne^l idenîiqaepïent nu/le. Proposons-
nous actuel lement de dé t e rmine r deux formes inconnues , de degrés
respectifs a — i , b—.1, , , . , ,

( ^A(^, }'")•= at,^-1-}" y., ̂ -^y 4- ... 4- a^,,j^-1, .

•m ' ' • 1 ^,(.Z^r)-=p,.^"-14-pp^~2r4-...4-P^,.T'^î, : .

parla double condition de n être pan toutes deux ideniiquem.eni nulles,
et de rendre identiquement nulle la forme composée

( 3 ) - . , IA< l21.J) l^(^J')+B(.T,J')FA<.:^,^),

de deffré a'-^r l>—i» / , •
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Cela étant, pour que les formes (i) admettent quelque racine commune^
il faut -et il suffît <jue le problème posé sur l'expression (3) soit possible,

I. La condition posée est nécessaire. — Effectivement, si, les l"brmes{i)
admettent quelque facteur linéaire commun, elles •satisfont aux iden-
tités

A ( a-, y ) =z ( 1.4.̂  4- i i.i,r ') QA( 'lz>- }' )•
B(.r, j ) = = ( Ho,x1 4- 1 S,I , :) ' )ÇB(^, r ),

où Ho, H| désignent, deux constantes non a la fois nul les , et Q^'.r, y\
QiîO^y) deux formes de degrés respectifs a — 1 , 6 — ï , dont aucune
n'est identiquement nulle . L'identité qu'il s'agit de véritier prend donc
la forme

. ( i î y x -\- 1 1 1 y ) (}^ ( .,r, ;)' ) Fn ( .r, j- ) -l- ( 1 S o .v -}- î 1 1 r ) <1}^ ( -z", J' ) S7^ (' .r, .y ) = o,

et l'on y satisfera évidemment, en prenant ..
FAC-F, y) ==QA.('^, ,r). ^t(.^ ..}')=— û.̂ .r, j').

II. La condition posée est suffisante. — Tout d^abord, aucune des
deux formes (2 ' ) , non à la fois identiquement nulles, qui , en raison de
la possibilité supposée du problème,, rendent l'expre'ssion (3) identi-
quemeninu l le , ne peut, si on l'en visage séparément, être identiquement
n u l l e : car si F^(,r, y), par exemple, l 'était, leproduitA(.r,j)"l^(^,j)
le serait aussi, et par suite (n° i), puisque A(.r, y), ne l'est pas,
FdC.z1,^). Cela étant , l ' identité

A.( a', y ) FaC .r, y ') = — B ( .y, ,r ) l̂ i ̂  }' )

montre queAC.z",j) divise le produi t B(.r^r)F^(.r, y ); il en résulte,
puisque A(-x", y) est d'un degré supérieur a F^a^j), qu'il a quelque
facteur linéaire commun avec B(.y, y ) .

3. En.écrivajit ,les relations auxquelles doivent satisfaire les a+b
coefficients inconnus

^•^i ^n ' ' ' ? ^/"/—i? 1 , , .
P,,, pi, ..., (3&-,

pour que l'expression (3), de degré (i-\-b—.i, s.i).it ident iquement
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nulle , on est: condui t , à poser, ent re ces a -+- b i n c o n n u e s , un système,
S, de a -f~ b équat ions linéaires et homogènes» Ainsi, qu^i l est fac i l e de
le constater,' le déterminant. , d'ordre a +6, qui a pour éléments les
coefficients de ce système ne cont ien t , dans a de ses colonnes, que des
coefficients B et des zéros, .et, dans les b colonnes restantes, que des
coefficients A et des zéros; il est donc homogène et' de degré // par
rapport aux B, homogène et, de degré b par rapport aux A, et par
suite, si l'on suppose a ^> o, b ^> o, homogène et de degré supérieur à
^éro par rapport aux coefficients de l'une quelconque des' deux
formes ( i) : on lui a donné le nom de résidtanî.

Cela étant et, en supposant' iinù/uementqu'auciiîîe des deux formes ('\. )
ne sou de degré ^éro, il faut et il suf/ity pour ( / l ie ces deux f'ornies
admettent quelque,racine commune^ que leur résultant soit nul.

I. Supposons d'abord qu'aucune des deux formes (i) ne soit iden-
tiquement nul le .

Pour qu'elles admettent quelque racine commune, il est, en parei l
cas, nécessaire et suffisant que le problème posé plus haut (n°^) sur
l'expression (3) soit possible, c'est-à-dire que le système S admet te
quelque solution où ses inconnues ne soient pas toutes n u l l e s : il est
donc nécessaire et suff isant que le résu l tan t des deux fo rmes (i) soit
nul .

II. Affranchissons-nous m a i n t e n a n t de toute restriction re la t ive à la
nul l i té iden t ique é v e n t u e l l e des formes (i).

Pour qu'elles adme t t en t quelque racine commune , il est évidem-
ment nécessaire et suffisant :

Ou bien que l'une au moins d'entre elles soit i d e n t i q u e m e n t n u l l e ;
Ou bien que, aucune d'elles ne Fêtant, leur résultant soit nu l .
Or, ce résultant, étant, d'après une observation faite au début, homo-

gène et de degré supérieur à zéro tant par rapport aux A que par rap-
port aux B, ne peut manquer de s'évanouir si quelqu 'une des formes (i)
est i d e n t i q u e m e n t n u l l e .

La condit ion nécessaire et suffisante pour l 'existence de quelque
racine commune est donc b ien celle que formule notre énoncé.

4. Exemples de la formation du résultant de deux formes binaires.
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I. Résultant des deux formes
A.o.r4- A,7,
Bo^4- B^r+B.r2.

En écrivant que l'expression
( A.O.Z- -~i- A ,j } ( po.^ + PiJ ) + ( Bo.r2 + B, .rr -4- B,j2 ;

est iden t iquement nul le , on a les relat ions
A.opu 4- Boao=-o,
A, i3o+Aopi4-Biay=o,

A.) pi •+• B.y.^= o,
ce qui donne , pour le résul tant ,

A, o Bo
A, A, B,

i53

ou
o A., B,

B , A ^ - A | ( A , , I ^ - B , A O .

II . R é s u l l a n t des deux (ormes.
Ao-r*'-!- Ai.r)' -1-- A^.;)'",

B^'-l1- î^i^) '-!- i^,:)''-

En écrivant que l'expression
(A,^-l.- A,.r:)- + A ,r-) ̂  + P.J') + (IV'-!- B-^' + B^'') (cîo•"r + a1y)

est i den t iquemen t nul le , on a les relations
A,,po +B,a, ==o,
A., po -+- Ao Pi •+- KI ^o -!- ̂  ̂ i ̂  0-
A, Pô + A i p, -h B,a, 4- BI a, ==: o,

A,?, -+B,ai==o,

ce qui donne, pour le résultant,

A, A,, BI Bo
A,., A., B, B,
o A, o BS i

( 1 ) .

T^oTe^comme il est facile de s-en assurer en effectuant les calculs, omettre

Ann: Èc. Norm^ (3), XLV. — MAI 1928-
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III. Résultant des deux formes
Ao.r 4-A.ij,
By,^ 4- 3 Bi ̂ j- -4- 3 B^y2 -4- B;,^.

En écrivant que l'expression
(A^4- Aij) (^0^4- i3,^)''4- i^r2) -4- (B^-h 3B,^y -

est identiquement nulle, on à les relations
AojSo ' 4- B o O o ^ o ,
A,j3o-4-Ao(3, +3B,a,=--:o,

A,p,+A,oi3,4-3B,ao--=o,-"2 '̂ '-O -

B;, au :A. P.-

3B,^}''

ce qui donne, pour le résultant,
Ay 0 0 Ho

A, Ao o . - 3 B
o1 • A.i, Ay ' 3B,
o o "A.; B:o A, B:, !

A o B , ) 4 - A ^ B , - A ? B y .
OU

3A,A,(-A,B

IV. Résultant des deux formes
Ao.z12-^- 2ApZ"j-' 4-A^y 2 ,

. Bo .r3 + 3 B, x^y •+• 3 B^ ̂ }'2 -4- Bsj3.

En écrivant que l'expression
(Ao^4~ aA, .rj -4- A,r2) (f3o^4- P,^ +

^ -4- (Bo.r:î+3B^^•-t-3B,^-o-^B^-'.)(ao.r-•

est ident iquement nulle, on a les relations
: , A o p o - '1 + ! Boao

2A,Po4-Aoj3, +3B,ao
A, (3ç -4- ^ A, pi -^ A.op,-4-3B^o

-i- A2(3 ,+2A,p ,+" B^ao

- Boai:
- 3 B , a i =
-3B,a i :

B, a< =,, • , , • A,(3, ,

P^')
-^ij)

sous les deux formes suivantes, très fréquemment usitées :
( A o B a — B ^ A ^ ^ A o B i — B o A . ^ A i B . — B i A â )

[ a( A.) Bg-4- B,,, Aâ) — Ai RÏ p — ( A.^—. 4 Ao Aa )(i^ — 4 Bq, Ba ).
et
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•ce qui donne, pour le résultant, R,

Ao
2 A,

À,

€>

0

<:)

A.o

2 A,

A,
0

0

0

A»
a A,

À;

Bo

3Bi
3B,
B,

0

0

Bo
3B,
3B,
B,

i55

Conditions pour que //• équations algébriques à l'inconnue ..z'
admettent quelque racine commune.

5. Nous commencerons par établir deux lemmes.

LKMME t . — Considérons les n équations algébriques^ à l'inconnue x-y

A^r) =: Ao-y^-t- A,^-1 -l- ... -4- A^_i^ -|- A^==ô, 1

B (.•y) == B,.r^+ Bi ̂ /'-1 + . . . 4- Bi,.^.r 4- B/, == o,

G (;r) 1== Cp ..̂ ' 4" Ci •r'"1 -h ... 4- C<..-..-i .y 4- G,. == o,(Q

:Lo ,y / +Ll . ï . .4- L/.-i.y -4- L/ =:o,

^/o/i^ fey degrés { ' apparents')^ a ̂  &, c, . . ., Z. sont tous supérieurs à sera;
supposons^ en outre, que l^une au moins (centre elles^ par exemple, la
première^ A(;2")==o^ n au pas tous .ses coefficients nuls; piiù formons^
a^ec les n — t dernières^ la combinaison

/. P> ( .r ') -h p. C ( x ) -h . . . -h c«) L ( .r ) == o,
OU

( 2 ) À, ^, . .., .û)

désignent 71—i indéterminées.
Cela étant, pour que les n équations ( i) admettent quelque racine coni-

mune^ il faut et il suffit que^ pour toutes valeurs des indéterminées (2),

( 1 ) Le produit A<)B peut, comme on le vérifiera en enecuiant les calculs, se mettre
sous la forme suivante, avantageuse dans certaines questions:

[AnB34-A.2(3A,oB i~-^BoA. i ) -~A. i (3AoB: i—Boâ2) ] 2

— ( A ? — A o A a ) | : ( 3 A y Bâ- Bo A,)2— 4 AoBsCîAoBi—' iBoAOl .
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les deux équations
\ A(.r)=:o,
/ AB( .y ) -+-^C( . r ) -+- . . .+&)L( . r )=o

admettent quelque racine commune.
La cond i t ion est év idemment nécessaire, et nous avons à prouver

qu'elle est suffisante.

I. Considérons un polynôme entier dépendant de variables ?/, c, . . .
en nombre quelconque, et, dans les plans de notation graphique de ces
variables, décrivons, autour des valeurs particulières UQ, ro, . . . .
prises comme centres, un système de cercles. Quelque petin que Von
suppose ces cercles^ pour que, à leur intérieury le polynôme prenne la
valeur zéro indépendamment des valeurs attribuées aux variables u, ^, ... 5
il faut et il suffit que ses coefficients soient tous nuls.

La condition formulée est évidemment suffisante, et i l nous reste à
établir qu'elle est nécessaire.

Or, elle l'est év idemment quand il s'agit d'un polynôme ent ier à une
seule variable: car, si le polynôme n'avait pas tous ses coefficients
nuls^ il ne pourrait prendre la valeur zéro que pour u n nombre essen-
tiellement l imité de valeurs de cette variable (n° 'I ). Il su f f i t alors de
prouver que si la condi t ion formulée est nécessaire dans le cas d 'un
polynôme entier à y — s variables, elle l'est encore dans le cas d'un
polynôme entier, F(//, r, . . .), dépendant des q variables //, <', . . . .

A cet effet, ordonnons le polynôme F ( u y c, . . .) par rapport à // , et
mettons-le sous la forme

(4 ) /o(^ —)-(-/i(^ , . . )^+^(F,. . . )^+.. . ,

OÙ , . . ! ! ! ! . ! . 1 ^ 1 ! , 1 1 ,

(5) U^ • " • ) . . AOs —)..A(^ -•), ...

sont des polynômes entiers (en nombre limité) dépendant des y — i va-
riables (?, . ... Si, à rintérieur du système de cercles considéré, on
attribue à c, . . . un système déterminé de valeurs particulières, l'ex-
pression (4) s'évanouit quel qae soit //, et l'on a dès lors

/^'-••)=û, /,((-', ...)=:o, /,(^ ...)=0, ....



SYSTÈMES D'ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES ENTIÈRES. 167

Mais, les valeurs particulières que nous venons d'attribuer à r,
étant, dans les l imites imposées, complètement arbitraires, il résulte
de ce q u i est admis sur les polynômes entiers à q—i variables que les
coefficients des divers polynômes (5) sont tous nuls, et, par suite,
ceux du polynôme VÇu, ^ . . .).

II. Etant donné un nombre quelconque de polynômes entiers dépen-
dant d'un nombre quelconque de variables^ et dont aucun n\i tous ses
coefficients nulsy il existe quelque système de Dateurs de ces variables
n annulant aucun des polynômes.

A. Lorsqu'un polynôme entier, F(u, ^ . . .), à un nombre quelconque
de variables, prend une valeur différente de zéro pour un système déter-
minée ( UQ^ v\), . . .}, de valeurs particulières de ces variables^ il reste dif-
férent de zéro pour coules valeurs de u, \^ . . . suffisamment voisines
de u^ r^ ....

Effectivement, si l'on désigne par Mo le module (non nul) de F( / /« ,
< ^ , . . . ), et par [M une quant i té positive (> o) choisie comme on vou-
dra au-dessous de Mo, il résul te de la con t inu i t é de F(//, \\ . . .) que,
pour toutes valeurs de u, ^ .. . suf f i samment voisines de /4, ^ ' o , . . . .
on aura

ïnod F( //, r', . . . ) -- F( //o, ro, . ..)] < Mo — p.,

et à p lus forte raison
Mo — rn od F ( / / , , r, . . . ) < Mo — p.y

c'est-à-dire
mod F( u^ ( ' , . . . ) > - ^..

B. Revenons à l 'énoncé formulé au début du présent alinéa II.
Lorsque le nombre dés polynômes se réduit à i, la propriété qu'il

s'agit d 'établ ir résul te immédia tement de l 'alinéa I; pour prouver
qu'elle est générale, il su f f i t donc de montrer qu'en la supposant vraie
pour p — i polynômes, elle l'est nécessairement aussi pour les p poly-
nômes

Q ( < / , (-S ...), .. ., B( / / , P, .. .) , S ( / / , t s - • • ).

dépendant de variables //, i\ . . . en nombre quelconque-Or, aucun de
ces p polynômes, et, no tamment , des p —• i premiers, n'ayant, par
hypothèse, tous ses coefficients nuls, on peut, en vertu de ce qui est
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admis, assigner quelque système de valeurs, (u^ ^o, . . . ), tel que
les p — i polynômes

Q(^ r, . . .), .. ., R(u, c, . . .)

soient tous différents de zéro pour
• . ^7 ^ . . . = n.o, t'o, . . .,

et par suite, en vertu de .4, pour toutes valeurs de //, r, ... suffisam-
ment voisines de ( i ^ y r,», .... Cela étant, si l 'on a S(^o? ^ ' o ? ...) ̂  o, le
système de valeurs ( / / , » , ^o, . - . . ) satisfait à toutes les conditions
requises. Si l'on a au contraire S(/4, iv, . ..) = o, il existe certaine-
ment, dans un voisinage aussi rapproché qu'on le voudra de ( u ^ ,
roi . . . ) , et par suite .dans un doma ine où aucun d e s / ) — i premiers
polynômes ne peut s 'annuler, quelque système de valeurs, ( / / i ,
^, ...), n ' a n n u l a n t pas S(^, i'',...), car, sinon, le polynôme S(^, ^, . . .)
aurait, en vertu de 1^ tous ses coefficients nuls, ce qui est contraire
à l'hypothèse ; pour les valeurs u^ y r , , . .., on aura donc à la fois

Q ( ̂ :i 5 ï ' i ?' - • ) 7e- °^ • • * ? •R•( { ( \ ^ ' ^ ' • • 7=- ° ? s ( ^ ,i. ^.i , . . • • ) ̂  o

IIÎ. Il existe^ pour les n — i indéterminées (2), une in/lnùé de ^j^tè/nes
de valeurs,

//, fJ/, ..., o/, •
. ^ .- .... V,

v ' ' ' } w t , l î ! ^<"
À , ^ , . . . , &,) ,

fôfc ^^, dam le tableau (6), g™ contient n — i colonnes et une infinité
de lignes y n—i lignes arbitrairement choisies forment un déterminant
différent de zéro.

Effectivement, à une première ligne. A/, p/, . . . , o/, composée
de n—ï éléments arbitrairement choisis sous la seule restriction de
n'être pas tous nuls, on peut, par l'application de l'alinéa II à un poly-
nôme linéaire et homogène dépendant de deux variables, adjoindre
une deuxième ligne, P, [-///, .. . ^ a»", telle que le tableau résultant,

A , p., . . - , ût)',

•V, 1 ̂  .../ ^\
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à n — î colonnes et deux lignes, contienne quelque déterminant du
second ordre différent de zéro; puis, par l 'application de l'alinéa II à
un polynôme linéaire et homogène dépendant de trois variables,
adjoindre à ce dernier tableau une troisième ligne, 'A^ u/" . . . , c'V,
telle que le tableau résultant,

^ y'\
P.
^
^

&y

a/

^ ! "

à n— î colonnes et trois lignes, cont ienne quelque déterminant du
trois ième ordre di l îerent de zéro; et ainsi jusqu'à ce que, par l 'appli-
cation de l 'alinéa II à un polynôme linéaire et homogène dépendant
de n— ! variables, on ait obtenu un tableau carré,

/•/,
^,;„-„,
/.•"-",

^,p-",
^.i»-21,
[A1"-11,

* • • î CO ,

&/

(^'

[̂n—l)

formant un détermiinant d'ordre n — ï différent de zéro : il est alors
manifeste que, dans le tableau (7), toute association- de n..— 2 lignes
contient quelque déterminant d'ordre n — >i différent d<ê zéro.

Cela étant, on pourra, par l'application de l'alinéa lia plusieurs
polynômes linéaires et homogènes dépendant de n — i variables,
adjoindre au tableau (7) une ligne,

telle que, dans le tableau résultant,

(8)

.., ^A

... . • 5

.., ^^s
t.\in—i}

pw, ..., co'-S

à h — î colonnes et n lignes, toute association de n—ï îigaès forme
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un déterminant dillerent de zéro : il est alors manifeste que, dans le
tableau (8), toute association de n—2 lignes contient quelque déter-
minan t d'ordre n —• 2 différent de zéro.

Par une nouvelle application de l 'alinéa II à plusieurs polynômes
linéaires^et homogènes dépendant de n— i variables, on pourra main-
tenant adjoindre au tableau (8) une ligne,

.i/T-rl) ^t(/•i•-t-l>l ,^n-}~\}

telle que, dans le tableau résultant,
[ j . , . .., &) ,

. . . , c,A

(9) »-2', ,^-21, ..., GV"-
9.' ft—l) ..in—ï'i , . i n — ï ]? r- , ... 5 &.) ,..., ÛJ'"-"

f \if^. . . , W ,

l À1"-4-1, ^(/H-'1, . . ., G^1',

à ^ — i colonnes et n-^-i lignes, toute association de n — î l ignes
forme un déterminant différent de zéro: il est alors manifeste que,
dans le tableau (9)5 toute association de n — 2 lignes cont ient que lque
déterminant d'ordre n — 2. différent de zéro.

Par une nouvelle application de l 'alinéa 11^ on pourra de même, etc.
Ce mode de raisonnement peut, comme on le voit, être i n d é f i n i m e n t

poursuivi.

IV. Revenons à notre énoncé général, et supposons que, pour
toutes valeurs des n — î indéterminées (2), les deux équations (3)
admettent quelque racine commune: il s'agit d'établir que les n équa-
tions ( î) admettent nécessairement quelque racine commune.

En effet, puisque, pour toutes valeurs de X, ;̂  . . . , c o , les deux
équations (3) admettent quelque racine commune, et que, d'autre part,
réquation A(;r) == o n'a pas tous ses coefficients nu l s , celte dernière
admet un nombre, m, de racines dist inctes supérieur à zéro et au plus
égal à a, et ces m racines sont, naturellement, indépendantes des va-
leurs attribuées aux indéterminées (2). Si;dans le tableau i l l imité (6),
oïl considère (n -— 2) m 4-1 lignes quelconques, par exemple les
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(n — 2)m-j- ï premières, il y aura, pour chacun des Çn — 2)m 4- i
couples d'équations

À(»==o, /./ B(»4-^ C{x) 4-... -4- a/ L(^)=:o;
À( .T)=O, // B(>)4-^ C ( ^ ) + . . .4- ̂  L(,ir)=:o;

À(^) = 0, 7J^-2.m-+-l]_B( ^) ̂  ̂ i«--.2^+l]Q^ ̂  ^ _ ^^ œ^-^'^-^-'ILi^) =0,

quelque racine commune aux deux équations du couple. D'ailleurs,
l 'équation A(,r) = o ayant exactement m racines distinctes, il y aura,
parn'u ces (/i — 2,)m 4- i couples d'équations, n — i couples au moins
pour lesquels la racine commune coïncidera avec une même racine,
•x == ^, de l'équation A(,2?) == o; en désignant donc par

un certain déterminant d'ordre n — i extrait du tableau (6), par suite
d i f ï e r en tde zéro, e tpar Q, (.r), QaGr) , ..., Q/,_, (.2;) certains polynômes
entiers en .r, on. aura, les n — i identités

}., B(^) -i- ^, C(^) 4- . .. 4- ̂ , L(.r) -^-(,x ~ $) Q,(^),

}^ B ('.r ) 4-^ C(<y )4 -~ . . .4-^a Î4'.:r) ={,x—ÇîÇsC^)^

/./,„, B(,z l}4-^,-lC(.:z•) 4-. . .4-^/,-iL(^)==(^—Ç)Q/^(^).

Or, la résolution de ces identités, effectuée conformémenta l 'algorithme
de Cramer par rapport aux n — i polynômes B(*r), C^r), .. ., L(.r),
montre que ces derniers sont tous divisibles par x —" E; il en résulte,
ainsi, que nous l'avions annoncé, que les n équations (i) admettent
quelque racine commune.

6. L E M M E I I . —Soient . , , , ! • . ,

[ t, o )
H'o.^ 4- ÎIi^-1 4- . . . 4- H^^ 4- HA== 0,,

K o ̂  4-- K.) ^k~•i 4-... 4- K^i x -+•• K^- == o,

des équations algébriques à l'inconnue x^ en nombre limitée et dont les
Ann. Éc, Norm.y ( 3), XLV. — JUIN 1928. 21
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degrés {apparents) respectifs, h^ ky . . ., sont tous supérieurs à zéro; on
suppose que y dam quelqu'une d'entre elles y par exemple dans la première,
le degré apparent est aussi le de gré effectif, c'est-à-dire que le coefficient
Ho est différent de zéro.

Cela étant, pour que les équations (10) admettent quelque ra-cine corn-
nuine, il faut et il suffit que ces équations 5 mues, comme il suit y sous
forme f/omo°'ène,/<J <-' 7

( n^ + H, j^y "r-.. . -4- 1 !/,„, xj'^ -l- i'I/j'^ o,
( i i ) <Ko^+K,^\r+. . .4- K/.^i^}^-1-!- K^y^o,

admettent quelque racine commune.
Effectivement^ si les équations (10) admettent la racine commune

^ = ' ^ , les équations ( i ï ) sont manifestement vérifiées pour ^=^7
y = ï , et admettent des lors la racine commune (.r, j) == (Ç, i).

Inversement, supposons que les équations (n) admettent la racine
commune (^?y)=(^?y)? où .r', y désignent des valeurs numé-
riques non à la fois nulles. On voit tout d'abord que la valeur numé-
rique y1 ne peut être nulle : car, si elle Fêtait, x1 serait différent de
zéro, et la première équation (11) donnerait ïï^a^1^ o, ce qui est
impossible à cause de Hy =7^ o. Notre hypothèse relative aux équa-
tions (ii) et à leur racine commune peut donc se formuler en disant
que ces équations sont toutes vérifiées pour x == ^7» j=== T y ce qui

• . . ."' a ' 'revient à dire que les équations (10) sont; toutes vérifiées pour x •=== ";•
7. Considérons maintenant n équations algébriques à l ' inconnue x,

par exemple les n équations (ï), dont les degrés (apparents) respectifs,
a, b, .. .^ l, soient tous supérieurs à .zéro, et proposons-nous de recher-
cher les aônditions nécessaires et suffisantes pour que ces n équations
admettent quelque racine commune. Dans cette recherche nous exa-
minerons d'abord le cas d^une équation unique, puis de deux équa-
tions; nous ferons voir ensuite que le cas de n équations (n> 2) se
ramène à celui de n — i équations.

- I. Pour que l'équation algébrique''a l'inconnue' x

.1 , . , ,A(a?).==Ae.^a4-Al.^•Q--14- A^^1-1-'^-.. ,4-A-^i^-h A^=o. , ,
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dont le degré (apparent) a est supérieur à zéro^ admette quelque racine^
il faut et il suffit :

Ou bien que ses coefficients soient tous nuls;
Ou bien que l'on ait Aç ̂  o ;
O// bien que l'on au Ao == o,, A, 7^ o ;
Ou bien que l'on ait A^ == o, A^ == o; A-j ̂  o ; . . . ;
Ou bien, enfin, que l'on ail A() = o, A^ = Oy A^ == o, .. ,, A^a = o,

A,/_^o.

Par, exemple :
Pour que réquation

Â.,,.2;2 4- A, .i; 4- Ao == o

admette quelque racine, il faut et il suffit: ou bien que ses'coeffîcients
A(), A i , As so ient . tous nu l s ; on bien que l'on a i t A < i ^ o ; ou bien,
enfin, que l'on a i t A(, = o, A^ 7^ o.

Pour que Inéqua t ion
An .^ -\- A , a^ 4- A^ 4- A;> =: o

admette quelque racine, il faut et il suffit : ou bien que ses coefficients
A,? A. , , Ay, A:; soient tous nuls; ou bien que l'on ait A^^o; ou bien
que l'on ait A,, === o, A^ ̂  o; ou h i cn , enf in , que Von ai t A,, -== o, A|.== o,
A,2^o. . . , , ! - , •

II. Pour que les deux équations algébriques à ^inconnue x

A.(,r)==:Ao^ f f i4-A^^•-14-A^^^^^^^^^ . .4-A,/_i^-r- Aa=o,
B ( x ) = Bo a^ 4- :B^ ^/'--1"1 4- B^ .z^1---2 4- . . . 4- B/,-»i ̂  4- B^, == o,

^/o/i/ les degrés ÇapparenU) a y & AW?^ ^6»^^ A^ ,̂̂  supérieurs à zéro,
admellent quelque racine commune, il faut et il m/fit :

Ou bien quCy la première ayant tous ses coefficients nuU^ la deuxième
admette quelque racine (I);

Ou bien que l'on ait A() ̂  o, et que les deux formes binaires

A.o.^4"A,j.^"\y4-A2<rrt:l•~2J'ï4-•...-4-A^l.^'ff-"^ \

IV:̂  4- Bj .^A---1J' 4" B^-^^ 4- ... + B^i xy^ ' 4- B^^

aient un résultant md;
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Ou bien. que F on ait Ao== o, A, 7^ o., et que les deux/ormes binaires

A.i^^"1 -4- A^'r^r 4-... 4- A^^i^"2 4- A//j^-1,
Bo.,^4- B,^--'j -+- B,^-^'^. -4- B^^-1-^ B^

aient un résultant' nul;
Ou bien que l'on au A^ === o, A, == o, Aa^ o, ̂  que les deux forme};

binaires
A^""2 4-... 4- A.a^ xr'1^ 4- A^j'^-2,

By^4- B^^-'j- + B,.:^-2J'24- . . . 4- B^.i.:^)'6-1 4- BAJ^

client un résultant nul; etc.;
Ou bien, enfin, que l'on ait A()== o, Ai == o, A^ == o, . . ., A^/ ^,=== o,

Art«.i ̂ o, <^ ç//^ /6^" deux formes binaires

A^_.i.r4-A,/j,
. , ' B,.^ 4- B, .r^-'j' 4- B, x1^^ +... 4" B^, ̂ •-' 4- B^.^

û^/i^ ?/n résultant nul.

Le simple rapprochement des n"8 6 (lemrne II) et 3 suffît à mettre
en évidence l'exactitude de cet énoncé.

III. Supposons actuellement n quelconque (> a), et cherchons les
condi t ions nécessaires et suffisantes pour que les n équat ions (i)
admettent quelque racine commune.

Notre proposition du n° 5 (lemme I) entraine tout d'abord la consé-
quence suivante :

Pour que les n équations (i) (dont les degrés apparents a, &, . . . 9 /
sont supérieurs à zéro) admettent quelque racine commune, il faut et il
suffît :

. Ou bien que, la première^ A(.^) === o,, ayant tous ses coefficients nuls,
les n — î équations restantes^

B(^ )=ro , G(X)-==.O, . . . , L(.:r)==o,

admettent quelque racine commune ;
Ou bien que, la première n'ayant pas tous ses coefficients nuls, les

deux équations
; . , [ ; '•Af.zQ^o, ' ; , , , ,

(ÀB(.r) 4-pC(.r}4-. . .4-o)L(,y)=o 4 "
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admettent^ pour toutes valeurs de A, [j., . . ., co, quelque racine com-
mune.

Cela étant , désignons par W(x, y, "A, ;j-, . . ., co) ce que devient le
premier membre,

À B ( x ) -\~ [j. G ( x } 4-. . . -i- ûj L (" .x ),

de la dernière équation écrite, lorsqu'on lui donne la forme homogène
par l ' introduction d 'une variable auxiliaire r; aut rement dit, et en
supposant, ce qui est évidemment permis, que le degré b ne soit infé-
rieur à aucun des degrés Cy . . . , /, posons

W{.V, J', A, [J., . . . , ( < - ) )

== À [ B<^ -l- B, x^y + ... -i- l̂ ,-i xy1^ + B/^^' ]
4" ^[C,..r-J^-<•-!-. G, ̂ -ij^—H + ... 4- C,^^-^ + C.r^ . . •
- 1 - - . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+ û) [ 'L.x1^-1-^ L^z^-^j^--7-1-1 -+-... 4- L^pr^-1 + ï./j^].

En vertu de l'alinéa précédent. II, pour que, l'équation A(.r)==o
n ayant pas lous ses coefficients nuls, les deux équations (12) adm-etlent,
pour toutes valeurs de À, [J^ . . ., co, quelque racine commune, il faut et il
suffit :

Ou bien que l'on ait A,, ̂ z o, et que le résultant des deux formes

Ay.^-}- A.i^^-1^ -4- A^r^j2 + . . . -i- A/,.^i .rr^-1 ^- A^j'^,
y(^, y, A, ^, . .., a>),

aux indéterminées x,y, qui est lui-même une form.ede degré a aux n —i
indéterminées A, y^ . . ., co, s'annule pour toutes valeurs de ces der-
nières, c'est-à-dire (n° 5, I) ait tous ses coefficients nuls;

Ou bien que l'on ait A^==o, A ̂ o, et que le résultant des deux
formes

Ai x^ + As ̂ ^j -+-...-!- A^, ̂ /aM2 + A^1^--1,
W{x, y, A, p., . . ., c..)),

a^^ indéterminées x ^ y , qui est lui-même une forme de degré a — i en A,
pi, . . ., cOy ait tous ses coefficients nuls;

Ou bien que l'on ait_A^=o, A,=o, A^o, et que le résultant des
deux formes

A^-2 4-... -4" A.^^y^ -i- A/,V~2,
V(^,y,À,p, ..., ^), • ! ,
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aî£.r indéterminées x, y, qui est lui-même une forme de degré a — 2 en A,
a, . . ., co, ail tous ses coefficients nuls,; etc.;

Ou bien,, enfin, que l'on ait Ay == o, A., = o, A 3 = Oy . . ., A,i^ == o,
A(^-( ̂ o, et que le résultant des deux for/nés

A,,̂ , .r + A//r,
^(.z', j', 'À, .̂. .... <!)),

û//*r indéterminées ÛC/Y, qui est lui-même une forme lin entre en A y a, ...,
co, rt^ tous ses coefficients nuls.

Là recherche des conditions nécessaires et suffisantes pour l'exis-
tence de quelque racine commune à n équations données se ramène
donc bien, comme nous l'avions annoncé, à une recherche semblable
effectuée dans le cas de n — î équations; et; comme elle a été résolue
plus haut (II) pour le cas de deux équations, elle pourra l'être, de
proche en proche, pour des équations en nombre quelconque.

8. Exemples d'élimination.
I, Pour que les deux équations du second degré

A.o x^ + A ̂  x + A.a •==- o,
Bu^12-}- Bj.r-h B^==o,

à l'inconnue x, admettent quelque racine commune, il faut et i l
suffit :

Ou bien que/les coefficients. A,,, A^ A^ de la première équation
étant tous nuls, la deuxième admette quelque racine (n° 7, I);

Ou bien que, Ao étant différent de zéro, le résultant des deux
formes quadratiques

Ao^-h A.i^y -4- A.;j''2,
, B,,^+B,^y+ B,j^

soit égal àzéro, c'est-à-dire que l'on ait (n0 ^ II)

\ • • • (A,B,-B,A,,)—-(A,B,-BA)(A,,B,-B,A,)=a; ,, /• '

Ou bien^ enfin, que, A, étant nul et A, différent de zéro, le résultant
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des deux formes
AI^+A^J ' ,

B^2-!- Br-z-j 4- B^y2

soit égal à zéro, c'est-à-dire que Fon ait (n0 4, I)
B^ A,2 — As (A, B, -- A., B.O = o.

II, Pour que les deux équations
A.o^+ 2Ai.r-4-A^o,

B,, ̂  -4- 3 B ^ ..r2 4- 3 B^,r -i- By == o,

à l ' inconnue .r, admettent quelque racine commune , il faut et il
suff i t :

Ou b ien que, les coefficients, A(,, A i , Aa, de la première équation
étant tous nuls, la deuxième admette quelque racine;

Ou bien que, A^, étant différent de zéro, le résul tant des deux
formes

Ao^+aA^'+A^,
B,, ̂  4- 3 B, x^y -h 3 Ba x^ -h- B:; _r

soit égal à zéro, c'est-à-dire que l'on ait (n° 4, IV)
A. o o Bo o |

2A, A, o 3B. Bn

A, îsA, Ay 3B, 3B,
^ ' îA , B, 3B;>o A 3 •;•>. A,i
o A, o B,

:o;

Ou bien, enfin, que, A() étant nul et Ai différent de zéro, le résul-
tant des deux formes

2A,i.r 4-A^y,
Bo ̂  -l- 3 B, x^y + 3 B^z-y2 + B,j3

soit égal à zéro, c'est-à-dire que l'on a i f c ( n 0 4, III)
aA^ o o By
^ ïK, o 3B,
o A, 2A, ^B, ~~^(i>' . 1 1 , 1 ,- 1 1 ^ 1

o o 1 ! A, • -B, ^ ^ , 1 1 . ! ! ,
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III» Pour que lés trois équations du second degré

Ag a^ -h- A-, .z' -t- A 3 = o,

By^+Bi.r-h B,=:o,
Cy Xe14- Ci ,r- + C^ =-r o,

à l ' inconnue ^, admettent quelque racine commune, il faut et il.
suffît :

Ou bien que, les coefficients, A^ A , , A,>, B,^ B, , Ba, des deux pre-
mières équations étant tous nuls, la troisième admette quelque
racine;

Ou bien que, A.,, A, , Aa étant nuls et B,, différent de zéro, le
résultant des deux formes quadratiques

BO -r2 -+- BI xy 4- Byj2,
Co x^ -h G i xy 4- C^j2

soit égal à zéro, c'est-à-dire que l'on ait (n0 4, I I )

(B,C,~CoB2) 2 - (B,C,-C,BJ(B,a-~C,B,)==='o;

Ou bien que , A,, A, , A^ B, étant nuls et B, différent de zéro, le
résultant des deux formes

B^-i-B^y,
Co^-h Ci.z^-h CaJ2

soit égal à zéro, c'est-à-dire que l'on ait (n° 4, I)

aBî-B,(B,C,-B,Co)=:o; ^ /

Ou bien que, A(, étant différent de zéro, le résultant des deux
formes

A. o .r2 4" A ,1 xy 4-" A, ;;j2,
(/J3o4-^Co)^24-(/J3^4-^CJ.2 ÏJ+(ÂB24-^a)y2

soit égal à zéro quels que soient À/a (n° 7, III), c'est-à-dire que l'on
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ait (n° 4, I I )y quels que soient À, ;j-,

[ A o ( Â B , + ^ C j - A , ( À B o 4 - ^ C < . ) p •
— [A.o(7.B^-i- ^ G i ) — A^ (ÀBo+ ^ C o ) ] [ A i (TiB^-h ^C^) — A^7.Bi 4- ^-Ci)"] =0,

ou, en ordonnant par rapport à À et a les quantités contenues dans les
divers crochets,

|: À ( A, B, — B,, A, ) -i- y. ( A,, G, — Go A.2 )'i2

— [ À1 ( A,. B, — Bo A, ) -h [j. ( A,, G, — Go A, ) ]
x [ A (A.i B, — B,i A,^ ) -+- ^( A.^ C^ — G., A,} ] = o,

ou, en égalant à zéro les coeff icients des diverses puissances de À, a,

( Ao B, — B, A.^ — Ç A, B, — B, A..i ) ( A., B, — B, A,) = o,
a ( A, B^ — Bo A y ) ( A.,<, G, --- G<, A^,}

— ( Ay B, — fi, A,J ( A., G. — Gi A, ) --- ( A,, G, — G, A, i )< A , B, — B, A, ) = o,
( A,/;, — CyA, ^ — (A.o G, — Go A, ) ( A, Go — G,, A, ) = o ;

Ou bien, enf in y que, A,, étant nul et A,i différent de zéro, le résul-
tant des deux formes

A,i^—A,j,
(ÀBo4-^Co)^2-^(ABl4-^C,I,)^) /•-+-(?.Ba--i-^C,)J2

soit égal à zéro quels que soient À, ;x, c'est-à-dire que l'on ait (n0 4,1)y
quels que soient A, ;j-,

A2 (TA-4- p G a ) — A,[A,(ÀB,-i-- p.C,) — A . 2 ( À B , — p.C,)] •== o,

ou, en égalant à zéro le coefficient de À et celui de p-,

A'f B, — A., ( Ai BI — A, Bo ) = o,
A2 G, — As (A, G, — A,Co ) == o.

Afin, Éc, Norm., (3), XLV, — JUIN 1928. . ^2
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CHAPITRE II.

SYSTÈMES .D'ÉQUATIONS A U X DÉRIVÉES PARTIELLES LINÉAIRES, HOMOGÈNES, ET A
COEFFICIENTS CONSTANTS; LEUR DISTINCTION EN DEUX ESPECES; DÉFINITION
DE LEUR INTÉGRATION RESTREINTE ; INTÉGRATION RESTREINTE DES SYSTEMES
QUI SONT A LA FOIS DE PREMIERE ESPÈCE ET DU PREMIER ORDRE.

Distinction des systèmes en deux espèces; définition de leur intégration
restreinte.

9. Considérons un système d'équations aux dérivées partielles
d'ordre quelconque impliquantdiverses fonctions inconnues, u, 9, ...,
des variables indépendantes x, y , .. ./et présentant, par rapport à ces
inconnues.et à leurs dérivées, la forme linéaire et homogène a coeffi-
cients constants : exclusion totale étant faite, dans ce qui va suivre,
de la solution banale où toutes les inconnues sont identiquement,
nulles, nous dirons que le système considéré est possible ou impossible
suivant qu'il admet, ou non, quelque autre solution.

Les intégrales générales d'un système possible dépendant, comme
on sait, de fonctions (ou constantes) arbitraires en nombre fini, cons-
truisons un quadrillage rectangulaire dont les lignes correspondent
aux variables indépendantes x, j/.-, et les colonnes aux fonctions
arbitraires dont dépendent les intégrales .générales; puis, dans la
colonne qui correspond à Tune quelconque de ces arbitraires, noircis-
sons à Faide de hachures les cases situées dans les lignes correspon-
dant aux diverses variables dont ne dépend pas (schématiquement)
l'arbitraire considérée; et répétons l'opération successivement dans
toutes les colonnes : nous obtiendrons ainsi une sorte de damier où
les cases blanches et noires pourront offrir des dispositions relatives
variées.

Un calcul l imi té 'pe rmet , comme nous l'établirons plus loin
(Chap. III), de reconnaître si le système donné est possible ou impossible,
et, dans le cas de possibilité, d'en construire le damier.

Dans les systèmes possibles, nous distinguerons deux espèces,
suivant que les intégrales générales dépendent de constantes arbi-
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traires en nombre limité (première espèce) ou illimité (deuxième
espèce).

Pour qu'un système possible soit de première espèce, il est évidemment
nécessaire et suffisant que le damier construi l d'après les indications
précédentes ne renferme que des cases noires; les constantes arbitraires
dont dépendent en pareil cas ses intégrales générales seront en même
nombre que les colonnes du damier.

10. Supposons actuellement que le système considéré au début du
numéro précédent soit résolu par rapport à diverses dérivées premières
des fonctions inconnues u, p, .. . (les seconds membres étant d'ail-'
leurs d'ordre quelconque) ; et écrivons-en les diverses équations dans
les cases d^un quadrillagei"ectangalâire dont les lignes correspondent
aux variables indépendantes .r,y, ... et les colonnes aux/fonctions
Inconnues // , r, ..., en mettant l 'équation qui aurai t^ par exemple,
^ pour premier membre, dans la case qui appartient à la fois à la
colonne (//.) et à la ligne (.2'): nous obt iendrons ainsi un Tableau où
les cases vides et pleines pourront offrir des disposit ions relatives
variées. Supposons maintenant que le système dont il s'agit soit
complètement intégrable : de la forme schématique (qui est ici on ne
peut plus simple) des conditions initiales, il résulte immédiatement
que le Tableau et le damier respect! vementformés, l'un avec des cases
vides et pleines conformément aux indications du présent numéro,
l 'autre avec des cases blanches et noires conformément aux indica-
tions du numéro précédent, sont, à part cela, identiques l 'un à l'autre.

'11. Dans le système envisagé, nous qualifierons ^immédiate toute
solut ion (hypothétique) de la forme

U=: ^rwy+...

P := cp^-1-11^'4'"---

où. e désigne la base des logarithmes népériens, et
r, .v, . . . ,
^ 9, .-,
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des constantes, les dernières, u, o, . . ., étant expressément assujetties
à nêtre.pcis nulles à la fois. La recherche de ces solutions se nommera
V intégration restreinte du système.

Nous allons examiner le problème de l ' intégration restreinte pour
ceux des systèmes de première espèce qui sont en même temps du
premier ordre, c'est-à-dire : ï° pour les systèmes d'équations différen-
tielles ordinaires; 2° pour les systèmes passifs d 'équations différen-
tielles totales du premier ordre.

Intégration restreinte d'un système d'équations différentielles ordinaires.

12. Considérons le système des g ' équations différentielles
du ^ dv dt ,

^1 -7-; + i3! : /-+••• + ̂ i ~T~. ̂  a! u "!- ̂  { 1 -4- • • • --1" // ' /1-dœ • dx ' dx

(^
) du - dv dt

.̂, -̂ . Q^ ._{., . , , 4- r^ —— == ^.> U -h b., t.' 4- . . . -h À.> t,
/ - dx ' " dx " dx - -•

du dv di
4- PrT -7- ~}- - • • -h" ^^ ,-7- ̂  ^éf ̂  + ̂  p + • • • -^- ^ff' ̂

où les notations Uy\\ . . . , / désig'nant ^' fonctions inconnues de la
variable indépendante x, et les notations

a, p, ..., n,

des constantes données; on suppose essentiellement que le System e(i)
est résoluble par rapport aux dérivées premières de u, ç^ . . . , /y c'est-
à-dire que le déterminant

(2 )

Gq [̂  ... '/li

a, pa ... ^

ccg. (3^ ... ^
est différent de.zéro.

Écrivons que le système (î) admet la solution (immédiate)
(3)
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où ?\ u, ©y . . . y T désignent ^•+ i constantes indéterminées, les §' der-
nièreSy ^9, .. ., •'r, étant expressément assujetties, à n^être pas nulles
à la fois : nous obt iendrons ainsi les g relations

(4.)

f ( ;• ̂  ^ „
( ra.^ —

, Çr^-

- 0) ) v 4

- a^ ) v 4

-a^4

K:r(3i-

h(rp2-

-(r^~

-^
- ht

-b,

)?

)?

)?

+. . .4

4- ... 4

.4-,. . . 4

h- (r'/îi —
- (rr^—

S- (/"^—

A,)

/;,)

/',.)

T==

T==

T nz

0,

°5

0,

l inéaires et homogènes en u, ç, . . . , T ; à cause de la restriction
imposée à ces g indéterminées, il faudra que l'on ait

/ •a i—

rcy.^—

ry^—

a^

a^.

a^

r^-

r^,-

r^-

b, ..

^ • - •

b^ . ..

ry},—

rr^—

/•r^—

h,

h 2

/̂ ,

Cette dernière équation, où ne figure, avec des constantes connues,
que l ' indé te rminée /•, est, par rapport à /', de degré g : car, si l'on
considère le dé te rminan t d'ordre g-, à éléments linéaires, qu'elle a
pour premier membre, le coefficient de r^ dans le développement de
ce dé te rminan t est égal. au déterminante^ ' ) , par suite essent ie l lement .
d i f f é r e n t de zéro. En prenant pour r une racine de l'équation (5), et
p o u r C ' u , ̂ . .., T " ) , u n e solution correspondante du système (4), on
aura pour le système proposé (Y) une solution de la forme (3).

L'équation ( 5 V j o u i t de deuxpropriétés impor t an te s que nous allons
exposer.

'ï*

13. Considérons, en même temps que le système (i), le système,
algébriquerneni ^/^W^n/, qui s'en déduit en combinant l inéairement
les équations ( i") par ^systèmes de multiplicateurs (constants) formant
un déterminant différent de zéro ; ,et soit

(^

, da
a, -,—

' ax

, du^
" dx

, d((
^dï

-+- P',
+ (3,

+^

dv
'dx

dv
dx

dv
~dx

4- . . 4-

4-... 4-

-4......4-

^\

^''2

'<-

dt
dx

di
~CLX!

dt
~dx

'==.a\' u 4-

.=r a^ff 4-

:=4^+

b\ r

b'^ y 4- . . . 4-

b^

4-. . .

4-. . .

4-

4-

h\

/'2

'h

t,

^

.t
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le système obtenu par l'application de ce mécanisme : nous allons
examiner ce que deviennent les équations (/i.) et l'équation (5) quand
on passe du système (i) au système (6).

En désignant par
A I , pi, . .., c.)^

L. p-^ • • • . ^

/^ ,̂ GJ,r

les g' systèmes de multiplicateurs ci-dessus spécifiés, on a^ entre les
coefficients des deux systèmes, les relations

f a,=
^

'fi'f=
<•=

^=

h^

=A,ai-!~

=A,^-+

=:À,^i-+-
=: Â;^i-4-

=À^Ài4-

=À;Ài-+
(/=

^-a2+.

-^P,+.

^•yj2-4-.
•-^</-2-+-.

- ^^2+<

-pL,/^+.

1 , 2, . . .

. .+

. . •+-

. .-4-
. .4-
. .~(-

. .+

^•)*

^•^î
G), ,3^,

^À-,
&),a^,

^t^5

Wihff

On en déduit

ro^ — aj == Â/( /"aj -— a y '). •+- ̂ ( /"Oa — r/a ) -4- .

/•P— ̂ = À,(rp, ~ b, ).+ p./:(rp2~ ^2) +.
.-hû),(^^—^)î
.+ ^zCrp^— /^),

. ^ r^'i— h^=ti{r-n.i— A.,i ) 4- ^(rrîa— Àg) -t--. . .4- ^^(/""O^-^ ^'s)

. , „ , , , , {'('= ^ 2, . .., ̂ );

il en résulte, si l'on a égard à la règle de multiplication des détermi-
nants, que l'équation (5) se reproduit, multipliée par le déterminant ,
essentiellement: différent de zéro, que forment les 7., ;j-, . . . . co : les
racines de V équation ( 5 ) ne ci langent donc pas.

14< Effectuons maintenant dans le système (i) unetransformatioa
linéaire ethomogène (à coefficients constants) des fonctions incon*
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nues, et soient

u -==: À! u' -h pi P^-r-. » . 4- .̂i ^\

( /. == /̂ ,. /,/ ' 4- p ,̂ (.'/ 4- ....-4- G,.)̂  ^ / .

les formules de transformation 5 où, les A, [j., . . ., cb forment un déter-
minant différent, de zéro; soit, en outre,

a',

a^»

4

6/^

c-/,r

du'
dx

du'
dx

+P.
+^

-^

^/

î Z-"

Jt.̂

~dx

ch'
"dx

-\-.

-+-.

~\-.

. . 4-

. . -4-

. . -t-

rï\

^2

-^

^/ /

dï

dt1

7/ï

dt'
dï

==

=:

^•'i

a^

4^'

ii!

u'

-t- b',^ -+-...1-

4- &^1'-{-. . .-î

,^,/+...4

- '̂i
- A,

t- A;,

<'\

^'.

^

le système dédui t de ( î ) par la transformation dont il s 'agit: nous
allons examiner ce que deviennent les équations (4) et l'équation (5)
quand on passe du système ( î ) au système (7).

Entre les coefficients de ces deux systèmes on a les relations

a,-rr: }.i a, -I- 7.2 P» + . . . -!- \ 'fli,

^ ̂  p4 a, -4- ^2 P/: -4- . . . -i- p^ru..

r/^== 0)1 a^-+- •c»j2 ̂ i •4-. • . •4- ^^'nh
ci^= Ai di^r Âa bi -}- ... . -4- A^ /^•,

&^==: .̂,i ai -4- pa ;̂- -4- . . . -4- ̂ A;,
. . . . . . . . . . • • • • • . - • - ' « • - • • • • 7

f //..^=== ̂ , a; •4- ^2 (n -+-. . . -4- c«)^Az

(_l= î , -^ .... &>•)•
On en d é d u i t

ra;-- ^^=^1 (rar— ^/) 4- ^2 (/•^r— ^/)1+. . .-h^fm/— ^/ ) .
/l^^— .̂-:-= ̂ ^ra,— ^<} -h ^(^P<— ^<)-4-'. . .-4-^(/'Yï/— A.).

,.̂ ^ /^.r=:G^(ra,— a,) -4- ̂ (r^i— bi)-^-. . .-4-û>^(rrji— //.î)

. • ( /"== î , 2, . . ., ^);

il en résulte, si l'on a égard à la règle de multiplication des détemn-
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nants, que Inéquation (5) se reproduit, multipliée par le déterminant,
essentiellement différent de zéro, que forment les A, [j.y . . ., co : ici,
encore, les racines de F équation ( 5 ) ne cf langent donc pas»

15. Cette équation remarquable se nomme V équation caractérisa
du système (i ); i l résulte de notre exposé du n° 12 que les valeurs de r
figurant dans les solutions immédiates du système ne sont autres que les
racines de Inéquation caractéristique.

Intégration restreinte d'un système total passif.

16. Considérons un système passif, S, d'équations différentielles
totales du premier ordre, impliquant les ^' fonctions inconnues / / , ,y iiiij/Ai^ucliii, ic-o '̂ fonctions inconnues / / , ,
?^2, .. ., u^ des n variables indépendantes .2',r, . . ., et dans lequel.
les ng dérivées

àu^ àu^ à//,.
- . , ———— , „ . , y ———,———— ,

(îx ôx àx

()u^ ()u^ à 1 1 y
——. , --__-.-: , , • . . ? .—— ,
à y ôy à y

se trowent exprimées par autant de fonctions linéaires et homogènes^ à
coefficients constants, de u,, ^, . . ., Uy. On se propose d'effectuer l ' in-
tégration restreinte du système S, c'est-à-dire, conformément a u n e
définition posée plus h a u t ( n 0 11), d'en rechercher les diverses solu-
tions de la forme

f ^.ir=:y, ^/w-i^r+..

(I) • . ' 1 )u^^^-

^^== u^e^^y^-

où r, s, . . . , u , , u ^ , . . . , u^ désignent n + ^constantes indéterminées^
les g dernières, u ^ , u^ , . . ., ^, étant expressément assujetties à
n'être pas nulles à la fois.

Dans le Tableau (dressé conformément aux indicat ions du n° 10)
du système S, chaque ligne, considérée isolément comme si la variable
indépendante qui lui correspond était la seule, constitue un système.
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d'équations différentielles ordinaires auquel correspond une certaine"
équation caractéristique (n° 15); or, nous allons établir la propriété
suivante :

If intégration restreinte de S se ramène à la résolution des n équations
caractéristiques qui correspondent respectivement aux n lignes (,z1),
(y), . . . . Pour avoir les divers systèmes de valeurs de r, s / .. . qui
f i g u r e n t dans les solutions irnm.édi.ates du système, on écrira sur
une première rangée les racines distinctes de l/équation caractéris-
tique qui correspond à la ligne ^r); sur une deuxième rangée, les
racines dist inctes de l 'équation caractéristique qui correspond à la
ligne (.y); etc. ; et l 'on prendra, de toutes les manières possibles, une
quant i té , et une seule, dans chacune de ces n rangées.

Le cas élémentaire et classique d 'une seule variable indépendante
ayant été examiné dans ce qui précède (n0' 12, 13, 14 et 15), il. nous
suffira d 'é tabl i r que si fa proposition est vraie pour n— i variables indé"
pendantes y elle l ' e s t encore pour n variables.

Les solutions cherchées de S devant être de la forme ( ï), effectuons
tout d'abord, dans le système S, la transformation
('-0 ^i== c'^'v^ //3== €''•t'•u^^ ..., /^.== e 1 ' - ' ' ^^ ,

où r désigne une cons tan te provisoirement indéterminée, et u , ,
u^ , . . ., u^, de nouvelles fonctions inconnues, assujett ies à ne dépendre
que des n — i variables y, .. . . à l 'exclusion de x. En effectuant la
transformation (2) sur les n—i lignes (;/), ..., on ne fera, après
suppression du facteur commun <?/'•r, que reproduire ces n — i lignes
elles-mêmes, à cela près que les notat ions / / , , / /_>, ..., u^ se trouveront
respectivement remplacées par les notations u , , u.j, ..., ,̂.. D'ail leurs, le
système S, où se t rouvent 'engagées les n variables .r, j, . . . . étant
passif par hypothèse, on aperçoit immédia tement que le système, S7,
formé par ces n—i nouvelles l ignes, et où se trouvent engagées les
n — i variables y, ..., à l 'exclusion de .2', j o u i t de la même propriété.
De ce système S7 il faudra tout d'abord effectuer l 'intégration res-
t re inte; i l faudra écrire ensuite que les solut ions immédiates de S\
multipliées par e 1 ' ' ^ vérifient la ligne (,.r) du1 système S.

Or, de ce qui est provisoirement admis pour le cas de n- — i variables
indépendantes, résulte pour le système S' la propriété suivante :

Àim. Éc. Norm., (3), XLV. — JL'IN 1928. 23
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L'intégration restreinte de Sr se ramène à la résolution des n — i équa-
tions caractéristiques qui correspondent respectivement aux n, — i lignes
(y\ . . . . Pour avoir les divers systèmes de valeurs de .v, . . . qui,
figurent dans les solutions immédiates de S', on écrira sur une pre-
mière rangée les racines distinctes de l 'équation caractéristique qui
correspond à la première ligne, (y), du Tableau de S1; sur une
deuxième rangée, les racines distinctes de l 'équation caractéristique
qui correspond à la ligne suivante; etc.; et l'on prendra, de toutes les
manières possibles, une quanti té , et une seule, dans chacune de ces
n — ï rangées.

Ecrivons maintenant que les solutions immédiates de S7, multipliées
par e1^, vérifient la ligne ( x ' ) du système S : après suppression du
facteur commun e l l y + " • y on se trouve conduit à considérer, dans les
formules (2), /', u , , u^ .. ., ,̂. comme des constantes provisoirement
indéterminées, et à écrire que la ligne (.z1) du système S est vérifiée
par les fonct ions «i, (L^ . . ., ̂  ainsi définies; en d'autres termes, on
se trouve condui t à effectuer l ' intégrat ion-restreinte de la ligne (.2')
comme si x était la seule variable indépendante . Les valeurs de rqui
jigurent dans les solutions immédiales' de la ligne ( ' v ) , considérée isolé-
ment, ne sont autres d'ailleurs que les racines de l'équation caractéristique
correspondante.

Ce résultat, rapproché de celui qui v ientd 'ê i re f o r m u l é re la t ivement
à S^ suffit à établir le po in t que nous avions en vue.

•CHAPITRE iïï.
ÎNÏÊGBATION RESTREINTE DES- ^l'STÈMES1 DE PïlEM'ÏÉRE ESPÈCE D'ORDRE QtJJËLCONOL'I'-:

Examen de la question de possibilité pour un système donné d'équations
aux dérivées partielles; détermination de l'espèce d'un système possible.

(Nous nous bornerons, pour plus de simplicité, au cas où le sys-
tème d'équations aux dérivées partielles proposé n ' impl ique qu'une
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fonction inconnue : ce cas est le seul que nous aurons à utiliser pour
l'objet du présent travail.)

17. On peut, à l'aide d'un calcul l imi té dont nous allons indiquer le
mécanisme, reconnaître si un systè/ne donne (présentant , par rapport à
l ' inconnue et à ses dérivées, la forme l inéaire et homogène à coeffi-
cients constants ) est possible ou impossible y et, dans le cas de possibilité^
s ' i l est de première ou de deuxième espèce.

I. Nous dirons que deux systèmes (de la forme spécifiée) sont ana-
lytiquement équivalents, s^ils admettent la même intégrale générale
(ce qui comprend le cas particulier où tous deux sont impossibles).

II. Si, dans un système (de la forme spécifiée ) résolu par rapport à
diverses dérivées de f inconnue u_, on attribue y conformément aux indi-
cations formulées dans la définition de rorthonomie( ' ), p cotes succès-
sives à chacune des 'variables indépendantes ( 2 ) ; si, de plus ^ chaque second
membre ne contient^ outre l'inconnue u^ que des dérivées (/ai soient nor-
males par rapport au premier membre correspondant : on peuty sans
changer les coteSy en déduire un système orthonome (de même forme)
analytique ment équivalent (I) au proposé, et composé d'un nombre ég'al
d^équations ayant respectivement les mêmes premiers membres.

(Voir Les systèmes d'équations aux dérivées partielles y n° :M4, V.)

III. Si Von considère une fonction aclés variables indépendantes <r,
y y » . . y et que l'on J'arme successivement^ avec des dérivées de u, divers
ensembles (limités) dont chacun ne contienne que des dérivées paramé-
triques relativement à. tous les précédents, le nombre de ces ensembles est
forcément limité.

(Voir ibid^ n0 21.4, VI.)

IV. En vue d'une démonstrat ion aussi simple que possible de notre
énoncé général» nous poserons les définitions suivantes :

( 1 ) Voir Les systèmes d'équations aux dérivées partiel/es, n°i0^.
(2 ) On aperçoit sans peine que, Ja fonction inconnue étant ici supposée unique, il

n^y o pas à se préoccuper d'elle dans l'attribution des cotes.
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Désignant par n une fonction inconnue des variables indépen-
dantes x, y , . . . , z , t, adoptons pour celles-ci un ordre déterminé, par
exemple

,r, }', ..., .^, t,

et rangeons comme il suit, sur une ligne indéfinie allant de droite à
gauche, les dérivées de tous ordres de n. Sur cette l igne, nous écrirons
d'abord l 'ensemble des dérivées premières; puis à gauche de celui-ci
l 'ensemble des dérivées secondes, puis à gauche de ce dernier
l 'ensemble des dérivées troisièmes, et ainsi de suite indéf in iment .
Désignant ensuite par a, ?, . . . , A, [M les ordres partiels d 'une dérivée
quelconque relatifs à .y,j, . . ., z , /, nous diviserons chacun de ces
ensembles en ensembles partiels se succédant de gauche à droite
d'après les valeurs décroissantes de l'ordre partiel a; puis chacun des
ensembles partiels en sous-ensembles se succédant de gauche à droite
d'après les valeurs décroissantes de Perdre partiel p; et ainsi jusqu'à
l'ordre partiel A ( inclusivement) . Chacun des ensembles déf in i t i f s se
composera alors d'une dérivée un ique , et les dérivées de tous ordres
de u se t rouveront rangées, sur une ligne indéfinie allant de droite à
gauche, dans un ordre bien déterminé. Nous qualifierons de laxique
la suite ainsi obtenue, et nous dirons qu'une dérivée de u est anté-
rieure ou postérieure à une autre, selon que, dans la suite taxique,
elle figure à gauche ou à droite de cette autre.

Cela étant, un système d'équations aux dérivées partielles impli-
quant une fonction inconnue (et présentant, par rapport à cette
inconnue et à ses dérivées, la forme linéaire ethomogène à coefficients
constants ) sera dit toxique, s'il se trouve résolu par rapport à diverses
dérivées de l 'inconnue, et si l'on peut trouver pour les variables indé-
pendantes un ordre tel, que chaque second membre ne contienne,
outre l ' inconnue, que des dérivées paramétriques postérieures au
premier membre correspondant.

Un pareil système est nécessairement or thonome. (Voir Lessy-.s'ternes
( l " équations aux dérivées partielles, n° 2.1.5, I.)

V. Revenons à notre énoncé général.
Désignant par S le système proposé, où se trouve engagée Fin"
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connue u, et considérant la suite taxique, nous chercherons quel est,
dans cette suite, le terme le plus éloigné (vers la gauche") qui figure
effectivement dans les équations de S, nous résoudrons par rapport au
terme dont il s'agit l 'une des équations où il figure, et nous en porte-
rons la valeur dans les équations restantes : nous aurons ainsi, outre
la formule de résolution, un nouveau système, 17, contenant une
équation de moins que le proposé, et dans lequel ne figure plus la
dérivée éliminée ni aucune des dérivées situées à sa gauche dans la
suite taxique. Nous considérerons, parmi les dérivées restantes, la
plus éloignée (vers la gauche) de celles qui figurent effectivement
dans 57, nous résoudrons par rapport a elle l 'une des équations de IV
où elle figure, et nous en porterons la valeur tant dans les équations
restantes que dans la première formule de résolution, ce qui nous
donnera, outre les deux formules obtenues par résolut ions succes-
sives, un troisième système contenant deux équations de moins que le
proposé. Et ainsi de suite. En d'autres termes, nous déduirons des
équations données, par résolutions successives, des formules dont les
premiers membres se trouvent rangés suivant tordre taxique, et il
arrivera alors de deux choses Tune : ou bien on. finira par tomber sur
la relation //. == o, auquel cas le système S sera impossible; ou bien le
système ï se trouvera remplacé par un, système taxique, €.

Si le système % n'est point passif, on considérera, parmi les condi-
tions de passivité, celles qui ne se réduisent pas à des identités, et
l'on observera qu'elles const i tuent autant de relat ions auxquelles les
intégrales du proposé S doivent nécessairement satisfaire. De ces
relations on déduira alors, par résolutions successives, des formules
dont les. premiers membres se trouvent rangés suivant l 'ordre taxique.;
si, au cours de ce calcul, on tombe sur la relation i.i.=o^ le système
proposé est impossible; dans le cas contraire, on adjoindra au sys-
tème^ les formules dont il vient d'être question, et l 'on substituera
au système global ainsi formé, où les équat ions sont toutes normales,
un système taxique, ^/, composé d'un nombre égal d'équations ayant
respectivement les mêmes premiers membres (II). Si1 le système ̂
n'est point passif, on le traitera comme le système %, et ton conti-
nuera ainsi jusqu'à ce que l'on tombe, soit sur la relation // === o, indi-
quant l 'impossibilité du système proposé, soit sur un système passif :
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or, l'une ou l 'autre de ces deux dernières circonstances ne pourra
manquer de se produire après un nombre l imité d'opérations. Effecti-
vement, dans l'hypothèse contraire, le mécanisme du calcul engen-
drerait une su i te illimitée de systèmes taxiques et non passifs; en com-
parant entre eux deux systèmes consécutifs de cette sui te , on trouverait
dans le second deux groupes : Tun composé d'équations en nombre
égal à celles du premier système et ayant respectivement les mêmes
premiers membres, Pautre résolu par rapport à des dérivées paramé-
triques du premier. En vertu de l'alinéa III, toutes les dérivées de
l ' inconnue u f iniraient donc par devenir principales, et les condit ions
de passivité ne pourraient plus fourn i r alors que la relation // == o, ce
qui est contradictoire.

Cette alternative une fois établie, un mot suffit pour achever la
démonstrat ion de notre énoncé général.

Si, au cours du calcul, on tombe sur la relation u == o, le système
proposé S est impossible-

Dans le cas contraire, le système S se trouve finalement remplacé
par un certain système taxique passif; dans ce dernier système
d'ailleurs, la simple connaissance des premiers membres fournil , à
l'aide d'un calcul élémentaire, la forme schématique de la détermina-
tion initiale de l'intégrale : suivant que, dans la détermination ini t ia le
ainsi calculée, figure un nombre limité ou illimité de constantes
arbitraires, le système possible 2 sera de première ou de deuxième
espèce.

Intégration restreinte d'un système quelconque de première espèce.

18. Désignant par u la fonction inconnue et par ,r, y, . . . les
a variables indépendantes, nous avons nommé intégration restreinte
d'un système possible la recherche des solutions immédiates, c'est-à-
dire des solutions de la forme
(ï.) . ! , / /==U^ /• J>+^+•••, '

où r, s, . . . 5 u désignent n -M constantes, la dernière, u, étant expres-
sément assujettie à n^ être pas nulle.

L'intégration restreinte d'un système possible revient évidemment
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à celle d'un systeme1.axiqi.ie passif qui lui soit équivalent au point
de vue de l ' intégration générale : nous nous bornerons ici au cas d'un
système taxique passif de première espèce, et, désignant par §' le
nombre des constantes arbitraires dont dépend son intégrale générale,
nous établirons la proposition suivante :

1° Viniégration restreinte (F un système taxique passif de première
espèce se ramène à F intégration restreinte d'un système passif cl'équations
différentielles totales du premier ordre ( l inéaire, homogène, et à coeffi-
cients cons tan t s ) impliquant g fonctions inconnues des mêmes variables
indépendantes,

2° Les systèmes de valeurs de r, s ' y . . , figurant dans les solutions
immédiates des deux systèmes respectifs {voir la définition rappelée ci-
dessus et celle que nous avons posée au n° 11) sont les mêmes de part et
d'uutre.

î. Dans la démonstration ci-après exposée, nous désignerons par S
le système taxique passif donné, et par S le système total passif du pré ~
mier ordre qu'on se propose de lui, substituer; les diverses équations
de S devront être écrites, conformément aux équations du n° 1(\ dans
les cases d'un quadrillage rectangulaire, et nous ne nous occuperons
tout d'abord que des premiers membres.

I/économie des conditions initiales .ayant été fixée dans le système
/la-i--(-4-.., n

taxique passifs, soit T-^-y-o-- l 'un des premiers membres figurant dans
les condi t ions dont il s'agit. Cela étant , nous prendrons, dans S, pour

^a-i-p4-... H
l 'une de nos inconnues , la quantité •j-^rr^r'.' T^ nous désignerons
par ^a/- i . . . î puis; dans les cases successives, (.r), (j), . . . , de la
•colonne ( ^a,p,... ) nous écrirons les premiers membres

^a,$î,... _ àu^^'" __^ — . . . . , ^ - ^ . . . , ....

Ce que nous venons de faire pour l 'une des conditions initiales, nous
le ferons pour toutes les autres. Notre quadrillage rectangulaire ne
contiendra, a ins i que des cases pleines, et, quelques seconds membres
que nous y écrivions ul tér ieurement, on voit dès maintenant que si
l'on considère, d'une part, dans l'ancien système, Pensemble formé
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par [ ' inconnue u. et ses dérivées paramétriques, d'autre part, dans le
nouveau, l^ensemble formé par les i n c o n n u e s , les deux ensembles
ainsi, obtenus se correspondront terme à terme, et que le second se
déduira du premier par de simples changements de notations; de
même, et toujours aux no ta t ions près, Féconomie des condùwns ini-
tiales sera la même dam les deux systèmes. Quant aux dérivées princi-
pales du nouveau système, elles coïncideront, aux notations près, les
unes avec des dérivées principales, les autres avec des dérivées para-
métriques de l 'ancien.

Occupons-nous maintenant des seconds membres du système S.
Si, pour fixer les idées, on considère l 'équation qui , dans S, a

pour premier membre ^^—, ce premier membre coïncide, à la nota-
^ ^ , . ^a+i)..-^4-...^ . -

tion près, avec une dérivée ancienne, ^ ),M~^ c{u] es^ "e^ssaire-
ment identique, soit (si elle est paramétrique) au premier membre de
quelque condition in ida le de S, soit ( dans le cas contraire) à quelque
dérivée principale de S. Dans le premier cas, elle coïncide, à la
notation près, avec quelque inconnue adjo in te de S, et nous égalerons
alors ( u^ " " à cette inconnue adjointe. Dans le second cas, elle admet
une expression (un ique) présentant la forme l inéaire et homogène, à
coefficients cons tan ts , par rapport à l 'ensemble que forment, dans le
système I;', l ' i nconnue // et ses dérivées paramétriques; nous remplace-
rons, dans cette expression, toutes les dérivées paramétr iques de S
par les fonctions inconnues de S qui l e u r correspondent respect ivement ,
et nous égalerons —a^—- à l'expression ainsi modifiée.

Tel est le système différentiel total du premier ordre, l inéai re , homo-
gène, et à coefficients constants, auquel fait allusion notre énoncé.
Dans les deux systèmes S et S, l 'économie des condi t ions i n i t i a l e s esty
comme nous l'avons dit, identique aux notations près; d'autre part, à
toute solut ion de S en correspond une de S, qui s'en déduit par la
simple adjonction aux inconnues de S de leurs dérivées paramétriques ;
f inalement , il résulte de nos hypothèses sur le système S que ce der-
nier est complètement intégrable : or le simple rapprochement de ces
trois faits montre que le système S est bien, comme le dit notre énoncé,
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complètement inté^'rable, et que Finlégrat ion générale de S se ramène
à celle de S.

Cette conclusion s'applique d'ai l leurs aussi , comme nous allons le
voir, à l'intégration restreinte.

Supposons en effet que le système 2 admet te la solution immédiate
u = ̂ /> /••c+•-•r>•-^-•-^ où. u est d i f fé ren t de zéro. En vertu même du mécanisme
à l'aide duquel S a été déduit de S, si l 'on désigne par

• • - ^a,^,...' • . .

les inconnues adjo in tes de S, ce dernier système admettra la so lu t ion
^a.4-p4-...^

// r-= u^/-.<-+^-+-..., . . . , ^ ^ -=: —————.——— == u/^.ç?. . . er•c+^•-4-•••, . . . ,
" "" à^ày^. ..

où, par su i t e de l 'hypothèse relative à u, les constantes
"/ °iv, < . ., vr^'s'\ . ., ...

ne sont pas toutes nu l les .
Inversement , supposons que le système S admette la solution immé-

diate
//. rr: ^^/••^-^'•• '•-•••^ .... { { y ^ ̂  rri: Vy^ Q ^ ̂ /^.M-.s-y-K.. ^ . ^ . ^

où les constantes
^ • • . , ^a,^,...- - • •

ne sont pas tou tes nul les . Pour la môme raison que ci-dessus, le sys-
tème 2 adme t t r a la solut ion / /== u^'"7^--', et l 'on aura en outre les
re la t ions

^-^+...^
. . . , Hy;/^...=r ————————,...,

àx^ ôy'. . .
c'est-à-dire

..., l}^_^r•K•^y•'•••••^vry'^... ^/•—^•- ' -••• , ...,

d'où l'on tire, f i n a l e m e n t ,

• • • 5 ^3,... = ̂ /'v'-^ • . . , • . . .

Si donc la constante u, qui figure dans la solut ion de S, était n u l l e ,
les constantes

^? • • • ? ^a,6,.,.; - • -, / .
^^272. Éc. Norm., (3), XLV. — JI'IN 1928, ^4
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qui figurent dans celle de S, le seraient toutes, ce qui est contraire à
l'hypothèse.

L^intégration res t re inte de 2 se ramène donc bien à celle de 5.
On voit .en même temps que les systèmes de valeurs de 7*, ,y, . . .

figurant dans les solutions immédiates des systèmes respectifs S et S
sont les mêmes de part et d'autre.

CHAPITRE IV.
RÉSOLUTION N U M É I H Q U E DES SYSTE.VÎIîS ALGÉl î tUQUrSS.

Cas fondamental.

19. A un système algébrique quelconque où se trouvent engagées
les n inconnues x^ y y . . .,• /? ,,./ 5 ' ' • 9

M,,^ jA. . .+ . . .+P,==o,
IVL^j^.. .-K..+ Pa =:o,0)

' ( M ) , . . , , P^ M^ . . . , Pg, . . . coefficients coulants) ,

faisons correspondre le système différentiel partiel

(.)

^ar+-?i-f-... { {

^dX^YP....-^--^131"^0 '
^+^+...y

M 2 ^ ^ — — — — — — — — — + • • • 4 - P 2 " = 0 '

impliquant la fonction; inconnue u des n variables indépendantes
X, Y, .... ' _ 1 • ; ^ • : ! ! . 1 1 1 1 : 1 1 1 1 : ' 1 1 1 1 1 1 1 • ' 1 1 1 • .

Pour que le système algébrique Ci) admette la solution numérique

(3) ! , x, y, ...=:^,j\ .. .,

il faut et il suffit que le système différentiel partiel (2) admette la solution
immédiate
(4) , ' . ' . if -^ve^^y^'-,
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(où L>, conformément à une définition posée, désigne une constante, non
nulle, évidemment arbitraire). Et a in s i , la recherche des solutions numé-
riques du système algébrique ( i) se ramène à l'intégration restreinte du
système différentiel •partiel (2), et réciproquement.

Opérons en effet dans ie système (2) la substitution (4) : comme
on a

^a+:j+...r^^'x+r'Y.+...]
__________L____________^J ,_...„ ly, 1^ ,.r'X-i

^JY^... "~^ } ' • • " '

le résultat de cette subst i tu t ion peut manifestement s'obtenir en intro-
duisant dans le système (i) l'hypothèse numérique (3), et multipliant
chacune des relations obtenues par le facteur différent de zéro
^•'x+v'Y+..^ on eu déduit immédiatement notre énoncé.

iO. Si donc le système ( 2 ) est possible^ et que son intégrale générale
dépende d'un nombre limité, g\ de constantes arbitraires^ la résolution
numérique du système ( i ) se ramène au. cas remarquable de l 'intégration
restreinte qui fait l'objet da n0 -1.8; et, par suite (n0 10), a la résolution
numérique d ' u n système de n équations algébriques de degré g\ impli-
quant respectiçement n inconnues différentes.

Cas général.

21. La recherche des solutions numériques d'un système quelconque
adéquations algébriques entières^ à un nombre quelconque^ n, d^incon-
naes^ se ramène à la considération exclusive du cas fondamented^ formulé
an numéro précédent.

I. La proposition est vraie pour n === i .

Soit
Âo,z^-+- AiA^--1 -4-..,-{" K^x -{- Aa-= o-̂.1 ̂ . . , + A,/-,-..i X -\- Aa == 0,

(i) - Bo^+B,^--- l+...+B^,z•+B^=:o.

le système proposé. , 1 1 , ! •
Si les constantes A, B;, . . . sont foutes nulles, le système ( ï) est

vérifié pour toute valeur numérique de l 'inconnue x.
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Si quelqu'une des constantes A; B, . . . est différente de zéro, on
fait correspondre au système (i), par l ' app l ica t ion du mécanisme indi-
qué au n0 19; le système des équations différentielles s i m u l t a n é e s

1 . ( I 1 1 ' K . ( i 1 1 ^ i l ( Î U
A, ̂  + A, ̂ ^ 4-... + A.....,, ̂  + A. // = o,

(•-0 \ „ d^r .„, (î^it ... c((i
Bo ̂  + bil ̂ ~ + • •+ bÀ--1 Ï/X- 4~ IBA // = os

impliquant la fonction inconnue // de la variable indépendante X. Cela
étant, de deux choses l 'une :

Ou bien le système (2) est impossible, et n 'admet , par sui te , aucune
intégrale de la forme //. == ^^(u ̂ o); le système ( i ) n 'admet alors
aucune solution numér ique ;

Ou bien, le système (2) étant possible, son in tégra le générale
dépend d'un nombre l imité de constantes arb i t ra i res ; on se trouve
alors ramené, pour la résolution numér ique du système (i), au cas
fondamental .

II. Si la proposition est vraie pour n — j mcon'mies^ elle l'es/ encore
pour n inconnues^ ,r, y., ....

Effectivement, le système proposé, S, peut s'écrire sous la forme (i),
où les A, B, . . . dés ignent des fonc t ions algébriques entières de y,....
L'élimination de x (Chap. I) effectuée ent re les N équa t ions de S,
fourni t divers systèmes de conditions nécessaires et suffisantes, dans
chacun desquels ne peuvent figurer que les n — i i n c o n n u e s y, . . . .
a l'exclusion de x : soit a l 'un de ces systèmes de condi t ions . En vertu
de ce qui est provisoirement admis pour n — i inconnues , le système a
est résoluble par le seul recours au cas fondamental ; si on le suppose
vérifié pour j, . . . = y ' , . . . . . et que ron fasse y, . . .=y, . . . dans
les coefficients A, B, .. . du système (i), on tombe sur un système
algébrique (nécessairement possible) à la seule i n c o n n u e x, résoluble,
en vertu de I, par le seul recours à ce même cas.

III. Le simple rapprochement des alinéas 1 et II suffit à mettre en
évidence l'exactitude générale de la proposition formulée.


