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SUR

LA CONSERVATION D'UN RÉSEAU CONJUGUÉ
DANS

LA. DÉFORMATION DTOE SURFACE

PAK M. YASSEUR

INTHOOICTION.

Peterson et Bianchi ont les premiers abordé l'élude des surfaces
applicables à réseau conjugué permanent. Bianchi ramène la recherche
de ces surfaces à celle des surfaces aux i l i a i res (B), dont la courbure
totale K a pour va leur

(—1) :[l,J(V)4-- V(^)p,

// et v é tant les paramètres des asymptotiques.
Dans sa thèse (Moscou, 1917, en russe), M. Finikotf, repre'nant ce

problème, rappelle les résultats an té r ieurement acquis ; sur un ds2

donné a priori, un réseau, choisi a rb i t r a i rement , est conjugué sur
o, i, 2, oo1 surfaces représentatives. M. Finikolî aborde la question
nouvel le et difficile : sur une surface So (et non p lus un <à2) donnée
a priori, combien exisle-t-il de réseaux conjugués pouvant rester con-
j u g u é s sur oo1 surfaces S déformées de S,, (hases principales, par opposi-
tion aux bases simples qui ne sont conjuguées que sur deux surfaces)?
M. FinikofF montre que les quadriques possèdent exactement trois
bases principales (les réseaux en quest ion sont doublement conjugués
au sens de M. G. Kœnigs ). Aucune surface ne peut posséder plus de oc3

bases principales et seuls y les deux hélicoïdes minimums possèdent effecti-
vement^ bases principales; chacun d'1 eux possède oc' bases principales
formées de géodésiques.
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M. Finikoffa bien voulu nous communiquer ces résultats au cours
de nos recherches; une partie en paraîtra au Bulletin des Sciences
mathématiques.

Le présent travail a été résumé en cinq notes paruesaux Comptes ren-
dus^ 186, 19285 p.1694;t . 187, 1928,-p. 1109;1.188, 1929, p. 29,
6o3 et 761 ^ ; il comprend deux chapitres : le premier est consacré à
l'étude à'un couple de deux sur faces applicables et de la base correspon-
dante ; le second est consacré à l 'étude de la famille la plus générale
de sur faces applicables ayant un réseau conjugué commun.

Le premier chapitre comprend cinq paragraphes :
i° Étude du réseau conjugué commun à deux surfaces applicables.
2° Déterminat ion de tous les couples de surfaces à base doublement

conique; je montre que la méthode pourrait aussi donner les sys-
tèmes oo1 de surfaces a base doublement conique et donne effective-
ment deux exemples intéressants où toutes les surfaces sont unicur-
sales.

30 J'indique rapidement les couples déduits de l'équation de Laplace
ponctuelle^ de la forme d'P^uler-Poisson E (2,2 ).

4° Étude du parallélisme de Peterson.
5° Transformations conformes de l'espace à 6 ou 8 dimensions et

déterminat ion, à partir d'un premier couple applicable, de nouveaux
couples.

Le second chapitre comprend sept paragraphes :
i° Résumé des résultats obtenus sur les bases principales par divers

géomètres : Blanchi, PeÊerson,Vosset MM. Cesserai, Demoulin, Drach,
Egoroff, Finikoff, Gambier, Goursat, Tzitzéica.

2° Méthode simple et nouvelle pour mettre en équation le problème
général. Transformations asymptotiques des surfaces (B) qui accom-
pagnent une surface (S) au cours de sa déformation; invariance de
l'équation tangentielle de Laplace relative à la base principale.

3° Détermination des surfaces de Blanchi, applicables sur des sur-
faces de révolution.

4° Étude des bases principales contenant une famille de géodé-
siques.

5° Exemple simple deds2 (et non plus de surf ace) pour lequel on sait
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trouver oo1 bases principales : c'est celui des développées des surfaces
minima.

6° Étude détai l lée des équations de Laplace ponctuelle et tangentielle.
7° Rectification d'une erreur de principe commise par MM. Egoroiï

et Mas lofï. Recherche systématique des réseaux conjugués coniques per-
manents; la réunion de deux méthodes distinctes, mécanismes doubles
d'une part, qui fournissent à la fois les couples et les systèmes oc',
et d'autre part, utilisation des méthodes propres aux déformations
continues, cette réunion, dis-je, permet d'obtenir tous les réseaux
doublement coniques; bien que iM. Masioff les ai t obtenus, indépen-
damment de moi et peu de temps avant, seule la réunion des deux
méthodes permet d'affirmer que les résultats sont complets. Elle per-
met aussi d'obtenir aisément les formules qui définissent explici-
tement la déformation. Essai de classification des surfaces en jeu
et application de la méthode à de nombreux exemples présentant
des particularités intéressantes. Il reste un point à élucider : existe-t-il
des réseaux conjugués permanents tels que le lieu des sommets des
cônes circonscrits le long d'une famil le de lignes coniques (quelle que
soit la nature de la seconde famille) soit une courbe gauche? Cette
question, don t MM. EgoroffetMasIotï n'ont pas soupçonné l'existence,
me paraît difficile et j'essaierai de la résoudre dans un autre travail .

En te rminant , je dois remercier M. Gambier, professeur à la Faculté
des Sciences de Li l le , de l ' intérêt qu'il a porté à mon travail et des
nombreux conseils qu'il m'a donnés.

CHAPITRE I. ,

I. — Résultats généraux relatifs au réseau conjugué commun
à deux surfaces applicables.

1. Soient S et Sf deux surfaces applicables rapportées à leur réseau
conjugué commun (u, c), E, F, G les coefficients de leur élément
linéaire ; les coordonnées x^ y ^ z ; x ' ^ y y z ' des points homologues M et W
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et l'expression ^ -^--y^-t- j2—^2—/2 - ̂ 2 .w^ •̂  solutions de
r équation de Lapidce

( i )

Celte proposition est due à M. Gabriel Kœnigs.
Considérons la seconde nappe focale S< de la congruence des tan-

gentes aux courbes ^==cons t . de S; les coordonnées .r,, y ^ , ' i ^ ^ du
point M) de S, correspondant au point M de S, sont :

soit S, la surface analogue à S, relative aux courbes.r== const . de S'.;
les formules ( 2 ) montrent que l'on a, en grandeur et signe, le sens
positif correspondant aux u croissants,

MM^M-M'^-^E: ' " !' / ^ \

D'ailleurs, si nous faisons rouler, sans glissement n i p ivotement , la
surface S^ sur la surface S, de man iè re que le point de contact décrive
sur les deux surfaces une courbe u=~u^ les développables circons-
crites à S et à S'le long de cette courbe roulent également l ' une sur
l'autre; on retrouve ainsi l 'égalité des distances focales MMi == 1VTM, ;
07i voit de plus que les courbes u ==• const. de S\ et S', ont même courbure
aux points homologues et se correspondent par égalité d\ircs, proposi-
tion bien connue, mais que le calcul de l'élément linéaire de S, permet
de préciser. Soient c, c ' , c" les cosinus directeurs de la normale à S;
posons

ô dn^ -r- '.i o 1 du dv -h ô" dv'^ ~= — S de dx ;

en dérivant (2) et tenant compte de l'équation

^•,.,, ^ " à^x \ i ,1 ) àx ( ï i ) ôx
^^^ ^) . ^ = / ï \àu + i 2 ^- + c^
"^•^^ 1 . ' •

'•̂ al;
..̂ '̂̂

-
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et des équations analogues où .2' est remplacé par y puis ^, on obtient •

à \ i ^ ) p ̂  /
... 6^-i __ "àv \ 'î \ / i \ d.r

àv \ \ -2 )'- \ t a / ÔK ^
\ 2 ) / 2 \

les coefficients 13,, F,, G, de l 'élément l inéa i re de S, se calculent aisé-
ment en tenant compte des ident i tés

On remarque que, seul, E^ contient un terme en o dépendant de la
seconde forme fondamenta le de S; donc l^applicabilité de S et S^
établit entre S, et S', une correspondance ponctuelle telle que les deux
familles de courbes pour lesquelles les longueurs se conservent, sont con-
fondues entre elles et avec une famille du réseau conjugué commun,

Observons encore que les coordonnées (x^ y^ ^ i ) et Çx^ y\, z\)
Ann. Ec. Norm., (3), XLVIL — AVRIL iQSo. ï3
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des po in t s M, et M, vérif ient la inèine équation de Laplace.

t^

dont les coefficients ne dépendent, que de ceux de l 'équat ion (i) ( ' ) ;
en tenant compte du fait que le coefficient F, est le mênie pour Si et S\,
on voit que F équation (9) admet les sept solutions

ce qui généralise la proposition de M. G. Kœnig's pour deux sur/aces
applicables.

'2. Supposons établie une correspondance ponctue l le entre deux
surfaces S et S\ de façon que :

1° Le réseau ( / / , ^*) soit conjugué sur S et S7;
2° Que les courbes c^cons t . soient l ' un ique famille (comptant

alors pour deux) de courbes conservant la même longueur en passant
de S à S' ;

3° Que la distance focale MM, soit égale à la dis tance homologue
M - M , .

Ces condi t ions se t raduisent par

i 10 )

l 'accent se rapportant a la surface S'; la dernière équat ion , rendue
entière, s 'écrit :
{ÎO } -t-l.o^G /-G)^..i' l2 ',au • / [ 2 )

l'équation nouvelle j ̂ ^p^' non contenue dans les précédentes,

( !; Nous re t rouverons ce résultat p lus loin en c tudiani le paral lé l is i ï»e.
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donne la même valeur que ( lo ' ) pour-y- log(G' -- G), de sorte quelle
est conséquence des équations (10); donc l'équation de Le/place rela-
tive à S^ coïncide avec l'équation relative à S, et^ en î^ertu de l'éga-
lité F == F /, cette équation commune admet la septième .solution

On constate que le couple (S i , S, ) possède pour les courbes u == const*
exactement les mêmes propriétés que le couple (S, S^) pour les courbes
c==const . de sorte qu^on obtient cette propriété remarquable : que les
couples (S, S^) et (S,, S,) sont parfaitement réciproques. En eilet, la
relation entre S et S, est réciproque; les équat ions (6), (^7 ), (8) ont
été écrites pour le passage de S à S, ; en échangeant u avec r, Ë avec G^,
F avec Fi, G avec E, , on obtient :

où l ' indice i se rapporte à la surface S,.

3. Supposons que toutes les hypothèses du paragraphe précédent
soient remplies et de plus que la courbure soit la même aux points
homologues des courbes i /==const . de S, et S',; les développai) les
engendrées par les tangentes à ceis courbes peuvent rouler l'une sur
l'autre, et l 'égalité MM| = ArMT, assure même longueur aux courbes
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de contact de ces déveîoppables avec les surfaces S et S'; on a donc
G = G' : les surfaces S et S'sont applicables; la réciproque de la pro-
priété donnée au n° 1 se trouve ainsi établie.

4. Angles des plans focaux des congmences des tangentes aux
courbes du réseau. — Les plans focaux d'un rayon MM, sont : le plan
tangent en M a la surface S et le plan osculateur à la courbe 9 == const.
qui passe par ce point ; ce dern ie r est déterminé par les vecteurs

(à^x à^r ^\ /à.x' à^ à^\ ^
\à^' J^' J(?-) e t \^'Thf.'àTi J 1

en tenant compte de l 'équation (3) on calcule les cosinus directeurs y,
Y^, y^ de la normale à ce plan et l'angle ai des deux plans focaux :

V/iYf^0-^)4-^
^'"'v/EG——FÏ-of^-.'^

I a i ' \ ùx au,

' ï:l ^ (EG—F : i ) - l - -Eo ^v/n'^
cosai == <"y + cy -r- f ' y

;',.-;VEO-P

V/! I I r ( E G — F 2 • ) - h Eô2

2 \

. r . vEo ,^4) lan^a,=:.-———x——————?- iYj.E^-.
on trouverait de même pour l'angle des plans focaux des rayons de la
congruence des tangentes aux courbes u == const. :

V'Go^( i5) • " " . tan^a.,==
-7;^EG-P
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donc si S se déforme en conservant le réseau { u , r ) conjugué,, ces
angles a, , a^ varient, puisque les expressions précédentes dépendent
de la seconde forme fondamentale de S; il n'y a d'exception que si

11 / ou j 'îs l est nul., c'est-à-dire si l 'âne des famil les du réseau est
formée àeg'éodésiyues, auquel cas l^uiglecorrespondalU demeure droit.

Des expressions ( i 4 ) et ("i5) , et de l 'équation de Gauss, nous
déduisons

V/'EGK
lan^a, Un 1^0.,==: —-—————î

\ i i ̂  ̂  /
/ •>. \ ï i \

où K est la courbure totale de S; cette expression ne dépend que des
coefficients de l 'élément l inéa i re et par suite est invariante pour u n e
déformat ion de S avec conservation du réseau (//, c ) conjugué.

5. Soient S,> la seconde nappe focale de la congruence des tangentes
aux courbes // = const. de la surface S et 1\L le second foyer du rayon
tangent en M à la surface S; cette congruence MiVL joui t des propriétés
analogues a celles trouvées plus haut pour la congruence M M i ; en
particulier , la distance focale M'iVL ne dépend que de l ' é lément l inéaire
de S; ceci suggère une remarque b i e n simple, dont nous aurons à faire
état plus loin : tous les éléments du tr iangle M M i A L dépendent uni-
quement des coefficients de l 'élément l inéa i re de S; donc si ^ est une
déforn'ïée de S sur l aque l le le réseau conjugué ( / / , r) est resté conjugué,
le triangle M'M', M^ est égal au triangle M M i Ma de sorte que l'on a

M',M':.=r.MiM,.

6. Congmence des droites M, AL. ~ Posons, pour abréger, l'écriture

A _ _ P ^ / ( .>__P'^A^ ^ ^ h-^ ^ ^ .

Un p o i n t de la droite M i AL a (les coordonnées
_ i àx / r ()./' i ().v\

• ! ,\.=:.,r-^^ 4-^ ̂  -^ ^)^ 1 1

.„. __ _ ^ 6^ ^ / ! ( ) } • ^ ^ ()}^\ ^
1 ——.)' — ^ ̂  + [^ ^ — ̂  ^ j P.

i àz i i ()z ï ()z\
L= z -- ̂ ^ ^ (̂  ^ — ^ ̂  o.
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Ces formules permettent d'étudier la congruence des droites M, M,.
Les cosinus directeurs de M.i iVL sont :

i àx i à.i-
, _ I: ̂  ~"B ~chi
^ ~ ~ " / ' W ^F TT5 .

V^-IB"^
i à y T fh'
A '̂ 7 ~" B Thi

G- _ ^F _ E\/ :V ~ "VB -4- Ï^

6^^ 1 àz

\ <Jr ~ B Ju

^ G- _ 2JP 1-.

A.^ ~ ,A~H + î

Nous devons remarquer que., si la surface S se déforme, de sorte que
le réseau (?^ c) reste conjugué, en en t r a înan t avec elle le tr îèdre lié
an point M, dont les arêtes sont les tangentes aux l ignes u et v et la
normale, les points M , Ma, ainsi que la droite M, AL restent invar iable-
ment liés à ce trièdre. Nous allons montrer que si, pour la surface S,
la congruence M, IVL est congruence de normales, elle le reste quand S
est appl iquée sur S'. Il suffît de calculer l'expression

^-^-"(y-^^"(:-^'
et de montrer qu'elle n'a pas changé en passant de S à S^; or, la
condit ion nécessaire et suffisante pour que M, Ma engendre une con-
gruence de normales est que 1 soit une clifFérentielle totale exacte. On
a aisément

/ i àx\ V ô x / i ()B \ i à^~\ [ i ^B AT^
^•- 3 ̂ ) - [^ [^~ -^ ̂  )" B ̂ J^ + \W ^ - HJ T)T^ '

et comme
, à,r ^.r ___ i ̂  ^ àj' ̂  _ dF ^ f)E

ad an1 ••î ôfi ? ' ()^ àf('1 àif 2 ()^

le théorème est établi aussitôt.
Nous rencontrons plus bas une déformation cont inue où cette cir-

constance se présente.
L'étude détaillée de la congruence M^iVL donnerait beaucoup de
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résultats intéressants que nous nous proposons de développer dans un
autre travail.

II. — Réseaux conjugués doublement coniques.

1. Avec Peterson, nous dirons qu'une ligne tracée sur une surface
est cylindrique on conique si la développable circonscrite à la surface
le long de cette ligne est un cyl indre ou un cône; il résulte du para-
graphe précédent, que si le réseau conjugué aux surfaces appl icables S
et S' comprend sur S une fami l le de l ignes coniques ('ou cylindriques),
cette f ami l l e reste c o n i q u e (ou cyl indrique) en passant de S à S^. Je
me propose de déterminer tous les couples de surfaces applicables
dont le réseau conjugué commun est formé de deux f a m i l l e s coniques.

Le cas de deux fami l les de l ignes cy l indr iques a été complè tement
résolu par Peterson et Bianchi ; il s 'agit de couples de surfaces de
translation applicables; M. Gambier a repris la question et étudié
les diverses circonstances nouvelles relatives à l 'applicabilité phy-
sique; dans ce cas, les seuls exemples de déformat ion c o n t i n u e sont
les surfaces m i n i m a et les surfaces à profi l de t rans la t ion p l ans situés
'dans deux plans rectangulaires.

Le cas d 'une famil le formée de l ignes coniques et l ' aut re de lignes
cylindriques est éga lement épuisé : Peterson ( ^ a ind iqué le type à
déformat ion con t inue ; M. G a m b i e r ( - > ) a dé te rminé deux types de
couples isolés comme appl icat ion d 'un mécanisme t ransformable de
deux courbes, dans un Mémoire auquel nous aurons constamment à
nous reporter.

Le cas dé deux fami l les de courbes coniques a été amorcé par
Miodziejowski (3) qui n'a pu indiquer tous les résultats; je reviendrai
plus loin sur sa méthode, qui est différente de celle employée ici.

2. Dans le cas d 'un réseau conjugué doublement conique, les sur-
faces focales que nous avons appelées S, , 82, S,, S;, au paragraphe
précédent, se réduisent à des courbes ( a ) , (h), (A), (B) , lieux des
sommets des .cônes circonscrits le long des lignes du réseau •; quels

( ï ) Voir DARBOUX, Théorie clés Surfaces^ t. I, •>(l édition, p. i<Si-iS4.
( î ) Journal de Mathématiques. 9e série, t. I, 192%, p. 19-70. "
(:(; Mathematische Annalen^ t. (>3, 1907: p. ()a-^/t.
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que soient les points M, et Ma pris respectivement sur { a ) et (A), M,
et Ml désignant leurs homologues sur (A) et (B), nous avons, en
vertu de la remarque qui termine le paragraphe précédent, ^

M,.1VL==M',M^

donc, le couple de courbes [(^)? (6)] constitue un mécanisme trans-
formable en le couple [ (A), (B)] au sens de M. Gambier.

D'antre part, étant donnée une surface rapportée à un réseau con
jugué doublement conique (a, p), les-coordonnées d 'un poin t de cette
surface sont , comme on sait, susceptibles d'être écrites sous la forme

/ ^, ( / y . — 1 b^ d^

.u'=f————a"?————!

1 a., r/y, — ( b.^ (f^

"-f——^"T ? •
^ a:; r/a — f /À; (.1^

Le cône c i rconscr i t suivant la l igne a === const. a pour sommet
( ï i (a) , <^(a), û ; ; ( a ) ;de même, le cône de sommet b\(^\ b^), b^{^).
On peut écrire ces formules :

_ a , a — ^ — ( / > , j 3 — / / , )

( S ) — ^^—^—(^.^ — ̂ )- _ ^ ^ „

a^-^~a,—(b.^—b,).

i )

( ( a ,
'(Ta,

(lb,Tir,

a - P - •

(/Ti.^ da.^
(/a.^ da^

((J)^ __ (Ib^
7ir.~"dF.

Ces coordonnées (.r, y, ^ ) sont solut ions de l ' équat ion pontue l le de
I^aplace, E ( i , r ) (voir DARnoux , Théorie'des Surfaces, t. II, 2° éd i t ion ,
p. 55 el suiv.)

()^ i ôO i àC( ^ )
()y. ô^ y, — 5 ày, Q — a J@ —
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Ce résultat prouve que l'on peut supposer a et p invariants en pas-
sant de S à S^ nous écrivons les coordonnées de S7 4

(S^

x =Â . , a - " A i - ( B , p — B . )—————^_^—————,

A.^—A.,—Ol>i3--ÏL)-—ï—r—^
A , ^ — A , — ( B ^ --B,).

^/A,
^A~ ^A,

^/B.,

^A,
Z\^

^/B..

Le calcul du A2 =•=: 15 rfa"' -h- 2 F rfa <^p 4- G d°r donne

(a--i3)4' 2^=: ^ S(//, —^,) : i — -^ S(^, — ^ , ) (^i —^,) -(-• S(7/, —^,')S

_.(^^_-,j3')v ]^^: ,̂ 5 S(//i —/^ l)>- i—. (a-|- (3') S(ff i —b^ (a^-b^ 4-- S(/7i —^i)'-2.

( a — |5 ) '" G- =-- a.î • S ( a, — /r/ ,̂  )2 -- '-> a S (//, •-- ̂ , ) (a, — //, ) -r- S ( <7, — <^ j )2,

Les conditions nécessaires et: suff isantes de l / app l i cab i l i t c de (S)
et (S') sont, outre (i ) et (3),

S^ ,—/ / , ) 2 . ==S(A,—B,) 2 .

S(o, — h, ) (77, - h, ) =. S( A, — B, ') (A, — B, ),

s ( ^ — ^ y ^ ^sd.-B^y.
L'équation (5) a été prévue a priori: les deux couples (û), (b)

et (A), (B) forment un mécanisme transformable, au sens du Mémoire
de M. Gamhier ^Journal de Liouville^ ^ série, 1.1, 1922, p. 19-76).

On aperçoit immédiatement un second mécanisme |(//), (6); (A),
(B)| intimement lié au précédent : les tangentes aux points homologues
de {a) et (a) sont parallèles: de même pour (À ) et (A) et, de plus y
les arcs in//'ni/ne nt petits de Ça^) et Ça) ont le même rapport que ceux
de (A) et (A), le rapport variant d^un point ' à un autre; même énoncé

poiir(b\ (À);(B), (B). L'angle {ab, aï) est égala r angle \KS, AB)
quels que soient les points a et b sur Ça} et (6). La dérivation en a

Ann. Éc. Norm., (3), XLVÏI. —• AVRIL ic)3o. ï4
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ou ,3 des équations (5), (6), (7) montre que ces équa t ions (i), (3\
(5), (6\ (7) ne sont pas indépendantes.

3. Nous devons faire une remarque importante : le mécanisme (û),
(6) est lié d'une façon intrinsèque à la surface (S), mais non (a), (A) ;
en effet on peut écrire aussi :

_ a, a — ^i — ( b 1 1 3 — b, )./ __ ^_^

_ a^ { A -r- jJ-a) — ( À^, -!- p.7^ ) — [ b^ ( A + p^ ") — (/.^i -4- ̂ i\1
7-4- .̂a — ( À -h ^.|31)

Si donc j 'appelle ̂ {a) -h- ;^(^) la courbe lieu du po in t
/. a^ -h- ^ rt",, A (7.̂  -r- ^- ̂ . À C7;>. -4- [•Ï- ̂ :j,

courbe dont la construction au moyen de (a) et (c?) est évidente géo-
métriquement, on voit que l'on peutremplacer (û), (6) parA(a) + ^-(^y
et A(6)+ [^(&), en même temps que a et p par A+ [-̂  et A -4- [j.p;
qnand S est déformée en (S') l 'invariance de a et ?, qu'il est commode
de supposer réalisée (mais qui n'est pas nécessaire), revient à choisir
parmi les couples (A), (lî) que l'on peut associer à (S7) un couple
particulier correspondant au couple (a), (é) déjà choisi pour (S), de
sorte que a et (3 ne varient , pas aux points se correspondant dans
l 'applicabilité.

D^autre part, la correspondance entre les deux mécanismes
| :(^). ( ^ ) ; ( A ) , ( B ) ] et . [ (a) , (^) ; (A), (B)]

est réciproque,- de sorte que les surfaces S

(I)

^^^^-^)
1211 ~ ——I""!———?

• a ~ p ,

- ̂ ^"^"(^P"^)

a ~ p

^^-^"(^^-s
1 1
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et S7

\ 1 _ A , - - ( B , 1 --B,
X i == •

a |3

X,^ -A..,—(B..,!- -B.,)
•v1- "^ • \ ~ft /« i^ ———————————————— ?

,\,. - —A,,-- B;.;—— B,,
•• a •• V " &

sont applicables (S sur S7) en morne temps que S sur S\ on peut
d'ail leurs écrire :

j6 ( a^y. — 7/i ) — ^(^i ,5 — ^i )
a - ̂

p ( .̂, ̂  _ Y{., ) — y.Çb.^ — .̂. )
^ — ^ — — - -

(3 ( r/:; a — a,, ') — a( ̂ :i p •— /̂ ., )

\ 1 - _

•\.'1 _

rr _____

( 3 ( A , a - Â , ) - - a ( B , ( 3 — B , )———————^-^———————,

? ( A., a — X, ) — a ( B, p — B, )
a — i 3

p(A,a -A, ) -a (X?-K)
a — 6

De même, A, ;J-, A', [̂  étant des constantes quelconques, on obtient,
pour un premier mécanisme double connu, une infini té d^utres eu
remplaçant

par

par

/ . (a ) 4--^(^'), 7 . ( h } - } - [ j . ( h ) . / . (A,) -+-^(A). / . fB)4-^(B);

(•77). (ï), (I). (B)

7 : ' ( a } -l- ^'(7/), V(,h} 4- ^/(^)< ^'(A) -h ̂ (A). }/(B) 4- ̂ (B);
//-4- a-a^ P^(. ^——l——

1 À 4- .̂a
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et
/ /4-Up5 par -^——i— '1 1 /. - ̂ 3

Le couple (S, S") se trouve alors remplacé par le couple
(ÂS-h-fJ.2, /S'+^F) :

si la surface (S^ ) dépend d 'un paramètre de déformation qui la laisse
applicable sur S, le couple /.S^ y-S'esfc aussi déformable à un para-
mètre et reste applicable s u r À S + a 2 : la surface XS+[j.2 admet
comme courbes intr insèquement liées à elle précisément le couple

À ( // ') 4- p. ( a ). A ( f> ) + [J\ï ).

Nous verrons que les surfaces AS-+- aï sont toutes celles qui corres-
pondent à S par parallél isme, de sorte que les courbes a et ? restent
coniques. En toul cas, cette possibilité, pour la surface S, de rem-
placer (û) e t ( é ) p a r À ( û ) 4 - ^(a), / .(&)+ ;j.6(6) estl 'une des causes
de difficultés dans la recherche des déformations continues.

4. La classification des mécanismes (simples) a été faite par
M. Gambier par l 'étude des relations linéaires à coefficients constants
l ian t les dérivées

fin^ da.^ (^A:;
——_, , " ? ' • • î ——")
(/y. . (fy. dv.

comme conséquence de la re la t ion
„ da\ db\ „ </\ i f/Bi
t l 77o~ ~d^ ~ '" 77a "^

déduite par dérivation de
S(^--^^==S(A,,~-:B02.

mais alors, en vertu de la proport ionnali té de's dérivées, le mécanisme
nouveau

[( . ) , ( r ) : (A),(B)]
.

appartient au même type que le premier. Il sera d 'ai l leurs utile
d^exprimer provisoirement
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au moyen d'un paramètre a, indé te rminé (qui pourra être par exemple
a\ ou ûy . . . ); on aura ensuite

_ ̂ ,
(/a i

M. Gambier dans son Mémoire a ind iqué 8 types de mécanismes; on
s'aperçoit qu'on ne peut garder que les types Vil et YtIL

Prenons d'abord le type VII ( 1 ) ; il correspond (comme on le voit
en se reportant au Mémoire de M. Gambier) aux formules où //, m, C
sont des constantes arbitraires

( ^ ) ^i a.^ r/:;---=<:),
( ^ ) ^i b,;=o. /^;;

^) - ( A ) A,,:=/^, A,, o.

^ ( B) ,B|== j- 4-///., o, B;;.

(9) A.:; =: ^"f ( i —. //2 ) --{- ^^ + •).fn1ia^ — C,

(y7:) W= ̂  (i - ̂ ) + ̂ - ^/z ̂  + G - m\

(a), (6) sont planes, dans deux plans rectangulaires^ mais à part ce la,
arbitraires: on suppose r / , , û, exprimées au moyen d'un paramètre
provisoire a, , et 6,, &,, au moyen du paramètre analogue ;3,. On écrit,
avec trois constantes arbitraires nouvelles G, G/, m.

C^» <7i, 7^. o,

W T^. o. ^.
(A) //a,, Â^, o,
(B) ^+^. o, B,.;

//,

/ T(^ (., i, — A2 ) 4- a:] — K^ + 2 ///AT/, -— G == o.

( i.o ) j ^i ̂ i ( 1 ~ ̂ :i) -i- a^.^— A.^Â^4- li(ma^ -+- //z/'7, ) — Cyrr: o,
7; ^i. -,^ - .̂, , ^A., ,_da,a^ —— { ï — h- ^a —— — A. -—— -+- km —— -=. o.aa^ dy^ - c/a, da.^

( ' ) r indique rapidement pourquoi 11 ( p a r exemple ) s ' é l imine : ra-îsons analogues
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Les deux premières équations (10) remplacent (6)et(7); l adern iè re
(10), à elle seule, remplace les équations ( î ) et (3). On constate
aisément, par différentiat ion de (9) et des deux premières équations
( 10), que les équations (î ) et (3) sont vérifiées.

On a de même :

1 ^^.-^^^-B^-. /n^+C-^ =o,

( i l ) i h, î, ( T — [ ) -T- b^b^ — B..î B:,, — -1 {^mb, 4- mb, ) 4- C7 — /fi/fi =- o,
I \ 'lf' " /

( , clh, ( ' \ , dh., - ,/B, m dh,
\ ^ ̂ ([ - ̂ ) + hï ̂  - I>:! J^ ~ 7< ̂  '= 0-

Donc, tout mécanùfne'sinîple[(a)y (6), (A), (B)j du type VII /nu con-
naître par des calculs de dérivation et d^ élimination ce3 mécanismes associés
[ (^) , (&) , (A), (B) ]; bien que (a), (&) soit défonnable('Àtro}s para-
mètres) en (A), (B), en général [ ( ( ï ) , ( b ) ; (a), (&)] est s implement
transformable en [(A), (B) ; (A), (B)], car ( a ) ? (é) dépendent (en
général) des paramètres de déformation dé ( a ) y (6). Pour calculer
effectivement (r t )? ( 6 ) ? (^A); (B) on peot opérer ainsi : si h n'est égal

pour les autres. On au ra i t

G et C é tan t constants; en dér ivant on a

A3 ̂ 3 = <'<3 clas, A 3 dAï ==- 03 da^
donc on a aussidonc on a aussi

mais alors on doît avoir
A-; clA^ = 03 c/âî3

^ = Àï

^3 ~ Ag

• , Û^^/a . ., î « •de sorte cme A est une constante; mais alors -,—est aussi constant. : il v a contradiction
„ daï

parce que -.— doit être précisément la variable indépendante a.



R É S E A U C O N J U G U É CONSERVÉ DANS LA DÉFORMATION D ' U N E S U R F A C E . .111

à -4- i i n— i ^ on prend l ' inconnue auxi l ia i re

In II
T(. /A,

yi- /^
mh

a^ \ i !— fi'1 4- ————— a
\ i — I I '1

<la, aa^ . c/A ,
c/a, ci. y,,d7.,

et l 'élévation au carré donne

de sorte que a^ a.^ A._» s^obt iennent en résolvant les trois équat ions
linéaires formées par les deux dernières équations (10) réunies à ( 1 2 ) .
On calcule de même & i , 6;^ li,. Si //. == ± i il y a grande s impl i f ica t ion,

_ \
car les deux dernières équations (10) d o n n e n t ci.^ et1— rationnellement
en fonct ion de ^ 1 5 à.^ a^ cl i l reste une équation [la première ( i o ) | de
degré 2 en a\ : si même m === Oy cette équation se r édu i t au premier
degré en (i^ de sorte que le cas h = ± i^ m == o est un cas particuliè-
rement s imple , et cette remarque jus t i f ie l 'étude que nous en ferons.

Pour le mécanisme V I I I , Ça) est une courbe arbitraire tracée sur
une quadrique Q, (6) une courbe arbi t ra i re sur une quadrique (Q7)
homofocale à (Q); (A) est la courbe de (Q/) se déduisant de (a) par
l 'aff ini té d 'Ivory; (B) se dédui t de même, sur (Q), de (6); si, pour
simplif ier l'exposé, je me borne au cas de (Q) QtÇ^) à centre, on a
avec 4 constantes arbi t raires /, /n, n, G

( a\ { i — /2 } -)- aï ( i — in " 1 ) 4" a^ ( .1 — f^ ) == Ç, ,

A,, =~. la i A., =: ma.,, A.-, == nci-^,).-<- //-

^"/.
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La courbe ( a ) doit être sur une quadrique homothétique à ( Q) ; or on
peut, sans restreindre les couples (^S, S^), remplacer (rt) par une courbe
homothétique : on supposera donc (^) sur (Q) et (&) sur (Q') et l'on
voit que Ça) est sur Q, parallèle à Ça). On résout :

Tt^ [ 1. — /ï ) --r- ^î { l — ï ) l 1 ) -r- 7ÏÏ ( 1 — //.î ) ' == G,

à i7ïi ( i — l^ ) -r- a.̂ .̂ ( i — //?:i ) -+" ^;iï/:{ ( i — / / 2 ) == 07,
a, ( i, — /'•; ) ̂ /a 1-4- ^ ( r — /??."2 ) da^ -l- i;:; ( i — /r-2 ) cla^ •==- o,

où C' est une constante arbitraire; système analogue p o u r A , , 62» ^;t
obtenu en remplaçant C par — C, C/ par — (7 et /, m, n par - ,? — ? --
De la sorte tout mécanisme simple, du type VIII, fournit ce' méca-
nismes doubles; à chaque mécanisme double correspond un couple
(S, S').

5. Déformation continue. — Nous ne gardons que le type VII : les
courbes Ça), (6) sont pleines dans deux pians rectangulaires. Les équa-
tions (9), (io), au nombre de 4? permettent de calculer A^ A-^, a^ Ï.j
en fonction d e ^ , , a^, -^(en prenant a, == a i ) et des constantes w, A,
G, m, G, (7 : ces constantes devront être fonctions d'un unique para-
mètre <?, dont a , , a^ ne doivent pas dépendre. Imaginons que nous
ayons é l iminé rationnellement A.^, Àa (ce qui est possible; dans le pro-
cédé indiqué plus haut, on pourra, par exemple, rendre rationnelles
les formules donnant a^ a^ ). On-a donc deux équat ions

. , \ fi (^i. ^.2' —^ "^1. a^ C, A, m. G, G'', 7/ï) == o,
\ / i \ ' ' ! /

( A(^r ̂  •••) ::::::0>

dont les premiers membres peuvent être écrits sous la forme linéaire
(7i désigne un certain entier positif supérieur à i)

fi
( i 7 ) ^T;U,.==o,-

1.

Où les T/: dépendent de t par l 'intermédiaire de C, h, rn, (^ (7, m et



RÉSEAU CONJUGUÉ CONSERVÉ DANS LA DEFORMATION D 'UNE SURFACE. I l3

les U/: de a, seul, par r intermédiaire de a, , a^, —^ a, , a^. Or une telle
équation entraine que les U, soient liées par p, équations l inéaires à
coefficients constants, p étant un entier compris entre o et n inclus,
tandis que les T/- sont liés par n — p, équations linéaires à coefficients
constants, déduites aisément des^? relations de l'autre série; chaque
équation (16) fournit , on le constate aisément, au moins deux relations
entre a^ a^, --—(indépendantes de t ) , de sorte que nous avons au
moins quatre relations,

„, / da. - - \( 1 0 ) 9/ «!, a.^ ——y a^ a. == o,• \ - da, I - 7

qui remplacent définit ivement le système primitif et que l'on peut
résoudre en a^, ̂ , a , , a^ f i l faudra que (-il soit effectivement la

dérivée de a,, ) et, dans le cas de poss ib i l i t é , il est a ins i démontré
que a,, a.^ a^ sont des-fonct ions algébriques de a , ; de même G, À?
/n, G, (7, m se trouvent liées par des équations algébriques, de sorte
que les mécanismes doubles, les surfaces à déformation continue et
leur déformation sont algébriques. Pour éviter des calculs assez
pénibles, si l 'on remarque que Aj et A^— s'expriment rationnelle-

ment en a^ a^ —ri écrivons les deux dernières équations (10) sous la
forme

l </i 7f\ ( i. — f i 1 } 4- ^.^2 4- fi ( "m, a, -i~ /n7/i ) — C,7— ( \2 } :-1->2 •== o.

r l ()) ) - , ,, - ria., .'. /. ^. A., ' ' l î
! • (i ( i — /^ ) .,4_ a., —— -1- înn — A., ——^ - -"• =z o.
l ' da^ \ - da^ ) A 2

L'él iminat ion de '— fourn i t une équation du type (16) qui, en géné-
ral condui t à assez de relat ions l inéa i res pour pouvoir achever la
question.

6. J 'applique ces considérations au cas simple déjà signalé A = = i y
m = o. [La méthode du Chapitre II a l 'avantage de ne faire intervenir

/Inn. Éc. Norm., (3), XLV1I. — AVRIL igSo. l5
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que. l ' un ique mécan i sme (<7\, ( h ) , (A), ( B ) lié i n t r i n s è q u e m e n t au
couple (S, S') et de faire trouver les deux re la t ions nécessaires et suffi-
santes entre G, A, /// : le fait que h = r , /// == o réussit est une circons-
tance heureuse. Mais celte méthode ne met pas aussi a isément en évi-
dence ce cas par t i cu l iè rement simple, qu'il est donc naturel de trai ter
ici. j La résolut ion des équations (9), (10) donne rationnellement a^
- A, , . . .
a.^ -.- a savoir :

„_ ,,, / (Y^i \ ,, (ia^
\ • - » < > > — ( ̂ /., 4- (V //., — /// <7.. //.. -,— — ^i — L/// -— == (.),

" \ ' aa.^ J fin^

[ 'î î ') , — 'i m C7f\ ̂  C C — (72 — '>. m C^'/,

^ .^ ( ia , \ 1 ,i" ./^,Y -J
— ///.- L ( — ] - + - / n 1 \ o; ——— -- ^T •==. o.

\ (la., ' \ ~\ ̂ .,
..Y^^'2 -•r .. /^ />^'• i -.1^ (, —— -4- n^ o; —— -- ^f == o.

\H^•^I L ' \^^ / J
/ da, \\a., ——•_ a i == o.
\ ~ d a . /J

:^} - ÇA..-h A. [ C'-r- in (a. ̂  - a\ \ = o.
• da,

N'ayant en vue ici que d^obteni r une solutionparticulière, j ' i n t r o d u i s
des hypothèses com/r/ode^ ( qu i ne sont peut-être pas necessairrs};
supposons, dans (20 ), que fn et Cm s 'expriment linéairement en C
et G7 ( G et (7 sont f o n c t i o n s l 'une de Pautre , mais nous supposons que
cette relat ion ne se réduise pas a G : C/ == const .) . On a avec certaines
constantes A, a, Â | , LL| (ÀJJ . ) — ;J-A' ̂  o)

< '.̂  ) /// •== ÀC 4~ ;J. (J\ ( \fïi .-r= /, (^ -t- ^.i (7.

Gela permet donc de remplacer (20) par les équations obtenues en
égalant à zéro le coef f ic ien t de G ou G' :

L'équation (21 ) préalablement divisée par m ne c o n t i e n t que les
ternies G, G/, m et Gm, déjà exprimés l i néa i r emen t en G et G/, et le

Ce—G' 2 1 , ' . ' . ,
terme —=— ; écrivons aussi, avec deux constan tes nouvel les À.) et a., '/// - i -

(. •^ ) • ——^ ==. /.^ C -{- [^ (7.
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puis a n n u l o n s le terme en C et le terme en (7 : (21) se trouve rem-
placée par les deux équations :

- / ( f < { \ v - 1 " •> /^i ''Y ••'i( ..; , - .., 4- A, - ., ̂  +. . |̂  (̂  - ^J - <>.

( d a , y r ../^,v ..1
(^) ^+^,-^(^J +^[^^) -^J-o.

Nous devons donc s i m p l e m e n t résoudre le système (24), (2V), (27 ),
(28) qu i se t r o u v e préparé de façon à s impl i f i e r encore notre discus-
sion, car (25) et (28 ) devroni donner a^ -e t -^; ensui te (24) donne a^

et (27 ) ̂ . L 'é l iminat ion de -^ entre (25) et (28) donne

( • 2 ( ) ) ^( ^</i — l)'2•-=.( ]J.<'(^ — ^i ) l [J^<^— 'U/i — ̂  ).

Ceci posé, on a deux cas :

Premier cas : a == o. -— ( '25 ) et ( a ; ) ) donnent

( 30 » ' //.. — ̂  ^—i =:.<>, //:; — •>. ^ / i .̂i -- ^i .̂̂  == <:>.
r/c/.^

ces deux équations se réduisent évidemment a la dernière : la rénfi-
cation annoncée est faite.

Deuxième cas : u.y^o. — En m u l t i p l i a n t par ;J-, l ' équa t ion ( 2 ( ) )
s'écrit

( 3 i ) ' ( [j.a^ •— [J^ } ( i — [J.[J..^ ) + ̂ ; ( [^(f'\ — ' ̂  '==- 0<

ce qui , dérivé logar i thmiquement , fourn i t

< ( „ (In., dn^
[j.a\ •— p.i [Ma\ — t

c'est-à-dire (23) : la vérification est encore faite.
Le reste du calcul n'est plus qu'une question de patience : on voit
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aisément que pour passer de (a), (^) à ( A ) , '"^) et profiler des calculs
déjà faits, on doit fa i re les échanges

/ / , , ^, a,, a^ A^ X..̂  G, (T, G', w,

h^ <S, ïi, ï,, B:;. 83, —G. /^—G, — (7. —m,
( ,^'z

puis
/., ^-, /.i, fJ-t, •/..^ ^4<
A. • ^, — /.,. — [J.,, A, — À, , [J,., — ^,.

7. Prenons ̂ première solution; une translat ion, le lon^' de 0.2^ du
système (^ ), (6), permet de supposer ;J-2 == o; u»^ hornothétie, ;j-i == i ^
on remplace ensuite la courbe

^ ( -̂  ) .4- /^ ( ^ ^ on ,̂ ) -4_ /.̂  ^/ )

par (a), ce qui eàt permis du moment que A , estindépendnnt du ])ara-
mètre de déformation ; cela revient à faire À, == o; une t ransla t ion et
hoinotliétie de Ça} y Ç~b) permet ensuite de faire /^= o, A = i. [ I l est
bon d'écrire d'abord le système déduit de ( 2 4 ) ? (^S), (27), (29) par
les échanges (3a) et (33); ce n'est qu'à ce moment que l'on fera, de
part et d^autre, A === [j.\ = i, 7^ = o, A.j == [j-._> == o. |

On trouve finalement le tableau : a == 3a,, p = 36^ — 2

( a ) . rt,, :̂i == '2^1, o,

(<^ ) ^,. o, ô^=: i.— ̂ ,,

. ( ^ • Y ) 1 a,, A.:i==9^7,—C^ o,

< B) A;, o, RHz== i—•2^ , - ^ (3 ;

(^) ^i ==: ~ — '-^i 4- '-^'f. o. b^-=:h^{h\—i );

(1) , 1 7/i, ^ == A. j: <-/,-!- G» , o.

( B ) 6, — G, o, B, = B, ( h, + G -" i ).

C est le paramètre de déformation; pour simplifier, je n'écris que
les coordonnées de Se., S<.; pour C = o on trouve (S, S) et [ ( a ) ,



R É S E A U - C O N J U G U É CONSERVÉ DANS LA DÉFORMATION D^UNE SURFACE. 117

( A ) ; (^l, (A)] on a

(Se)

On voit aussitôt que les surfaces S,, sont toutes égales à la surface Sa



l î g VA-SSEU'R.

qui est donc auto-applicable : dans l'égalité de S,, et So, le point Ça^

b , } de S,, a pour homologue le po in t (^4--^ ^-4-^) de s^

S, s'obtient eu faisant glisser S, de -; le long de Qx.
(//), (//) sont deux paraboles focales: (A), (B) est ce même couple,

ayant glissé de ^ le long- de 0*r; les poinU homologues a et A sont dans

un même plan ̂  perpendiculaires à Oj1; de même h et B. La figure i
( fa i te en deux projections) indique cette correspondance. En cours de
déformation la congrue m'e M^SL signalée à la fin du paragraphe 1 {ici
la congriience AB) est^ et reste, congruence de normales. Les surfaces
obtenues A S,.-4- u-2,. (A[formées à i paramètre de A S y -h ;J-S<,) sont toutes
unie urs aies.

En écrivant les relations
-" — 3 .. •' - — fll

- 3 , ,- A,4A.ï;-4- 3 G)À., = ̂  ( M -r- C î  As = —v—^———,

ï^3 f ^ ^+^y - 1 , ^=- ^( i -i-^r)'
•

s \ " •
)

/

 < ) -i)-

B,=|l^+ ^—^î^+ ^ (3 (^4 -6C- i ) ,

on voit que (7i), ( />) , (ï), (B) sont des quartiques unicursales ; la
var ia t ion de C change effecti veinent (A)? (B) de sorte que la sur-
face S,. ne reste pas égale à el le-même; on p e n t remarquer que pour
Q ==: ^ , (A) dev ien t égale à (&) et ( B) égale à Ç a ) ; on constate en e f ï e t
qu ' en éc r i van t la re la t ion

3(7, -h 3^i ==•>,.

on peut produi re les échanges suivants ("les indices pour ;2\», ...,.r,, ...

ou J^, , . . , ^,, . . . se rappor tan t à ïo» ^ , » So, S, \ :
;!' :t :i/

/ / l , ^i, ^Û< ^(.' ^(•' -^"U' YO' ^Û.

,^,-//,. |-//,,. .ï-,-^ -^. -r,. -.r,--l, .^, y,.
IJ '- ;", - ;'• ;'. y y u.
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Cela prouve que la surface ^. admet pour p lan de symétrie le plan
second bissecteur du dièdre O.zy, O.rj; en même temps nous avons
découvert u n e nouve l l e application de chaque surface AS,.+ ;̂ . sur
la surface A S , . — u^,. ( a p p l i c a t i o n q u i n 'est r é d u c t i b l e a un déplace-

ment ou symét r i e que si C = ', L h savoir celle qui t a i t correspondre
au point

/ / ,= / / . /^=:/
le po in t

n,=. ̂  - - / • , h,= ̂  - //,
.> .)

• Les surfaces A S — aS sont donc appl icables sur les surfaces A S 4~ ^.S;
dans cette app l i ca t ion les courbes (a) et (\3) s 'échangent. Les courbes
A('A)-+- u - (A) e t A ( B ) -+- u/B) sont aussi des qnar t iques un icu r sa l e s .

(S. Prenons la seconde solution, — Des considéra t ions analogues
permet tent de supposer

on pose

où co est une constante , et l 'on a

^ (..̂ .LZ:i)! ̂ , ^ ....„,. Î L:::.!'! ̂ . „. „ , -1^^^ - ;., sir-^»

ce qui prouve ([lie le couple (a\ ( / . ) ) se compose d\me e l l i j t s e et d^une
hy[)erbole focales. Cette d é t e r m i n a t i o n f a i î e , on |)eut re |)orter le centre
commun des coniques ( a ) , ( 6 ) a F o r i g i n e et l ' on a le t a b l e a u s u i v a n t
que je n 'écris, pour s impl i f i e r , que pour (A) , ( B ) ; (A), ( B ) ; je subs t i t ue
an paramètre de déformat ion C [ q u i pour C == o donne (a), (^) ;
( a ) , ( / /) , et le couple S, S^ | le paramètre D == y ^ i — C; j ' a p p e l l e l et -:
les paramétres c u r v i l i g n e s sur ( u ) et ( A ) :
( A . ) À i rr: c i l ^ ) cos/ , \^:. { i.)^-"- cos^ / ) ' 2 . ,V;;'=:<», •

( lî ) l î , :=: sll ̂  ( • ( » / . l^rrr o. Iî;;r=: ( dl^T — î ) 2 )72 :

, . . c\\'1 r,) ,- \., cil ^) —
( .\,) \.^:-~ -—-— i;ui^^ /, A.,^ ————^ A..^ o,x ^ 1 " \}î co.s/
, • , - . ., , , l i sd'^») . ,. ,, - i^.i sl i^)
( l î ) l;î, r:=: .- — „ .4- ——-- t t^T, l'i.,̂  <). .I-î,r=:— --——-.....- ;

\>. î ) 2 •>. " D ^ c I l T
dl r,) ^ S II ̂ l

'-'"-""' co^ 1 ' / 5 ^ "~ cir'T
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Le couple (a ), (è) se compose de deux coniques focales (cercle et son
axe, ou couple parabolique exceptés} ; Ça) et (&) sont deux paraboles
focales de grandeur arbitraire^ dont les plans coïncident respectivement
avec ceux des coniques ( a } et ( b ) ; le parallélisme des tangentes sa/fît
à établir la correspondance ponctuelle (a), (^a) et (&), f&). Le couple ( A), (B)
se déduit du couple (a\ ( b ) par une homothétie de rapport D et le

couple (A), (B) A' (\a\ {b^parune homothétie de rapport —• Les courbes

A (A) -4- ;^(A) et A(B') -4- ;J-(B) sont unicursales et de degré 65 pour A : ;j.
quelconque. Les surfaces AS^+ aSo sont unicursales; la surface S^ est
constamment homothétique à la. surface S, et de même la surface S,» à S.

III. — Couples relatifs à l'équation E('2, a) .

L'équation ponctuelle relative aux surfaces de translation est
^'1Q

-——=o ou E t o ^ ô ) ; celle relative aux surfaces à réseau conjugué
doublement conique est E( r , i ) ou

à'^ô i àC i àO{ i j — — ——— + ——— ^ o^
ou c/r // — F un ({ — *' ô^

L'équation la plus simple, après celles-là, est E (2 , 2) et les essais
précédents engagent à essayer de trouver des surfaces applicables
relatives à E(2, 2) : cette fois nous trouverons uniquement des couples
et la méthode nous prouve qu'au moins dans l'espace à 3 dimensions,
les équations E(j3, ?) avec p^3 ne donnent plus de couples. Écri-
vons E("2, 2)5
/ , / à^Q 2 ô^ o. à0
(2) -.——— — ————— —— -+- ———— ==: o,

ou ôv u — p au. u — c <)v

D'après les équations liant E, F, G aux coefficients de l'équation
ponctuelle de Laplace, on voit qu^ci on peiït poser

(E = ^ —^
W \G=- ^ :,://-..,.

,. ^'^
^ =—-^——î- : ( M — (•} ' • ,<)ii de
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les coordonnées .2:*., n-o, .2'. de la surface étant•'' •i ? w 2 ? w ;l

On trouve sans peine

. . , i 'ï ̂  („ / / / — ^ F I ( u'i 4- (';• ") ( ifi — r/ ) , ̂  (' /y;-'2 -(- ?/;• p; -4-- r;-' )2
( ;..) i (jy -— — ————————^—— -4- i a —————————————— —. ., ———————————————. ' { i l — F)- {u — ^ y 1 1 i i — ^

4-- ^ ( i ^/ï Y du — f ( i î''; )ïi r/c.

M. Gambie r a ind iqué (Annales scientifiques de r Université de Jassy^
t. XVI, 1929, p. 3oi-3381) comment déterminer les nouvelles fonc-
tions U/ , V, telles que la surface correspondante ( X . i y X . j / X ^ ) soit
applicable sur la première (^1,^,^3). U n e ' s o l u t i o n correspond au
tableau (7/, == const. ̂  ± i) •

( ô )

(7)

i u i, if.^ < », I..J i =: h (f i, l i .j, <;»,

/ (',, ( ) , F;;, V i-rz: f, : I t , o, \ ;; ;

{/^ ( /^ „.„ i ) 4...- [ j ^ _ /^ .^_j'ç^-^

/ . . , / . . - • i 1 - , . ) ., 3 i . n , . y. { / ' 1 -\- ••» à // -r- y«,-( /^ ~ i. ) -i- t.; ./•.-- ^.^== - - - j { u ) -|- ———————S

. r (^) ,^^ / { • i .„- ̂  -^ ;̂'̂  _ a".r= ^ a. -!- •-

^ / ^ _ , \ .̂ v^ „ (.j :=--/(?),

(8) 1 \ A-2

.?f,1.,
4- V7- F^ ==--/"((.)

a c''2 ~l- 2 p t151"{•- y
i o •

où/est un polynôme arbitraire de degré 6; a, ^, y sont des constants
arbitraires.

La méthode employée ici aurait pu être employée pour E(o, o),
E(i, i) et aurait donné les résultats qui seront indiqués au Chapitre II
pour E(i, i).

Ann. Éc. Norm., (3 ) , XLVI1. — AVRIL KJ'-SO. l6
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IV. — Parallélisme de Peterson.

1, Une surface S ( ^ , r , ^ ) est rapportée à un réseau conjugué et
f o u r n i t une équation de Lapiace ponctuelle

Les quadratures de différentielles totales

fournissent une surface S', parallèle n S sur la base ( u , ^), pour
employer le langage de Peterson (les plans tangents homologues et
les tangentes aux: courbes homologues // ou c sont paral lè les ), à condi -
tion que P et Q vér i f ient le système

( 3 > ^p — A ( 0 — P ) == <..>, ^ — l î ( [•) — 0 ) = o,
àv v ^//

et l ' équat ion (le Lapiace relative à S' est
àïef 0 ()ef « » p ^(// „( 4 ) ^^- A - p ^ -!^ ̂  _o.

Comme l 'équation ( i) et le système (3) ne dépendent que de l ' é lément
l inéa i re de S, s'il existe u n e nouve l l e surface Si (.z^, y,, ^ i ) , déformée
de S s u i v a n t la base ( //, \' \ t o u j o u r s en adoptant le langage de Peterson,
on aura encore u n e surface S,, para l lè le a S, suivant la base (/ / , r),
déformée de ^ / s u i v a n t la base (^, ^ ) en éc r ivan t , avec les rné/nes fonc-
t ions P et Q,
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Cette transformation .bien connue exige l ' in tégra t ion du système ( ,3) ,
qui^peut se ramener à l ' u n e on l ' au t r e équat ion

^P / i f)\ \ ^S> . ^> . . i ^P( .:) ) — — ^ .„ l-î ^ A = o, 0 =:. p 4- - —— ,
< ) i ( </c \A ^// / ô\' ( J i f \ <h'

f)'^ ) / i ^B , \ ^( ) ^0 ,, i f)( >, ,, ^ , ( ̂  ̂  .„ A^ ̂  ,, lî ̂  ^o, l > = o + ̂  ̂

ou , opérant comme Darboux (^Théorie des Surfaces^ t. Il, '^ é d i l i o n ,
p. 2()o), posant B = P —- Q, à 1/équation

/^ l î , ^R . ( ) i \ , /J\ ()^\
( 7 ; - -F A. — -i- 1-^—. -i- H ,-, 4- — = < » ,

( ) l f ( ) \ ' ( ) l l <7(' \ ^//7 ('/i' /

qui est F adjointe de ( i ) et par su i te s ' intègre en même temps q u ' e l l e ;
u n e fois ( 7 ) intégrée, on a

( ^ ) 1 » = ï ( <n{ , I \ \\} f/n \ R d\\ 0 == S ) H.
. ' V < ) / ( ! '

Or, i l ex is te b e a u c o u p d ' équa t ions de Laplace que l 'on sait in tégre r
e x p l i c i t e m e n t : pour chacune d 'e l les , le problème du p a r a l l é l i a m e est
résolu par q u a d r a t u r e s ; les équations E ( p , f^ ) , ou fJ et ^ sont des
entiers , sont dans ce cas et parmi elles K(o , o), E( i , ï ), Et'ii, 2) sont
d ' a u t a n t p l u s intéressantes quelles d o n n e n t dos couples ( o u sys-
tèmes oc') app l icab les , qu i , par p a r a l l é l i s m e , d o n n e n t auss i des
couples (ou systèmes cc1) a p p l i c a b l e s .

"2. Si la surlace S possède un réseau ( / / , ^ ) conjugué ou les
lignes u == const. sont coniques (mais non cyl indriques ), on a

( H ==o donne une ( ' (Un i l l e c y l i n d r i q u e ) .
Supposant S rapportée à un réseau con jugué , cherchons à q u e l l e

condi t ion les l ignes u == const. sur S' sont c o n i q u e s (qu ' e l l e s so ient
ou non coniques sur S ) ( i n u t i l e de par le r du cas de l ignes cylin-
dr iques , car si e l les le sont su r u n e surface, e l l es le sont sur.les sur-
faces paral lè les , résul ta t év iden t g é o m é t r i q u e m e n t ) . On doi t donc
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écrire
. Q - ^ . / p p y( 9 ) A F ^ ^ I C ^ ^ ^ , .

1 ^ ^) A /Q V -Sce qui, en remplaçant p -j. par A( — — i j donne

i <)B , i àQ
( r o ) ^^-A.-^ ^--^

{)1{L. ( L àB _ ^ <x? .--p^ -
( b ) J^ ^r ~" \ R ^r " 7 au ^ àv ~ 0<

On obtient mianifestement deux classes de solutions 1 et I I .
\ o

Solution / . — A == -o-y; de sorte que S est à lignes, ? /==cons î . ,
coniques; il est nécessaire et suffisant de prendre Q == II où (J est
fonction arbitraire de u (et alors la surface S/ correspondante est aussi
du type 1, tandis que si Q est une solution différente de ce type, la
surface S' sera du type II).

Solution I I . — A — — — 7^ o ; la condi t ion de compa t ib i l i t é des équa-
tions ( lo) et (6) est

n à « / ' (m v \( H ) • B •4- -Y- lo^ y -.- — A. ==: o,
an \ B û\' J

et il ne reste, pour déterminer Q, que Inéquation (10), qui donne Q par
-une quadrature (S est du type II, mais S/ est du type I). 11 est
intéressant de comparer ces résultats avec ceux du paragraphe 1,
fo rmule (9).

En part icul ier , prenons E(p, (^), c'est-à-dire

A.= J3—, B== —p— pour ^=.1,
{ { —— y („' —— n, j-

les lignes u = const. sont coniques; supposons ^ y^ i : la condi-
tion II devient alors ? === — i ; de la sorte nous pouvons affirmer que
les surfaces déduites de E(2, 2) ne peuvent, par parallélisme, donne r
une famille conique.

I l est donc intéressant de revenir aux surfaces déduites de E( ï , i ) :
réseau conjugué (?/, r) doublement conique, et de chercher les surfaces
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parallèles à réseau doublement conique encore; nous avons trouvé line
so lu t ion précédemment, nous allons voir que c'est la seule. En effet,
on doit avoir ici

{}=\^ P-r^V

e t ( 3 ) d o n n e
î i ? „ l vl/ „ 'fr""::~\~ — ,'r~7^ [T~T — ~u.~z~^

c'est-à-dire
{„,; = /. "4- ^r.//, V -=- A — [J.\\

A et [L é tant constants, on-a alors
/ / , — t ' , , - » ' /7 i ~~ / / ( ' !

.,. -^ _J————L , .^' ̂ r /.j; -4- n ————————.
^ „,„ f ' n — r

On retrouve donc b ien . la solut ion indiquée .

V. - Application des transformations conformes de l'espace euclidien
à // dimensions.

I . Par les opérations du groupe conforme de l'espace euclidien à
n dimensions, à toute variété rninrnui, c'est-à-dire te l le que ds2 = o,
correspond, une variété analogue. Deux, surtaces applicables

S( ,r. }\ ^ ) . S, ( . . / • i , ^•1. ^i ')

donnent donc dans l'espace à 6 dimensions, en posant

'c •==. /.^i. •(} =~- (.}\, Ç ==/.;,,

une variclé minima à 'i (Hrnemions ^( ' x, y, -j, c, r^ t ) ; le 'groupe con-
forme (à 28 paramètres) , de l'espace à6 dimensions donne se28 variétés
analogues qui fournissent oc;'" couples de surfaces applicables
distincts du premier f o n a retranché 6 pour le déplacement de S,
6 pour celui de S,, ï pour une homoihétie portant sur S et S,), S et S,
étant rapportées à leur réseau con jugué commun a, < ' ) , on sait que

( l ) ^ ,/•, } ' . J, Ï. •{}. Ç; U1'1 4-^r^-r- 32 -I- ̂  --r' r^ --'- ̂

sont sept solutions d'une même équation de Laplace :
^0 , (¥} ,,00(,)• ^,^^.v^..-,L^^:<:,
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Une transformation du groupe conforme en jeu donne à la place
do ( i ) un ensemble

.•) ( ^ - ^ ï. ^ - , ^-t-ÇS

qui sont sept solut ions d 'une équation nouve l le de Laplace, q u i a les
mêmes invuricmU que (2); i l en résulte que de tout couple applicable
sur une base s implement ou doublement conique, ce procédé donne
x^ couples de même espèce.

2. Pour les mécanismes, on o b t i e n t des résultats analogues, car
l ' équa t ion

îl .'1

( 14 ) "V (. a, — bi f — V ( A, — B, 'p =: o

i ';

se transforme, en posant

( •> )

6 i

^ ////_,,= /À, . . . ., ^m/A/,,

( ^//,.,== /|Bi, .... //^=r: / l î , / .

'-! //

^ ( /•/}— /<; )'•:==: 0.

Donc de deux mécanismes ( ( 7 ) , (h\ ( A ) , ( lî ) trnns ou ^formables
l 'un en l 'autre dans l'espace à trois d imensions , on dédu i t comme p l u s
hau t x'""' nouveaux mécanismes .simplement transformables, même si le
mécanisme de départ est déformable,

C i . Dans le Mémoire déjà cité, Miodxiejows^i remarque qu'en écri-
v a n t

1 / 7 , — t'i (i.^—i-^ //.;; — r:;
[ ( ^ — (^ • ( ( ^ — (^ ' ff^..— p^

x=-[iL.^-Y', v^'1.^^, z=u^-^,
//;.;— P-, //.;-— <',; ' /^— t?.;

où les / / / et U, dépendent d 'un paramètre / / , et les 17 et V/ d 'un para-
mètre \\ on a des surfaces rapportées à un réseau conjugué formé de
lignes cylindriques ou coniques ; les plans tangents à la première sur-
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face le long de la courbe // = const. passent par le p o i n t

/ d u ^ dn^ du^ d { f ^ \
\ du du du du j

en coordonnées homogènes, de sorte que la ligne est conique ou cylin-
drique, su ivant que //, est var iable ou constant . Les cond i t i ons d'ap-
p l i c a b i l i t é peuvent s 'écrire^ dans tous les cas, en introduisant les fonc-
tions nouvelles U, de // et V, de c :

( ^ '

En posant
^L, ==//;,-(- U,.

/ '->(' , ,== c;;-— V^ . •z \ , == t '^-t- \ ;;.

les é q u a t i o n s ( <S ) p r e n n e n t la fo rme très r emarquab le

^(^i-<',)^^(U,-\|)^
i i

Jy (^ -vf^Y,'
1 ̂  Y ,lu ) -^ \ du ) '

2 dv
-y^l
~Zà \ d^

On est donc amené à d é t e r m i n e r tous les mécanismes c/^ou transfor-
mables de l'espace à quatre d imensions , puis à ne conserver parmi
eux que ceux où l'arc de la courbe ( a ) est é^'al à celui de la
courbe (A ), l 'arc de ( h ) é t a n t aussi égal à ce lu i de ( B ). La forme des
équa t ions (8 ) montre que l 'on peut remplacer // , et r,., s imu l t anémen t
par LI, et V;; (ou si l'on préfère changer de si^ne /^ et r,, ) de sorte que
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tout couple de cette espèce en fourni t un autre (il peut arriver ainsi
qu'on ait un couple à réseau cylindrique-conique d'une part, et
conique-conique de l 'autre; il peut arriver que l'un des couples se
réduise à une développable). Or les résultats de Miodziejowski n'ont
pas été poussés par lui jusqu'au bout, malgré leur intérêt, non seule-
ment pour les couples, mais surtout pour la déformation continue ; ce
géomètre a bien obtenu la déformation continue sur réseau conique-
cylindrique, mais n\ pu obtenir aucun exemple de déformation con-

. tinue à réseau doublement conique.

• 4. En tout cas, remarquons que, dans l'espace à 8 dimensions,
les courbes ( / ^ , u^y i i y , //;., / 'Ui , ^'Ua, iV-^, iV:,) et ( ^ i , t'a, 1':;, ^,
^ V i , î V a , ;¥;;, fVV) sont minima, et telles que tout cône (à 7 dimen-
sions) isotrope ayant son sommet sur l 'une, cont ient l 'autre : les opé-
rations du groupe conforme de l'espace à 8 d imensions , groupe à
45 paramètres, conservent ces propriétés : en retranchant, comme plus
haut, 6 paramètres pour les déplacements de chacune des surfaces
dans l'espace ordinaire à 3 d imens ions et i pour l'hornothétie, d'un
couple de surfaces applicables de l'espèce en j eu , on déduit oo32

couples analogues, distincts du couple de départ; et du même coup,
de tout mécanisme double, on fait dériver x^2 mécanismes doubles

-^\ nouveaux.

.xil1^.•C- ^^. 5. La substitution de U;; à ̂  et Y, à ^;;, par exemple, revient à rern-
' .. *' •Sj, '%, \'' I L i .

'"A. '^ \ • placer Çu^ ^3, ?/:,, u^ i{].^ ÎL, iV^, ïU^par^i, ^? ^3? —u^ ' iU^
ï\ '̂ ..Wi ^î ^;!? l1^'^ (^ ^e mème P01111 ̂  i'.et ^')? ̂  (im ^st bien une opé-
^^^!^? rat ion du groupe conforme de l'espace à 8 dimensions , (d'ailleurs avec

v^^^^ le même mécanisme de Pespace à 4 dimensions, un simple échange
du nom des indices revient à une opération analogue que Miodzie-
jowaki ne signale pas ). I l est intéressant de voir comment cette trans-
formation de Miodziejowski transforme notre mécanisme double :
soient

[(<), ^): (/n,(ï)j, [ ( A ) . ( B ) ; (I),(B)"j

les mécanismes doubles correspondant aux surfaces (7) et

[(<),(?); (a), (p)], [(a),(tô);(a),(tô)j



RÉSEAU CONJUGUÉ CONSERVÉ DANS LA DEFORMATION D'UNE SURFACE. 1-20

leurs transformés relatifs aux surfaces obtenues en mettant IL—V,
en dénominateur, au lieu de ^, — r,. Nous avons

( 1 J ) / / ,=:a,(^,4-L!,)~^i, ^^f^^'U^
cl a ;

La dérivation fourni t

( a -=. - '/n{ a == ^L_ — dlu

(,., •) ) " '' c ! { { 1 ' 4 - dv '.? ^ ' ' ^ + ̂  ',? </:; ~~ ,7//7^"7/î^7

^ / '\,= --^——, ^ ̂ -_7Lll_ . - ^_ '
l <///, 4- d\j, î du, -\- d{],3 ' :; — du, 4- ^U, "

On en dédui t
( ̂  ) .7Ï + .̂  4- ̂  - ,,\.,Ï - A, - A,~ r/-u±——^.

r/L',,, 4- c///^

En changeant /^. en — ? / „ on a

[ y ^ _ _ _ _ ^ 1 ___ ^//.

(^ ^ ) 'i ~ ^^'4 - ̂ ^-,.3 a'~ dU, -du.' " "

j .^4-a,4-^-aï-ci|-aj=^-^^
' d\J^—d(i,,,

et par suite,
( i 5 ) a, r= —————————al_________ ,

a^ 4- .̂-i -h- a-^ — cXy — el^ —• cl'-' ?

de sorte que le mécanisme [(», (6); (A), (B)j se transforme en
| ( a ) , ( p ) ; (cl), (0?)] par une inversion dans l'espace à six dimen-
sions; la transformation du mécanisme f (û) , ( 7 ) ) , (À), fB)1 est plus
compliquée : mais ceci n'a rien d 'étonnant, car nous avons vu que ce
mécanisme n'est pas lié in t r insèquement au couple de surfaces appli-
cables.

0. J'ai i n d i q u é comment le parallélisme de Peterson fait corres-
pondre au couple (S, S') le couple (I:, l^, les rôles des mécanismes
[(a), ('6); (A), (B)] et [(^ (7.); (A), (B) j se trouvent échangés :
montrons quelle est la transformation du groupe conforme à huit
d imens ions qui faït passer de (S, S^ à (I, ̂  ). On remplace respecti-
vement

( l6) .. ^n ^ ^ Ï.J.,< l̂ , U,

Ânn. Éc. Norm., (3), XLV1L — MAI ï r j 3o . in
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.ïïT^T^? J '; — // î, + u ,,5

et analogues pour < - ' , , r,, < ^ V , , V,, V,; il reste à t rouver? / , , U' .5 ^.•.?

^^ V,. On a d'abord

(18) 77,4~'l.J,=

Ecrivons ma in tenan t
4 '••

^(77,-^p~^(G.-V,y^o.( 1 9)

^^ ,^V,,-^^-

Si, pour abréger, on désigne par S^, par exemple, l'expression
^ + u^ 4- ?!;;, on voit que cette équation (19) s'écrit

iL ẑimi _ ^-s( ̂ tiriIL'vl 1) „(, ^Ln.-ÏÏ-îT^TTJT)' ~ ( /^ -ï- L' , ) ( c,, -+7 "̂) " ( p, 4- v, ):i

[^L// ,+ 'u, t^,+ v, , ,
En tenant compte de

[«,---l},—(ï',—V",)J=o.

^o) S ( // ;? — IJ2 ) + S ( ̂  — Vî ) — •2 S( //, (', — Ui V, •)
.[//,+ U,- ( r,+ V,)] [^,- U,~- (i\- V.,)] ̂  o.

on voit que la combinaison schématique

(^ /) {u,-[- l),)(î',.+ V , )

débarrassée du facteur ^,,-î- l^ (/.-î- 'V donne

( 2 1 )

{{^ 4" f/^ "h ^jf-t- ^^ — U^-- 'U^— IJ.-~- Ui
/^..-l-lJ,,,

^ + r:; "L^ + ̂  ~ v^— v:j-- v^— vi ^
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Posons
7 ^zr / / y 4- //\; --r- /^ 4- //^ — Ij ?— Ij ;; — Ij^ — U ̂ ,

_ _ l 1 — C- ,— _ i. î -4- G"

' ~ " ••> / / , -i- V; '" °- /Y... 4- lï;. ?

î' """"" ^ (^ 4- V ^ ? 'l~~ ''ï. ^^ 4- \'.^ ^

( ^ 3 ) ^^^ ^///^-T- ^//^ •t--r/f/^ 4-- ^7^?-- ^1:^,.— /7l;i2—. r/V^~^ r/\}^

( ^4') ^v:;::^ HT{] 4~ ^^Ï 4- ̂ ^ 4- rir^ - - ^[Tf — (R^— dW — (l\^.

On obt ien t , en remplaçant dans rf.r les lettres H \ , / / ^ , . . . par leurs
valeurs,

/ . . ^rfs -î'—r: —.-..,.-,-..-.,—..-.- ,
(/^,4- î,.^,)^

ce qui. prouve bien que notre t r ans fo rma t ion appar t ient au groupe
conforme de l'espace à 8 d imens ions .

IL é ta i t in téressant de rat.tac.iier à des p r inc ipes généraux la trans-
formation indiquée par .Mlod%iejowsl\i , et la notre . J 'a jouterai que la
méthode de Miodz ie jowsk i devait f a ta lement échouer pour la déforma-
t ion c o n t i n u e avec réseau doub lement conique, parce que la quan-
t i té //;; é^ale à / / . i 4 - U ^ fa i t in terveni r à la fois le mécanisme
( ï i . i , //.j, u^, / / . , ) ( F i , ^, 14, <';,) et son transformé.

CHAPITRE II.

I. - Résumé des résultats relatifs aux bases principales
obtenus antérieurement.

M. Cosse.rafc (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse^ ï873)
a montré le.premier que la condition nécessaire et suffisante pour
qu'un réseau conjugué d'une surface soit permanent, c'est-à-dire reste
conjugué au cours d 'une déformation continue, est que son Image
sphérique satisfasse au système • . . '
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plus tard, 'Blanchi a donné de ce résultat une interprétation élégante
et féconde : L'image sphériqiie d'une surface (S) rapportée à un réseau
conjugué permanent est aussi l'image sphériqiie d'une .surface (B) (')
rapportée à ses asYmptotiques^ la courbure totale de (B) ayant pour
expression
( 2 ) K.=:(—:r) : [ U ( / / ) 4 - V ( t - ) ] 2 ;

réciproquement^ à tou te surface (B) de cette espèce correspondent oc sur-
faces (S) obtenues par l ' intégration d 'une.équation deMoutard. Bianchi
a rencontré de nouveau les surfaces (B) au cours de ses recherches sur
les con^ruences W : ce sont les surfaces focales des congruences W
pour lesquelles^ aux points correspondants des deux nappes focales^ la.
courbure totale est la même.

(B)
(S)

Fig. ':>..

La correspondance entre le réseau des asymptofciques d 'une surface
(B) et le réseau conjugué d'une surface (S) correspondante est s imple :
aux points homologues M et M" de ces deux surfaces les tangentes aux
courbes u = const. de (B), ^ = const. de (S) sont parallèles; de même
pour les tangentes <' = const. de (B) et u = const. de (S).

Les équations (i ) m o n t r e n t immédia tement que les surfaces (S) et
(B) se répart issent en trois classes :

Classe (A) 1 3

i

( 1 ) Je désignerai désormais ces deux espèces de surfaces par les lettres (S) ou ( B ) .
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le réseau conjugué est formé de deux familles de géodésiques et récipro-
quement tout réseau conjugué formé de deux fa/miles géodésiques est
permanent: i l s'agit de surfaces bien connues sous le nom de surfaces
de Voss et Guicliard: M. Garnbier a étudié l eur déformation dans un
Mémoire inséré aux Acta nuitliematica en s'occupant, tout particuliè-
rement de la réalité ou de celles qui sont applicables sur des surfaces
de révolution.

Les surfaces (B) sont ici les surfaces à courbure totale constante
ÇU == const., V == const . )

Classe,B) ;-;'=. o. ; ̂  o,

les lignes / /= const. du réseau conjugué sont géodésiques, les ligues
r == const. ne le sont pas; les surfaces (li) ont une famille d^asympto"
tiques formée de courbes à torsion constante (^ === const.). Je montre
plus lo in que si deux surfaces applicables ont un réseau conjugué com-
mun comprenant une famille de géodésiques^ il existe une déformation
continue conservant ce réseau conjugué ; a u t r e m e n t dit, si un tel réseau
est base d'une déformation, il est base principale, et non base simple,

CI.-(C, ;-;;.„, ;1;-;^.

aucune des deux familles du réseau conjugué n'est formée de géodé-
siques; ni U ni V ne se réduit à une constante.

Les formules de Leiieuvre ramènent la recherche -des surfaces de
Blanchi à celle des équat ions de Moutard

^-=MÇ
qui admet tent un système (au moins) de trois solut ions liées par la
relation quadratique

^+^+^=U+V,

où U désigne une fonct ion de // seul et V une fonction de r, ces solu-
tions sont dites, suivant la terminologie adoptée par Guicliard, solu-
tions quadratiques.

M. Gambier a donné au Mémorial des Sciences mathématiques
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(fasc. XXXI) les équations que doivent vérifier les coefficients d'un
J..r donné pour que les courbes coordonnées forment un réseau con-
jugué sur •x1 surfaces représentat ives : en nou^.bornant à la classe (C),
on a le système nécessaire et suff isant :

^H'^-'-'.r.'n-i1;!'
^> h'H^- l̂'.'iH':!-

( !";;;';;-^"^
[ l e s variables // et r ont été choisies de manière que la courbure totale
d'e la surface ( B ) correspondante soit K = (— i) : (// 4- c)21.

J'ai signalé dans l ' I n t roduc t ion les pr incipaux résultats obtenus par
M.Fin ikof î .

Les exemples de surface. (S ) connus sont re la t ivement peu nom-
breux : on a d'abord le cas relativement banal, où la base principale est
formée des méridiens et parallèles des surfaces de révolution, d'où, en
transformant par parallélisme de Peters.on, les 'surfaces, moulure. Les
surfaces données par M. Goursat (Amen'can Journal of Mcithematics^
t. 45., 1892, p. i ) pour lesquelles le réseau conjugué contient une
famil le de courbes planes si tuées dans des plans parallèles, les courbes
de l'autre famille sont planes également : ISatïv a montré (Comptes
rendus^ t. i32, 1901, p. '729'') que ces surfaces sont les seules surfaces (S)
dont le réseau conjugué comprend une f a m i l l e de courbes planes , leur
détermination dépend de trois fonct ions arbitraires d 'une variable et,
à ce t i t r e , elles cons t i tuen t le type le plus étendu de surfaces (S)
connues (1). Les surfaces min ima sont surfaces de Voss; le réseau
conjugué permanent est formé des lignes de longueur nulle, son image
sphérique est formée de deux systèmes de génératrices rectilignes de
la sphère. M. Drach (Annales de Ici Faculté des Sciences de Toulouse^
211 série, t.-10, 1908, p. i2;3) a déterminé les surfaces1 (S) dont l'image
sphérique du réseau conjugué e n j e u c o n t i e n t une famille de lignes de

( l) Ce type comprend donc, connne cas pa r t i cu l i e r s , les surfaces de révo lu t ion , les
surfaces moulure déjà citées, les quadr iques , les surfaces de translation de Bianchî à
profils de translation plane dans deux plans rect angulaires.
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longueur nu l le , les surfaces ( B ) correspondantes sont réglées et à
génératrices isotropes.

Les surfaces té t raédrales

admettent 00,' réseaux conjug-ués pe rmanen t s ; pour chacun de ces
réseaux on obtient ce11 surfaces téîraédrales ayant u n e asymptot ique
commune restant rigide; cette belle propr ié té a été mise en évidence
par M. Tzi.tzei.ca (Annales de l^ Académie Roumaine : Section des
Sciences, t. 38, 1916, p. 24ï-258) et étudiée en dé ta i l par M. Gambier
(^Journal de Mathématiques, t. 5, içsG, p. 227-2( l)i) et par M. Jonas
^Mat/iefnaUsclie Annalen, t. D'2, np/g, p. 214-^57).

M. Gambier a dé terminé pa rmi les oc2 surfaces hél icoïdales ou révo-
lut ives représentatives d 'un A-'2 de révolut ion les fami l les X;1 possédant
un réseau conjugué p e r m a n e n t ( Ihdletin des Sciences mathématiqiies^
2" série, t. 1, icpG) en dehors du cas b ien connu ou les surfaces de
révolut ion se déforment en surfaces de révolut ion avec conserva t ion
des méridiens et des paral lè les , on trouve trois types de solut ions :

I ( 1 fis1 =- 11^ { ( / ( l ' 1 -h d^ ),

on a lès liélicoïdes applicables sur la développée du ccilénoïde', le c/s2 en
jeu possède 'se2 géodésiques qu'on peut répartir en réseaux définis par
ré€|uation

/.ï ( I f t ' 1 —— ( ( { ï — "/:1 ) ih^ == 0 ( 7. ==. Ct..»!lSt. ') ;

chacun d'eux est conjugué sur x1 surfaces représentatives; rhélicoïde
minitïuifn inuiginaire cl'' équation

^ \ 3 x -\- (y -i- f'z Y ] (j- -l~ iz ) =- 3 ( ?" —- iz )

appartient à chacune de ces familles ( i ) .

2 ° ds^ •==. c.îï'1 ( / ( dutj ~i~ d\ 'ï ),

(') GAMBIEH, Comptes refidus, \. E<S.S, 1 9 1 9 , p. 7''»3, et Bulletin des Sciences mathé-
iïtati(fiies (loc. cit.}^ cetl-e surface a déj;» eLe citée par M. Blaschiœ et aiit.érî<îur6iueiit
par M. Weing'arten, à propos de Ja méthode si curieuse que ceL auteur a imaginée pour
l'élude de la déformation, mais le rôle de cette surface eomnie surface de Voss-Gui"
chard avait complètement échappé, les géomètres ayant eu scrupule à conserver une
surface imaginaire et m'ayant pas remarqué les nombreuses applications qu^clle a,
même dans le domaine réel, systèmes 'cycliques, sy-stèmes orthogonaux.
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on a les hélicoïdes applicables sur le caténoïde; comme précédemment
on peut répartir les géodésiques en oo' réseaux,

/.'J dif'1 — {dr i l — /.2 ") cl\^—^. o,

tels qu^à chacun d'eux corresponde une famille oc1 de surfaces sur
lesquelles ce réseau est conjugué; chacune de ces familles cont ient
rhélicoïde minimum réel.

3° On trouve ensuite oc2 types de ds^'^ chacun d'eux donne oc2 sur-
faces hélicoïdales ou révolutives de l 'ensemble desquelles on ne peut
extraire quune famille, admettant an réseau conjugué permanent.

Ce troisième type s'obtient à partir du premier et du second par le
parallélisme de Peterson.

Dans ces trois cas, le réseau conjugué est formé de deux familles de
géodésiques; ce sont des surfaces de Voss; les deux hélicoïdes minima
sont donc oc' fois surfaces de Voss. M. Finikoff a montré que ce sont
les seules surfaces qui possèdent cette propriété.

Citons enfin l'es surfaces de translation dont les profils de translation
sont dans des plans rectangulaires, ce sont les seules surfaces admet-
tant un réseau conjugué permanent doublement cyl indrique (en dehors
des surfaces minima).

II. — Mise en équation du problème général.

I. Soient 6^ 9a, 63 trois solutions de l 'équation

(0 T^-^<)u (}^

vérifiant l'équation fonctionnelle
(a) ^+^-^U(^)+V(^);

considérons trois cas :

Premier cas : m U ni V ne se réduit à une constante. — C'est ce
que Bianchi appelle la classe (C), on peut, sans restriction, supposer

1J(^):==:^, V(P)==r,
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de sorte que (2) s'écrit

( 3 ) ^-+- ^-^~K=ll -r- C ;

dérivons en u ou ^,
(..,) S^=i, S^=1.

<7<7 '2 </(' •2

En dérivant la première équation (4) par rapport, à ^ ou de la
seconde par rapport à u, et t enan t compte de ( i ) , on a

^ • . àC, 00,(5) b^^-M(^.). .

Considérons la surface S7 décrite par le point de coordonnées
(0, , O.j, 6;/); son élément l inéaire est

ds^^'W du1 -\- 2 ¥' du dv -\- G' dv\

./^,Y2 ^ c^i ^. r- ^(^^
h = s \ o u ) ? J =: s ou W Lï =- b { ̂ ) '

e

en tenant compte de (r) et (4) on a
1 <^' ^f

( G ) — = . — — = = M,
<7t' OU

ce qui permet avec une fonction auxiliaire X. d'écrire successivement
()X âK

7 ) h. == —, (jr ---= -— ;
' c^^ ^c

(8) M = '?lx- ¥'-=-(0 + c) -^x-,
</// (h' l au (/(t

( û ') • ds''2 == -.— di^ — '2 ( // -[- ^ ') -v—-— <'̂ ^ ^(•lî 4- — ̂ ;:i ;
^^ au(){' à^

X doit vérifier l 'équation du quatrième ordre obtenue en exprimant
que la fonction p = - (u 4- c) vérifie l 'équation

( i o ) A.^ p -h i == A.^ p — K ( 2 p — A i p ),

que Blanchi (1) appelle seconde équation de P applicabilité^ équation où

( ' ) BIANCHÎ, Lezioniy t.. 1, p. •i'w. — DARBOUX, Théorie des Surfaces^ t. 3, p. 260.
Jinn. Éc. Norm., (3), XL VI!. — MAI ïgSo. l8
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les paramètres d i i îé ren t ie l s et la. courbure totale K sont relatifs à l'élé-
ment linéaire (9); à toute intégrale X de cette équation correspond
une, surface dont les coordonnées 0 , , 0.,, 0, dépendent de l ' in tégrat ion
d'une équation de Riccati; on vérifie facilement que ces coordonnées
satisfont à l'équation

^0 __ ^X^ 1 •
' ' Ou àv au ô^

II suffit pour cela de vérifier que les projections octogonales du
/ ^Q, i^Q. ^Q. \ ,. . - in .vecteur -;——', -,——» -»—-| sur trois directions non parallèles a un\()u()^ ou <h' ( ) u ( ) v J 1

même plan sont égales à celles du vecteur ( 0 , , 0.^ 0:.,) mult ipl iées
par -—-,; cette propriété résulte des identi tés

SM.——^ se^-=^ so/^=^au ' \i ar •.->
^ ^ô, . , ^X^ o —' -^ ^ ̂  ̂ . p ) — ,

du df ou à{ '
^ à^.^ _i_ à-^
ou au (}{' '.î ûu ()\'

S^ àï6ï = i -^x-
(){' ou ( } { ' 'î au (h'

DonCy les équations de Moutard qui admettent un système de trou inté-
grnies quadratiques dépendent de quatre fonctions arbitraires irréducti-
bles dhine variable (' ).

A toute surface (S^ ainsi obtenue, les formules de Leiieuvre font
correspondre une surface (B) ; les surfaces (S) à réseau conjugué per-
manent correspondantes s 'obt iennent en prenant l'enveloppe du plan

^ ( { , _^ (j^y 4-- Çj.^ ^- Ç,^ == 0,

où Q,, est une quatrième intégrale de l 'équation déjà rencontrée ( i)
ou (i i)

f^O ^X ./ i , \ — ____ ç\\ l 1 / . . —— ^ \ ' ;ou ()^ Ou ô^

linéairement indépendante de 0 , , 0.^, Og.

( 1 ) M. Demouïm a donné l'équivalent pour la recherche des systèmes de deuK solut ions
quadratiques ( Bulletiîz de P Académie de Belg'ique^ classe des sciences,'3e série, t. 6.
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Eléments linéaires ( / e s surfaces (B) et (S) et de leur représentation
sphénqf/e. — Si nous nous reportons à la méthode suivie par Darboux
pour former l 'équat ioB dont dépend la distance /•-==: \ / 2 p d 'un point
d 'une surface à un point fixe, en rapportant (S ' ) à un système de coor-
données polaires

0 ^ z==z /• ces Q ces cp, 6^ == /' cos 0 si no , .̂.; == /• si n 6',

on obtient

E7 ////' -+- -2 F' c/// //»' -i - G / ̂ ':i -- 6/r1 . . . ,/.—————————.._——.—.—,,,—— -=:;: s m'2 y Jo^-h ^/y^,

le second membre est l ' é l émen t l inéaire de la sphère décri te par
l 'extrémité du ve.cteur, u n i t é dont le support j o i n t l 'or igine au p o i n t
( O i , O.j, G:;); au t rement di t , c'est l'image sphérique des surfaces (B)
et (S); en remplaçant (jY, F7, C^ e t / - p a r leurs va leurs il v ient (1)

f ^ X i 1 (In'1f i 4 ) (1^-= — — ,——— .——-on f\ ( / / i" t'j ] // -i- f
^\ i • . , r^xr ^\ i • . , \'ô\ i "| .,

-.. ,„ ——,„ ......s..- — — — — — — ( f i l ( / ^ -4" "." ~ 7——————— (fv-.
|_ <y// ^c i ( // -) t')'-' L ̂ f . 1 ( // +- r )J

—- . . . { . . —————.„.. ^ / / / / / r + —. ,
<y// ^c i ( // -) t')'-' L <)\' \ ( // +- <

en posant
<? r-r:X — } !..(// •+- t ' ) ,

on retrouve le résultat donné en i()oi par M. Demoulin (Comptes
rendus, t. l^i, p. 26.5)

^9 ch
, ôd , ^'•2^ . , 0^ . ,( iG ) (fa--=z ——— (Ui1— -.î —.—— ^/^ ('•/c ...-j- ——— <•/(''- •

// -h C </// ^^' /'/ "h ^

remarquons (|ue l 'équation du quatrième ordre, vérif iée par X ou cp,
peut s 'obtenir directement en écrivant que (i,4 ) ou (16) est l'élément
linéaire d 'une-sur lace de courbure totale -j-i.

( 1 ) On arrive au même résu l ly l en r e m a r q u a n t que la sphère est le lien du point

61 0., 0,
^l ==---==» C.î = •"——~~—r? ^3 =——====:

^«. -r - C V ^ -r- t'1' V'^ • • • - • ^

et difrérentunit directement.
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L'élément linéaire de (B) se déduit immédiatement de (16) (').

[ âo à^^ , i ^ / >
(f^r == { u -4- r ) — dir1 4- •î ( u 4" r ) -,——- du d^ 4~ -y- d^-{ ) / / • au à\' 64'

[^0 .r ) —du1-^- •î{
[^{)u

' Soient , maintenant, M(rr, y, z ) et M(^, y, ^) deux points homo-
logues de deux surfaces (S) et (B); nous avons des identités de la
forme

( 1 8 )

^ _ _ R ^
-T- —— 1^ -T~ î
6^ 64'

^r ̂  ^ ̂
Jr '" ( ) ( (

les fonctions R et S devant satisfaire au système

(19.)

às ^p i 2 2 ) ci Jl 1
au —^ î ^~^\ î )"
àR_ ( 1 1 ) (^
^ - b / ^ I ' " 1 1 / . ^

qui exprime que les équations (18) sont complètement intégrables et
oii les symboles de Christoffel sont calculés avec les coefficients de*y
l'élément linéaire (17) ('J). L'élément linéaire de (S) s'obtient immé-
diatement

o > ̂  / ..lS'2 -,- dv1 .
<7t' J

( 90 ) ds^ == ( u~+- (•' ) R'-1 -^- du1 -i- 2 RS (' u -(- (^ ) -.—— du dv -(- S'-̂  -,- ^/^'2
|_ <7t' ' OU ÔV U^

Les coefficients de la seconde forme fondamentale
— S de d,r == Ô du^ + '2 Q' du. dv -4- ô" ^t-''2

se calculent aisément et sont :

'-v6?CO ^C3 6^Ci>-(^+^R,
<^Y rit' ^^ ^c

(21.) o == o,

à^ ô^ à^^ ./^îp Ô^-, y ^ ̂—— -y1- — .——— ( U -i- P ̂  S.au à^ ou à^

( 1 ) BIANCHÎ» Leziorii^ t. 1, p. •2.10. — DA.RBOUX, Théorie d e s ' Surfaces^ t. 4, p. 3o
(2 ) En comparant avec ce qui précède, l 'intégration du système (19) est équivalente

à celle de l'équation de Moutard ( I I ) .
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En résumé : pour obtenir les surfaces (S) admettant un réseau con-
jugué permanent dont aucune famille n^ est formée de géodésiqiiesilfaut
intégrer successivement une équation au quatrième ordre puis un système
linéaire (19) du premier ordre (équivalent à une équation de Moutarde
ce qui montre que ces surfaces dépendent de six fonctions arbitraires
irréductibles d'une variable.

Tout système de solu t ions X, R, S détermine in t r i n sèquemen t une
surface (S); si l'on désire dé terminer explicitement les coordonnées
ponctuelles ou tangentielles, i l est nécessaire d'intégrer une équation
de Riccat i . Remarquons encore que nos variables u et < ' sont les mêmes
que celles ut i l isées par M. Gambier pour établir le système (3) signalé
au paragraphe précédent, il s 'ensuit que le changement de fonct ions
défini par les équa t ions

()rn
' ^ = { f l - ^ ^ \ ^ -

à^

F = ( ^ + . ( - ^ R S — - ,— v - ,/ ^^àuàv

G.=(.4-.)S^.au

ramène le système (3) à. celui que nous venons d 'é tabl i r .

2. On doi t m a i n t e n a n t indiquer comment ayant obtenu une sur-
face (S) on ob t i en t ("au m o i n s i n t r i n s è q u e m e n t ) les oc1 surfaces (s)
déformées de (S) s u i v a n t la base principale (u, ^). Galcalons pour cela
la seconde forme — Sdcdx de (S) et de (s), on a pour (S) et (s) les
secondes formes

o di^ -+- o" d^ et à du^ -j- ^/ dv^

on peut écrire avec une inconnue auxiliaire \ ou v

7} == /.o. y==. y : 7, /.^ = i + l-
'' ^

elles équat ions de Gauss-Codaxzi fournissent aussitôt (en nous bor"
nant à la classe C)

<)v _ v -4-1 àv _ v • .
an //. -+- ç9 àv if + v

(ff _i- p) (^ .+. i) -==.— V, (u 4- P)v ===— U,
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Y et •U étant des fonctions de r seul ou // seul, on voit la reial ion
identique

n -4- r =-= — V 4- U.

d'où, avec une cons tan te arbitraire ky qui est le paramètre de déforma-
t ion ,

V ^ — r - 4 - Â - . U =://-!- / \ -
- „ y 4- i V /• — r

Ces résultats avaient été signalés par M. Tzitxéica, les surfaces S se
trouvent ainsi déterminées in t r insèquement .

Il est intéressant de donner l 'élément ch2 de rimage spliérique
^/o-'2--^ e €/{t'14- ^ /" d(f d^ 4- ^•rA''2,

on sait, résultat classique, que l'on a
_ Go1 _ — F ô ô ^ E o " ' ^e „, -^- .̂.̂ , j ̂  .̂̂ ^^ , ^ ̂  ̂ ^^,

p— ^ ~

Donc eg — /2, ni /, ni eg ne changent ( ' ), on a

(h
, .. A - — c à(( ' ()^ /• 4- / /

c(^^-.—— ———du'1—1! -——du dv 4- 7-'—dv1
A -+~ ff ff 4- <' </// </(' />• _ c

_ ^ dit-1

on' ///4- r'
^^ / , , , , (W d^•î .—— dit' ^(•''4- —— ———— .

< ) ( / à ^ ' ()^ a11-\- ^

La seconde expression a pour but de reproduire la forme (16)
de rfcr2, on voit aisément que l'on peut prendre

(9.3)'

C' ) ^interprétation de ce f a i t , qui est vrai encore pour âne base simple, est év idente
mais semble n'être pas suff isamment mise en relief dans Renseignement de celte
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et par sui te .. :

, , , / î ^ i ' AT' \
o' { ( i , f ) ̂  o ,———, ? ,———r •

' \/>- — // />• -4" c /

Donc, de toute solution 9 de l 'équation d'ordre 4 obtenue précé-
demment , on dédui t la solution nouvel le

/ /•// /•c \
( ̂ \ ) 9 ———, —— ,• ^ / - — if /• -4- r/

correspondant à la déformation c o n t i n u e ; la fonction o(«, r) se
retrouve si la constante k dev ien t iniïnie. On a ensuile

X ( / / . {' ) z^ o ( / / , r ' ) 4 - - 7 L ( ' ^ -i-c ),
.( '

\'(n\ ^') == 9 1 ' ( / / / , r 7 ) •~i- 7- .L( 1 1 ' ' ~-\- t ' ' ) ,
; ' ' 4

;EE 9 ( / / , r )-l-^ L(^. --1- r ) •-" ^L (Â - 4-^) -- ^L(7.-— r) + ^- L/.-

' ou finalement
(.5) X ' ( / / ' , ..') .. M//, ..) - 1-L(^ ) - \ «.(̂  )

- \ ( i ' " ' /•v' \ ' 1 ( / \ ' T ^ /' ^- x ^7-r7/'1 /7-^-; - T '^/^-T/'} - 4 L \T~^^) '

si donc X( / / , c) est une solat ion de l 'équation du qua t r ième ordre
en X,

/ La /T \ • , /• i /•A ^ ̂ _^, ̂ .̂̂  ̂  _.. ̂  g, ̂ .̂ _ ^.s, ̂ _^

est une nouvel le solution
Ceci prouve que si l'on a obtenu trois intégrales 6 , , G a , 83 d 'une

équat ion
• ^-=M^

àfi à^
liées par la relation

^.4- ^4» ̂ ^îj 4-- V,

U étant fonct ion de // et V de <', la surface S correspondante peut se
déformer en une surface S/.. où le réseau (u, r) est encore conjugué;

théorie : deux portions homologues de surfaces applicable? ont des représentations
sphériques é ffiiiv aïeules ; les images sphérîques de la base (simple ou principale)
conservent leur an^le.
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représentons par 9,/,, ôa/,, Q.-u- les solutions correspondant à S/,, on a

T î Â'u -4-./.- -V - ÂJV Î - "L|,=^^+Â , \ ,_^^-Â ,

où k est le paramètre de déformation, k ' et k" deux constantes arbi-
traires, qui peuvent être regardées comme fonctions arbitraires de À';
en effet, la constante //'peut être supprimée; ensuite passer de ——,-^

/^V . MJ Â-V , .,, , , , , . ,, _ ,-, a ——, /——V est possIble par une homothetie sur la sur-
face B/, : il est clair, en effet, qu'à une surface S/, correspondent oc1

surfaces B/, déterminées à une homothetie près; les fonctions U/.. et V/,
qui correspondent à une même substitution homographique sur U
et -— V ne donnent pas un résultat plus général que .—--: i ———, mais
dans les applications il importe de tenir compte de ces résultats.

Ce qui précède permet d'expliquer, en particulier, pourquoi en
remplaçant U et V par U •+•//, et V — A et les expressions , . ,?

À-V Â - ( U - r - A ) . A - ( Y — A ) , , , . , . , ' ^, _ ••„ par ,-—,-;—,- et , ̂  ...—,- on 11 obtient rien de nouveau ; en ettet,
on peut écrire

Â-U __ _A_V_ _ ^J^_ ^ ^
t + u + /7-r"v — F+TU -+ /Tir"̂

ÎLl̂ l ^ Y-'zAI „ -Â'2 - „ h"' _„^ 4- h-+-v + ̂ -zr\r~^~h =z ̂ "̂ "l̂ 'u + ̂ "^"r'irv7

on voit que remplacer la première expression par la seconde revient à
faire sur le paramètre de déformation le changement de variable
î^ = fc •+- h et sur B/, une homothet ie ; ceci explique pourquoi nous
nous bornons a la formule (a4) avec une seule constante /: et non

/au 4- b a^ — h \o — — — — , „:———_ .
' \CIL -\- d — ('v 4- ci )

3. Transformations asympto tiques spéciales des surfaces (B) qui accom-
pagnent une surface (S) au cours de sa déformation. — Je rappelle
rapidement la théorie des transformations asymptotiques imaginée
par Blanchi ( ^ ).

( 1 ) BIANCHÏ, Lezioni^ t. II, p. 40-89; Rendiconti di Palermo^ 1908; Annali di
Mat., 8e série, t. X, i<S9o, p. 3.
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Soient O , ; Ô.j, 63 trois solutions, l inéa i rement indépendantes, d ' une
équation de Moutard

( M ) -^ =:M(^. r ) 9 .
<7^ <7r

les formules de Leiieuvre leur font correspondre une surface (|3) rap-
portée à ses asymptotiques; la t ransformation de Moutard effectuée à
l'aide d 'une quatrième solution H t ransforme 6, , 9a, 63 en trois in té-
grales 6',, 6'.,/0^ de l 'équation

(Mn à î ( j > -\\ ^R h'\ i>.i. ; -,.—:.— — 1 1 . ———- j ,
(/K <7t' àfi w

auxquelles correspond u n e nouvelle surface ( fJ ' ) rapportée à ses
asymptotiques; ( ? ) et ( p ^ ) sont les deux nappes de la surface focale
d'une congruence, appelée par Blanchi congruence W, telle que les
foyers d'un même rayon soient les points de mêmes {u, P), c'est cette
correspondance qu ' i l a nommée t ransformat ion asymptotique, je n'in-
siste pas sur toutes ces propr ié tés b ien connues .

Supposons m a i n t e n a n t que 0 , , (L, Û;i s o i en t trois solut ions quadra-
tiques; en général il n 'en est pas de même de 9 , , 61,, 6';;; Bianchi a
mantré (Lezioni, t. II, p. 79) qu'il existe ce2 intégrales R, que n o u s
nommerons transformatrices, telles que l'on ait

6'7 4- ̂  -4- ̂  == 6',2 +- ̂  -4- ̂  = U ( ( { ) -}- Y ( ^ ),

les surfaces (?) et ^3') sont alors des surfaces (B ) pour lesquelles, aux
points homologues, la courbure totale est la même.

J ' indique comment se calculent ces solut ions R :
Écrivons l 'é lément l inéa i re de la représentation sphérique de (B)

sous la forme

cla1 == e da^ 4- 9. ̂ ^g' cos 2 ?^ du d\? -+- g dv '•î

et posons
(7 /lJ~Z(26 ) ^^Vv-^-r

Ânn. Éc. A'orm., (3), X L V 1 Ï . — MAI 19^0. 1 9
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à toute solu t ion -L do système complètement i n t é g r a b l e -

S â'b ()^ / e \ i •>. / ' . ~ o" . ,
~."-1- == — -^- i / — si il '•>.<») -1- Y ^ col - s ni ( 'i/ -r- r') ).^// ^/ y ^ ^ ï \ '-î

| -^ r)r,) / ^ \ 1 ••i ; . ^ - CT . ,
f ^———^ -y^; , ^ sn,.<.-v,rlan^snu^--^),

équivalent à une équation de Biccati, correspond la solution \\

/T ^ ' '1
/ cop:>

( • • ï . S ) Io^S;{== f 1 ———'- ———.--- 4 - ^ ^ cot-^ C(.)s('i; 4-< '> > | di(

r > 0 ' i
l(u^ ^ \ ' - cr

-+- | -—-——' -,———— -}- y "• tar i ̂  ^ cos ( 'L — ^ > ) | ̂ /(\
(, •,> l 4- \ v ' l ! •>. k J

Happelons encore une élégante p ropos i t ion due à B ianch î i Sorent
R i et IL deux solut ions transformatrices correspondant à deux inté-
grales 4'i et '̂  da système (27), ( B, ) et (B'., ) les surfaces transformées
de ( ti ), (M, ) et (M.',) les équations de Moutard transformées de ( M ) ; si
l 'on transforme ( B , ) et (M\) à l ' a ide de la t ransformée de IL par l i ,
ou ( B, ) et (1MT, ) à l 'aide de la transformée de IL par IL, ou obtient la
même surface (c8) et la même équa t ion ( ^ T L ) ; de plus ( B ) y (B | ) , ( B ^ , ),
( c B ) on t n i ^ f H ! 1 courbure totale aux poin ts homologues, c'est cette pro-
pos i t ion que Blanchi nomme Théorème spécial de permutûbilité pour
les surfaces ( B ) ; ( B | ) et (B,_,) étant obtenues, (<J3) s 'obt ient 'par de
si m pies q aad ratures.

Je donne ma in t enan t quelques résultats nouveaux concernant la
déformat ion des surfaces (S) et la t ransformat ion des surfaces ( B ) cor-
respondantes.

Considérons deux surfaces ( S ) et ( B ) correspondant à trois i n t é "
orales quadrat iques Q | , 0_», 0;,. de l 'équat ion

<)^ _ ^\ ^
au (){' ()u <)^

telles que
^••j* .4,... Cj^ 4._ r/^ ̂  n — (^

soient (S/,) une déformée de (S) sur le réseau conjugué ( //, L) comme
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base, ( B / , ) la surface auxi l ia i re de Blanchi co r re spondan te : ' c e s sur-
faces sont re la t ives à trois intégrales quadra t iques 6 i / , , (L/,, O;;/,

,., ,.. ^ /.V: ^,-,^,+^,=^-^,.,-..^—-

d ' u n e é q u a t i o n de Moutard q u i ^ nous a l l o n s le voir, n'est autre que
réqual ion ( 2<) )-

Le changement de variables ( 23) fait écrire
0']/,~-^^-0^,'=H'-{- ( • ' .

de sorte que O i / , ( ' / / ' , v ' ), 0 ^ / . ( 1 1 ' , c'), ^ ^ , ( u ' , c ' ) sont s o l u t i o n s de l 'équa-
t i o n

^ ^'^' „ ^ x / .t < 7 < > > ^^^^_^^^.

oa X' désigne la s o l u t i o n de l ' équa t i on ( 10) d é f i n i e par l ' équat ion ( 2 , ) )
ce à l aque l l e , d 'après ce que n o u s avons vu plus hau l , ne correspond
i]{\'iine seuir surface ( B/.) don t la courbure to(ale est — —^——^^^^^^^^^
l ' i d e n t i t é

^V ^\ du ^'
( ) l l ! ( ) \ ' ()u ( ) \ ' f l l f ' ( 1 \ ' '

inontre que si l 'on rev ien t aux v a r i a b l e s p r i m i t i v e s 0 ( / , ( / / , c), ^ ^ / ; ( n , < ' ) .
0;( / . ( //-, c ) sont trois intégrales de l ' équa t ion ( 2() ').

Donc <juand( S).vc déforme^ avec conservation du réseau conjugué ( u, s ' ) ,
^équation tan^'entielle de Lapluce, ramenée à In forme de Moutard, ne
change pas ( 1 ).

Etudions i na in t enan t les transformées asyniptotiques spéciales des
surfaces ( ' B/,.), examinons les équa t ions (26 ), (27), (28).

Pour la surface (B) , ou a
} r>' ''-= ^ l'^' -=- '/ i \ - • / ^ \ ~~ ' ;7::j::7 *

r; / ( ( „. //. , • •
lu 1 1 ° - =-:: i / ——— ( // ~=z coiisl. în'lull'aii'e1 ) :

' •-> y r -!- //

( 1 ) Des l e c l i i r e s . f a i t e s depu i s lu rédac t ion de ce t r ava i l , nrolU appri? q u e
M. MasIoH' a o b t e n u le i t i e t t i c r é s i i l t n t [ ) ; i r n i ie i n e l l i o d e di(îere'ii(e ( Hecifeil <{e la
Société f n « ( I t € f H ( i t i < / u e de Moseoii, t . ; { ; ? ) .
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pour la surface { B / ; } , en posant

on a

en portant ces valeurs de j 1<Ï ' -, j 1^ et t a n g ^ dans les équat ions ( 2 8 )
et , ( 2 7 ) et en remarquant que Rangle co ne dépend pas du paramètre
de déformation, on voit que les so lu t ions transformatrices R sont les
mêmes pour (B) et (B^.).

Considérons une surface (S') correspondant à la t ransformée ( B')
de (B) par une solut ion R dé terminée , et 0 , , Q^ , 0^ les t ransformées
d e 0 , , ' 0 , , 0,

^ -r- ̂  4- ̂  -==•- ̂  4- 6^ -r" V^ = " -\- C,

si (S') se déforme en (S//), ('B1') se t ransforme en (.3^) et 0 , , 0!,, 0;';5
en 0,,, 0^,

/ . . . /-,., .,., r ' - > ^'f( / r l t <

^T/.+ ^•-4- ^/:=^ll7•-t- ̂ -r- ̂ ^-= / - — — ••+- 7————/» —^— i i /> — »

ou en faisant le changement de variables déf in i par les équations ( 2'3 ) :

. r j ] /^ ^A:-r- Oif,= ^^4- %4- ̂ = u'^ r7,

O , / , ? O./,y Ô^/, sont (rois intégrales de l 'équation de Moutard

,3n ^=^^^ \ , ( ^ ^r u f / 7 / ' .-/^ '\^^^__^ Â•4- ( ' / ;OU ÔV < f l ( 0^ \ /, — ff À - — ( '

transformée de Vcqiiaiion (3o} par l{, cette équat ion admet aussi les
trois intégrales quadratiques 0^., 0",^ 8^^, transformées O,/ , , 0^,, O;;/, de
sorte que l'on a

h"î i L"l , û'2 __ £"!.! i ^'1 , ^/'L> -_ / / , . , / .J i /• -i~ ^»/. -f- ^:,/,— J i /,. -1- 'J.,i, — ^.. /-— ff -r C ,
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i l résulte des considérat ions faites au n° 1 da paragraphe ac tuel que
l'on peut passer du groupe (6'^., 6^ 8^.) au groupe (0,;,, 0^, 0^,') par
une t ransformat ion orthogonale, équ iva len te à un déplacement de (B;/),
on peut donc supposer

on voit donc que B/. est transformée asymptotique de B/,, la solution
transformatrice R éteint indépendante du paramètre /'.

4. Deuxième cas : F une des fonctions U ou V se réduit à une cons-
tante. — Supposons pour fixer les idées que ce soit V; nous pouvons
sans restriction supposer U =-= Uy Y = o, les équations (3 ) , (4 )? ( ^ )?
(G ) sont remplacées par

^-,- Q^-+-^=n,

, - <)€, \ ^ , ^y, , ̂ , ^i.s 0, —=-, .s h, — ̂  o, .s — — == -.- M / / .
un \\ </»' ( / ( f </('

Nous en déduisons, pour les coefficients de l'éléînent linéaire de S',

^^VI ^--o
()^ ' Ou

G' est donc une fonction de r sciil^ nous pouvons sans res t re indre
supposer G'== i, d'où

( 3 a j d^ 'ï^=- 'E' ( / { ( ^ — 2 u — du d^ — d^-.
ôv

Comme plus haut nous ob tenons l 'équation à laquelle doit satis-
faire l? en écr ivant que ? = {- u vérif ie l 'équation (10) où les para-
mètres dif îérentiels et la courbure totale K sont relatifs à l 'élément (32);
on obt ient a i n s i une équation du troisième ordre, au l ieu du qua t r ième
comme dans le premier cas; on obt ien t d^ et d^'2 comme plus haut

, , [ V : i \ . , dEf d^
(/fj'1-^:. — — -— du- — 2 —— du d^ -<- —

\ U | U'1 ) ()^ ,- //

et

f/^==: [ E ' ( f — -, } dif'1-^ 'î i— i( ' 1 du c/r -4" // cA'"2.\ v ^
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en posai) t

// \ fi ' 1

il v i en t
^ , , //c"{ :),> ) iffjî -^ /. ( / { / ^ ..- •;> ( ( - ,//// ^/f -4_ ——.._.. ,
^<' ^

( •^ ) (i^-.^. ô t l u ' 1 4- •>. // — du (f\' -r- ^ ^/r'2 :
ô\'

pour achever la c lé te rmina t ion des surfaces S correspondantes i l faut
mai i r tenani intégrer le système (19) où les svîïîboles de C h r i s t o n e l
sont calculés à part ir de (23),

Donc, la détermination des surfaces ( B ) dont imç /}w{l{k7 de ligner
asymptotiques est formée de courber à torsion constante dépend de trois
fonctions arbitraires irréductibles d'une variable: les surfaces (S) dont
une j armile du réseau conjugué permanent est forme de géodésiques
dépendent de cinq fonctions irréductibles d'une variable.

^. Troisième cas : les fonctions U et V se réduisent toutes deux à
une constante. — Je ne cite que pour mémoire ce cas bien connu; les
surfaces ( B ) sont à courbure totale constante et les surlaces (S) sont
les surfaces de Voss.

Sans r e s t r e ind re nous p o u v o n s supposer U = V == -1-, on a

S^fi^^o, S ^ ^ i — — M
^({ ^' ' ( ) ( ( ^- ~

K' est une f o n c t i o n de // seu l et G' u n e fonc t ion de c seu l , nous pou-
vons sans r e s t r i c t i o n supposer E^G7^ i et en posant Al ==:cos2oj ,
on a
{ ^ 1 ) > c/.v'^m- ch'1 .-= di^ •4 cos'- io) ( I f i //r 4- //c'^
( •Jb ' (/^ï :== du'1 -j- '>, ros-^ o) (hi d^ -;~ // i—

en écr ivant que l ' é l émen t l i u é î t i r e ( 2 4 ) c o n v i e n t à u n e sur face de
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courbure to ta le -r i 011 a le résul ta t classique

()u <)^ ~"

III. — Surfaces B applicables sur des surfaces de révolution.

1. Surfaces de In classe { C ) . — A u c u n e fami l le de lignes asympto-
tiques n'est f o r m é e de courbes à tors ion cons t an te ; si une te l le
surface est appl icable sur une surface de révolut ion les courbes
a 4- ^^oojist. recouvrent les paral lè les et. par conséquent , les coefll-
cients de l 'é lément l inéaire ne dépendent que de l ' a rgument x ==//-{- c;
ta fonct ion -p du paragraphe précédent est fonct ion de x seul et l 'on a

<)^ ()^ d^ à'1 ̂  _ ^ 1 ^
ài( c^' di' ^l< <^' tf'i^

on est ainsi amené à poser
n==./.^,(f.f

de sorte que l 'é lément l i n é a i r e (17) s'écrit
( i - ' > (^ï -=: \ \ ( f in ' 1 +- a^ } -1" î-t ( -r il' — î 1 ) dff ^<'-

La fonc t ion 11 est déterminée par I n é q u a t i o n d i l f é r en t i e l l e du troi-
sième ordre o b t e n u e en éga lan t a — -^ la courbure to ta le de l ' é lément
l i n é a i r e ( î 7')
( î ) .^mrcJi — . r s i ' )

-4- .r i 1 " ( . r - 1 1 S ' H /' ..- .r 1 î î i ' - .r 1 1 " ) -i- î i t i/' + î S '' ( ^ l ^ - •iir } ! /' » ̂  °-

L'ordre s'al^iisse d 'une u n i t é en faisant le changement de va r i ab le
i dx _

~r 7Ï\[ "^

en p r e n a n t pour fonc t ion i n c o n n u e la f o n c t i o n ^11) , l ' équa t ion ( i )
d e v i e n t
{ ' A ) | 3 ( _ { ' - + • i '1 r / ( / " - + - ^ / / ' - r - / - ' j ]

X ( •d .! / - - 1 ) ( / / -i" / ' ) |: - - / / — •> ( î - î ~ ! j / ^ / / - r~ rl ^ 1
-p.. i:!/'-..-}- / ( ^ l t / - ~ 1^=0,
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on aperçoit la solution t = —inacceptab le , car elle donne pour les
coefficients de (17') des valeurs toutes égales entre elles; ceci posé,
faisons le nouveau changement de variable

^.==,H+;,

l 'équation (2) devient
( 3 ) , . H, ( 2 ̂ ' — F2 ) -r- y ( S' — 1 ) = 0,

la surface est rapportée «à ses asymptotiques; les coefficients de sa
seconde forme fondamentale sont donc

/H/^H-.rir)
0=0, O'=i/——————————————————————————y Q" =:(:),y • x

ils ne dépendent pas de x, et, par suite, les surfaces obtenues sont
hélicoïdales ou révolutives; pour décider entre ces deux éventualités,
formons l'équation des lignes de courbure

<ln ï — d^ î == o.

qui montre que les courbes x = = = = ^ + ^ = = const. sont lignes de cour-
bure : on a donc des surfaces de résolution.

Une solution particulière évidente de l'équation (3) est

. / H + C V

où G est une constante arbitraire; revenons aux variables primitives
î. d.v , a

,v 7i\\ ( ri -4- G -(- -2 )2 — /! ( G 4-1 f

en in tégran t et en posante == \/c 4- î ,
. _ j^(i -^-p)2—^"^(I—/./)2

^-l' ~ Xf

2. Surfaces de la classe (B). — Les asymptotiques u == const. sont
des courbes a torsion constante; dans l'application sur une surface de
révolution, elles recouvrent les parallèles; elles ont donc leur cour-
bure constante, ce sont des hélices; d'autre part, les coefficients de
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l 'élément l inéaire (23) du paragraphe précédent ne doivent dépendre
que de u, donc, (— = o; on a des surfaces m i n i m a , les coefficients de
la seconde forme fondamenta le

0 z-= 0, 0'== i / — ? 0 " •==. 0y K
ne dépendent aussi que de //, les surfaces cherchées sont hélicoïdales;
ce s'ont les deux hélicoïdes minima. On peut vérifier ce résultat en
formant l 'équation différentiel le en ê obtenue en écrivant que la cour-
bure totale de la surface est — -1—

iF-

r .... ,• ^
4 Ô - — Ô — U —— =='(j,

du

dont les solutions s 'obt iennent a isément :
d& du \

on peut, sans restreindre, supposer A ==4. <^ le changement de
variable ^=ch 2 ^ donne l 'élément connu de l 'hélicoïde m i n i m u m
réel

d^--=, c i l 2 / / , ( du\ -\- d^ » .
j
y î
4

le changement de variable u = u^ donne immédiatement l 'é lément
l inéaire de l 'hélicoïde minimum imaginaire

r/ï2= u^( du^-\- d^}.

Les surfaces ( S ) correspondantes sont : pour l 'hélicoïde réel, les sur-
faces moulures ordinaires; pour l 'hélicoïde imaginaire, les surfaces
moulures signalées par M. Gambier dans son Mémoire Sur guelcjues cas
méconnus de la déformation des surfaces (^Bulletin de la Société mathé-
matique de France^ 1929, p. 224-23q).

IV. — Surface de la seconde classe de Bianchi.

ï° Considérons deux surfaces applicables (S) et (S^ ) rapportées à
leur réseau conjugué commun u, ^ pour lequel les courbes ^ == const.
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scmt des g'éôdésiques tandis- que les courbes H = const, ne possèdent.
pas cette propriété , réiénierîl l inéa i re de ( S ) é tant

( i ) /V.s^rr: K c///'2-}- ^ F (/n c/r 4- G ^/r2.

On a la condi t ion classique sous l 'une 00 l 'autre forme

f) \ F. ( ) ( F \ p i /
l 2 ) --1—- == - , ( —— «II \= 0

^r ^// \ > j<^ / / -z \

Les coefficients o, o\ o", 0 , , 0'^ ï'\ des secondes formes tondatïien"
taies de (S) et (S i ) satisfont aux équat ions

O'r-r: o, O'i ~~=. 0

et aux équations de Gauss et Codaxxi

i ^ } ! oô"' ~=- II '2 K.

i ^o ^ i ' > . i
( .) > -; -, == ,

0 <7t' f J ^

,„, .l^"^.;^;-0,,-;"^,
o <y^ ( i i o / '.î \

H ' ) ' ' yi<)';== ii2 K,
( 5 - ) 1 ^=.; f•^

0| ^t' / l \

( : » - ) .t ̂  —.„- i ^ ^ / 0 1 . .+,. ^ 1 ^ / ,
^'[ ( ) l l 1 l \ 0'[ / 2 ^

où K est la courbure totale, avec

1P==EG-- F^

pour abréger l 'écri ture, posons encore

;•;•;=.. ;"^-i:. ;•;;=-,:. a ,̂i.

les équa t ions (5) et ( Ô ' j ) , ( 4 ) et ( 4 / ) montrent que l 'ou a
, . '' ~\ T \ '\ If -•> I I 1 :
{ 7 ,) 0 :r-- o, t . 1 . o m y ^ : [ ,

où U e§t une (onction de ^ ^ul; en por tan t dans ( o) et (^ ) ces valeurs
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de o et G\ pu is re t ranchant membre a membre , •

^ lo^r =.i- î( i , - . . - . [ s. ) ô , : , , ,
fj 1 ( ^ ( == ! - î ( i - l ^ ) r î , : o';^/ ' - i i

OU

(^> ' I 1 ' : l i 1 — r^zrr HQ, : 0,.

nous supposons U ̂  ± i, ce qui revient à supposer que (S ) e t ( S.i ) ne
sont n i égales ni symé t r iques , cas bana l que nous é c a r t o n s ; de la
compara i son de ( '7 ) et ( 8 ), i l résulte

ce qu i m o n t r e que les expressions Ko : ̂  et B o, : o'\ sont des fonc t ions
de la seule variable / / , ceci condui t à poser

( , 1 0 » 0" : 1 - Î Q -—= 'II,

cette é q u a t i o n , j o in t e à l ' é q u a t i o n de G a us s
•'- '\ I! /->,oo =-1^

d o n n e

< i i ) o^ •==: S - î il -II, o1 -== fl : H -II ( ' ) ,

les racines carrées d o n n a n t o et o" d o i v e n t être prises de manière que
l'on a i t oc^^U; en por tan t ces va leurs dans les équations (5 ) et ( 6 ) ,
on o b t i e n t
(ru -z\-=. \ lon-( i2 : f - î ) .

^('

( l3 } ^ : -II , - • î ( : •= [ \^{il\\ ) -!- tU/ —II.
( / i l

( i ^ ) d o n n e ( ine c o n d i t i o n nécessa i re pour l ' é l é m e n t l inéaire , et
( t3 ) mon t re que

•>.<\ •— <) J o ^ ( i 2 I î )<în

est anss i u n e fonc t ion de // s e u l ; on a donc la n o u v e l l e c o n d i t i o n

' ) Les l i i ' n e s u — const . n ' é l a n t pas ^éoi . iébiqiies U .-••- (».
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nécessaire

î Les condit ions nécessaires (2'), (12) et (j4) sont suffisantes: en ef fe t ,
si elles sont satisfaites, ( i 3 ) dev ien t une équation différentielle ordi-
naire en 'II qui s'intègre par une quadrature et l ivre '11 avec une cons-
tante arbitraire X; les équations ( i i ) donnen t o' et o" qui, en vertu de
(12) e t ( r 3 \ vér i f ien t les équa t ions de Codazzi et dépendent de A ; on
obtient donc co' surfaces appl icables sur le réseau conjugué ( u , ^ )
comme base et pour lequel , en vertu de ( 2 ) , les courbes () == const.
sont des géodésiques.

Observons que, p o u r établir le système d'équation ( 2 ) , ( i 2), ( 14)5 i l a
suffi de supposer l 'existence de deux surfaces applicables (S) et ( S , )
de l'espèce en j e u , il en résulte que : si l'on a un couple (S, S, ) clé sur-
faces applicables dont le réseau conjugué comprend une famille de
lignes géodésiques^ il existe une déformation continue^ faisant passer
de ( S } à (Si ) a\'ec consen'ation de 'ce réseau conjugué au cours de / a
déformation.

Voyons main tenant comment les coefficients dépendent du para-
mètre de déformation; -nous supposons donc (2 ) , ( 1 2 ) e,t ( i 4 ) satis-
fai tes; soi t 'IL une solution particulière de (i3) : les équat ions ( i ï ) lu i
fon t correspondre une surface (S), l 'équation (i3) peut s^écrire

tu/ 2 _aL/ ^ï~~e "^ ~'u5

où 'IL est la fonction inconnue; pour intégrer il suffit de faire le chan-
gement de fonction

.1=^ u-
V ^i

En négl igeant le facteur de proport ionnal i té i n t r o d u i t par le chan-
gement de fonction que nous venons de faire, on obt ient de sui te

d\m
T]^ _ / ("> I] " l i '

•Vf*»' l y /-v V- i 1 '> -\ •> h<iri \..,1 i V i

0,,=,^-^, 0,=,^ ̂ ^

on voit que (S) correspond à A == o.
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Etude du système ( ' 2 ) , { 1 2 ) , 04')- ~ Nous écrirons

/ ^X-Y F— (A: </x

\<^// 7 î ^//r ^f

no il s n 'avons pi lis que deux incontuies X et G que dé te rminen i : , les
équations (12) et: (14') qui. s 'écr ivent

„ ^\ ô\ ()X,) ( ___ _ __ __ _
, , ô , 12 f)if <)r <)\' au

f)^ ^ H — à\. F /^^V
Thi ~ \ ̂ : i

ôG ()\. ^\

on peul remplacer ( ' r ' V } par une intégrale j ) remière évidente

,%'- ^y.
où V désigne u n e fonc t ion de ^; désorn ia i s nous éc r i rons l ' au l ieu
de I J i , aucu.îie confusion n 'é tant possible avec la fonct ion [T du début
ce ce paragraphe. La forme des équat ions précédentes se s impli t ie
encore quelque peu si. l 'on remplace la, f onc t ion i n c o n n u e G par la fonc-
tion Z définie par l ' équa t ion

,-., .. / <A\ ^ : ;

nous aboutissons ainsi au système d é f i n i t i f ne compor tan t que les
deux inconnues X, et Z et deux équat ions

< 1 } • < Z (}\ à 12 (}7. ()\
ou ( ) \ - ^ 8i ôfi ôc

à toute solution ( X , Z ) de ce système correspond une f ami l l e de sur-
faces applicables de la seconde classe; 1/élérnent linéaire de ces sur-
faces est

'" •) \ ^ r t

( { 5 ) ^2^,/X2^,Z(^ }\/V ̂
' (J^ )
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les coefficients de la seconde forme fondamentale sont , comme nous
l'avons vu,

..> H LT- „ ..., rx/1-^^7

^=^r^r ^°- ^=^-^—-
où A est le paramètre de déformat ion; si l 'on veut d o n n e r exp l i c i t e -
ment les équat ions de la surface, i l faut intégrer une équat ion de
Riccat i .

2. lîeprésentation splumjuc. — Les coeflicients de l ' é lément l inéa i re
de la représentation sphérique
( î •j ) fia'2 == edu'14- \>. f du d\' -i -- ^ rh''1

se ca l cu len t par les fo rmules c lass iques

on obt ient
()\

.. , Z l^l^ /<A.Y . {]'{::' "au ' l.^+À
( I s ) '=' W \TIT^T) [ ̂ ) ' j "-- ~ Hv- ^-? ^ =r -^~î

"^c

on sait que les lignes coordonnées é t an t conjuguées sur ( S ) les cosi-
nus directeurs c, c, c" de la normale sa t i s font à u n e é q u a t i o n de
La p la ce

^e ^o , àb
( K) ) " „ - ̂  ^ - ,4,.. ^ -. ^_ y^ r= o.

on </c ^/^ r/c '

d o n t les coefficients ne dépendent que de r,/', g , et de leurs dérivées
premières et sont déterminées par les équations

, i àe , i ôy ,
( ̂  } j = y. ^ ^ + y.. 4- py =o, -^ ̂  .4- ay + ,̂  = n-

desquelles on t i re
./—.-J1^ ^- . t 1^ 7 .^ _ ^ ^ ^ _ ^^ ,

le réseau ( u^ r) é t an t con jugué , on a
, ()r (h

C'U» ^ ^o,
</(' </^

(^) . ' S r - ^ :=:<):
^('
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d'autre par t , les courbes r—: consL sont des géodésiqués : les vecteurs

f f ) '1 . / ' f)'1 y ()ï^\ f ô,ï' <)y ()z\ . „i , , ,„-, . , ( r , c. c }
\<}ff- un- <ni- J \ ( ) ( ( un du /

sont co | ) lanâires , de sorte que de (21) et ( 2 ^ 2 ) il résulte

, ^2,r Oc.
( ^3 1 ^ -y-, -..:=0:

( / / / - <h'

dérivons ( 2 1 ) pn tenant compte de (23), il vient

- dr ir~('
\ " { k ( ) t ( ( ) i f <)r '

en remplaçant: les dérivés -.——5 ——, -—.par leurs valeurs tirées
"- ' ( ) i ( (h' on (h' <)n ^i' i

de ( ic) ) on obtient
. < àr ()J' ^

ôif < ) ( i
or

, ()r ô.r
tS - • 1 -— -z_: (') :

< ) l f < ) { !

donc
a.:::-.^ _ ^o

et
àc <)^

\ \ •>. / ' _ I ^C 1 ( ) l f \ \ r

^ o, \ ~ ^ j ' ^ ^ ~ \ 'î ,..4_ /

de sorte que l ' équa t ion ( 1 9 ) s^écr i t

c'est u n e équat ion à i n v a r i a n t s égaux; donc l ' iniage sphérique du
réseau con jugué envisagé sur ( S ) est l ' image s ] ïhér ique des asympto-
t iques d ' une cer taine surface ( B ) ; la torsion des asymptotiques qui
|)assent |)ar un p o i n t de cette surlace est
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o î i a retrouvé la surface auxi l ia i re de Blanchi dont les lignes asympto-
tiques u == const. sont à torsion constante.

3. Étude d'une solution particulière. — Je me propose de rechercher
les solut ions •pour lesquelles les coefficients E, F, G- ne dépendent
que. de ̂  = u -^ <', de sorte que, pour toute surface (S) représentative,
si l'on fait correspondre le point \u -4- h, ^—h} au point (^ (/), où h
est une constante quelconque, la correspondance établie est une auto-
application de la surface. Posons E=E\ $ ne dépendant que de u -4- <-',
l 'équation (2) devient

^ _ d F

dx du ;

et donne
F ̂  ̂  4-. o, (^ ̂  ( C == const.) :

comme plus haut posons
G = = Z ( c 4 - ^ C ^ ,

Z étant une fonction de .r, l 'é lément l inéaire s 'écrit

( 9.6 ) //^ •==: y f/f/^ -i- '-* r ( c -4- <). C} ( l i i (Iv -4- L ( ^ 4- 'ï G )2 /7e"1.

Voyons maintenant ce que devient le système (I ), (H), nous remplaçons
l 'une de ces équations par la combina ison o b t e n u e en é l iminan t û
entre elles, on obt ient a ins i

( V )

(ir)

^ Z / ( r • + • G ) ^ ^ îtB __ V
^ ( K — i ) T ^ -+ a G B / V" ?

( Z ~ i ) (^+. - îC) > 2 _ \",..^.._...._-^^.__. ̂  ̂ ^ 5

ie premier membre de ( l 7 ) est une fonction de la variable x == u -4- v
seule pendant que le second membre est une fonction de <' seule, on
en conclut que ces deux membres sont égaux à une même constante a

\ 1

•^^a-

de même (IF) montre que Fon a

^,^J^+F);
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posons ^-'•.
les dérivées du produit MV par rapport', a // et par rapport à r do iven t
être égales, donc

:\r v
M - ^ V - ^ ^

on a deux cas à considérer s u i v a n t que a est on n'est pas nu l .

Premier cas : a == o, UU' et Y sont. cons t an t s , nous posons

U l,'==-:» a. \ '==.'.). ,5, ^ ==:///. '
' ^

e l l e système (T), (II7} se rédui t à un système d ' équa t ions différen-
tielles ord ina i res où !; et Z sont les fonc t ions i n c o n n u e s :

9.7/c^ -r-c) ^ •^' i-r
^( % — 1 ) l ^.+- .^. ' ( î • — °'

(^j-^ U( ^-1- '1^,^ ̂  __

l ' équat ion des asymptotiques des surfaces S/, est

( 9.H) _̂,.,, f/ifi ̂  j î ^/(-;== <•, ;

d'après (27 ) on,a
l, ̂ rrr a ( ( -;-- a, , ' •

a, étant une nouvelle constante, de sorte que l 'équation des asvrnpto-
tiques s'écrit

'> y
( ' i < ) ) - -1 -——————•--——————=- ( I l ( '1 -i- î \ ( 1 \ ' ï Z=: 0 .

y. ( f -(-- a î -)•- /.

Considérons deux surfaces S, et S^, co r r e spondan t à deux valeurs À ,
et Ay du paramètre À, n o u s savons qu'elles sont applicables par les
po in t s de mêmes coordonnées < f / / , r ) ; d 'autre par t , nous avons vu que
faire correspondre sur (S,) les p o i n t s ( / / , c ) et ( / / - { - / / , c — //) , c'est
réaliser une auto-appl icat ion de cette surface et, par suite , mettre en
correspondance les points (^z+/ / , ^ — h ) de (S/ ) et ( / / , r) de (83)5
c'est encore réaliser l ' app l i ca t ion de ces surfaces ; or, si nous choi-

Ann. Éc. Kurm., (3) , X L V 1 I . ,— JriN icpo. 2l
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sissons 'h tel que
7^—h=z7...^

l 'équation (20)') montre, que les asynipiotiques se conservent dans cette
dernière appl icat ion de ( S , ^ sur (82), donc ces surfaces sont égales :
la déformation obtenue, dans le cas actuel , est une auto-application
a^ec réseau, conjugué permanent-(.{ont une famille de courbes est formée
de géodésiqiies.

Deuxième cas : a-=^ o. — Nous pouvons, sans restreindre, supposer
(i •==. \, on obtient

l: l " ' = (--ll, l •1 =. — }- e • • ~ 1 / • -S- ^ »
'•i '.î

L'équation des asyrnptotiques est :
<> ^ - / / f^f-i

Or"~^^T^-~^ "i- ^ l —— ( ) '

en ra i sonnant comme dans le premier cas on voit que l 'auto-appli-
cation // -1-- u •+• 1 ) , r — ^ — h de S, ( A ) ) réalise r ema i l l é de cette surface
et de S^A;/1) si. h est chois ie de manière à sat isfaire à l 'équation

a — 2 /. î === ( a 4- ^ /.^ ) e " / 1 ,

nous ayons donc, encore, une auto-applicat ion avec réseau conjugué
permanent.

V. — Réseau conjugué permanent dans Pauto-application de la développée
d'une surface minima applicable sur une surface de révolution.

On sait que les développées des surfaces m i n i m a sont toutes appl i -
cables sur u n e me/ne surface de révolution et de ce fait a d m e t t e n t des
auto-applications ; je vais donner un exemple de réseau con jugué per-
manen t relatif à ces auto-applicat ions obtenu en supposant que la
surface m i n i m a est applicable sur une surface de révolut ion. Consi-
dérons une surface min i rna (S ) d é f i n i e par les formules de Weierstrass :

,r •=z - J { î — ( { ' 1 } ^ { u ) ffd ~i- - ( ( s — f/'2. ) 5", ( K , ) dd ,,
<)- J ' ' ^ ' ^ J
i ( " ^ , î /" - ., - . /

) • = - I ( s -+- { / ' 1 ) ^' ( // ) ( ( a — - ( ( î -+- u- ) tr 1 ( ^ 1 ) ftu.,9. J ' . . ^ J . l

3 ==- j If ̂  { fl } ( l l l 4- | II , ^ ( // ] ) (/ff î ,
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l 'équation des lignes de courbure est
^ { ( ( ) du"- — J 1 1 ( / / , ) du 'y =-:(»; .

prenons, par exemple, la famille

( '-•t ) V ̂  ( // ) (in — \ ̂ i < i i ' ^ ) du ;.

le rayon de courbure pr inc ipa l et r é i émen t l i n é a i r e de la nappe de
développée correspondants sont :

H. ==: — - f i — / / / / , y-1 ̂  ^ { u } \ 57 i ( / / , ),

(Is'1'-^ (/\\1— 'î KJ \ ^ ( fi \ du — \ ̂ i ( / / , ) </// |~.

Ces résultats rappelés, prenons une seconde surtace min ima ( S ^ )
obtenue en r emp laçan t dans les formules (i) ^ ( 1 1 ) par<I>(^) e t^^^ / i )
par < I > i ( ^ ) ; la correspondance / / ( r , < ' , ) , / / i ( < \ r ,) , q u i réalise l 'appli-
cation des nappes de développées correspondantes (S) et (S') de (S)
et (S'), est définie par les équations

( ( r -r- / / / / , )'2 \ Jt i l ) \/;''T| ( / / , ) = ( i "4- (V, ) 2 ^.''e^f r ) ^.'<D| ( (', ),

1 \ ̂  ( // ) dfi — \ ̂  i ( / / 1 ) du i ==r ^ (|)' ( ( ' ) dv —- \ ̂  i ( c i ) d^,.

Tout réseau de (S) déFn'n par une. équat ion , de la forme

( ;") ) y. du'1 -r- 5 d{<'\,

où a et 3 sont deux fondions quelconques de a et ^ i , est conjugué;
pour qu ' i l conserve cel te propr ié té dans l ' app l i ca t ion de ( S ) sur (S^),
i l faut et il su f f î t qu'en e x p r i m a n t u e t : / / , en (onct ion de re t r, la trans-
formée de l ' équa t ion ( 5 ) soit privée de terme rec tangle .

Ceci posé, je p rends u n exemple simple où (S) et (S7) sont u n e
même surface a p p l i c a b l e sur u n e surface de révo lu t ion :

^ { U ) ̂  /// ' , ^l , ( ( { i ) -:=•- «.f[,

< ( ? ( ( • ) = : (Y\ <!>,( (.', ) = t1^,

oo p est un nonibre quelconque, entier, fractionnaire ou incommensu-
rable, les équations (4) deviennent
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où A désigne une constante arbitraire; en la taisant varier, on obtient.
oc1 auto-applications. Des équations (6), on déduit

P. ̂  , I 1 ^ , P + :'• fl ̂  Y ^.,.., , /' + , . ^ 4- 1 Ç ̂  1
^ T —^ ±2f'n'' '1 (/2 ^^ r'2 —^i ±':în'" ^r', '^4-7.,

les signes ± se correspondent dans les deux membres^ de sorte que
les courbes

^l , . /'.-l
( - ' ) / / ' ^ I t : / / / , -r=:C€)llSt.

se t ransforment quand on passe de S à S\ en
/^l . ^ + 1

( 8 ) t" 'l'ztz i^\ "==consi.

Différentiées, les équations (7) entrainent

ces équat ions étant privées de terme rectangle mettent en évidence
que le réseau /orme par les courbes (7) est conjugué permanent dans
raiilo-application envùagée ; nous avons a ins i découver.t pour le ds21

des développées des surfaces m i n i m a c o ' bases principales, et chacune
de ces bases correspond à une auto-application de la surface corres-
pondan te ; on remarquera que si p est commensurable , on a des sur-
faces algébriques et unje auto-application algébrique.

VI. ~ Sur les équations de Laplace ponctuelles et tangentielles.

Considérons la surface développable (D) définie par les équations
,z- •= a -l-- a r

r =r b 4- h'\'

où a, 6, c, coordonnées du point qui décrit Farète de rebroussement,
sont trois fonctions de u et a ' , //, c\ leurs dérivées; supposons que
rareté de rebroussement est une courbe, non un point, au t rement d i t , la
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dé\'eloppable (D) n'est m cône, ni cYlindre; nous supposons égale-
ment qu'elle n'est pas un plan.

Ceci posé, les courbes coordonnées peuvent être considérées comme
formant un réseau con jugué ; les coordonnées (i) vérifient l 'équat ion
de Laplace

^ i ^ i âe
( ^ ) . —-7- — - --)- -i- "• -f- == 0,( ) ( { <7(' r ()ff i ' <yr

dont les invariants sont :

h=— i : r-2, /•==— ^ : c 2 :

aucun (l'eux nesl nul, et cependant la transformation clé Laplace

<)€( . ) . ^^0-.-^

conduit à une courbe : rareté de rebroussement^ l ' équat ion Ce) n'est pas
le d e r n i e r é lément de la su i te de Laplace correspondante, la transfor-
mat ion ( 2 ) condui t à l ' é q u a t i o n

^, i (Y), _
[ <)n <)^ c ô\'

f)0
dont l'invariant h es/ nid; cette équation, privée de terme en — ? est

e f ï e c l i v e m e n t vé r i f i ée par les coordonnées a ( u ) , b(u), c(^) d 'un poin t
de l 'arête de rebroussernent.

Je vais mont rer que ce fai t est général lorsqu'on part d 'une dévelop-
pable q u e l c o n q u e r a p p o r t é e .à ses génératr ices et u n e f a m i l l e de tra-
jec lo i res a rb i t ra i res .

C o n s i d é r o n s 1 ' é ( [ u a t i o 11
à^, _ i à^ _

J à i i Je ' p àv

où p est une fonction quelconque de // et c et dont l ' invariant h est
m a n i f e s t e m e n t nu l ; la subst i tut ion

(3) ^^

fait remonter de l'équalion (E,) à l'équation (E) la précédant dans la
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sui te de Laplace correspondante
^O

à ff à^
à'j
Jn

(Y}
Jr

^p
au ô\'

àoi 4 ^

()?
àv

0

0

±

()u

Soient a(u), b(u), cÇn) trois fonct ions quelconques de // : ce sont trois
solut ions particulières d e ( E , ) , la transformation (3) leur lait corres-
pondre les trois so lu t ions de (E)

: n 4- a a. .//o, - C 0,

équations de la développai) le la plus générale rapportée à ses géné-
ratrices // == const. et à un système de trajectoires quelconques
ç = const.

Comme nous l'avons annoncé, l ' invar iant li de (E) n'est pas nul, la
t ransformation de Laplace correspondante condui t : au point de vue
géométiique, à rareté de rebrousseinent; au point de vue analytique, à
une équation pour laquelle l ' invar ian t // est nul . De sorte que (E | )
limite la suite de Ijipluce,

II importe donc de remarquer une différence entre les opérat ions
analytiques et les opérations géométriques de la transformation de
Laplace : En général cette transformativn retient géoméirufuernelU à
considérer sur une surface un réseau conjugue (u^ P), puis à prendre la
seconde surface focale de la congruence des tangentes aux courbes
u = const. ; soit S, la surface obtenue; sur I;, on prend de nouçeau la
congruenee des tangentes aux courbes u= const., d'où So, . . . y et ainsi
de suite ; on est arrêté quand on arrive à une nappe focale réduite à une
courbe ou à un point.

Si la surface 1̂  n'est pas développable et si I^i se réduit à une
courbe, cela veut dire que sur S/, les lignes v = const. sont coniques;
^ limite la suite des surfaces fournies par les transformations de
Laplace successives :

Géométriquement, on a la suite des nappes focales "
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Anfliyîiqiienient^ on a la su i te d'équaho.ns

16-

Si la surface 1̂  estdé^eloppable (m. cône, ni. cy l indre ) , .̂,,.,1 se r é d u i t
encore à une courbe : farète de rebroussement, les courbes // == const.
sont les génératrices ; de sorte que la f a m i l l e des tangentes à ces courbes
est oo' et non oc2 ( ' ') ; i l y a ici u n e dil lérence e s s e n t i e l l e avec le cas
précédent q u i n'a j ama i s été remarquée. Quand les l ignes ^ ' = = - c o n s t .
de ̂  sont coniques, le point qui. décrit le .lieu des sommets des cônes
est fonction de c, tandis que lorsque ,̂ est déve loppab ie , le po in t qu i
décrit l 'arête de rebroussenient est fonction de u -et , dans ce de rn i e r
cas, la suite de Laplace compte une équa t ion de plus :

G éorn éti iqiiemen t,
v v

Analytiqueinent^

.Enfin, si. 1̂  est un cône ou u n c y l i u d r e ' o n consta te que l /équation E^
est la dernière ( e t non p l u s l ' avan t -de rn i è r e ) . En etîet , écrivons les
équations générales de ^/,

,z' r=: a r j , •}••==. h fj, ; -==. c o,

où a, 1 ) ^ c sont des . (onct ions d.e / / , et p une f o n c t i o g i de / / , et, c, IV 'qua t ion
de Laplace correspondante est

I ô'10 à'1 p ^p
1 <)n <)^ ( ) { / ô\' (}\'

(}0 (h
<)n. au '

f)0 àr,
(h- ^

on voit de sui te que c est, une qua t r ième solution'; par conséquent les
fonctions d.e u seul

vér i f len i une équat ion de Laplace ayant les^ mêmes invariants que

En réal i té chaque génératrice compte pour ^1 tangentes.
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l 'équation (4); comme el le doit être vérifiée par des fonctions de //
seul, elle est nécessaire m ont de la forme

^6 , âQ
\ • > ) ——..,- -|- A. - •- ==r 0.

< ) i f u\' (h'

équat ion dont r inYariant // e s t - n u l ; il en est donc de même pour
l 'équat ion (4) ; les cas ouï/ , est un cylindre se ramènent inamé.diate-
ment au précédent par u n e homographie. •

Pour é tudier s imul tanément les surfaces S^- aux points de vue ponc-
tuel et t angen t i e l , i l est commode d'associer à chacune d'elles la sur-
face H, dua l i s t iquen ien t correspondante; l 'équation ponctuel le de Z,
est l ' équa t ion tangent ie l le de ̂  et réciproquement; les résultats qu i
précèdent mon t ren t que les suites de surfaces S/ et I;/sont simulta-
nément l imi tées on i l l imi tées dans le même sens et conduisent au
tableau suivant, où les colonnes de droite i n d i q u e n t le nombre d'opé-
rations de Laplace nécessaires pour intégrer les équations E et E qui
correspondent aux surfaces i n i t i a l e s :

E. Ë.

S .2̂  ni développable ni courbe; ^p.^^ courbe gauche ..... p

^p ni courbe rn (hm-'ioppable; ^+-1 développable (ni

j cône m cvlindre ) ; ^̂ ..3 courbe ^aiich,e ( a r ê t e de
\ rebronssenienl. ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

( Ï)

p 4- ^

f J^, iil ( I é \ e l o j ) p a l ) l e ni courbe; Z^n courbe plane (droi te
11 ) / exceptée ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p

[ ^ ni courbe ni dév-eloppable ; ̂ _i cône ou cvlindre . . . p -+- ï
r ^ contient une farnille de courbes planes; ^^i déve-
^ loppal)le (ni cône ni cylindre); ^p^ courî)e ^anclie

( 11 .1 ) , ( a r ê t e de rebrousse nient ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p ~-(- 'i

^contient une famille de lignes coniques ; Ï/^i courbe
i;a nche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p

^ ni coiir l)e î i i dévelo])pable ; .^^4.1 cône ou cyl indre . . . p 4- t
(JV ) ; ̂  ni développal)le n i courbe; ^y^, courbe plane (droi te

( exceptée ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . r»
^p contient une f a m i l l e de courbes planes; Pautre famille

est formée de lignes coniques; Z^+i d r o i t e . . . . . . . . . . p
^p contient une famille de lignes coniques, l'autre est

formée de courbes planes ; 1 ,̂,,, droite . . . . . . . . . . . . . . p
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Les cas (I) et ( l i[) , ( I I ' ) et ( I V ) sont corrélat ifs , (Y ' ) est corrélatif de
lu i -même.

On voi t b ien a i n s i que si l ' é q u a t i o n ponc tue l le , (ou t ang ' en t i e l l e )
relative à un réseau conjugué a u n e s u i t e de Laplace l i m i t é e dans un
sens, il en est de même pour l ' équat ion t a n g e n t i e l l e ('on p o n c t u e l l e ) ,
les deux suites se t e r m i n e n t dans le même sens après un nombre
d'opérations qui d i i î e re de deux unités au plus quand on passe de
l 'équat ion p o n c t u e l l e à l ' équa t ion tang 'ent ie l l .e .

Si une surface admet une déformat ion con t inue avec réseau con-
jugué permanen t , l 'équation tangen t ie l l e de Laplace a ses invar iants
égaux; donc, si. el le est i n t é g r a b l e par la méthode de Laplace, la s u i t e
se t e r m i n e dans les deux sens et l ' intégrale générale s ' o b t i e n t sans
signe de quadra ture , les cons idéra t ions faites p lus haut m o n t r e n t
qu'il en est de mèm.e pour l 'équation ponctue l le .

En général, si une équa t ion de Laplace s'intégre sans s igne de qua-
drature, son intégrale générale est de la forme

0-=.^V 4-p, ( l ; /+. . .-i-- SJJ^-r- y \ 4-- y, V7-!-. ..-+.- y/ V1^,

où. p, p i , . . ., fJ/, y, Y i , . . ., y/ sont des fonct ions déterminées , U et V
des fonc t ions arbitraires de // et r respec t ivement ; si 0 ne peut être
mise sous une forme analogue où i l . v aurai t moins de dérivées de U
et V, e l le est di te de rang- &4- i- par rapport à a e t j+ i. par rapport à < '
( D A R B O U X , Théorie des Surfaces, t. I f , p. 35); si l ' équat ion envisagée
est à i nva r i an t s .égaux, on a i ==--/; nous appe l le rons ce n o m b r e rang
de C équation; par exemple, si, n est u n en t i e r , l 'équation

F 0 ii {u -4-1 ) ç
( ) l i ÔC ( ff (' »"

est de rann n

VII. — Recherche des réseaux conjugués coniques permanents.

1. La recherche des réseaux conjugués permanents, comprenant
une famille de lignes coniques, a été abordée par M.Egoroff en 1907
(Comptes rendus, 145, p. i236), qui a commis une erreur de principe
in i t i a l e : soit u n e s u r f a c e ï rapportée à un réseau conjugué (?/,( ') ,

Afin. Éc. Norm., ( 3 ) , X L V î I . — JUIN iç^o. . 22
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dont les l ignes 11 -==- coîist. sont coniques; sur la surface corrélative ^,
les courbes u == const. du réseau conjugué ( u , ^ ) sont planes; la
seconde nappe focale de la congmence des tangentes à ces courbes est
la développable S, enveloppée par leurs plans; Egoroffdi t : I I s'ensuit
que l'application à S, de la transformation de Laplace conduit à rareté
de rebroussement de la développable, la congruence des tangentes se
réduit au système de génératrices, et, par conséquent, F équation ponc-
tuelle relative au système conjugué sur la surface est caractérisée par
cette propriété quen lui appliquant une fois la transformation de
Laplace, on est conduit à une équation dont l'un des invariants est nul.

L'étude fai te ïiu paragraphe précédent montre que cette conclusion
n'est valable que si la développable Si est un cône ou uu cylindre,
c'est-à-dire si le lieu des sommets des cônes circonscrits à la surface S
le lono- des courbes u = const. est une courbe plane (a), de sorte
que M. Egoroff a omis d'examiner le cas où ce lieu serait une courbe
gauche.

2. En résumé, si un réseau conjugué permanent cont ien t une
famille de courbes coniques ou cylindriques, l'équation tangentielle
de Laplace est de rang un, deux ou trois: nous... allons étudier successi-
vement ces trois cas :

i° L'équation tangent ie l le est de rang un, elle ramène à l'équation
unique

ài( à^

Le tableau- de la page 168 montre que si les lignes u = const. sont
coniques ou cylindriques, la courbe (^correspondante est une droite
(à distance f in ie ou inf in ie) , le réseau est entièrement formé de
courbes planes, on sait que toutes les surfaces en jeu ont été déter-
minées par M. Goursat ( ' ).

Le môme tableau montre que pour tout réseau conjugué permanent
contenant une famille de courbes planes, l'équation tangentielle est de
rana: un, les surfaces de M. Goursat sont donc les seules possédant

( 1 ) American Journal ( l oc . cit.).
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celle propriété, le r é su l t a t , de .Haffi ( ! ) est a ins i re t rouvé 1res sim-
plement.

2° 1,/équation tangent ie l le est de rang' deîix^ elle se ramené encore
à une équa t ion u n i q u e

^ 0 — ^ r( i ) .̂.. -, ̂  .————.. ^
un c/r ( // — (-' )-

qui.admet pour intégrale générale

0=..L!-^--,l:•-V•,,
f{ — (?

où U et Y sont deux fonct ions arbitraires de // et c respectivement.
Les systèmes de trois intégrales quadratiques de l ' équat ion (i) ont

été déterminés par M. Egoroff ( 2 ) , M. DrachC1) et M. Garnhier ( 4 ) ;
il suffit de prendre les intégrales obtenues en remplaçant (U, V) par
( z ^ i , o), (^_,, o) et (o, — c;;),

• • '^ , , . _ 'ui^ . / _ ;>.('.,

où u^ et ii^ sont deux fonct ions de i / ^ et c;; une fonc t ion de c telles que
( 3 ) / / ^ + (i^ = q^ ^ ==. — ({^

où y,, désigne un polynôme quelconque du quatriènie ordre ( : > ) ; dans
ces cond i t ions , le p ian
( .̂  ) [ ••i / / , — ff\ ( i l — r ) '\x --1- | '.'>. K^ — //l, ( // — c ) ] r -l- | ̂  c:; -+- f':; ( ̂  — v ) | ̂

~h :ï ( ff,, — (\ ) — ( ^/^ 4- t^-) ( // — ^ ) == c»

enveloppe une surface rapportée à un réseau conjugué pe rmanen t , il
reste à examiner comment i l faul choisir u,, et r.. pour que les courbes
^==const. so ient coniques ; à cet effet , M. Egoroffa cherché les arêtes de
rebroussementdes développables c i rconscr i tes le long de ces courbes.

( 1 ) Comptes fendus ( loc. c i t . ) .
( 2 ) Comptes rendus^ l.'îïî, (C^H, p. ï ' ) \ ' ) .
{ '•'' ) Annales de ta Faculté de,^ Scieifces de Toulouse, t. X., i()(;.S, p. r>5-ï()4.
( ' ( - ) Annales de l'Université de Jassy ( / o c . cit.).
( " 5 ) Si l'on remarque qu'une même substitution houio^nrpinque faite sur u et F ne

change pas l'équation ( i ) , on voit qu'on peut prendre l'un des xéros de ^4 infini, c'eet-
à-dire supposer ce polynôme du troisième ordre.
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.F ind ique ici ' u n e méthode analogue mais p lus rapide : il. suffît
d'exprimer que le long de chaque l i g n e / /=consL le plan tangent
passe par un point ^ i ( ^ ) , ^,.(^), ^3(").» û . . ( ^ ) (en coordonnées
homogènes) ne dépendant que de /^ l 'équation

( 5 ) [ 'A ! / , — //, { // — l' > ') €( i -— f 9. H.^ — (/., ( // — t' ) |̂ Ct^ -}- f ^ t^; -f (\( ( // — C ) ] C(^

-4- f '>. ( / / v — ̂  ) — ( t(':, -4- r',, ) ( // — r ) ] ((^-== o

doit être une ident i té , dérivons-la deux fois par rapport à c, on obtient

C^rt:; -t- ('"^^=: 0.

Nous é l iminons a priori la solution a;,, == ^, ,=0 qui , d'après le para-
graphe précédent, ne peut correspondre à une équation de rang deux;
d'ail leurs, sans tenir compte de cette discussion précédente, en écri-
vant que (5 ) est iden t iquement vérifiée, on aurait

/ / 1 a i -r- ^2 a<î ~=- °' // i a i + // •> a•l:==- 0

et, par su i te , soit

soit
a, ==^3 ==:o,

(72 __ ^] __ ^

r/i { i . ,

le premier cas e.st év idemment impossible, le second également car
6, et 62 dev iennent l i néa i remen t dépendants , (4) envelopperait une
développable, cas banal écarté.

Les solut ions (^'==0, i ^==o) ou (<^=== o, a,, == o) sont également
inacceptables; en effet, elles donnent pour (^ un polynôme de degré
deux; or si l'on remarque qu'on ne change pas l'intégrale (2) en
ajoutant à U un polynôme arbitraire du second degré en // et à Y
le même polynôme en ^ on voit qu'on peut remplacer le couple
(U = o, V = —P;() ou ^3 est un polynôme ^ps(^) de degré deux, par le
couple [U =p^(ii\ Y == o], mais alors le plan mené par 0 parallèle-
ment au plan tangent a pour équation

[ 2 M] — lf\ ( U — P ) ~\X -+- [ 2 U^ — {f\ ( U — P ) ~\y

-{-" [ 2 p^ ( U ) — p^ ( U ) ( If. — (' ) ]. Z = 0,

quand F varie, u restant constant, il pivote autour de la droite d'équa-
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lions
/ / ] ,r —— ^2 . t " — — P î (, ^ )^ ̂  0'

ii\ ,2,' — if\, y 4- p., [ u ) 3 == o,

les lignes // == const. sont. donc cylindriques et non con iques ( l e
cas ^ == o permet même de prendre <\, == o, la surface est dévelop-
pable, nous é l iminons donc ce cas).

On est donc amené à prendre —^' : ̂  el a^ : a, égaux à une même
constante f in ie ; un changement de plans de coordonnées permet de
supposer ^=o, <^==o, ou, en vertu clé la remarque précédente,
<^ == o et rt,,== i ; on est donc amené à prendre

cette condi t ion est sufi isanfce; en effet , si, elle est vérifîée^en faisant
a^= o dans (5) puis en a n n u l a n t le coefficient de v1 et le terme qui en
est indépendant on obtient

( 6 ) / / 1 a i 4- /./..; ̂ 2 ~\- l - l , , '===- o,

( 7 ) ^\ ^ \ 4- //'.. a.^ 4" //',, = o.

qui mon t r en t que la courbe l ieu du point (//,, a^ a^) est l 'enveloiïpe
de la droite ( 6) du plan a-^ == o.

.Les surfaces obtenues dépendent, une fois le po lynôme y/, choisi,
de deux f o n c t i o n s arbitraires' d 'une variable 11^ et //.. ; les C(jnes
circonscrits et leurs l ignes de contact avec les surfaces sont algé-
bric|ues, car l 'équation ( 5 ) contient r a l g é b r i q u e m e n t ; quant aux sur-
faces elles ne sont algébriques que si u^ et u;, le son t .

3° L 'équat ion t angen t i e l l e est de ran^' t / ' o i s , c'est u n e t ransformée
de Moutard de l ' équat ion ( i ) , ces équa t ions ne se r amènen t pas à un
type comme les équat ions de rang un ou d e u x ; dans ce qui s u i t n o u s
déterminons les réseaux conjugués con iques cor respondant à une
équa t ion de rans^' trois.

3. Soient

( 8 ) 0, = 2 ̂ —^ — ( u\ 4- (,'; ) f / -=. i., •î, 3, 4 )



1^4 VASSEU.R.

quatre Intégrales de l 'équation (Y), les ( 1 , sont des fonct ions de u seul
et des ^, des fonctions de r

y.{ i l } — â(' r ) ,... , , / - , , -,
( Ç) ) <.) == •>- ——————'———• — | V. ( // ) -r- p • ( t ' ) |.f/ — ^ '

une c inquième solution à l'aide de laquelle on effectue la transforma-
t ion de Moutard, si 6, est la t ransformée de 6/ nous avons

avec
r ( , ()^ ()0i\ , // f)^ (^;\ ,

(M ) [[,= f O/ —— —— G. ——— du —— ( ̂  -y —— W —— r/C ;,/ \ à ii Oa i \ <7i' - ov )

cherchons à déterminer 0 , , Oa 9,, 6,, co de manière que le p lan

^ ,-f 4- 'i9^-)' ^- 6/;; ̂  + ^^ = o

enveloppe u n e surface sur laquelle les l ignes / /===cons t . sont coniques,
les sommeîs des cônes circonscrits étant répartis sur une courbe
gauche: soient a\(u\ a^Çu), âr:s(^), a,,(u) les coordonnées homogènes;
d'un point de cette courbe, on doit avoir identiquement :

a i 01 -+- a^ ̂  -r- c/^ 6':; + a,^ 0.,, = o

ou en tenant compte de( io)
( 12 ) a i H i -4- a^ lia -h ^;; 11:; -4- ,̂ 11,.. ==- o.

Dérivons par rapport à ^ en tenant compte de (i i) :
F ^, (¥^ ()€.. àô.' <)^. , . , , ..

(,) a^ — 4- a, — -r- a^ — -i- a, -— •— -y- [^, ç), 4- a. ̂  + a..,^.s -i- a, h, == o,
|_ à^ " ô^ àç' ' " r/r </c L " "

en intégrant et en désignant par a, une fonction de // on ob t i en t
a, 01 -1- ^/., h., 4-- a^ 0^ -{- <^ &,_ 4- a,-, (*> == o ;

remplaçons 9 ( , 6^, 0:;, 0,^ co par leurs expressions (8) et (9), chassons
le dénominateur // — < ' et dérivons deux fois par rapport à <^ i l vient

a i r']' -}- a^ pi',' -l- cï:., f^ 4- .̂,.. r1 '^ -h ;̂; p^ =^ o.

relation qui entraîne /t'^5 re la t ions l inéaires homogènes à coefficients
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constants entre les 0, et 5 .— k entre les fonc t ions de r ; m a i s d^ a^, a.^
a ' , étant les coordonnées d'un p o i n t qui décrit u n e courbe ^aîiche^
nous ne devons prendre que k= î ; on a

où À, dés ignen t quatre constantes ; nous avons déjà observé que si l 'on
augmente fi, d 'un po lynôme du second degré quelcoTujue en // et c^ du
rncme polynôme en c, O/- ne change pas, ceci permet de supposer :

( i :3 ) i- /=='/ ,^:

nous a l lons montrer que ces cond i t ions sont suff isantes .

4° D 'une manière générale, si. m et n sont deux intégrales de (î),
l 'expression

/ ()n ( ) i n \ / à i l ()/n \/fi _ fi .. fin ........ /// .. „ // . ^ / i>
\ ()n on j \ ô^ ô^ ]

est une d i f fé ren t ie l l e totale exacte, nous écrirons

/ ' / Ofi ôm \ î on Oin \
( //?,, // ) ==-- f i ) l -,— — II -:— nu — /// -,— — // —,— | (l\\

J \ U l l ( ) l ( j \ </(' ()^ ]

ces 'expressions sont définies à une constante près ; en dés ignan t par
p et q deux constantes et par m^ n^ //<^, n^ quatre intégrales de ( î ) ,
on a les relations simples

( in, //, ) -4~ ( / / , n i } == ('o il si . ,

( s ) i n , ( ] i i ) r==/^y ( / / / . , // ) -i- consl . ,

( /n î -4- //..,, ni^ 4- //.^ ) ==• (' ni î , in,.,_} — ( /n ^ . //^ ) + ( / / , , ni.^ ) -{- ( n ̂ , n^ ) + const.,

de sorte qu'en posant

—— f À l l i „ ' r —— —'^ „ r ' r ! —— -Z-î É —— ft'
• ( / / — (.' ' n ' // — (1 ' ? ' // — p l ,'

on a :

1 î'./== (' ç/-, G) ) === ( ©^ -4- Â;'^, 9 -+- ^ ) == ( ̂ h 9 ) + (. 9/. '̂  ) + ̂ /•(t^. ^)
•^^ (' o^ — /^ ^ ) 4- ( Q^ —, /.^, ^j "^
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on est ainsi amené à poser

-U,==ffi— \i a, ' ^=^-——^—^

d'où
H/:==(^, <p) + (^, ^ ) ;

les quatre expressions ((x,, 9) et (a/, 'V) se calculent , aisément on
obtient :

• H^ . ̂ -^L^ + f(^U,- a^L;) ̂  + . ̂ ..=1^ - ̂ L; :
// — f.1 J • ' ! //, — r

en portant ces expressions dans (12). i l vient ;

( 14. ) ( 2 3 — (3 ' c ) y, ( ((, ) + ,5 ' j 2 ( / ^ } 4-1; y;; ( // ) 4- j ',, ( ' i ) == o

où

/,=-^^;.

J2^ • ']Lat{'î'ui~ uiur}-
1

4

J\'=—y, (H f (::a^L— a^l^) ̂ /,

/",=: y </J ^ (a-U;-— a^ll,) 4~ ^ f ( a'ai;-— a^U'; ) r/^ ,

1,

cette relation est de la forme déjà rencontrée à plusieurs reprises,
nous la trai tons toujours par la même méthode : les quantités 2 p — f^ ^,
?^, c, i sont quatre fonctions de ^ dont deux, P et i, sont l inéairement
indépendantes ; donc parmi ces quatre quant i tés il y en a, soit deux,
soit trois, soit quatre l inéa i rement indépendantes ; si le nombre est
deux ou trois il y a au moins une relat ion l inéaire, homogène à coeffi-
cients constants entre 2 f J — [3'i^ ?', ^ i et cela entraîne que fJ soit un
polynôme de degré deux que nous pouvons supposer ident iquement
nul , le plan

^ , r4 -^ r— ^.3 —^,=ro

dépend linéairement de ^, les courbes ^=cons t sont des droites;
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elles doivent être asymptotiques d 'une part et conjuguées des courbes < •
de sorte que la surface est développable : ce cas est à écarter.

Si les quatre quantités ap -. ?^1, p^, r, i sont l inéairement indépen-
dantes, leurs coefficients dans l ' équat ion ( ï4)doiventê t re nuls, ce qui
donne les trois équations :

^^ai'ui=(^

2/ > a,•U ;•=.:(.),
1

0

^^•^(a-llî—a^U;a, f (a ̂ 11;-— a^W;) du. == o,

qui déterminent la courbe (a^ a^, a^ a^ lieu du somniet des cônes
circonscrits. L'interprétation est aisée : on choisit cinq intégrales 0^ 6a,
Û 3 ? Ô A , ^ de (i) correspondant aux couples ('U^ o), (/Ils, o), ('113, o),
(U'., o), (a, p) où '11̂  'IL, OLy, OL,, a sont cinq fonctions arbitraires
de // et ? une f o n c t i o n arbitraire de v, on transforme 6 , , 9,, 63, O,
par oj et l'on a le plan tangent à la surlace

^, JS 4" ̂ J + Ôy.S 4~ 04== 0.

La courbe (a^ , ^3, ^ ;{ , a/,) est située sur la développable enveloppe
du plan

'IL, ;r 4- It^j' 4- 'U^s 4- U^== o ;

pour l 'obtenir il suffît de prendre l 'intersection de la généra-
trice (u) avec le plan

x ( (a^l/, — ^<•\L\} du 4-,r 1 {y."^ — ̂ IL;) du

4- z i C^U's — a^U;) ̂  4- / {ffJ'^i'^ — oc^U^) ̂  = o.
<-- »-/

Pour qu'il existe une déformation continue de la surface avec réseau
^fin. Éc. Norm., (3) , XLVÏL — JUIN igSo. 28
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conjugué permanent , il faudrait avoir

^ .4- ^ -;- ^ == A ( // M B [ P )
OU

11̂  -+, l [j 4- l.[j = c,j2 [A (^ ) -4- B ( (.')],

lii . Ha, Hy é tant les quanti tés calculées plus haut, la discussion de
celte équation paraît pénib le , b ien que, théoriquement, elle se fasse
par les méthodes classiques de différent ia t ions et é l iminat ions.

5° Revenons à l 'équat ion de rang deux; dans ce qui précède nous
n'avons fait aucune hypothèse sur les courbes c = const. ; de la dis-
cussion faite au paragraphe VI du pj^ésent chapitre^ il résulte que^ si
Von considère les tangentes à ces courbes^ la seconde nappe focale est
une courbe plane (6) (à distance /mie ou infinie) ou âne surface Si ;
dans ce dernier cas, les courbes c=consL de Si sont planes.

Nous al lons ma in t enan t mont re r comment la méthode employée ici
permet d'extraire, parmi les surfaces trouvées p lus haut , celles dont
le réseau permanent est formé de deux famil les de l ignes coniques ou

" cy l indr iques ; nous pouvons nous borner aux deux premiers cas (équa-
tion tangent ie l le de rang un ou deux) ; en effet si le réseau (/ / , r ) con-
t ient une fami l l e de lignes cylindriques, la courbe (û) ou (&) corres-
pondante est plane (dans le plan de l ' infini); si les deux fami l les (u, r)
sont coniques, il résulte du Chapitre 1 que Ça) et (&) sont toutes deux
planes ; dès lors, en se reportant à notre tableau (p. 168), on voit que
l 'équation fcangent ie l le de Laplace ne peut être de rang (rois; c'est ce
qui expl ique que les résultats de M. Masiotl '^) sont complets malgré
l'erreur commise par M. Egoroff sur le rang de l 'équat ion tangentielle,
mais la discussion faite ici est seule a le Justif ier .

i° L'équation de Laplace tangent ie l ie est de rang un. Si les courbes
u= const. et ^ == const. sont toutes coniques ou cylindriques, il
résulte du paragraphe VI du chapitre ac tuel que ( a ) et ( è) sont deux
droites, d'après ce que nous avons vu au Chapitre 1 ces droi tes ne
peuvent être toutes deux à dis tance f i n i e , l 'une au moins est dans le
plan de l ' inf ini , on obt ieni a ins i deux types de surfaces bien connus :

'. ) Comptes rendus ( l o c . cit.).
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les surfaces de translation à profils de translation situées dans des
plans rectangulaires ( 1 ) et les surfaces de Peterson ( 2 ) .

2° L'équation de Laplace tangentielle est de rang deux. Aucune
famille ne peut être cylindrique, i l . est aisé de voir comment il faut
choisir les fonctions u^ et u, pour que les courbes // == const. et
^== const. soient toutes coniques. Ecrivons que, pour 1'== const . , le
plan (4) cont ient le po in t [ A|(^ ' ) , b^), ̂ O1)] ^fc dérivoas deux fois par
rapport à // l 'équation obtenue, il v ien t

6, et Aa sont donc liés par une relat ion linéaire de sorte que le lieu
des sommets des cônes circonscrits le long des courbes 0== const. est
une courbe (6) si tuée dans un plan perpendicula i re au plan de la
courbe ( a } re la t ive aux courbes u = const. ; on re t rouve a ins i un
résultat obtenu au Chapitre I; on peu t , sans inconvénient , supposer
que l'on a

h.^-=z: o, n\ =1 i/^z= (j,

de sorte que u\ et ///, sont deux polynômes du second degré p ^ { u )
et r.2(//), résul ta t qu^on peut prévoir si l'on observe qu'il n'y a entre
les variables u et c qu 'une dissymétr ie apparente.

En résumé une surface à réseau pe rmanen t doub lemen t conique est
l 'enveloppe du plan

( l6) , c') i X -r- ̂ } ' 4- ̂  .̂  -i- 0,,. =- 0,

( « 7 ) ^=:^U1ZL.^ _(^.4^.;) ( / r= i , ^ 3, 4)<[ f _— (,'

, Ç f^=z/).^{(/) ii.^ ^—/^ . ( / / ) . //;;:=ro. ^^==7r.^(//),

( l',=:0, ('^==0. {-.^-=zz— V'—^^.t '). ^,=^0.

pi , p ' ^ y-, dés ignent des polynômes de degré égal (ou inférieur) à

( 1 ) BiANCiîi. Gioriiale de Matfieinatiche. t. E ( > , 1^78 , p. •AÔ7. — B. GAMBII':B. Nou-
velles Annales^ /[(> série, t. ^0. ï()'w.

(2) Voir DARBOUX, Théorie des Sur/cices^ t. f. p. 1 7 6 - 1 (S \.
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Findice, liés par Fidentité

. ( 19 ) ^j=^-+-^

on sait que si 0, ne change pas si l'on augmente / / /d 'un polynôme arbi-
traire (en //) de degré 2 et i', du même polynôme (en ^) de sorte que
le tableau (18) peut être remplacé par le suivant :

( /^=o, //,:=v-"/^(^), u^=o. ^.=o,
(20) . ' ' „ ,________

( (',:=—7.^(r). t.^=o, ^==—^—,<y^(P) , ^^=—TT:^^).

en changeant ensui te tous les ///• et <\- de signe dans (20) [ce qui est
indifférent pour le plan (16), car tous les 0, sont changés de signe],
on voit qu'on a bien manifesté la symétrie entre les variables // et ^ ;
( / / i , //._,, u:,) sont les coordonnées tangent ie l les de la courbe (a). On a
donc

9 D, 7L-, — 7T' p^ /———— //., 'TTi — //.) TTo
( 2 1 ) 0 , == J———^————±l— î 0. = V' — /^ ———————J———^ 5

7^4 "-'VW^ " .[hP^—^IhI^

et formules analogues pour 61, 6;; en remplaçant u par ^ etp,. par q:, ;
jo^p^ — 2.p;,p^ ip^'r^ — ^-^l sont de degré 4 à11 plus, p^a — 7^2 TI/) cle

degré deux. Pour être complet, il faut ind iquer les éléments analogues,
P y ? P A » Q - - ? lia relatifs à la surface déformée ; les méthodes générales
exposées au paragraphe II du présent chapitre auraient l ' inconvénient
d'exiger beaucoup de calculs. C'est ici que la méthode des mécanismes
(simples ou doubles) vient au secours de la méthode générale. Bien que le
mécanisme [(âî), (^); (A"), (B)] qui double [(a), (6); ( A ) , ( B ) j n e soit
pas indispensable, il est commode à employer et a d'ailleurs l'avantage
d'offrir, oatre les 20' surfaces So, S/ applicables entre elles Cl désigne
le paramètre de déformation), encore les surfaces À S o - i - ^ S o »
À S/-h [J^i qui, pour À et ^ fixes et / variant sont applicables entre
elles et parallèles (Peterson) aux surfaces So, S/. On définit So ^
même temps que So en remplaçant T^ par un polynôme nouveau riy
arbitraire ( indépendant de p^ et T^); remplacer ria par Â'T^ revient
à une homothétie de S relativement à l'origine ; remplacer Tia par
r . a — k p ^ revient à faire glisser H le long de 0*x-; remplacer ^^ par
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T-̂  —/ t -T^ revient à remplacer ^ par I. — Z-S; on profil-e donc de ces
remarques pour choisir r^ aussi simple que possible).

Si l'on met en évidence les coefficients de y:, etp^ on a

</,, ( U ) EEE ̂  / /4 4- 4 ̂ /i /r -t- 6^A l/^ 4- 4 //;; ?/ 4- ( / . ,

( 2''î ') ( p^ ( (( ) E= c^i ^'2 4- 2 <?i //^ -4~ ^.,,

p,=!^—f/^

( 23 ) ^ 4- ̂  -1- ^/j = l ' -4- V -=E (f'f .4- it'^ + r;2 — 4../, ( f^ — c^ — 8 </, ( ^/ — p )

et Von peut prendre

04)
[1 =^ ( „ ) - L^ _„ , ̂  /,. _ s,/, „

\ P ' , { n ) p,\if )

Y — ^liLl.. i / / - i <• / /^( l ' t•' lV — — ,————- -4- .'i </o c.'- 4- ^ ( l \ (•' =r -J:———.
l^.O1) ^,,«')

On vérifie aisément, en vertu de (22), que m, et n, sont des polynômes
de degré 4 (au p lus ) ', la t ract ion /fh- n'est réduct ible que, si p , a une

racine multiple, et de même ^ ; dans ce qui s u i t , nous ne la réduirons
pas, c'est-à-dire que si le calcul direct de U, par exemple, a donné une
fraction ^ où r. est un diviseur dep^ ( p , ayant des racines mul t ip les ) ,

nous la rétablirons sous la forme nL± en m u l t i p l i a n t les deux termes par

un facteur convenable ; avec cette précaut ion , tout ce qu i suit s 'applique
quels que soient les cas par t icul iers . Au cours de la déformat ion U e tV

/ ' [ T ^\

se trouvent remplacés par ^ _ ^ . ^ et y--—- où / est le paramètre de
déformation (1= o donne la surface i n i t i a l e S/) et où /'est u n e cons-
tante arbitraire, d ' a i l l eu r s i n d i f f é r e n t e au point de vue f inal , que
l'on choisit donc de façon à s impl i f ie r le cas échéant les formules.
On a donc ( X , [M cons tan tes )

(^) ^^ ^(/^,+ ̂ 4)' Q,-=.p.(ç,-~ In,)

avec la cond i t ion que le po lynôme À(/^ + lm..,) •4- a(y,, — ln^ ) soit carré
parfa i t ; cette condit ion détermhie le rapport ^ : A, rationnelleîïient ea

/^ -r- un ^

r
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fonction de l car l ' identité

À ^ + ^ B ^ + Ô C ^ - ^ D ^ + E E E E ^A^^ ̂ ^^eV^ , £=±:t

entraîne (en supposant A 7^0)

B 2E = D2 A. 6 .A BC — .4 B^ 4- ^ .A2 D = o ;

ici A, B, C, D, E sont de la forme 7.a + ;̂ , AA 4- ;j,6\ . . . . de sorte
que, pour calculer A : a, nous avons deux équations (compatibles) de
degré 3, qui ont une racine commune, obtenue rationnellement en
fonc t ion de / ( l e s exemples indiqués plus bas suffisent pour en donner
la preuve; il n'y a que certains cas particuliers où les équations
peuvent avoir plusieurs racines communes, mais néanmoins il n^y a
qu 'une valeur de A : [j. epli convienne et qu i reste rationnelle); cette
racine A : ;̂ . tend vers ï quand / tend vers zéro et cette considération
suffit (sauf cas très particuliers) pour choisir la racine; on peut
prendre À arbi t rairement , ;j. en résulte, a insi que P/(, Q,», P_>.

On a d'autre part (avec les notat ions du Chapitre I, § I I )

A:i=== a\ { ï — À2 ) 4~ a^ 4- ^mha^ — C
OU

( 2() ) ( P, P, —— 'î P, F, )2 == ( 1. — k ' 1 ) ( <^, 7^ — 7:̂  )2 — p^ (/^ 7T,——^ TT, Y

4- a m h ( 3/^,7^ -- T^/^ ) (/^/^ — ^ P k p ^ )
-" C(/^/^— ̂ p^)\

ô r A a ne peut contenir que le radical \ /—P/, , donc le second membre
de (26) doit être divisible par P,, (ou du moins par les facteurs impairs
de P:,), d'où quatre équations (dans le cas général); le quotient obtenu
est carré parfait, d'où deux équa t ions ; cela fait un total de six équa-
tions (compatibles) donnant c, h, m en fonction de ^ dans le cas où P,<
a une racine mul t ip le , le nombre d'équations s'abaisse mais suffît
encore (en ayant peut-être recours aux condit ions analogues pour Bi;)
à calculer c, À, m. Ce calcul est d 'ail leurs indépendant de celui qui
donne A : ;^; si donc on opère comme à l ' instant, inversement le
calcul de A ( , Aa, Bi, B;; donnera P,, Pa, P., ; il suffit de remarquer que
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les relations
l ^ A . i — l ^ À ^ — l J ^ o ,

U ' ,A ,+U^À,-4-U,=o
entraînent

iT^A- i—L^A^o; '

les valeurs propor t ionnel les — A ^ et A7, a ins i trouvées pour U , et IL
suffisent à ob ten i r les polynômes C, et Lî^ (de degré 2 et 4 ) ; on a
e n s u i t e

V,,=— ( U\A,,-4- l^V);

mais alors les valeurs exactes de I\ et Q^ se t r o u v e n t connues, on a A
et y.. On peut ensui te recommencer pour -.3, Ïî^ (A), (B) ce qui a été
fait pour r^, IL, (A), (B), c'est-à-dire ob ten i r C, m et (7; dans certains
cas i l peut y avoir avantage à calculer A, , Â^, B , , B;, par les intégrales

ff-/A,, f^A, f^./B,, f^./B,..
J ( ( ( t \ J (la\ •• J </^, 1 ./ <///,

En tout cas la méthode est assez souple pour pouvoir, grâce a la sur-
abondance des équations, ca lculer tous les é léments des surfaces défor-
mées. 11 est assez cur ieux qu 'une question de pure algèbre se trouve
a i n s i résolue par des considérat ions de géométrie.

Il reste à essayer de classer les surfaces obtenues : d'abord i f y a à
ranger ensemble toutes les surfaces parallèles ( Peterson) à la surface
initiale S et à réseau d o u b l e m e n t conique : ce sont les surfaces a S -h pS
(un seul paramètre de forme a : p), cela rev ien t à é l imine r l ' inf luence
du choix de 7:2 ou IL, de sorte qu' i l n'y a plus à. tenir compte que de 7^
etp,., ce qu i donne 3 -|- 5 == 8 paramètres homogènes; mais il y a à
retrancher trois unités pour la substitution homographique

au -+- b (w -h- b
u = -=:.———,? p == ———.5 •

( - ( { -4- cl <"t' 4- d

qui respecte la forme de l 'équation ini t ia le

âïQ < î ( j _
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et remplace iii et i^ par iii, :̂ avec

_ ad — bc
^•=="-(-7,7-^7^

ad — bc
^=^^^"^

Ces formules montrent que p ^ y jo/., q ' , se transforment (à un facteur
numérique près) en

/v> (a'u-^b\[ en 4- d^p. [ -=———, ) 51 ~ \ eu 4- d )
, _ ,,, (au •+• b^
^^^P^^-^^

II reste donc simplement, à une homothétie près, oo"' surfaces; on peut.
répartir ces surfaces en séries aS/+?S/ où l est un paramètre de
déformation, la surface S/ dépendant de trois paramètres de forme.

La meilleure classification est basée sur la forme réduite que Fon
peut donner àpa ; on peut se borner ï{p^= i, Uy u2 + i suivant-quepa
a une racine double, deux racines distinctes réelles, deux racines dis-
tinctes imaginaires; ensuite il y a à envisager les racines de p:, avec
leur multiplicité et leur réalité et de plus à tenir compte des valeurs
remarquables des rapports anharmoniques des racines de p.^ p ^ y q,^
puis à voir si p>, peut avoir des racines communes avec p^ ( p ^ ne peut
être égal à Xp; s inon 6, et O.j seraient proportionnels). On a donc
divers cas tels que

?2

1

1

«

1

A

/.(/y-2-}- i)

/.//<i

'ÀO2--!)

//

y/.

1 ——À^-l—l)

i—7.u\

i -- ' À (y/2-— :i)

i — ff

Ces cas sont caractérisés par ce fait que ^2 à une racine double,
racine aussi d'ordre 2 ou 3 de jo,,; comme on prend z/a = \/— p ^ ( u ) ,
r;t == — \/—y,/,(r), le premier et le second cas ne donnen t que des sur-
faces imaginaires et le troisième, pour obtenir des surfaces réelles,
exige que l'on ait A(i — X) > o.

Si la racine double de p^ est racine simple de p^ on a de même
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CâS :

P'i P: € I I .

iS5

(' //2_^. i) ( ( - { H 4_ /;')

( II'1— 1 ) ( C i l f -1- //)

en/'1 { ( / —-• i 1 )

/r'

puis en supposant toujours p^ m u n i d 'une seule racine double, on
supposera que cette racine n'appartient pas à p,,, . . . . . On voit le
grand nombre de cas d is t inc t s que l'on peut obtenir .

Dès quep,, et ( ] : , ont chacun une racine double les surfaces obtenues
sont unicursa les ; cela se produi t en particulier pour

P2

^,== i
?-!= l

P,=-ft

/>,=//

P 1 .

p,z=:7.(n2— i )

p^=f/,

p^-=z~/.{ //>- i— i")

[),-=.!<

7'..

q^-=. i -r- }. — A^ 2

y4== 1 •— n

ff.^ { ^ ( 1 — /,) — /.
y^r^^ 2— //

Ces cas ont été obtenus en supposant que?;, et y.. ont une rac ine
double commune qui est en même temps racine simple ou double dejo.» ;
dans le cas où p^ a deux racines distinctes, on a, de plus, supposé
que ces racines et les couples de racines s imp le s dey^. (ou y/,) appar-
tiennent à une même i n v o l u t i o n [sinon on aurait eu p_> == H + À',
p^ = }.(^2 ~ i), y/, = A( i — ir) -{- ( u -4- / t ) 1 2 ) . Dans le cas où p,, et ^
ont chacun u n e racine double , la racine double dep/, n^é fcan t pas égale
à la racine double de y., par une subst i tut ion homographique, on
suppose ces racines égales à o et oc; i l suffit de choisir

p.^ EE: au'2- 4- 9. hu -L- c,
puis écrire

p^ = { ( î [ a'1 u'1 -\- [\«bn — d |, q,^ == du'1 -\- 4 f}clf -+• "̂S '

a, b, c étant arbitraires.
Le cas /Ja == ir -J- ï , p,, == a / / 2 , y/, ==( /z2 — i)2 est très intéressante

mais ne donne que ûes surfaces imaginaires.
• II est bon m a i n t e n a n t d ' indiquer quelques exemples numériques

Ânn, Éc, Narin^ (3), XLVU, — Sw ^SQ. , ^4
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pour vérifier que les circonstances sont bien conformes aux pré-
visions.

J'ai choisi les exemples avec certaines particularités intéressantes.

Premier exempte :
p ,=E=2——^. ^FEEf4——!, P2=EI,

ff^zzz //'2, Tf^==: / / ,

y/ i — r4^=

1^=;7(9_^_ 8/^2), ^ •

Q,,^jj.(^—i4-'4.A'2),
PS SEE ( 1 —— 3 /^ ) : ̂ 7-̂ ~[7:î,

/.=== i, ^==(1 +8/2 ) : (i +4.^2),

R — ( °-/^2 •+J ) v'x — p 4 — 4 ̂
2 (..':î \/7~4- 4 ̂

C7^^ o, //7 == o,

u^=: r^.2^ 4. )̂ v 1 -+-8/^ " l-J/.•:::::: u v I "+"'8/"»
^i 6— ft'"

~87T
db, 3 — p4

p=
r/Oi <S// <'//<i 4 p

Les calculs ont été faits en suivant pas à pas la méthode indiquée;
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le polynôme P,, -4- Q,, est bicarré, la condition pour qu' i l soit carré
parfait est

4. t1 {;J. —— 2 A )'2 4- ( ̂  — 2 /. ) ( ,0 —— À ) = 0.

La racine p. — 2 A = o est à rejeter, car elle ne tend pas vers un
quand / t e n d vers zéro; on a donc pris l'autre racine. On remarquera
que si p^ a une racine double^ celle propriété disparaît au cours de la
déformation; les racines de p;^ y,, et p^ ici appartiennent, par couples^
à une même insolation et cette particularité subsiste au cours de la dé for-
mation pour P. y Q,, et P...

Deuxième exemple :
p^ == n . p^ -=z ( { ' • — i , y /==i4- f^ — (/:•'••,

u,=\.. u^u\

^ ~_^/r . _ T~Y_L~~.^' / — ^j~~ r)'ç/" A _ \A'4— ^1— ii ^ ̂  ^^ . . . ^ ^ — ̂  , , ^ ^ ..Zĵ T"'5 ; 1 ^ r " ^ ~ " j î

^^ ___ i ~1- 4 //.2— //'" , __ 5<"2

î), = /. [ i ( . 4 — i 4- / ( if'' — \ (t2 — i ) ],
Q^ == ̂  ( f -f- ^2 __ ff!. __ 5 /^2 ̂

Ici on a encore pour P;, + Q;, un polynôme bicarré

/ ^ [ Â ( i 4- / ) — ^] 4- ^[^.(l -+- ^ / ) — . 1 / > . ] 4 - ^ — ( 1 4- / ) / . ,

et la condi t ion pour qu'i l soit carré parfai t est, en n'oubliant pas qu'il
faut s^ assurer d ' f abord si le terme en u ' ' est nul ou non^

^ [4 / / .— ^(i + O/)]^- ,i|:̂  - (l + /)A:]2 1 [^ - A( l -4- /)]=0

et la racine à prendre pour cette équation de degré 3 est la racine
rationnelle tendant vers un si l tend vers zéro^ y. : À= i 4- /; on prend
7. === i ^ [j. == i: 4- / et l'on trouve aisément

T\:==: ^ ^ ' t 4-- 2 / 4- 57'^, P^^:///-— i 4- / ( ^ 4 — //,>•Î4- Q,

Q^=: ( i 4- / ) [i 4- ^2-- ̂ 4- 5/^2],

:: -= ̂ ^J^^ /, = yC^, //, ̂  o.
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Cet exemple offre la particularité que les racines d e p ^ divisent har-
moniquemenî un premier, puis un second couple de racines de p., {et par
suite aussi de q., ); et alors les racines de Pa sont fixes et continuent à
awir les mêmes propriétés pour V ^ çt Q,, au cours de la déformation.

Troisième exemple :
/^=l, pf.=— /r? q,=\-\~^'\

i.^==i, /^-^//T^ ^^=— v — t — p-s i { , = ( ( . 'u^-==.ii1,
u — 2 , -î — c3 ' / 'î V-'— t — ̂al=- r ^ ̂  ^ "3^ ^--^5.
^ - - 4 \'u . .1 + ̂  j. _ 4 v— ^ - ̂ l

a,=. -^ ^=—^—. ^=-^——, ^-——^;-——-,

da, . r//7, • ( 4 — ' î p 3 ) ^
a:==^=-2^ ^^^ -T^--5

1 ///(' v— 8(• ;— (''t'
U == // == --11-.", 3 » —— ————.———-"" '

//•• l + ('•*

On a mis U sous la forme ^, où le dénominateur reproduite; on a

P^— /.(i -4- l .u} ( i ' \

Q,==^[I+p : î4-/(P^-8(Q:| .

On a sans peine, en prenant [i == i,
P, = ï — 4 II/ — 8 /2 u\ 7:= i — 64 ^S p. == ï <

^——^-^ — ï 6 p . / ,
h =.^ ï — 6 ' j /•', /n == ——-r:___:? 0 — — 4 1 <

^ / 1 — 64 /;;

,^, ̂  _". ̂ 1^~64" ,̂ A., == —^ ( ï 4- 9. /// ) \/ r + lu.
^ 3 \/ //

Ici p.. a une racine double qui est racine simple dep/, et, de plus,
p, a une racine triple; P., a une racine triple fixe, mais P.j a des racines
distinctes.

Quatrième exemple :
Supposons que pu ait une racine double qui soit en même temps

racine triple à e p , et ^,, on pourra écrire
p^=ï, ^ = = — 2 ^ , y^l--}-^
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choisissons

u^ = i, //._;== \' 'î i { , (•^ == ̂  — i —- or, // ; = ̂ , 17^ =_ -— .

Nous retrouvons, aux nota t ions près, l'exemple trouvé directement
au Chapitre I, ^ II. n0 7.

On a ici U == î : 2 / / , V == —i : {i -4- i^), et au cours de la déformation,
on peut prendre

p^ ̂  „, ^ ̂  _ ^ (^ = i -h- ^ r + /, [\ == i ,
U, .== '1, l.L=r ^' '^ ^ -{- /, V:;=: ̂ / — i: — / — ^r, IĴ =: // 4- /,

Cet exemple où le couple (a ), (6) se compose de deux paraboles
focales qui restent égales à el les-mêmes au cours de la déformation
est très curieux, car on remarque que les coordonnées tangentielles
de la parabole (a) , à savoir î , \/2^, ^, pourraient être multipliées par
\u -h ^ sans que les conditions de degré exigées soient modifiées
| mais le couple (^) , (6) doit être modifié | ; si l'on suppose X == o, on
retombe sur le type étudié; nous pourrons donc supposer, par homo-
thétie, A == î , et cela nous conduit au cinquième exemple.

«

Cinquième exemple :

p.^=u -+- A-, p^— ^u\u 4- À-)2 , q^={i -4- ^ u ) {u +^)2,

p^ et y,, admettent les racines de p ^ y Vune comme racine double (—k\
F autre (ce) comme racine simple. En prenant u:, = u(u -j- k\ nous
trouvons pour (a), ( b ) un couple de paraboles focales; or, on voit
aussitôt que la t ransformation

A., == ha^ A.!2 =- a^ {î — A2) -4- aï 4- a hjnci^ — G

transforme une conique quelconque (a^ a-j) d'axe Ox en âne nouvelle
conique; si en même temps on prend la conique focale ( A i , 63), la
transformation

B.^l1^. B^^(i-^U^-.mll4-C-^
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fourni t pour (B) la conique focale de (A) et ceci quels que soient les
paramètres C, h y m qui définissent la transformation.

Il s'agit maintenant de trouver (a), (ï), (A), (B); les polynofnes du
second degré l inéairement indépendants , au nombre de trois, peuvent
être pris égaux à u(u -h k), u 4- k, i; le premier a déjà été employé; le
second égal bp^ doit être rejeté. Nous prendronc donc ^2=1,

Nous avons donc

p^ == a -r- /*', /.̂ , = — y // („ // "h /*• p, ///, ==- ( i +• 'î c ) ( f 4- A' r2,

('?, == f ( ,
" _ — ( 3 / / -4- A-')

——————.—-— ? Cl .1 —— -—————7—— 3( ^ .4- /,)2 - ( (f -+-• A- ^

Z/, == .1 -4- •(.', ^ ;̂;==: ̂ — i •— 'î r,
„- ( - 1 -4- /• 4- 3 p ) _ ^ '—. î — a r

^ =: ( r+^—— ? ^ —^^..^-,

T 1 , y — f{î + ( 6Â> -i I2 > { ( + A'2 (^ 4- ( ()A' -4- 2 ) r 4- ( î 4- /»'F
. •.2 ̂  1 4- 2 t.''

On aura donc

P, : (//-+- Â- ) 3^—-}^ a/ / - 4- /[^34-(,(U•4- • î ) / / 4 - A : 3 ] ^ ,

Q^ : ( (' -4- À- )2 = ̂  j î 4- a r 4- ^[ P2 4- ( 6 /• 4- -ï ) r 4- ( î 4- A- F ] ;.

Cette fois une difficulté se présente : le polynôme

œ.+Qj: (^-t-^ • • •
== ///2 ( ̂  — 7 ) 4- ( p. — /. ) [ / i, 6 /»• 4- 'î ) 4- a ] if -(- .̂ [ ( î 4- /»• }2 4- î ] — /. l/^

est carré parfait pour deux valeurs de [j. '. A dont l\ine est fixe et égale
à un, l 'autre variable avec / et tendant vers un quand l tend vers zéro,
de sorte qoe nous ne savons a priori quelle racine prendre; mais nous
avons remarqué que nous pouvons continuer sans calculer A : [j.; A^
etB3 ne doivent contenir d'autre irrationalité que

ou
\ '••>. ( f 4- / [ /^ 4- ( 6 /t- 4- 3 ) // 4- /^ ]

^' -"y~^-^^^"^q^
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et puisque l'on a
A.2 ==: ( { ' 1 { i .— A'-2 s) -r- 3 (I 4- /il h ) // — G,

1-̂  == (4 4- r ) - 2 1 i .—. — i — i — 2 r — —— ( i 4- r ) 4- G --- m'2,A

î i 1 / / /A — i — G ( l î i h — L )"2— G/z'2
on aura

/ ~ ( 3 / - 4 - D / 4 - - i . "~ l^- ~~ /d-}-/-)2-^ i

En prenant comme inconnues H == A2 — i, M ̂  wA -4- i, on a

G -=- /-2 \ i, .M == — I, .1 3 /• 4- i. 4- ,

et par suite
— 1 I 2 3 / - 4 - 1 - + - ! ̂ ^ l . i f n -t- i )

/ "" /(,i .-.-/• j2^-!,

La solut ion I I = o est inacceptable, car elle donnera i t

/// rr: l , //i ==: — r, G == <-), -A.^ E :̂ (:), .B.jj S= 0,

et la surface déformée de S se réduirait a l'axe des x\ on prend donc
— / , ( 3 À- 4- i ) / + i

.1 I. -===. fl'1——— I == — — — — — . . . . - — — — — — — — — ^ . . - , /^ft, 4- l =1 —————————-————-—————— y

( 4 / - 4 - 1 ) / 4 - 1 (.U-t- 1 )/-i- 1

r- -^_ k-J ^/^- /^ i _ / _ / '"^A^7^7

^T-ri77"4- « î '" V (4. ̂ - -+" « ' ) /^~ ^F-+^i. ) 7 4 - - 1 î ^ — y ̂  ̂  :(_, j
•\ == n / ""̂ n^pî 'r"""" -__ j11- v^// 4- /i. /^ -^ (T)A- +J^)^_^Âl,i.

' 1 ' 1 ~ V (JF^'n/T"!''7 • • ï î~ -——-—^

1/identlté U i A/, 4- U,>A^ == o permet d'écrire

_ , _ [^-f'^^j^0^^ 1 Kl̂ ĵ 'JJ 1 " 1 - '" 7 ~ " ' v ? ^ ' '
l..̂  ==: ̂ /— \\ -=z ( u 4- A- ) v7'^ // 4- l[ ff'^ -+- ( 6 /• 4- 2 ) ̂  4- /-2 ].

j / / - ^ / [ ( ^ / ^ - i ) / / ^ / 1 2 ] ^^^^ )

vWÏï")7TT -— "

I n u t i l e de poursuivre davantage les calculs : ces valeurs de P..» et P,',
mon t r en t que la racine ;J- : A à choisir est celle qui n'est pas égale à i ;
au cours de la déformation le couple ( A ) , (B) se compose de deux
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coniques focales à centre dont les excentricités sont respectivement y
et A, de sorte que, sauf pour A==o , c'est-à-dire sauf pour S, on a des
coniques à centre; P.v et Q;, ont une racine double commune fixe
(nécessairement racine de 1\\ on remarque que les racines variables
de PA (ou Q'. ) ont une demi-somme égale à la racine variable de Pa,
Nous verrons un peu plus loin Futilité de cette remarque.

On doit remarquer (fue pour k= o, p,, a une racine triple qui lui est
commune avec p^, cette propriété se conserve au cours de la déformation.

Autre remarque : L'exemple 5 comprend l'exemple 4 comme cas
particulier; mais on a détruit l'homogénéité en écrivant u + k au lieu
de À Z Z + ;^; il faut supposer que k devienne in f in i et il est bon de
substituer à l une variable C définie par l'égalité

c- -^
^ — — — _ — — — — — — ,

~(U4- iW+: l

et Pon suppose que k devienne inf in i , mais que G reste f in i ; C est le
paramètre de déformation.

Sixième exemple. — C'est celui qui a été donné au Chapitre I, § II,
n° 8, (A), (B) sont deux coniques focales à centre, et (À), ("B") deux
paraboles focales. On a pris (co constante arbitraire)

AI ==^0/11^), A.,=(D2—^ch2c..)) ï ,

B i == t' sh2 û), Bg •==. ( (^ sh2 w '-- D2 )2,
T- îf2 Cil2 G.) — 1 •— A.
A^——^——, • A —^ 5

P — L J ±- ^ shtla) ~ I n — ~ ̂
'- a D2 ' —^——' i-1- ^ÏF"'

D est le paramètre de déformation; D == i donne la surface initiale.
Les équations tangentiel les des coniques à centre (A), ('B') prouvent
que l'on doit prendre U i , IL, U, proportionnels à //, \/ï)'2— (rch^co,
— D2 ; or rexpression A , u 4- A.^ /D3— /^ch^co est égale à — (u 4- D2)
tandis que A^ + la v/ÎP^J^h^ est égale à uch^ f - 1 — — ^ ^ - 1 -

0 \Ï D2/ 2//.

de sorte que pour obtenir des polynômes de degré 2, LL, etU,, il faut
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prendre
Ui == //2 , U^ == // ^ D2 — / /^ch^co, V ^ •===. —- // D\

K^-ch^-^)--^

^==: ̂  /^ == // ^ ' 1 — / /^ch^ûo, ^ ==: — / / ,

P, -== «•i, P, == ^ch'G) — D2 ̂ , Q, == D2 r2 — ^sli2^),

autrement dit P,, ^^ Q,, 6»^^ ^n^ racine double commune^ fixe au cours de
la déformcîtion^ nécessairement racine de P.) et qui de plus est double
pour Pa.

Je reviens d'abord sur l 'étude de cet exemple si intéressant : com-
parons sur les surfaces S, et Si» les nappes engendrées pa r les points

// =3r //„, c == t-'<,, sur S;,

i f ==: !)//„. f •r=: .r-h',j, sur Si»,

les valeurs de U^ U,», U/, sont alors D2//;? D'^/o ^i—^ch'- 2^, — z / ^ D 3

que l'on peut réduire à ii^ / / < » \fï—//^ch^co, — I)//o de sorte que la
nappe considérée de Sp est l'Iioniot.hé.tique de celle de S, 3 le centre é tant

S -l 'origine et le rapport d'homothétie — égal à +1); mais dans l 'appli-
cabili té le p o i n t O/o c') de S, a pour homologue le po in t ( / / y , ^o) de S^
et non plus (D^/o, D ( ' o ) . Considérons de même Si et Z'i,; remarquons
que, par une t ransla t ion le l o n g de Oxy on peut réduire, pour lîp,
U.ï à- : alors le même ra i sonnement prouve que la nappe engendrée

par le point (D^o, D<'o) de Sp est .l ' iiornothétique encore de la nappe
engendrée par le po in t ( / / o ? ^u ) de ï,, mais avec le rapport d'homo"
thétie -.—
De la sorte, à deux paraboles focales arbitraires correspond une seule
surface -S, pour une valeur donnée de co, autrement dit à chaque couple
de paraboles focales nous ferons correspondre :

co' sur faces 2 ( l e paramètre é tant œ) de notre sixième exemple;
co1 surfaces S (le paramètre é tant k ) de notre c inquième exemple;
Une seule surface S du quatrième exemple (je rappelle que la surface S

est auto-applicable").
Ânn. Éc. Norrn., (3 ) ^ XLVIL — JUILLET igBo. 25
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Les surfaces a i n s i obtenues ont toutes un réseau conjugué perma-
nen t doublement conique, les sommets des cônes circonscrits é tan t
répartis sur les deux paraboles. La discussion faite sur les polynômes
p<>, p/., ?.'* <^ P S ? P-'o Q-ï p rouven t que. ces t ro is espèces sont essentiel-
lement distinctes; en particulier elles ne sont pas applicables les unes
sur les autres .

De même,' l 'excentricité commune , des ellipses ( A ) du sixième
exemple étant tlico, on voit qu'à tout couple donné c o n s t i t u é d 'une
ellipse et d 'une hyperbole focales correspond :

i° Une unique surface S du sixième exemple ;
11° co' surfaces £ du cinquième exemple, le paramètre étant /c;

chaque valeur de A* donnan t une seule surface S; ici encore, il y a irré-
ductibi l i té des surfaces en question.

Or, le sixième exemple met en évidence que Fon aura i t encore les
condit ions de degré voulues en prenant

u^= uChu -h f./.), [j.^=\u 4- ̂  \/i — /^ch'-'o,», n^-=z —(lu H- ^).

La valeur ;j.-=o redonnerait le sixième exemple; supposons donc
u.^ o, donc, par homothétie, égal à i ; mais alors les polynômes

p^ =z U' {}\U -+- l),

p^ =z ( / /2 cil"2 û) -— i ) ( /> n -4- i )*2,

q , = Ci — //2 s h"2 GJ ) ( A /{ -{- i )

sont tels quep;. et y.-, ont une rac ine double commune, racine simple
de ?2 ; d'autre part, les racines s imples de p/. (ou ç/.) ont pour demi-
somme zéro qu i est l 'autre racine d e p ^ : ce sont justement les cir-
constances caractéristiques de l 'exemple 5 (comme on le voit par un
simple changement l inéa i re sur u). Il n'y a donc rien de nouveau à
obtenir; sans notre discussion préalable, nous voyons ainsi que nous
aurions r isqué de faire des calculs superflus; de plus, les cas prévus
a priori ont été retrouvés d i rec tement .

Exemple 6 :

p3==l , , ^^(^—.^ ^:^i4-},_ A^
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Exemple k :
^=1, p,=a, q,=i-iL

Exemple o :

p.^=U, J^ ,= :A(^-—î) , ( J ^ ( ^ { [ — / ) + / . .

Exemple 5 (pour Â ' ^ o » :

p^ =z / / , p^ r= ^, y^ :=: ^2 — // .

Cet exemple 5 est cu r i eux en ce sens qu'il donne comnie cas pc^r t i -
culiers 4 ou 6 q u i se t rouvent ainsi réunis par un l ien d i f f ic i le à aper-
cevoir à l'avance. J 'ai signalé qu ' i l y a encore un autre cas on le
coupie (û), (6) est composé de deux coniques focales, a savoir :

p^=U+ À-, ^, = À ( ̂  - l) , ^ = A ( . I — l / ' - } - r [il. + À')2 .

En t e r m i n a n t e remarquons que deux p lans imagina i res conjugués
ne p e u v e n t être pe rpend icu la i r e s , donc toute surface à réseau dou-
b lement conique permanent, si elle est réelle, donne un réseau réel;
mais pour le cas des bases simples^ on peu t avoir un réseau d o u b l e m e n t
c o n i q u e i m a g i n a i r e dans les deux famil les , les deux surfaces é t a n t
réelles. Dans le cas d 'une base permanente doub lemen t cyl indr ique, il
n 'y a que l 'exemple des surfaces m i n i ma qu i donne un réseau imagi-
na i r e .


