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SUR

LA CONSERVATION D'UN RESEAU CONJUGUE

DANS
LA DEFORMATION D’UNE SURFACE
Par M. VASSEUR

— e e

INTRODUCTION.

Peterson et Bianchi ont les premiers abordé I'étude des surfaces
applicables aréseau conjugué permanent. Bianchi rameéne la recherche
de ces surfaces a celle des surfaces auxiliaires (B), dont la courbure
totale K a pour valeur

(—0) Uy + V(o) P

u et ¢ étant les parametres des asymptotiques.

Dans sa thése (Moscou, 1917, en russe), M. Finikoll, reprenant ce
probleme, rappelle les résultats antérieurement acquis; sur un ds®
donné a priort, un réseau, choisi arbitrairement, est conjugué sur
0, 1, 2, o' surfaces représentatives. M. Finikoll aborde la question
nouvelle et difficile : sur une surface S, (et non plus un ds*) donnée
a preort, combien existe-t-il de réseaux conjugués pouvant rester con-
jugués sur ' surfaces S déformées de S, (hases principales, par opposi-
tion aux bases simples qui ne sont conjuguées que sur deux surfaces)?
M. Finikoff montre que les quadrigues posseédent exactement trous
bases principales (les réseaux en question sont doublement conjugués
au sens de M. G. Koenigs ). Aucune surface ne peut posséder plus de o«
bases principales et seuls, les deua hélicoides minimums posscdent effecti-
vement «* bases principales; chacun d’eux posséde =' bases principales
Sormées de géodésiques.
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M. Finikoff a bien voulu nous communiquer ces résultats au cours
de nos recherches: une partie en paraitra au Bulletin des Sciences
mathématiques.

Le présent travail a été résumé en cing notes paruesaux Comptes ren-
dus (t. 186, 1928, p. 1604 t. 187, 1928,'p. 1109; t. 188, 1929, p. 29,
603 et 761); il comprend deux chapitres : le premier est consacré &
I’étude d’un couple de deux surfaces applicables et de la base correspon-
dante ; le second est consacré a 'étude de la famille la plus générale
de surfaces applicables ayant un réseau conjugué commun.

Le premier chapitre comprend cinq paragraphes :

1° Etude du réseau conjugué commun i deux surfaces applicables.

»* Détermination de tous les couples de surfaces i base doublement
conique: je montre que la méthode pourrait aussi donner les sys-
témes o' de surfaces & base doublement conique et donne effective-
ment deux exemples intéressants ou toutes les surfaces sont unicur-
sales.

3° Findique rapidement les couples déduits de I'équation de Laplace
ponctuelle, de la forme d’Euler-Poisson E (2,2).

4 Etude du parallélisme de Peterson.

5° Transformations conformes de I'espace & 6 ou 8 dimensions et
détermination, & partir d’'un premier couple applicable, de nouveaux
couples.

Le second chapitre comprend sept paragraphes :

1° Résumé des résultats obtenus sur les bases principdles par divers
géomeétres : Bianchi, Peterson, Vosset MM. Cosserat, Demoulin, Drach,
Egoroff, Finikoff, Gambier, Goursat, Tzitzéica.

2° Méthodesimple et nouvelle pour mettre en équation le probléme
général. Transformations asymptotiques des surfaces (B) qui accom-
pagnent une surface (S) au cours de sa déformation; invariance de
I'équation zangentielle de Laplace relative i la base principale.

3° Détermination des surfaces de Bianchi, applicables sur des sur-
faces de révolution. :

4° Btude des bases principales contenant une famille de géodé-
siques.

5° Exemple simple de ds* (et non plus de surface) pour lequel on sait



RESEAU CONJUGUE CONSERVE DANS LA DEFORMATION D'UNE SURFACE. )

trouver x' bases principales : ¢’est celui des développées des surfaces
minima.

6° Etude détaillée des équations de Laplace ponctuelle et tangentielle.

7° Rectification d’une erreur de principe commise par MM. Egoroff
et Masloff. Recherche systématique des réseaux conjugués coniques per-
manents; la réunion de deux méthodes distinctes, mécanismes doubles
d'une part, qui fournissent a la fois les couples et les systémes o',
et d’autre part, utilisation des méthodes propres aux déformations
continues, cette réunion, dis-je, permet d’obtenir tous les réseaux
doublement coniques; bien que M. Masloff les ait obtenus, indépen-
damment de moi et peu de temps avant, seule la réunion des deux
méthodes permet d’affirmer que les résultats sont complets. Elle per-
met aussi d'obtenir aisément les formules qui définissent explici-
tement la déformation. Essai de classification des surfaces en jeu
et application de la méthode a4 de nombreux exemples présentant
des particularités intéressantes. Il reste un pointa ¢lucider: existe-t-il
des réseaux conjugués permanents tels que le lieu des sommets des
cones circonscrits le long d’une famille de lignes coniques (quelle que
soit la nature de la seconde famille) soit une courbe gauche? Cette
question, dont MM. Egoroff et Maslofl n’ont pas soupconné 'existence,
me parait difficile et jessaierai de la résoudre dans un autre travail.

En terminant, je dois remercier M. Gambier, professeur & la Faculté
des Sciences de Lille, de l'intérét qu'il a porté & mon travail et des
nombreux conseils qu’il m’a donnés.

CHAPITRE 1.

I. — Résultats généraux relatifs au réseau conjugué commun
a deux surfaces applicables.

1. Soient S et S" deux surfaces applicables rapportées a leur réseau
conjugué commun (u, ¢), E, F, G les coefficients de leur élément
linéaire ; les coordonnées x, y, z; x', y', 5" des points homologues M et M’
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5 12 T

et lexpression x*+y'+ 7 —2*—y?—3

sont sept solutions de
Uéquation de Laplace

92y i g di
(1) — RO o.
‘ dude 1\ du 1o lde
Cette proposition est due a M. Gabriel Koenigs.
Considérons la seconde nappe focale S, de la congruence des tan-
gentes aux courbes ¢ = const. de S; les coordonnées x,, v, 5, du
point M, de S, correspondant au point M de S, sont :

o dr {12y

G Ou ) a0

PRy

(%) R R
o ():-7‘\1'),'

N P },

soit S| la surface analogue 4 S, relative aux courbes. ¢ = const. de S’
les formules (2) montrent que I'on a, en crrandaur et signe, le sens
positif correspondant aux « croissants,

12

2

MM, = MM, =— E ;:

D’ailleurs, si nous faisons rouler, sans glissement ni pivotement, la
surface 8" sur la surface S, de maniére que le point de contact décrive
sur les deux surfaces une courbe v =u,, les développables circons-
crites & S et 4 8" le long de. cette courbe roulent également I'une sur
Pautre; on retrouve ainsi I'égalité des distances focales MM, = M'M  ;
on voit de plus que les courbes = const. de S, et S| ont méme courbure
aux points homologues et se correspondent par égalité d’arcs, proposi-
tion bien connue, mais que le calcul de 'élément linéaire de S, permet
de préciser. Soient ¢, ¢/, ¢” les cosinus directeurs de la normale 3 S;

posons
ddur+ 00" dudy 0" dvr=— S de dx;

en dérivant (2) et tenant compte de I'équation

(3) L_slll()l_{sllf()//‘{ca‘

w? | 1 §du § de



RESEAU GONJUGUE CONSERVE DANS LA DEFORMATION D'UNE SURFACE. 97

et des équations analogues ou @ est remplacé par ¥ puis z, on obtient

B -.(_)v\" frng yrng
, dry COdul oo b1y for I 2 dr 0
Y e T T e T e e T e e T e O
B 2 I [ o | o
PATEYRY
(5) ()_t, :(}v! 2y (}_:
: v TERE fray du’
| oy o)

les coefficients E,, F,, G, de I’¢lément linéaire de S, se calculent aisé-
ment en tenant compte des identités

.o . dx .
S = S == Set=1.
> ). S on 0. S I,
il vient '
EAREY yrog frny KEREY {1y
6y 1= 1 dul ‘7,“8 o B (A . dul '),d\ b ?
\I‘).[" RN (RN RN [
| 2 ) (e Iy | 2\ [
jrog
Loy 9*
-+ ;G s
SEYE g
I o i [ ﬂ
ZAREY e PEASEND 1 JlE T
. ol ooy [ s dul o\ o du
( 7 ) l‘ 1 { . 2 - I“ - . 2 - . N
fray (N (RN \lé)}
RN loa ] oy Lo
BEERER SENN E
(8) G — el o "\ 1 § I
jormg® IREN
z ’)‘/‘ , 2 ﬁ_«i

On remarque que, seul, E, contient un terme en ¢ dépendant de la
seconde forme fondamentale de S; donc Papplicabilité de S et S’
établit entre S, et S|, une correspondance ponctuelle telle que les deuzx
Jamilles de courbes pour lesquelles les longueurs se conservent, sont con-
JSondues entre clles et avec une famille du réseau conjugué commun.
Observons encore que les coordonnées (z,, y,, 5,) et (&, ¥\, 5))
Ann. Ec¢. Norm., (3), XLVIL. — AvriL 1930. 13
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des points M, et M, vérifient la méme équation de Laplace.

20, thz} {)lw\ 1‘21]()9‘
L — RN 7

) dude |1y o o\ du
( d iy n
#\\1-)' 4)[,“ del oy ERRER 7, o
"'? v du e I Jv o
I ooy

dont les coefficients ne dépendent que de ceux de I'équation (1) (')3
en tenant compte du fait que le coefficient ¥, est le mémie pour S, et S,
on vout que U'équation () admet les sept solutions

1

S =2 2 )2 -2
[ [ N

DO - N S P S A & R
ce qui géndralise la proposition de M. G. Kwnigs pour deux sur/aces
applicables.

2. Supposons é¢tablie une correspondance ponctuelle entre deux

surfaces S et S', de facon que :

1° Le réseau (u, ¢) soit conjugué sur S et S';

2° Que les courbes ¢ = const. soient l'unique famille (comptant
alors pour deux) de courbes conservant la méme longueur en passant
de Sas'; :

3° Que la distance focale MM, soit égale & la distance homologue
MM,

Ces conditions se traduisent par
pre) {any

(10} =1 I = I, —

N : ot af ’
P'accent se rapportant & la surface S'; la dernitre ¢équation, rendue
entiere, s’éerit :

) . ~ P
(ro") Z lom(.)’»—()):t?.s IH7
: du """ : I o
. (12 | SN .
I'équation nouvelle; X ::3 l ; non contenue dans les précédentes,

(1) Nous retrouverons ce résultat plus loin en étudiant le parallélisme.



RESEAU CONJUGUE CONSERVE DANS LA DEFORMATION D'UNE SURFACE. (O
, . S J .
donne la méme valeur que (10') pour ~, log(G"-= G), de sorte qu'elle
est conséquence des équations (10); donc {'équation de Laplace rela-
tve a S' coincide avec ['équation relutive a S, et, en vertu de lU'éga-
lié F =", cette équation commune admet la septiéme solution

eyt gt e 5

On constate que le couple (S, S|) posséde pour les courbes u = const.
exactement les mémes propriétés que le couple (S, S") pour les courbes
¢ == const. de sorte qu’on obtient cette propriété remarquable : que les
couples (S, S') et (S,, S|) sont parfaitement réciproques. En ellet, la
relation entre S et S, est réciproque; les équations (6), (7)), (8) ont
été écrites pour le passage de Sa S,;en échangeantu avec ¢, Eavec G,
Favec F,, G avec [£,, on obtient :

dyin Y N
(1) = du! del__ T G,
IR jre
R Loy, |
BZAREY ooy 7 ZENENR 1 dy,
(12) F= due | '”h _t2h G oo+ dv 'ﬂ‘. A ’
' (B \Hf 19 f e
et I, \ I, I
ZAREREEENEEYAN & o CAREYREETYS
(3 G _()tfl\, “)l\, G )_)_l_\_, h(_)('ll\,vf-a\
frogr oy | Y progr o oy |
5 Y Y oy L Loy,
2 *
N I\I,|| o .
R e
Iy, I o,

ou I'indice 1 se rapporte & la surface S,.

3. Supposons que toutes les hypothéses du paragraphe précédent
soient remplies et de plus que la courbure soit la méme aux points
homologues des courbes u=const. de S, et S\; les développables
engendrées par les tangentes & ces courbes peuvent rouler I'une sur
Pautre, et I'égalité MM, = M'M| assure méme longueur aux courbes
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de contact de ces développables avec les surfaces S et 5'; on a donc
G =G : les surfaces S et S sont applicables: 1a réciproque de la pro-
priété donnée au n° | se trouve ainsi établie.

4. Angles des plans focaurx des congruences des tungenies aux
courbes du réseau. — Les plans focaux d’un rayon MM, sont : Ie plan
tangent en M'a la surface S et le plan osculatear a la courbe ¢ = const.
(ui passe par ce point; ce dernier est déterminé par les vecteurs

(()?r gty ()H:) . (().1' dy dz\
e ;

=Y S5 =9 5—3 5
du* Jdu?’ du? du’ du” du )}’

A

en tenant corpte de I'équation (3)on calcule les cosinus directeurs v,
', ¥" de la normale & ce plan et 'angle «, des deux plans focaux :

\ll.’ e e ~ ,Us /())'
: VEG — Fr— S et
“pay ¢ t O(( du ¢ ()u)

\/ b *\'<_ EG — 1) + Eo

A e L ,0r ds
¢ VEG — F?— S e S
, “1a {v G—1 O<C du L()u)

= : ’
\/; " : (EG — F2) 4+ B3

eV EG ST — a( L0 (./()-l’)

L ey o T

> b
VU G — Ty - Bt
|2 ’

VI e
| 2 V\\L‘J'_;

RS S . o\ 2
\'T*fa

(14) lang oty — ——————-1

[ T —
} SV

/

I

2

CONOL ==Y ~ "!7/‘}" ,.u./n

on trouverait de méme pour I’angle des plans focaux des rayons de la
congruence des tangentes aux courbes u = const. :
YR
(15) B lang o, = Vo
=73

‘..'}!' T—j__'
I 1 S\L(J

bl
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donc st 8 se déforme en conservant le réseau (u, ) conjugué, ces
angles o, =, varient, puisque les expressions précédentes dépendent
de la seconde forme fondamentale de S; il n’y a d’exceplion que si
IRENIRREEY
| o (.
formée de géodésiques, auquel cas 'angle correspondant demeure droit.

Des expressions (14) et (15), et de I'équation de Gauss, nous
déduisons

est nul, c¢’est-a-dire si 'une des familles du réseau est

v EGR
I

lango lango,=— ’

24

bIE Ly 2y
(IR
ot K est la courbure totale de S; cette expression ne dépend que des
coefficients de I’élément linéaire et par suite est incariante pour une
déformation de S avec conservation du réseau (u, ) conjugué.

5. Soient S, la seconde nappe focale de la congruence des tangentes
aux courbes « = const. de la surface S et M, le second foyer du rayon
tangent en M & la surface S; cette congruence MM, jouil des propriétés
analogues a celles trouvées plus haut pour la congruence MM,; ¢n
particulier, la distance focale MM, ne dépend que de 'élémentlincaire
de S; ceci suggeére une remarque bien simple, dont nous aurons i faire
état plus loin : tous les éléments du triangle MM, M, dépendent uni-
quement des coefficients de I'¢lément linéaive de S; done si € est une
déformée de S surlaquelle e réseau conjugué (u, ) est resté conjugué,
le triangle MM M, est égal au triangle MM, M, de sorte que I'on a

MM, = AL,
6. Congruence des drovtes M, M,. — Posons, pour abréger, I'écriture
10 NERREY '
\ = S B = .
by’ ’ I o

Un point de la droite M, M, a des coordonnées

N IR e
B B o WX o B due &

(
Sy (r Jdy 1 Jyt
V== Gae (T o T on)?

Jav o

,/'____ 1 0z /1 03 1 Jz .
SR I s (T o T B dn )
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Ces formules permettent d’étudier la congruence des droites M, M..
Les cosinus directeurs de M, M, sont :

1 O 1 da
. N o B ou
B G 2F &
' AB B
1 dy 1 dy
N de B ou
N = —————
G 2 F D
e
AP TXB B
1 ds 1 dz

N ode B ou

G aF ko
ACEEV IR I

Nous devons remarquer que, si la surface S se déforme, de sorte que
le réseau (u, ¢) reste conjugué, en entrainant avec elle le triedre lié
au point M, dont les arétes sont les tangentes aux lignes « et ¢ et la
normale, les points M, M., ainsi que la droite M, M, restent invariable-
ment liés & ce triedre. Nous allons montrer que si, pour la surface S,
la congruence M, ;\I est congruence de normales, elle le reste quand S
est .1ppl|quee sur S'. Il suffit de caleuler I expression

. N 1 ()1 1 ().)'> . B 1 ds
1-“’(" Ju )*"”( W a “”(*"" B a;,>’

et de montrer qu’elle n'a pas changé en passant de S & S';5 or, la
condition nécessaire et suffisante pour que M,M, engendre une con-
gruence de normales est que I soit une différentielle totale exacte. On
a aisément

'//' 1 dr\ [ or N 1 OB Iers / oB ATl dx Je
=5 00)= o U ) B | e ge 1 | an

et comme

P

gdx Pz __ 1 ok gor Pz OF 1ok
Y ou dur T u da’ C0e dut T o o o]
le théoréme est établi aussitot.
Nous rencontrons plus bas une déformation continue ol cette cir-
constance se présente.
Letude détaillée de la congruence M,M, donneralr beaucoup de
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résultats intéressants que nous nous proposons de développer dans un
autre travail.

II. — Réseaux conjugués doublement coniques.

1. Avec Peterson, nous dirons qu’une ligne tracée sur une surface
est cylindrique ou conique si la développable circonscrite & la surface
le long de cette ligne est un cylindre ou un cone; il résulte du para-
graphe précédent, que si le réseau conjugué aux surfaces applicables S
et 8’ comprend sur Sune famille de lignes coniques (ou cylindriques),
cette famille reste conique (ou cylindrique) en passant de S a S'. Je
me propose de déterminer tous les couples de surfaces applicables
dont le réscau conjugué commun est formé de dewr familles coniques.

Le cas de deux familles de lignes cylindriques a été complétement
résolu par Peterson et Bianchi; il s’agit de couples de surfaces de
translation applicables; M. Gambier a repris la question et étudié
les diverses circonstances nouvelles relatives & I'applicabilité phy-
sique; dans ce cas, les seuls exemples de déformation continue sont
les surfaces minima et les surfaces a profil de translation plans situés
dans deux plans rectangulaires.
~ Le cas d’une famillc formée de lignes coniques ct Pautre de lignes
cvlindriques est également épuisé : Peterson (') a indiqué le type a
déformation continue; M. Gambier (*) a déterminé deux types de
couples isolés comme application d’un mécanisme transformable de
deux courbes, dans un Mémoiré auquel nous aurons constamment a
nous reporter. . )

Le cas dé deux familles de courbes coniques a été amorcé par
Mlodziejowski (*) qui n’a pu indiquer tous les résultats; je reviendrai
plus loin sur sa méthode, qui est différente de celle employée ici.

2. Dans le cas d’un réscau conjugué doublement conique, les sur-
faces focales que nous avons appelées S,, S,, S|, S, au paragraphe
précédent, se réduisent a des courbes (a), (b), (A), (B), lieux des
sommets des cones circonscrits le long des lignes du réseau; quels

(1) Voir Darsoux, Théorie des Surfaces, t. I, »¢ ¢dition, p. 181-184.
(%) Journal de Mathématiques, g° série, t. I, 1922, p. 19-76.
(%) Mathematische Annalen, t. 63, 1907, p. 62-84.
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que soient les points M, et M, pris respectivement sur (a) et (0), M,

et M, désignant leurs homologues sur (A) et (B), nous avons, en

vertu de la remarque qui termine le paragraphe précédent, .
MM, = M, M,

done, le couple de courbes [(«), (b)] constitue un mécanisme trans-
formable en le couple [ (A), (B)] au sens de M. Gambier.

D’autre part, étant donnée une surface rapportée 2 un réseau con
jugué doublement conique (o, 3), les -coordonnées d’un point de cette
surface sont, comme on sait, susceptibles d’étre écrites sous la forme

/v a, dz — / b, df

, &= — >
/.(!2 Az — /'I;2 db
/‘(zz: o — /./):: p

3 = p ——’(3 .

Le cone circonscrit suivant la ligne « = const. a pour sommet
a, (%), ay(z), a;(z):de méme, le cone de sommet b, (3), 6,(3), 6,(B).
On peut écrirve ces formules :

e e — = (b3 —1b,)
o5
(S) iy ___ﬂ':’-/-'—;zg~~(/)._.g—/):_,>
N - a—_—ﬁ
o ayz—ay— (0,8 —0b,).
prg— A ;
2B

g da, di, di,

da, dea, — da,

(1) ¢ _ _
' ( b, db, _db,

A9 Yy g
b, db, — db, T e

Ces coordonnées (x, v, z) sont solutions de 'équation pontuelle de
Laplace, E(1, 1) (vour Darsouvx, Théorie des Surfaces, t. 11, 2° édition,
p- 55 el suiv.) :
(2) 24 1 1, 1 09

s e e e o == (),
e %5 Ju B—adb
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Ce résultat prouve que l'on peut supposer z et 3 invariants en pas-

sant de S 2 S’; nous écrivons les coordonnées de S’ .
(VoA —(BEDB)
] 2 —A,—(B,% —B.
(39 v e (]f-‘“’ B,),
o -— 9
g _ Nz \,— (B,5 — B,)
1 a_._»ﬁ ?

. aN, T dn, —ay, 7
(3) m T D
dB, _ dB,  dBy —y

B, dB, T dB,

Le calcul du ds* = BEdz* + 2F dz df + G d3* donne

(—B) 1= B*S(a,—b,)* — 2B S, — b)) (@, b)) + S(@,—b)).
(N —la—B)V F=aBS(a,— b)) — (z-+F)S(a, —b )(f(|~/)‘) -+ \(u,—/) ):.
(o—P)G= a*S(a, —b)*— 2L N, — b)) (‘ﬂ, — //,) + S(7@, — /;J:)*.

Les conditions nécessaires et suffisantes de Papplicabilité de (S)
et (8") sont, outre (1) et (3),

-

(5) S, —b))? =S(A, — B~
(6) Sta,— 0,1 (@, — b)) =S\, — B (N, —B,),
(7) S, —b,) =S\, — B,

L’équation (5) a été prévue a priori; les deux couples (a), (0)
et (A), (B) forment un mécanisme transformable, au sens du Mémoire
de M. Gambier (Journal de Liouville, 7° série, t. 1, 1922, p. 19-76).

On apercoit immédiatement un second mécanisme l(([ , (/)); (K),
(E >l intimement lié au précédent : les tangentes awx pornts homologues
de (a)et (a) sont paralléles: de méme pour (X) et (A) et, de plus,
les arcs infiniment petits de (;i ) et (a) ont le méme rapport que ceux
de (X) et (A), le rapport variant d’un point a un autre; méme énoncé
pour (b), (6);(B), (B). Langle (a/; 53) est égal a l’angle (AI} Kﬁ)
quels que soient les points a et b sur (a) et (b). La dePlV’ltlon en o

Ann. Ec. Norm., (3), XLVII. — AvriL 1930. 14
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ou 3 des équations (3), (6), (7) montre que ces équations (1), (3),
(5), (6), (7) ne sont pas indépendantes.

3. Nous devons faire une remarque importante : le mécanisme (a),

(b) est lié d'une facon intrinséque i la surface (S), maisnon (a), (6);
en effet on peut écrire aussi :

n,z——ﬁ,--—(b,ﬁ——z,)

o—05
;

A Uh = ) — (haty == 107, — [/),(7\ + By — (7./), -+ Iu./)',ﬂ
7o po— (1 pB)

Si done j'appelle 2.(a) + w.(a) la courbe lieu du point

Nty A il R (LT, Ry T,

courbe dont la construction au moyen de (@) et () est évidente géo-
métriquement, on voit que Uon peutremplacer (a ), (6) par 7.(a) + wu(a)
et 2(b)+ {J.(Z), en méme temps que « et 3 par 7+ o et &~ u.;
quand 8 est déformée en (8") 'invariance de « et 3, qu’il est commode
de supposer réalisée (mais qui n’est pas nécessaire), revient a choisir
parmi les couples (A), (B) que 'on peut associer & (S') un couple
particulier correspondant au couple (a), (4) déja choisi pour (8), de
sorte que « et 3 ne varient pas aux points se correspondant dans
'applicabilité. .
D’autre part, la correspondance entre les deux mécanismes

[Car, (O); (A), (BY] et I_(Vf(,). (0); <_\) (F‘.)]

est réciproque, de sorte que les surfaces X

a, ;l, — -~ <7)1—é —_— b,>

= 1 1 ’
a B

'(7._,—]— —,— (Z_—;— — /)._,>

(E) ‘ ‘)']: z - P 3
i 1
x B

—_ I = 1
ay = —ay—\by= — by
. ]

I

il
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et X
E— \[_<i%,%;n,>
M= [ 1 ' ’
=
Ty A (g — 1)
(X (Y, = z S R
) \ ! 1 1
z 3
T:: ; — Ay— < ‘iz: %‘ - H)
7 i
7= 1 I
27

sont applicables (I sur X') en méme temps que S sur &, on peut
d’ailleurs écrire : .
Blao —a,)—z(b,5—0b,)

\ x = P )
(% I _@(n._.a~71._,')v—z<//._,ﬁ—b—._,>
| - SV = 2—6 ’
( Blayo —ay) —al b, —b,)
S = P‘ F)
\ 72
[y BNz —N)—a(B,B—B,)
== I b
s z— b
(3 Jy B(A\,z—\,) —2(B,p—B,)
z = . ,
o — 3 .
( , B(Ayz —Ay) —2(B,3 —B,)
\ T (Z-——{j

De méme, 7., 1, 2, ' étant des constantes quelconques, on obtient,
pour un premier mécanisme double connu, une infinité d’autres en

remplacant
(). () (A (B)

par . — =
Mar+pan, Moy 4+p(D). W(A) +p(X). WB) +p(B):
@, (). (X). (B)
par

Viay - pl @y 2y p(8), )+ p (). 2(B) + p(B);
1+ ple

# par )+ po
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et

Le couple (S, §) se trouve alors remplacé par le couple
(18 uX, 28+

si la surface (3") dépend d’un paramétre de déformation qui la laisse
applicable sur 8, le couple 7.8'+ u.X" est aussi déformable & un para-
métre et reste applicable sur S + u.X: la surface 2.8 + uX admet
comme courbes intrinséquement lices i elle précisément le couple

AT p.(?/). by + [J.(Z._).

Nous verrons que les surfaces 2.8 - X sont toutes celles qui corres-
pondent a 8 par parallélisme, de sorte que les courbes « et 3 restent
coniques. En tout cas, cette possibilit¢, pour la surface S, de rem-
placer (a) et (6) par 2(a) = u(a), #(b) + 1.b(b) estI'une des causes
de difficultés dans la recherche des déformations continues.

4. La classification des mécanismes (simples) a été faite par
M. Gambier par I'étude des relations linéaires a coefficients constants
liant les dérivées

da, da, dA,

) ) 2
do. 7 = de.

comme conséquence de la relation
g dea, db, g d\, dB,

Cdz A5 T de B

déduite par dérivation de
Sla,— b)P=S(\, — B2,

mais alors, en vertu de la proportionnalité des dérivées, le méeanisme

nouveau - ‘ )
L, (5): (X0, (B)]

appartient au méme type que le premier. Il sera d’ailleurs utile
d’exprimer provisoirement
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au moyen d’un paramétre %, indéterminé (qui pourra étre par exemple
@, 0u a,...);onaura ensuite

da,
o = .

o — 1L
da,

M. Gambier dans son Mémoire a indiqué 8 types de mécanismes; on
s’apercoit qu'on ne peut garder que les types VII et VIII.

Prenons d’abord le type VII (*); il correspond (comme on le voit
en se reportant au Mémoire de M. Gambier) aux formules ot /4, m, C
sont des constantes arbitraires

() o, . ;== 0,
() b, by=o0. I/
(8) (AY A\, =l AL 0.
(B) B = /% “om, o B,.
() Ni==ay (1 — 1*) 4 ai+omha,— G,
. 4 10 ) b : .
(9 B:=102 <| — 71-;_) + bi—2m A G— m?.

(a), (b) sont planes, dans dewx plans rectangulaires, mais a partcela,
~ arbitraires; on suppose a,, a, exprimées au moyen d'un paramétre
provisoire «,, et b,, b, au moyen du paramétre analogue 3,. On écrit,

N/

avec trols constantes arbitraires nouvelles C, ¢/, .

() . ly, O
(%) 5. o T
(K) ha,, _\_ o,
- A )
(B) /' “+m. o, By
' i

( @— Nty 4=t — NE - amha, —C =o.
(10) A, @, (10— ) a,ii,— Ay A, = h(ma, 4+ mi,)) — O'=o,
' — da, e da, + dA, _da,

a, (1—A*) +ay——= — A, — + hin — = o.
da, “do, *do, do,

(1) Pindique rapidement pourquoi 11 ( par exemple) s’élimine : raisons analogues
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Les deux premiéres équations (o) remplacent (6) et (7); laderniere
(10), a elle seule, remplace les équations (1) et (3). On constate
aisément, par différentiation de () et des deux premiéres équations
(10), que les équations (1) et (3) sont vérifiées.

On a de méme :

_ = by =
b3 (1 — /7[_> + 03 — B —am ~—/)l’- + G —m* =o,

(ti) { b, b, (1 — /;_) + b, b, — B, B, — —/I;(inb, -+ mz},) + G mm =0,

5 b, . 1y 7 b, = B, m db,
— T — y = — By == — - — = o.
Y5, /1'-') TR, B, I d, ‘

Donc, tout mécanisie-simple | (a), (b), (A), (B)] dutype VII fait con-
naitre par des calculs de dérication et d’élimination «o® mécanismes associés
[(a),(0), (&), (B)]; bien que (a), (b) soit déformable (i trois para-
meétres) en (A), (B), en général [(‘a), (b); (a), (5)] est simplement
trans formable en [ (A), (B); (1), (E)], car (a), (6) dépendent (en
général) des parameétres de déformation dé (a), (6). Pour calculer
effectivement (@), (5): (X), (B) on peut opérer ainsi : si & n'est égal

pour les autres. On aurait

_ e
A-; = a;—g —~+ A;‘ =y (,',,
C et G étant constants; en dérivant on a
Ay d\y = ay duas, AydAy = azday
donec on a aussi
Az dAs = az day
mais alors on doit avoir
oy :\; N e N
L et PG o=,
ay A,

X . da, . . -
de sorte que % est une constante; mais alors —— est aussi constant : il y a contradiction
dag v

la

da3
parce que
! [ue -

doit étre précisément la variable indépendante .
3



RESEAU CONJUGUE CONSERVE DANS LA DEFORMATION D UNE SURFACE. 111
a—1ni—1, on prend 'inconnue auxiliaire

mh _ -

wy = — T, (A,
\ L— ff

(1) J= z/,\74/22+—,—'L—h-_ l, [\,
V1 — N

o, — da, ; dA,

dz, dz, dz,

et I'élévation au carre donne

YA A ANy
) . ! <(/z|) i v dz, dz, ) |
Yy hEmome \* — hrmt , /it met )

O L — UG+ G-+
- ?< [ |«/1'-‘> <( ) |-»-»~/1’-’)( 1 — A ?
de sorte que a,, dy, A, s
linéarres formées par les d
b, , B,.Si/h= =il y a grande simplification,

. . . — A, .
carles deux dérnitres équations (10) donnent «, et * rationnellement

I

‘obtiennent en résolvant les trois équations
eux dernic¢res équations (1o ) réunies a(12).

On calcule de méme 0,

en fonction de @,, a., a, et il reste une équation | la premiére (10)]de
degré 2 en a, :si méme m = o, cette équation se réduit au premier
degré en «,, de sorte que le cas o= == 1, m = o est un cas particulié-
rement simple, et cette remarque justifie I'étude que nous en ferons.

Pour le mécanisme VIII, (a) est une courbe arbitraire tracée sur
une quadrique Q, () une courbe arbitraire sur une quadrique (Q’)
homofocale a (Q); (A) est la courbe de (Q') se déduisant de (@) par
Iaffinite d’Ivory; (B) se déduit de meéme, sur (Q), de (0); si, pour
simplifier 'exposé, je me borne au cas de (Q) et (Q') & centre, on a
avec 4 constantes arbitraires [, ne, n, G .

. AL ) (U — P ) = ag (1L — ) =
(13) 3 A, =lu, A, = ma,, Ay= na,,
’ \ Vi \
S 01—z )+ 01— ,-)'I_,__)_m;-;(l_. I—:T,):-——C,
(1) '
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La courbe (@) doit étre sur une quadrique homothétique & (Q): or on
peut, sans restreindre les couples (S, S'), remplacer (@) par une courbe
homothétique : on supposera donc («) sur (Q) et (6) sur (Q') et I'on
voit que (@) est sur Q, paralléle & («). On résout :

[ W@ — ) = AR(1— m?) - a@i(1—an?) =,
(19) ) a @ (r—{*) ., (1 — m?) @y (L — n?) =/,
a(1—Yda, +  a,(r—m*)da,+  a,(1— n*) day=o,

ou C' est une constante arbitraire; systéme analogue pour by, b,, b,

" ac » ~ (7 par (" ’ ap L, L4
obtenu en remplacant C par — G, ¢/ par — (7 et /, m, n pai i
De la sorte tout mécanisme simple, du type VIII, fournit ==' méca-
nismes doubles; & chaque mécanisme double correspond un couple

(S, 8.

5. Déformation continue. — Nous ne gardons que le type VII : les
courbes (a), (b) sont planes dans deux plans rectangulares. Les équa-
tions (9), (10), au nombre de 4, permettent de calculer A,, A,, «,, @,

. da, , i
en fonction de a,, a,, .. (en prenant o, = a,) et des constantes m, h,
" 1

C, m. C, ¢ : ces constantes devront étre fonctions d’un unique para-
métre ¢, dont a,, ¢, ne doivent pas dépendre. Imaginons que nous
ayons éliminé rationnellement A, A, (ce qui est possible; dans le pro-
cédé indiqué plus haut, on pourra, par exemple, rendre rationnelles
les formules donnanta,, @, ). On-a donc deux équations

. de, _ _ = vy e
g 1 ((/,, Uy, —— > . ay, G, h,m, G, (7, nz> = o,

(16) da,
( JoCay, ayy ...) = o,

dont les premiers membres peuvent étre écrits sous la forme linéaire
(n désigne un certain entier positif supérieur 1)

(17) Z T,U;= o,
. 1

.

ou les T; dépendent de ¢ par U'intermédiaire de C, h, m, C, C', m et
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da,
f/—(’l’
équation entraine que les U, soient liées par p, équations linéaires &
coefficients constants, p étant un entier compris entre o et n inclus,
tandis que les T; sont liés par » — p, équations linéaires 4 coefficients
constants, déduites aisément des p relations de 'autre série; chaque

les U; de a, seul, par I'intermédiaire de «,, a., a,, a,. Or une telle

équation (16) fournit, on le constate aisément, au moins deux relations
da, ;. , .
entre a,, a,, --*(indépendantes de z), de sorte que nous avons au
1

motins quatre relations,

X da, _ _
(18) ol @, a,, —> a,, a,) = o,
B ' “da, : ’
qui remplacent définitivement le systéme primitif et que I'on peut
. da, — — /., o da, . .
résoudre en a., T Ay da (11 faudra que ~— soit effectivement la
- 1ty

dérivée de a._,> et, dans le cas de possibilité, il est ainsi démontré

que «,, ;:, a, sont des-fonctions algébriques de «,; de méme C, 4,
m, C, C', m se trouvent liées par des équations algébriques, de sorte
que les mécanismes doubles, les surfaces 4 déformation continue et
leur déformation sont algébriques. Pour éviter des calculs assez

- . N dA, . .
pénibles, si I'on remarque que Aj et A,—-* s’expriment rationnelle-
-

da, , . . , . \
ment en a, a, ——=> écrivons les deux derniéres équations (10) sous la
L€ | “

forme
e _ . e o\,
(1 — h*) = aya,  —+ h(ma,—- nia) — G — (AD) =0
(o) ¢ _ _ da, - AN A,
anv— Ny 4+, ==+ hm — [ A, — 5 =
“da, “da, ) A,

A, . : : : i S o
. fournitunc équation du type (16) qui, en géné-

ral, conduit & assez de relations linéaires pour pouvoir achever la-
question.

L’¢limination de

6. Japplique ces considérations au cas simple déja signalé A=1,
m = o. [ La méthode du Chapitre Il a 'avantage de ne faire intervenir
dnn. Ec. Norm., (3), XLVIl. — Avmiv 1930. 15
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que l'unique mécanisme («), (b), (\), (B) li¢ intrinstquement au
couple (S, S et de faire trouver les deux relations nécessaires et sufli-
santes entre G, /i, n¢ : le fait que A =1, 2 =0 réussit est une circons-
tance heurcuse. Mais cette méthode ne met pas aussi ais¢ément en évi-
dence ce cas particulierement simple, qu'il est donc naturel de traiter

ici. | La résolution des équations (g), (ro) donne rationnellement «,,

— A, .
@,, — 4 savolr :

A, .
. iy da, . da,
(20) G, A= Gy =, [y, — — ) — G — = o,
: - \ Y da, da,
(21) —oaomCa, + GG — G2 amCla,
[ da\? T L fda N
—mArll — ) =gl — ) — a7 = o,
<\ da,, 2\ da,

) T . dea h
(22) — G\, =N C+mfa, ———a, )| =no.
) - 3 “da,

N'ayant en vue ici que d’obtenir une solution particuliére,j’introduts
des hypothéses comumnodes (qui ne sont peul-étre pas nécessaires);
supposons, dans (20), que m ot Cm s’expriment Lnéatrement en C
et €' (G et €7 sont fonctions 'une de Paatre, mais nous supposons (ue
cette relation ne se réduise pas i G2 C' = const.). On a avec certaines
constantes 7, ., 2, U, (AU, — ' =£0)

(23 me = 1.0 4 Come =7, G+, G

Cela permet done de remplacer (20) par les équations obtenues en
égalant & zevo le coetficient de Cou €7 :

, . . F o da, - dda,
(29 Ly —— /.((.,(N..——mr(, - Ly 57— == 0,

? \tda, e,

. ( da, 3 e,
20 ) oy == Py \ (0y~—— — ) ) — ) — == O.

PO ') Eh du,

L’équation (21) préalablement divisée par m ne conlient que les
termes G, G/, m et Cm, déja exprimés linéairement en C et (7, et le

CC—Cm , . . -
terme ——=——; écrivons aussi, avee deux constantes nouvelles 7., et 1., :
m

(G-

= 7,0 4 p, O
m

(26)
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puis annulons le terme en G et le terme en (' : (21) se trouve rem-
placée par les deux équations :

3
/

( 7 7 ey 7 o da, \)"' N
2%y - ity = 1y, — [ —) =2 — ) —a?| =0,
/ P ‘ \//112) *\da,y, '

(R (oo, L (da\? .
Y I. et e 1, — ’ = - = —_—
20 ) o R XL A (\ //r/...,) a3 A ’/”‘1) a7 | = o.
Nous devons done simplement résoudre le systéme (217), (25), (27),

(28) qui se trouve préparé de facon & simplifier encore notre discus-
. , . du, . -
sion, car (25) et (28) devront donner a, et ot ensuite (24) donne a,
- |
- e . . da . i .
et (27) a,. L’élimination de == entre (25) et (28 donne
(27) 4, 104 ntee (25) et (28)

-

(29) ROy — U= (0l = 1y ) L hls — 2ty — ).
Ceci posé, on a deux cas :

Premier cas == 0. — (25) el (29) donnent

o e, ) o
(D0 o, - I 177 == O, (05— 2l [y — ‘!J.1[,L._. =),
ces deux équations se réduisent évidemment & la dernicre : lu vérifi-
cation annoncée est faile.

Deuxiéme cas : .32 0. — En multipliant par u, Péquation (29)
gécrit
(31) : (A3 — Py ) (0= [hfdy ) A [y (et — 1) == 0,

ce qui, dérivé logarithmiquement, fournit

o, e, e,

— bl
2 —_
P — pay—1

c’est-a-dire (25) : la vérification est encore faite.
Le reste du calcul n’est plus qu'une question de patience : on voit
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aisément que pour passer de (a), («) a(b), ' ) et profiter des caleuls
deja faits, on doit faire les échanges

R ( @y, e @, @, Ao A G C. (N m
(a9) _ _ . ‘ = B
by by, b, b, B, By, —C. m*—-0, —0, —m,
puis
Lo hy [y e s
R T A e T et ST Sy

7. Prenons la premiére solution; une translation, le long de O, du
systéme (a), (b), permet de supposer u., = o; une hormothétie, ., = 1;
on remplace ensuite la courbe

P @)+ 1y lw) ou (@) =+ Ay (a)

par (@), ce qui est permis du moment que 7., estindépendant du para-
meétre de déformation ; cela revient i faire 2, = o; une translation et
homothétie de (), (6) permet ensuite de faire 7, = o, 7. = 1. [ Il est
bon d’écrire d’abord le systeme déduit de (24), (25), (27), (29) par
les échanges (32) et (33); ce n'est qu'a ce moment que U'on fera, de
partet d’autre, h= ., = 1, hy = 0, /y == [y = 0. | _

On trouve finalement le tableau : « = 3a,, 3 =306, — 2

(a) . . aiy=—oaa. 0,
(b) b,. o, bi=1— 20,
LA a,, Ai=oaoa, — G, O,
(B b, 0, Bi—t1—0b, 4 C;
_ _ 3 _
() == — a3 o= €l (la, O,
2 :
= - [ 3. -
(") b= = — a0, + =b7. o, bLy="0,(0, —1):
’ 2 2 N
(_() @, N, = \yla, -+ Gy, o,
(B) b, C, o, By=B,(h, + C —1).

C est le paramétre de déformation; pour simplifier, je n’écris que
les coordonnées de S., X.; pour C=o0 on trouve (S, %) et [(a),
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(b); (a), (h)] ona

(}‘«)

DY P
3 . 3. 1
—a?—=bi+C+—
R 2 2
Py e ; - P}
S, — 30, + o
‘ (2a, — (C)*?

T —]
Sa,—3b, 4+

K
1+ CG—ab))?

S R ]
Sa,— 3b, 4+

3 3 ! 1
‘ S 3b,— ) — .‘%f/,(—-b'f-»— ,'.———)
9 9 9.
/
t

x == - - )
S, — 3b,+ 2

~ {3b,—2)(2a,—C )2
)= Sa, —3b,+a
- Baiti+ G-—2b, )2
R P )

z

A

AN

Fig, 1.

117

On voit aussitot que les surfaces S. sont toutes égales i la surface S,
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qui est donc auto-applicable - dans U'égalité de S, et S, le point (a,,
. (¥ (D “
a pour homologue le point (a,—&— = /),—f—j) de S.;
A .

b,y de S

[\
o . . . . G i
S. s’obtient eu faisant glisser S, de = le long de O

(), (b) sont deux paraboles focales: (A), (B) est ce méme couple,
ayant glissé de 7 le long de Ox; les points homologues a et A sont dans

un méme plan, perpendiculaires @ Ouxy de méme b et B. La figure 1
(faite en deux projections) indique cette correspondance. En cours de
déformation lu congruence M, M, signalée a la fin du paragraphe 1 (ict
lu congruence AB) est, et reste, congruence de normales. Les surfaces
obtenues 1.S,. + uX,. (déformées 4 1 paramétre de 1.S, + u.Z,) sont toutes
unicursales.

En écrivant les relations

3 — i
a=g i =5
“ 9 Y
- 3, , AL(AZ43C
\|:—){‘A\§’7‘~(‘)—'. A, = ———‘i——:—)—-———’,
B N o
- 3 1\? 1 . b,
b, — 02 - — h,y—=—— (14 b3
! H P v;' ()’ i Y ( i /_, )y
. o [
ATy 1 — 30 9 | v
l)l_.gl):: o ,l ”::+S.(.)(rfl‘()(.;"-l),
i ByB24-1— 30
Yy —— —— ~ 1

. )

on voit que («), (5), (X), (B) sont des quartiques unicursales; la
variation de C change effectivement (A), (B) de sorte que la sur-
face T. ne reste pas égale a elle-méme; on peat remarquer que pour
C= 3, (X) devient égale 2 (5) et (B) égale 2 (a); on constate en effet
qu'en écrivant la relation

S, 4 3h, =

on peuat produire les échanges suivants <les indices pour 2, ..., , ...

ou &y, ..., @, ... serapportant a X, X, S, S,) :
3 3 3

o by T, Nos o Jev Les Yoo Sgs

— 2 oy — I ~-—.)‘.'—_ — J’,L 52 <

ol
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Cela prouve que la surface X. admet pour plan de svmétrie le plan
second bissccteur du diedre Oxy, O.rs; en méme temps nous avons
découvert une nouvelle application de chaque surface 7.8, -+ nX, sur
la surface 7.8, — u.X, (application qui n'est réductible i un déplace-
ment ou symétrie que si (= :'; ‘)> a savoir celle qui fait correspondre
au point /

= h. b=/

le point
9 5
== — Ak, hy= 5 - /.
) )
Les surfaces 2.8 — nZsontdoncapplicables surlessurfaces 28 4 11.X;

dans cette application les courbes («) et (3) s’échangent. Les courbes
7(A) 4+ ulA) et 2(B) + (B) sont aussi des quartiques unicursales.

8. Prenons la seconde solution. — Des considérations analogues
permettent de supposer
IJ. e 7 IO, 7-[ = 1. [J.l i B ),2 IO,
on pose
Py == sh¥ o),

ol w est une constante, et 'on a

( I 2
! I, et e '

, )
e A O e e
- chta i shn

ce qui prouve que le couple (a), (b) se compose d’une ellipse et d'une
hyperbole focales. Cette détermination faite, on peut reporterle centre
commun des coniques («), (o) d lorigine et 'on a le tableau suivant
queje n’céeris, pour simplifier, que pour (A), (B); (A), (B); je substitue
au parametre de déformation € quui pour ¢ = o donne (a), (b);
(a),(h), et le couple S, 8" [ le parametre D = 't — C; jappelle cet =

les paramétres curvilignes sur () et () :
| § s )
i

(\) \ == chwcost, A== (D2 cos?r )2, \, = o,
4
() 13, = shio chi. B.=o. B,==(ch?z — D?*)*;
= - che - A, chm —
\ AP — Y T A== A.— o,
(‘ ) : B | ; D cost’ :
i 1 she - BB, shmw
13 | —— e Y T | — Boom e
(\ ’,) 4 0 )2 o ! T © " D2eh??
chio . shio
o — i G e



120 VASSEUR.

Le couple (a), (b) se compose de deux coniques focales (cercle et son
axe, ou couple parabolique exceptés); ( 5) et (Z} sont deux paraboles
Jocales de grandeur arbitraire, dont les plans coincident respectivement
avec ceuxr des coniques (a) et (b); le parallélisme des tangentes suffit
a établir la correspondance ponctuelle(a), (a) et(b), ( b). Le couple (A), (B)
se déduit du couple (a), (b) par une homothétie de rapport D et le

couple (/X ), (ﬁ) de ( ;), (5) par une homothétie de rapport f)l— - Les courbes

ANAHY+ (J.(X} et n(B)+ y.(B) sont unicursales et de degré 6, pour 7. : .
quelconque. Les surfaces 1S, + wX, sont unicursales; la surface S, est
constamment homothétique a la surface S, et de méme la surface X, a X.

III. — Couples relatifs a I'équation E(2, 2).

L’équation ponctuelle relative aux surfaces de translation est

6 S : . s o . .
=o0 ou E(o,0); celle relative aux surfaces a réseau conjugué

du dy
doublement conique est E(r, 1) ou
. : d%h 1 dJb . - db
e el —_— - == 0,
(1) du de w— ¢ du w— 5 v

L’équation la plus simple, apres celles-1a, est E(2, 2) et les essais
précédents engagent i essayer de trouver des surfaces applicables
relatives & E(2, 2): cette fois nous trouverons uniquement des couples
et la méthode nous prouve qu’au moins dans I’espace & 3 dimensions,
les équations E(3, 8) avec 323 ne donnent plus de couples. Ecri-
vons E(2, 2), -

(2) o6 2 ¥ 2 A,
_ du Oy w—y¢ du u— ¢ Jde

D’aprés les équations liant E, F, G aux coefficients de 1’équation

ponctuelle de Laplace, on voit qu’ici on peut poser

— ol
E= == T (u— ),
du { ) .
: : o
(3) \ (‘:»_ - e -"n‘
v b § ()(’ ( )
— 0*l )

e ( — 7))
o dy ( )
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les coordonnées x,, @,, x, de la surface étant

. w4 ¢, Ui— ¢ . .
(4 pem MR, M= g,
(e — ) (e — )"

On trouve sans peine

5 1 X wj— v)* i i i) Cawg— 04) L S UP A w4 o)
() = — - 12 . — I
v (1t — ¢)? (—¢)* " — ¢

-+ {(v};u‘})‘-’ du — [(Ec*’})‘i .

M. Gambier a indiqué (Annales scientifiques de I’ Université de Jassy,
t. XVI, 1929, p. 301-338) comment déterminer les nouvelles fonc-
tions U;, V; telles que la surface correspondante (X,, X,, X,) soit
applicable sur la premiére (2, 2,, ). Une solution correspond au
tableau (/1 = const. =£ == 1)

6 oy a0y U, = hu,, U, o,
(0)
i (3 O, £y 3V == A /L. O, \ u
(w3 (R —) -+ ULl = f(u),
9 “ = \
o . . S . ARG ST S
. \ Wit —u1) U2 = — ["(u) + e Y
(7) : - - 10" 10
a0 e a 2 )
WA —1) - U —uP= L o —/1————,
= ¢ D o
o4 \ 2 2 e
27 7{;"1 -+ :r"_‘:x*—‘“./(‘)’
. \ 9 2 o (Fo .
- o L . o S Sl = 20 -
(8) oo ( g =1 o V2 e [T () — ~——————‘—-—-—/,
’ A i ¥ o 10
, \ ; N
2 LR + Vi — 7) %L ’l—'“*“ )’
I L;z 3 Hi 5 10

ou f est un polynome arbitraire de degré 6; «, 3, y sont des constants
arbitraires.

L.a méthode employée ici aurait pu étre employée pour E(o, o),
E(1, 1) et aurait donné les résultats qui seront indiqués au Chapitre 1
pour E(1, 1).

dnn, Ec. Norm., (3), XLVIl. — Avuiv 1930. . ' 16
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IV. — Parallélisme de Peterson.

t. Une surface S(@, ¥, 5) est rapportée 4 un réseau conjugué et
fournit une équation de Laplace ponctuclle

. ()'_‘ /j ()rj B (),/ .
0 — [ ) - 2 0.,
{ du e Jdu v

Les quadratures de différentielles totales

e 0 e 0% e
\ o' =1 o e J e ey,

, - A%

(2) ' dy'=7" Ju e - () (—)”—“« oy,
oz Az

(2= = ler =) = olp

L du ' ek e !

fournissent une surface S', paralléle ¢ S sur la base (u, ¢), pour
employer le langage de Peterson (les plans tangents homologues et
les tangentes aux courbes homologues « ou ¢ sont paralléles), & condi-
tion que P et Q vérifient le systeme

Jr o)

(3) — — N (Q —P)r=o, - — B(P—0Q)=o0,

Jv du
et Uéquation de Laplace relative & S est

) a0 QO dy’ , Dol
_ s Wt | i
l du Jyv P du O de

= O.

Comme ["équation (1) etle systeme (3) ne dépendent que de 'élément
linéaire de S, s'il existe une nouvelle surface S, (x, y,, =,), délormée
de S suivant la base («, ), toujours en adoptant le langage de Peterson,
on aura encore une surface S|, parallele a S, suivant la base (u. ¢),
déformée de 8’ suivant la base (u, vy en éerivant, avec les mémes fone-
tions P et Q,

/ dr Lo
doy =1 (j;,l e+ () —J(—l o,
Ay

| Jy,
el = ) =y,
du Y de

A
[
-
M
y
i
~
|
,
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Cette transformation hien connue exige I'intégration du systéme (3),
quipeut se ramener a I'une ou 'autre équation

5 a0 oA b Jr \ Jar O p ! Jar
- (}//()T’”<K di U)o Con T TR
. ) 1 JB ) o) ) , 1oy
(( SR S N LBl — Y () o = N
L du dv <l§ v \/ du ' oy o ! SR du

ou, opérant comme Darboux (Théorie des Surfaces, t. 1l, 2° édition,

p- 260), posant R = P — Q, a I'équation )
1 g OB on ,(,)\ 0B

= e e — 4D — - R == 4= — ) = 0O,

/ P du B dv du B e

qui est adjointe de (1) et par suite s’intégre en méme temps qu’elle;
une fois (7) intégrée, on a

/IR ,
() l":/ ERI e AR Q=T

A

Or, il existe beaucoup d’équations de Laplace que I'on sail intégrer
explicitement : pour chacune d’elles, le probleme du parallélisme est
résolu par quadratures; les équations E(f5, 5), ot 3 et 3’ sont des
entiers, sont dans ce cas et parmi elles K(o. 0), B(1, 1), B(2, 2) sont
d'autant plus intéressantes qu’elles donnent des couples (ou sys-
temes «') applicables, qui, par parallélisme, donnent aussi des
couples (ou systémes =') applicables.

2. Si la surface S possede un réseau (w, ) conjugué ot les
lignes « = const. sont coniques (mais non eylindriques), on a
1
B~ o, \ = = —
S B oae
(B == o donne une famille cylindrique).

Supposant S rapportée & un réseau conjugué, cherchons & quelle
condition les lignes « = cons(. sur 8" sont coniques (qu’elles soient
ou non coniques sur 8) (inutile de parler du cas de lignes cylin-
driques, car si elles le sont sur une surface, elles le sont sur les sur-
faces paralléles, résultat évident géométriquement). On doit donc
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écrire
Qa9 o P
2 — o ([' —
(g \ D e 0 \ 3(\)'),

! A(F—1)d
ce qui, en remplacant 5 P )\ 1)&1 7 I> onne

: 1 JB 1 d0)
o Bar v rT

. () ' L JB 00 7
(o) A dy H ads ()u o

On obtient manifestement deux classes de solutions I et 11.

, . 1 dB T
Solution 1. — A= - - de sorte que S est a lignes, © = const.,

coniques; il est nécessaire et suffisant de prendre Q =U on U est
fonction arbitraire de « (et alors la surface S’ correspondante est aussi
du type I, tandis que si Q est une solution différente de ce type, la
surface S’ sera du type II).

Solution Il. — A — ll% ()}B # 0 lacondition de compatibilité des équa-
tions (10) et (6) est
Jd, (1 0B N
(1) B - log ( B o — ,\) —

et il ne reste, pour déterminer Q, que I’équation (r0), qui donne Q par
une quadrature (S est du type II, mais S’ est du type I). Il est
intéressant de comparer ces résultats avec ceux du paragraphe I,
formule (g).

Ln particulier, prenons E(f3, §'), c’est-a-dire

g’ & ;
= P B= pour '=1,
u-— ¢ —

les lignes « = const. sont coniques; supposons 3’41 : la condi--
tion 1T devient alors 5 = — 1; de la sorte nous pouvons affirmer que
les surfaces déduites de E(2, 2) ne peuvent, par parallélisme, donner
une famille conique.

[l est donc intéressant de revenir aux surfaces déduites de E(1, 1) :
réseau conjugué (u, v) doublement conique, et de chercher les surfaces
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v

paralleles i réseau doublement condgue encore ; nous avons trouvé une
solution précédemment, nous allons voir que c’est la seule. Kn effet,
on doit avoir ici

)= L, =\
et (3) donne

c'est-a-dire
U=72 -+ pu. Vo= h e,

7 et u étant constants, on-a alors

Uy, — ¢, L. (A
A ISy LI L A e
" — m— 9
On retrouve donc hien.la solution indiquée.
V. — Application des transformations conformes de l’espace enclidien

a » dimensions.

[. Par les opérations du groupe conforme de P'espace euclidien a
n dimensions, d toute variété nunima, ¢'est-a-dire telle que ds* = o,
correspond une variété analogue. Deux surfaces applicables

SCrc )y s S, v, 5
’ 4 ARSI A - o
donnent done dans 'espace @ 6 dimensions, en posant
E_ e 1'.I’| . Y= [.J'I . = I':», .

une pariété minima o 2 dimensions X(zx, y, 3, £, _’) : le ‘groupe con-
forme (& 28 parametres ), de'espace a6 dimensions donne=*® variétés
analogues qui fournissent «='* couples de surfaces applicables
distinets du premier (on a retranché 6 pour le déplacement de S,
6 pour celui de S, 1 pour une homothétie portant sur SetS,), Sets,
élant rapportées a leur réseau conjugué commun «, ¢), on sait que

(ry B R T S e e e mihls S TR S

sent sept solutions d’'une méme équation de Laplace :

N d26 N
(2) dwde N gu Uoe T
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Une transformation du groupe conforme en jeu donne a la place
de (1) un ensemble

(3) N T N SR L ok (i
qui sont sept solutions d'une équation nouvelle de Laplace, qui a les
mémes insvariants que (2); il en résulte que de tout couple applicable
sur une base simplement ou doublement conique, ce procédé donne

x'* couples de méme espece.

2. Pour les mécanismes, on obtient des résultats analogues, car

["équation
n n
Y ~\

aq) N trzl»-w/),-)‘-'——x (\;— B;)i*=o
1 1

se transforme, en posant

Vo, =0\ R A== 1\,
! //”,_[:l';H“ Dyn=118,.

2n

(6 (t;— by == 0.
S
1

Done de deux mécanismes («), (), (A), (B) trans ou déformables
I'un en P'autre dans ’espace & trois dimensions, on déduit comme plus
haut ='* nouveaux mécanismes stmplement trans formables, méme si le
mécanisme de départ est déformable.

3. Dans le Mémoire déja cité, Mlodziejowski remarque qu'en éeri-
vant

Uy — 1, (g~ 0y
) == — > I ==
. WUy — 45 Uy — 1
(7)
U, — V., . ]y — \
Y= 2 2, f= =,
Uy — ¢ U, — ¢

ot les «; et U; dépendent d’un parametre «, et les «; et V; d’un para-
metre ¢, on a des surfaces rapportées & un réseau conjugué formé de
lignes cylindriques ou coniques; les plans tangents & la premicre sur-
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to
~J

face le long de la courbe v = const. passent par le point

[, du, du, du;
—— 5 55— )
diu’ du’ du du

/

en coordonnées homogenes, de sorte que la ligne est conique ou cylin-
drique, suivant que u; est variable ou constant. Les conditions d'ap-
plicabilité peuvent s’¢erire, dans tous les cas, en introduisaunt les fone-
tions nouvelles U, de v et V, de ¢ :

E (try— v ’ﬂ"E (U= N = — ) (U — Vo,
1 1
. “elu \® i dl | \*? cu oL,
N AN iy — il —_ a8 3
Lo b ( //u> 2 ((/u >  du du’
1 1
< 70 ? TR A
X (7)) X)) =%

En posant
o= L ol =y + U,

oo, = ¢, — V.. 2V, =, 4\

10

les équations (8) prennent Ja forme tres remarquable

i
Z(//, ~«‘l)'-':2(‘l,|~ ABEN
1

i

. du N\ "'W dl ¢
(10 3 () =2
1 1

“ 5
, JTN /\ F
3 (%) =2

1 1

On est doncamené i déterminer tous les mécanismes é ou transfor-
mabhles de I'espace a quatre dimensions, puis & ne conserver parmi
cux que ceux ou larc de la courbe (@) est égal a celui de la
courbe (A), larc de () ¢tant aussi égal a celui de (B). La forme des
équations (8) montre que I'on peut remplacer «; el ¢; simultanément
par U; et V, (ou si on préfere changer de signe «, et ) de sorte que
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tout couple de cette espéce en fournit un autre (il peut arriver ainsi
qu'on ait un couple i réseau cylindrique-conique d'une part, et
conique-conique de I'autre; il peut arriver que I'un des couples se
réduise & une développable). Or les résultats de Mlodziejowski n'ont
pas été poussés par lui jusqu'au bout, malgré leur intérét, non seule-
ment pour les couples, mais surtout pour la déformation continue; ce
géometre a bien obtenu la déformation continue sur réseau conique-
cylindrique, mais n’a pu obtenir aucun exemple de déformation con-
tinue 4 réseau doublement conique.

i. En tout cas, remarquons que, dans l'espace & 8 dimensions,
les courbes (u,, w,, uy, w,, (U, tU,, 1U,, 7U,) et (v, 0oy ¢4y €4y
iV, tVy, 1V, ©V,) sont minima, et telles que tout cone (a 7 dimen-
sions) isotrope ayant son sommet sur 'une, contient I'autre : les opé-
rations du groupe conforme de I’espace & 8 dimensions, groupe a
45 paramétres, conservent ces propl'fél.és : en retranchant, comme plus
haut, 6 parametres pour les déplacements de chacune des surfaces
dans I'espace ordinaire 4 3 dimensions et 1 pour 'homothétie, d’un
couple de surfaces applicables de I'espéce en jeu, on déduit «o**
couples analogues, distincts du couple de départ; et du méme coup,
de tout mécanisme double, on fait dériver «** mécanismes doubles
nouveaux.

5. La substitution de U; & u; et V; & ¢;, par exemple, revient & rem-
placer (Uyy Ugy 1y, 1y, LU, tUy, Uy, ¢U,) par (uy, wy, uy, —u,, (U,
tU,, tU;, U,) (et de méme pour les ¢ et V), ce qui est bien une opé-
ration du groupe conforme de I'espace & 8 dimensions (d'ailleurs avee
le méme mécanisme de Iespace 4 4 dimensions, un simple échange
du nom des indices revient 2 une opération analogue que Mlodzie-
jowski ne signale pas). Il est intéressant de voir comment cette trans-
formation de Mlodziejowski transforme notre mécanisme double :

solent 7
Liar cbrz i (D) ] [, (By; (R), (B)]

les mécanismes doubles correspondant aux surfaces (7)et

L) (B); @), (B)], [, (@); (&), (8)]
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leurs transformés relatifs aux surfaces obtenues en mettant U,— V
en dénominateur, au lieu de u, — ¢,. Nous avons

M

da,

(11) =, (w0, + U,)) —7,, 7/—!(—[:11,,—;—[.‘.
La dérivation fournit
P du, » du, du.,
( — T — § — e a,—= ———————
(1a) " du, + dU, S du,+ //l‘,l’ T du, + dC,]
192 . .
' Z N «__dU, LU,
VT du, - dU T, - AU T du, + dUy,
On en déduit
3 . 2 g \2 2 |2 AU, —du,
L A}~ N7 — N2 — AP
Lol IR ! * YT AU, A du,
En changeant «, en —u, on a
o du, - du,
T AU, — du,’ T JU, — du, ’

e
(14) dU, + du,

dU, —du,’

— i

a4 of 4+ ol A7 — Al — A=

et par suite,
ad

1) 1) == et
(19) T g gl gl — O — Al — A2

de sorte que le mécanisme [(a), (b); (A), (B)] se transforme en
[(2), (3); (L), (?3)] par une inversion dans I’espace & six dimen-
sions; la transformation du mécanisme [(a), (1), (A), (B)] est plus
compliquée : mais ceci n’a rien d’étonnant, car nous avons vu que ce
mécanisme n’est pas li¢ intrinséquement au couple de surfaces appli-
cables.

6. J'ai indiqué comment le parallélisme de Peterson fait corres-
pondre au couple (S, 8") le couple (X, X'), les roles des mécanismes
[(a), (b); (A), (B)]et|(a), (h); (A), (B)] se trouvent échangés :
montrons quelle est la transformation du groupe conforme & huit
dimensions qui fait passer de (S, §") a (X, £'). On remplace respecti-

{ p ’ / P
vement
(16) ) o w,, owy, U, U, U,

Ann. Ee. Norm., (3), XLVII. — Mar 1g30. 17
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ao g U o s

N YT+ U T u,+ U, T+ U
L7 : .- : .
= U, — U, = U,

j T ———— T e Uy — ———

Y 0, + U, T u,+ U, STy §

et analogues pour ¢, ¢., ¢, Vi, V., Vy; il reste & trouver u,, U,
¢, V,.0n a d’abord

1 - 1
S u, U= e, V,—m ———-
(15 u, -+ U, II.,—i—U,” [ A — \,’y

Kerivons maintenant

&

(19) Z(TI—‘——T‘])E——E(U,—\A,>2:O.
1 1

Si, pour abréger, on désigne par Sz}, par exemple, I'expression
u} + u) + uj, on voit que cette équation (19) s’écrit

S(ei—=U)  aS(ue, — U, V) S(ef— V)
(4 Uy)? (= U (0, + V) (V)

[ vl [ CERWIE

w, + U, £,

(19")

En tenant compte de

(20) S(ut—U3) + S(¢3— \ 2y —aS(u, e —U, V)
L, U, — (e, V)][wu,— U, (¢,— V,)] =0,

on voit que la combinaison schématiqne

(1) — (20)
9 (= U)o+ V)

: ' donne
w,+ U, o4V,

débarrassée du facteur

U2 U3

— I T L R Vi
w, -+ U,

; 074 pi A4 o4 0 — Vi— Vi
o ¢4V,

(a1)

(38
I
-
v

/2 /2
. V i,
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Posons
v
(22) "
R R E RS T ECNENC SR B S SAY E Ve
(23) Ads® == i} - i =i e dud o d UG — dUZ — dU2— U
(24) A5 ditt o d it Ak e it e d U UL U2 U2,

On obtient, en remplacant dans ds* les lettres «,, Uy .. par leurs
valeurs,
olst

VL ——
(10,4 U )2

ce qui prouve bien que notre transformation appartient au groupe
conforme de 'espace 2 8 dimensions.

[l.était intéressant de rattacher & des principes généraux la trans-
formation indiquée par Mlodziejowski et la notre. J'ajouterai que la
méthode de Mlodziejowski devait fatalement échiouer pourla déforma-
tion continue avec réseau doublement conique, parce (ue la quan-
tité w, égale & w«,+ U, fait intervenir & la fois le mécanisme
(ttyy oy wyy 10,) (01, 04y 04y ©4) €LSON Lrans formé.

CHAPITRE 11.

I. — Résumé des résultats relatifs aux bases principales
obtenus antérieurement.

M. Cosserat (.Annales de la Faculté des Scrences de Toulouse, 1873 )
a montré le. premier que la condition nécessaire et suffisante pour
qu'un réscau conjugué d’une surface soit permanent, c’est-a-dire reste
conjugué au cours d’une déformation continue, est que son image
sphérique satisfasse au systéme '
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plus tard, Bianchi a donné de ce résultat une interprétation élégante
et féconde : L'image sphérique d’une surface (S) rapportée & un réseau
conjugué permanent est aussi l'image .s])ﬁ.("rl'gue d’'une surface (B) (")
rapportée & ses asymptotiques, la courbure totale de (B) ayant pour
expression

(2) K=(—1): [U(w)+ V()]

réciproquement, d toute surface (B) de cette espéce correspondent sosur-
faces(S)obtenues par I'intégration d’une équation de Moutard. Bianchi
a rencontré de nouveau les surfaces (B) au cours de ses recherches sur
les congruences W : ce sont les surfaces focales des congruences W
pour lesquelles, aux pornts correspondants des deux nappes focales, la
courbure totale est la méme.

(B)

La correspondance entre le réseau des asymptotiques d'une surface
(B) et le réseau conjugué d’une surface (S) correspondante est simple :
aux points homologues M et M’ de ces deuxsurfaces les tangentes aux
courbes u = const. de (B), ¢ = const. de (S) sont paralléles; de méme
pour les tangentes ¢ = const. de (B) et « = const. de (S).

Les équations (1) montrent immédiatement que les surfaces (S) et
(B) se répartissent en trois classes :

Il
Il

Classe (A) :"’""' frof

T Y B

2

(') Je désignerai désormais ces deux espéces de surfaces par les lettres (S) ou (B).
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~le réseau conjugué est formé de dewx familles de géodésiques et récipro-
quement tout réseau conjugué formé de deux fumilles géodésiques est
permanent; il s'agit de surfaces bien connues sous le nom de surfaces
de Voss et Guichard; M. Gambier a étudié leur déformation dans un
Mémoire inséré aux Acta mathematica en s’occupant tout particulie-
rement de la réalité ou de celles qui sont applicables sur des surfaces
de révolution.

Les surfaces (B) sont ici les surfaces & courbure totale constante
(U = const., V = const.)
e

== 0.

Classe (B) . ;

=0,

12
2
les lignes « = const. du réseau conjugué sont géodésiques, les lignes
¢ = const. ne le sont pas; les surfaces (B) ont une famille &’asympto-
tiques formée de courbes i torsion constante (¢ = const.). Je montre
plus loin que si deux surfuces applicables ont un réseau conjugué com-
mun comprenant une famille de géodésiques, il existe une déformation
continue conservant ce réseau conjugué; autrement dit, si un tel réseau
estbase d’une déformation, il est base principale, et non base simple.
Classe (C) ) '!z: o. 2 =0,

1§’ K
aucune des deux familles du réseau conjugué n’est formée de géodé-
siques; ni U ni V ne se réduit & une constante.

Les formules de Lelieavre raménent la recherche -des surfaces de
Bianchi a celle des équations de Moutard

]
A\
dudy MY

qui admettent un systéme (au moins) de trois solutions liées par la
relation quadratique
024 024 62=U 4V,

ol U désigne une fonction de « seul et V une fonction de ¢, ces solu-
tions sont dites, suivant la terminologie adoptée par Guichard, solu-
tions quadratiques.

M. Gambier a donné au Mémorial des Sciences mathématiques
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(fase. XXXD) les équations que doivent vérifier les cocflicients d'un
ds* donné pour que les courbes coordonnées forment un réseau con-
jugué surse' surfaces représentatives : en nous bornant & la classe (C),
on a le systéme nécessaire et suftisant :

[ les variables « et ¢ ont été choisies de maniére que la courbure totale
de la surface (B)correspondante soit K= (—r1):(u + ¢)*|.

Jai signalé dans U'Introduction les principaux résultats obtenus par
M. Finikofl.

Les exemples de surface (S) connus sont relativement peu nom-
breux : on a d’abord le cas relativement banal ot la base principale est
formée des méridiens et paralleles des surfaces de révolution, d’ou, en
transformant par parallélisme de Peterson, les surfaces moulure. Les
surfaces données par M. Goursat (American Journal of Mathematics,
t. 45, 1892, p. 1) pour lesquelles le réseau conjugué contient une
famille de courbes planes situées dans des plans paralléles, les courbes
de I'autre famille sont planes également : Rally a montré (Comptes
rendus, t. 132, 1901, p. 720) que ces surfaces sont les seules surfaces (S)
dont le réseau conjugué comprend une famille de courbes planes, leur
détermination dépend de trois fonctions arbitraires d’une variable et,
a ce titre, elles constituent le type le plus étendu de surfaces (S)
connues ('). Les surfaces minima sont surfaces de Voss; le réseau
conjugué permanent est formé des lignes de longueur nulle, son image
sphérique est formée de deux systemes de génératrices rectilignes de
la sphére. M. Drach (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse,
2 série, (.10, 108, p. 125) a détermin¢ les surfaces (S) dont 'image
sphérique du réseau conjugué en jeu contient une famille de lignes de

(*) CGe type comprend done, comme cas particuliers, les surfaces de révolution, les
surfaces moulure déja citées, les quadriques, les surfaces de translation de Bianchi i
profils de translation plane dans deux plans rectangulaires.
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longueur nulle, les surfaces (B) correspondantes sont réglées et i
génératrices isotropes.

Les surfaces tétraedrales

he

i (@ 4. PR p—
ga -5 —%-/Q =1

admettent =<' réseaux conjugués permanents; pour chacun de ces
réseaux on obtient =' surfaces tétraédrales avant une a"sympt.otiq'ue
commune restant rigide; cette belle propriété a ét¢ mise en évidence
par M. Tzitzéica (Annales de ' Académie Roumaine : Scction des
Sctences, . 38, 1916, p. 241-258) et étudiée en détail par M. Gambier
(Journal de Mathématiques, t. 5, 1920, p. 227-2g1) et par M. Jonas
(Mathematische Annalen, t. 92, 1g24, p. 214-257).

M. Gambier a déterminé parmi les «* surfaces hélicoidales ou révo-
lutives représentatives d’un ds* de vévolution les familles ' possédant
un réscau conjugué permanent (Bulletin des Sciences mathématiques,
2" série, t. 1, 1926) en dehors du cas bien connu ou les surfaces de
révolution se déforment en surfaces de révolution avee conservation
des méridiens et des paralltles, on trouve trois types de solutions :

e ols* = u* (du* + dv?),
on a les hélicoides applicables sur la développée du caténoide; le ds* en
jeu posséde =* géodésiques qu’on peut répartir en réseaux définis par
"¢quation
: R — (1) dvi=0 (7 ==const.);
chacun d’eux est conjugué sur =' surfaces représentatives; [’hélicoide
minimum imaginaire d’équation

2] 3w~ () -+ 03] () +i3)=3(y —13)
appartient a chacune de ces fanulles (").

0o ds*==ch®u (du* + dv?),

(") Gamsier, Comptes rendus, 1. 183, 1919, p. 538, et Bullelin des Sciences mathé-
matiques (loc. cit.y, cette surface a déja éLé citée par M. Blaschke et antérieurement
par M. Weingarten, & propos de la méthode si curieuse que cet auteur a imaginée pour
Pétude de la déformation, mais le role de cette surface comme surface de Voss-Gui-
chard avait complétement échappé, les géométres ayant eu scrupule 2 conserver une
surface imaginaire et n'ayant pas remarqué les nombreuses applications qu’elle a,
méme dans le domaine réel, systémes ‘cycliques, systémes orthogonaux.
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on a les hélicoides applicables sur le caténoide; comme précédemment
on peut répartir les géodésiques en »' réseaux,

22 dut — (ehra — 12 diyt== o,

tels qu'a chacun d’eux corresponde une famille ' de surfaces sur
lesquelles ce réseau est conjugué; chacune de ces familles contient
U hélicoide minimum réel.

3° On trouve ensuite »* types de ds?; chacun d’eux donne «* sur-
faces hélicoidales ou révolutives de I'ensemble desquelles on ne peut
extraire qu'une famille, admettant un réseau conjugué permanent.

Ce troisiéme (ype s’obtient & partir du premier et du second par le
parallélisme de Peterson. '

Dans ces trois cas, le réseau conjugué est formé de deux familles de
géodésiques; ce sont des surfaces de Voss; les deux hélicoides minima
sont donc =" fois surfaces de Voss. M. Finikoll'a montré que ce sont
les seules surfaces qui possedent cette propriété.

Citons enfin les surfaces de translation dontles profils de translation
sont dans des plans rectangulaires, ce sont les scules surfaces admet-
tant un réseau conjugué permanent doublement cylindrique (en dehors
des surfaces minima).

II. — Mise en équation du probléme général.

I. Soient 0,, 0,, 0, trois solutions de I’équation

026
(1) Sn = MO
vérifiant I'équation fonctionnelle
(2) D34 03+ 02=U(u)+ V(v);
considérons trois cas :
Premier cas : nt U nt V ne se réduit @ une constante. —— (C’est ce

que Bianchi appelle la classe (C), on peut, sans restriction, supposer

U(u)=u, Vig)=r,
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de sorte que (2) s"écrit
(3) O'f—}-éi_—ﬁ'—e—é}-;:uﬂuvz
dérivons en u ou v,
9, i <5 d9, 1

., g Y01 il -
() =9y du TS TTU e T g

En dérivant la premiere équation (4) par rapport & ¢ ou de la
séconde par rapport & u, et tenant compte de (1), on a

L L 09, J9 .
(5) bﬁ 5‘—':-— M(w +¢).

Considérons la surface S’ décrite par le point de coordonnées
(0,, 0,4, 0,); son élément linéaire est

ds? =Vt - 2V du de + G dy?,

G\ 2 /) /) 5.\
[ — q(()_/_'_> , =S QJJ (‘),{."_, G/ = 5(@1‘) ,

en tenant compte de (1) et (4) on a

oL 9G!

() o = o = M

ce qui permet avec une fonction auxiliaire X d’écrire successivement

) [ — JX ., OX
' CE o =
02X . 72X
8 M— 78 e ey 2
(8) M g (w4 ¢) Jion
\ fo ()\~ M ) E ()"’.\' ()\ ..
() e— W{/“ —a(u - ¢) e du dy + v do?;

X doit vérifier I'équation du quatrieme ordre obtenue en exprimant

. . I P I .
que la fonction ¢ = - (u + ¢) vérifie 'équation
(10) Aup-+1=A0—K(2p— A7)

que Bianchi () appelle seconde équation de Uapplicabilité, équation ou

(") Biancnr, Lesioni, t. 1, p. »uo. — Darsoux, 7héorie des Surfaces, t. 3, p. 260.
Ann. Ec. Norm., (3), XLVIl. — Ma1 1930, 18
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les parambtres dillérentiels et la courbure totale K sont relatifs a I'élé-
ment linéaire (g); & toute intégrale X de cette équation correspond
une surface dont les coordonnées 0,, 0., 0, dépendent de 'intégration
d’une équation de Riccati; on vérifie facilement que ces coordonnées
satisfont a I'équation '

J*9 0*X

\ _ 4
1 e it
() du dy du dv

[l suffit pour cela de vérifier que les projections octogonales du

trois directions non paralléles & un

a*G, 026, G,
vecteur = ) sur

b bl
dude’ duds’ dudy

méme plan sont égales a celles du vecteur (0,, 0,, 0,) multipliées

*\ Ca . . .,
par 5—-; celte propriété résulte des identités
A 0 I L. 0f 1
3G 6 — , 3 20— 3G, 22—
SUL = ) du o n’ E de T o’
L 00 i J*X
S, - = “+ )=
" du de (e +v) du oy’
S d9, R0 1 =X
du dudy 2 du oy’
S(-)—O-' 020, ! J*X i
T dve dudye 9 du de

Donc, les équations de Moutard qui admettent un systéme de trovs inté-
grales quadratiques dépendent de quatre fonctions arbitraires trréducti-
bles d’une variable (). »

A toute surface (8') ainsi obtenue, les formules de Lelieuvre font
correspondre une surface (B); les surfaces (S)a réseau conjugué per-
manent correspondantes s’obtiennent en prenant I’enveloppe du plan

G+ Oy + 0,5 +0,=o0,

ou 6, est une quatricme intégrale de I'équation déja rencontrée (1)
ou (r1) : ,
J0 22X

{ Py
(1) Jdudv ~ Judy 7

linéairement indépendante de 0, 0,, 0,.

(') M.Demoulin a donné I'équivalent pour la recherche dessystémes de deux solutions
quadratiques ( Bulletin de I’ Académie de Belgique, classe des sciences, 5¢ série, t. 6.
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Lléments linéaires des surfuces (B) et (S) et de leur représentation
sphérique. — St nous nous reportons a la méthode suivie par Darboux
pour former ["équation dont dépend la distance r= 2z d’un point
d'une surface & un pointfixe, en rapportant (5)a un systéme de coor-
donuées polaires

D, = rcosbcoso, G,==rcosfsing, G,=rsinf,
on obtient

/

du dy - G elv— 2
I-'.!

I du?+ o F

= sin*9 do* - d5*,

le second membre est I'élément lincaire de la sphére décrite par
extrémité du vecteur, unité dont le support joint origine au point
(0,, 0., 0,); autrement dit, ¢’est 'image sphérique des surfaces (B)
et (S); en remplacant I/, IV, & et » par leurs valeurs il vient ()

BZAN 1 ’ du?

(1] det—=| 2~ — —
VL ) o i A /l (“ "¢ ]

RZERN I . BVAN S 1.,
- ‘ P R Ay "’” vt [7;- 7 T‘T"TJ ot

== X —- ;L(II 1),
l

en posant

on retrouve le résultat donné en rgor par M. Demoulin (Comptes
rendus, t. 133, p. 265)

dy Ju
Ju o e '
16) (62— ——— du?— o ——~du dy - ———— dv?;
(16) “e ¢ du v “@r (¢ “F

remarquons (ue I'équation du quatrieme ordre, vérifice par X ou o,
peut s’obtenir directement en ¢erivant que (14) ou (16) est '¢élément
linéaire d’une-surface de courbure totale + 1.

(') On arrive au méme résultat en remarquant que la sphére est le lien du point

0, 0, 0,

u Vi v

et différentiant directement.
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L’¢lément linéaire de (B) se déduit immédiatement de (16) (').
i . Jo -
(17) A3 = (1 1) [3[{- dut 2w+ ) )) o dudy + D—z{‘ J

Soient, maintenant, M(x, y, z) et M(fz-f, ;, .:-) deux points homo-
logues de deux surfaces (S) et (B); nous avons des identités de la
forme

dr _ g 9"

X du o’
(18) ().1- _ g or
de S o’

les fonctions R et S devant satisfaire au systéme

(19)

qui exprime que les équations (18) sont complétement intégrables et
ou les symboles de Christoffel sont calculés avec les coefficients de
I'¢élément linéaire (17) (*). L’¢lément lincaire de (S) s’obtient immé-
diatement

re s ) 2()? E 2Q d*o ()
(20) ds?== (1 —+¢ )[R Jo du*—+ Zhb(‘”—*_()()ud duds +S (/( ]

Les coefficients de la seconde forme fondamentale
— Sdedr=20du*+ 286" dudy + 0" dv*

se calculent aisément et sont :

~ do do J*o
[s] s + >
\/t)u Jdv  du ()c'( )R,

(21) 8'=o.
dy de o e
= U & ).
()u dv du Jo
(1) Biancut, Lesioni, t. 1, p. 240. — DarBoux, Théorie des Surfaces, t. 4, p. 30

(2) En comparant avec ce qui précéde, 'intégration du systeme (19) est équivalente
a celle de ’équation de Moutard (II).
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En résumé : pour obtenir les surfaces (S) admettant un réseau con-
Jugué permanent dont aucune famille n’est formée de géodésiques il faut
intégrer successivement une équation au quatriéme ordre purs un systéme
linéaire (19) du premuier ordre (équivalent a une équation de Moutard),
ce qui montre que ces surfaces dépendent de sixz fonctions arbitraires
wrréductibles d’une variable.

Tout systeme de solutions X, R, S détermine intrinséquement une
surface (S); si 'on désire déterminer explicitement les coordonnées
ponctuelles ou tangentielles, il est nécessaire d’intégrer une équation
de Riccati. Remarquons encore que nos variables zet¢sontles mémes
que celles utilisées par M. Gambier pour établir le systeme (3) signalé
au paragraphe précédent, il s’ensuit que le changement de fonctions
de¢fint par les équations

Jo

- ) L0
o= (u 4+ ¢)R*-T,
v

o

[< ‘:.:(Il — (')“J'\b m)

B

— (5 0P
G={(0u+¢)S Ji

44

rameéne le systéme (3) & celui que nous venons d’établir.

2. On doit maintenant indiquer comment ayant obtenu une sur-
face (S) on obtient (au moins intrinséquement) les o' surfaces (S)
déformées de (S) suivant la base principale (u, ¢). Calcalons pour cela
la seconde forme — Sdedz de (S) et de (S), on a pour (S) et (§> les
secondes formes '

Sl 46" der el odut+ 0" dv?,

on peut écrire avec une inconnue auxiliaire A ou v

J
0

)

Q

e 7.r’ P A 1P=1 4

et les ¢quations de Gauss-Codazzi fournissent aussitot (en nous bor-
nant a la classe ()

Jdv V-1 dv v

= s —— = — ——
du ¢ dv w9

(0 4+¢)(v+1)=—1V, (e 4-9)y=—1U,
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V et U otant des fonctions de ¢ seul ou u seul, on voit la relation

identique
4= =—\ 4 U,

d’ot1, avec une constante arbitraire k, qui est le paramétre de déforma-

tion,
N o — e 4 A U=+ A
G VAT Voo he—v
Ty T U T ke

Ces résultats avaient ¢t¢ signalés par M. Tzitzéica, les surfaces S se
trouvent ainsi déterminées intrinséquement.
Il est intéressant de donner I'élément d=* de 'tmage sphérique

de*=e du* + o [ du dv - g i,

on sait, résultat classique, que I'on a

™ Ny AN ~
Go® r — Faoo DR
€= e ) =AY Y s B}
LG — 2 : EG — I e LG — 12

A e

Donc eg — /%, ni f, nieg ne changent ('), on a
®

¢ =l i — / o )i;
Jo
h— ¢ du L) JA—
(20, dot=g —— ——— du*— o "~ du dv ++ e (st
(22) Tl oA du Jy B i

J*o’ do’ de
— 0 st o' 4 S
du’ dv

Do’ du*
de’ a4

du' w4+ ¢

La seconde expression a pour but de reproduire la forme (16)
de ds®, on voit aisément que I’on peut prendre

o' (¢, vy =o(u, ¢},

IR by
- o= e—_ Ve
(23) k—+u K —¢
N X
o - " /=
—u”’ ¢’

(") Llinterprétation dece fait, qui est vrai encore pour une base simple, est évidente,
mais semble n'étre pas suffisamment mise en relief dans l'enseignement de cette
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et par suite

-0

., k! e’
S = )

/7

Done, de toute solution 5 de I'équation d’ordre 4 obtenue précé-
demment, on déduit la solution nouvelle

/.1/ b )

K=’ k5¢)’
mrrecpondant a la déformation continue; la fonetion o(w, ¢) se
retrouve si la constante & devient infinie. On a ensuite

(21

-G

N(u, o)== o(u, )+ ;L(u —+ e
1

N’ ey =0"(u', ")+ 5 Liu' "),

o~

l‘(;l 4'(')v—;h(/.‘—{—// A~—l ()-{M—I/.
-

= o, ¢ )+

i -

“ou finalement

(2b) N'(u'y ¢")y == N(w, o) — —l k- - ;L v
\ 4 /. 4 I
hue! Ao’ 1 A
\</; — ZTLT’) - 7“<’/.z~ ) Tk (/. T (~'>

si donc X(u, ¢) est une solution de I'équation du quatrieme ordre

en X, A
I L 1 I i 15
M ) e

est une nouvelle solution
Ceci prouve que si 'on a obtenu trois intégrales 6,, 0,, 0, d'une
équation
k 0

— = MY
du Iy /

liées par la relation
034+ 054 02=U 4V,

U étant fonction de « et V de ¢, la surface S correspondante pout se
déformer en une surface S, ou le réseau (u, ¢) est encore conjugué;

théorie : deux portions homologues de surfaces applicables ont des représentations
sphériques dquivalentes; les images sphériques de la base (simple ou principale)
conservent leur angle.
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représentons par 0, 0., 05, les solutions correspondant & S;, on a

MU Y
Sy 73 _
U Vi

U= =V

ol & est le parametre de déformation, 4’ et 47 deux constantes arbi-
traires, qui peuvent étre regardées comme fonctions arbitraires de k;

. P . . . U
en effct, la constante 4" peut étre supprimée; ensuite passer de vk
MY 3 AU /Y
A—U k0 =V
face B, : il est clair, en effet, qu’a une surface S, correspondent =
surfaces B, déterminées & une homothétie prés; les fonctions U, et V,
qui correspondent i une méme substitution homographique sur U
AU J%
O N
dans les applications il importe de tenir compte de ces résultats.
Ce qui précéde permet d’expliquer, en particulier, pourquoi en
AU
F+u’
onn’obtientrien de nouveau; en effet,

est possible par une homothétie sur la sur-

et — Vnedonnent pas un résultat plus général que » Iais

remplacant U et V par U—+/ et V — & et les expressions

A KU ) (Y — )
vl Sy yprny Rl G vy
on peut écrire

U A — St
e YR e Vil Sy § B T v
Ly S Y G S S et

- i -{_ — ——— e ———————
k4N + U h—V 4 h k- h 4 U b+ h—V

on voit que remplacer la premiére expression par la seconde revient a
faire sur le parametre de déformation le changement de variable
ky=Fk 4+l et sur B, une homothétie; ceci explique pourquoi nous
nous bornons & la formule (24) avec une seule constante £ et non

aw-+b av—0b
© P .
"New +d —ep +d
3. Transformations asymptotiques spéciales des sur faces (B) qui accom-
pagnent une surface (S) au cours de sa déformation. — Je rappelle
rapidement la théorie des transformations asymptotiques imaginée
par Bianchi (*).

(1) Bianchl, Lesiont, t. 11, p. 40-89; Rendiconti di Palermo, 19o8; Annali di
Mat., 8° série, L. N, 18go, p. 3.
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®
Soient 0, 0,, 0, trois solutions, linéairement indépendantes, d'une

équation de Moutard
0%

= Mu. )5,
A de

(M)

les formules de Lelieuvre leur font correspondre une surface ([3) rap-

portée a ses asymptotiques; la transformation de Moutard effectuée a

I'aide d’une quatriéme solution R transforme 6,, 6, 6, en trois inté-
grales 6, 0,70 de I"équation

I

)L

920’ R

( Y 4 — ) ( ’
(M) du de T R du O 7

B

auxquelles correspond une nouvelle surface (3') rapportée a ses
asymptotiques; (3) et (') sont les deux nappes de la surface focale
d’une congruence, appelée par Bianchi congruence W, telle que les
foyers d’un méme rayon soient les points de mémes (u, ¢), ¢’est cette
correspondance qu’il a nommée transformation asymptotique, je n’in-
siste pas sur toutes ces propriétés bien connues.

Supposons maintenant que 0, 0,, 0, soient trois solutions quadra-
tiques; en général il n’en est pas de méme de 6, 6,, 6, ; Bianchi a
montré (Leziont, t. II, p. 79) qu’il existe ==* intégrales R, que nous
nommerons transformatrices, telles que 'on ait

B2 4 G2 62 02 4 G2 4 02 = Ua) 4+ V(r),

les surfaces (3) et (3') sont alors des surfaces (B) pour [esquelles, aux
points hpmologues, la courbure totale est la méme.

Jindique comment se calculent ces solutions R :

licrivons I'élément linéaire de la représentation sphérique de (B)
sous la forme

de*=e¢ du*+- a\/eg cosow du dv + g de*

et posons

- U—4h

(26) tang :\ VTR

Ann. Ec. Norm., (3), XLVIl. — Mar1 1930. 19
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I Ll,f_) , 3 A

a toute solution L du systéme completement intégrable

| ()J i '/:‘lll' o - 7 (()l’:’ill( Lot
= - +4{/— S an cocol=sin (b - mo.
e du / gt \ E) '
(273 -
' / b Jrn /;"\ 1o ~ - 5 .
T 2 sin2m — 4 o lang —sin(b - m),
Loy v \ el ool ) PN T '
équivalent 2 une équation de Riccati, correspond la solution R
pl
ots— .,
2 t - T .
(28 logR :// ] T l—_;*v 4=\ ¢ cot i) cos|( !J i) | u
LT
l‘mg-: \ - - . ol N
= =\ lang 5 cos{ —m .

Rappelons encore une élégante proposition due a Bianchi : Sorent
R, et B, deux solutions transformatrices correspondant & deux inté-
arales U, et b, du systéme (27), (B)) el (B,) les surfaces transformées
de (B), (M) et (M) les équations de Moutard transformées de (M)y si
'on transforme (B)) et (M) a P'aide de la transformée de R, par R,
ou (B,)et (M,)a l'aide de la transformée de R, par R,, on obtient la
méme surface (@) et la meéme équation ()5 de plus (B), (B)), (B)),
(¢3) ont msme courbure totale aux points homologues, c’est cette pro-
position que Bianchi nomme Théoréme spécial de permutabilité pour
les surfaces (B); (B)) et (B)) étant obtenues, (@) s’obtient par de
simples quadratures.

Je donne maintenant quelques résultats nouveaux concernant la
déformation des surfaces (S) et la transformation des surfaces (B) cor-
respondantes.

Considérons deux surfaces (S) et (B) correspondant a trois inté-
srales quadratiques 0,, 0., 0, de I'¢équation *

(29 DO dur v

telles que

/)f -t //:: e {/" gy A SN

soient (S;) une déformée de (S) sur le réseau conjugué («, ¢) comme
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base, (B, la surface auxiliaire de Bianchi correspondante: ces sur-
faces sont relatives a trois intégrales quadratiques 0. 0., 0.,

d'une équation de Moutard qui, nous allons le voir, n'est autre que
I'équation ( 29).
Le changement de variables (23) fait écrire

D= 03 03 =0 =

de sorte que 0,,(u'y ¢, O,00a'y ), 0400, ') sont solutions de 1'équa-
tion

20 *\’

130 ‘—-7—/—7:: 5 ke

du’ de du’ de

ot X" désigne la solution de I'équation (10) délinie par I'équation (25)
et i laquelle, d’apres ce que nous avons va plus haul, ne correspond

. g : 1
qu'une seule surface (B,) dont la courbure totale est — — -,

(10!~ ¢ )4
I'identite
N BN e de

D D D s du’ e
montre (ue si Pon revient aux variables primitives 0,,(n, ¢), 0,,(u, o),
05.(1e, o) sont trois intégrales de 'équation (29).

Donc quand (S) se dé forme, acec conservation du réseau conjugué(u, vy,
U'équatton tangentielle de Laplace, ramenée « la forme de Moutard, ne
change pas ().

Etudions maintenant les transformées asymptotiques spéciales des
surfaces (B,), examinons les équations (26). (27), (28).

Pour la surface (B), ona

(1) Des lectures. faites depuis la rédaction de ce travail. mont appris que
M. Maslofl' a obhtenu le méme résultat por une méthode dilférente « Recwedl de la

i

Société mathématique de Moscou, 1. 33 ).
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pour la surface (B,), en posant

hmo
F—m
on a
e Voo ke
T P U Gl S T S
LN v A=t
I oo S,: I U SR

~1 ~

l = U — m k— ¢ /u —
any — - =
T U -=m L+ u \/ ¢+

1ot gy’ = , . .
en portant ces valeurs de : . : ) : ) : et tang ~ dans les équations (28)
A 2N -2 .

et (27) et en remarquant que 'angle o ne dépend pas du paramétre
de déformation, on voit que les solutions transformatrices R sont les
mémes pour (B) et (B,).

Considérons une surface (8") correspondant a la transformée (B")
de (B) par une solution R déterminée, et 07, 0, 0] les transformées
de 0,, 0,, 0, »

40P - D= e o,

Iy

,)f -+ /J:: —+ /j:‘::f; /Jl‘

st (S87) se déforme en (S)), (B') se transforme en (B)) et 0, 0, 0,
en i, 0, 6,
e e
B2 g G2, 2 e 2 e I A
it g by e Y il

ou en faisant le changement de variables défini par les équations (23):
Uit 93+ 05 =0+ 00+ Ok = w4 o
0,0 0, 0,, sont trois intégrales de [’équation de Moutard
I
. o — _ ,
(31 %5 i Ko, I‘( hu' IR
. — I S ———— i ————— e
' du' do’ g gt ' K’k 4 ‘J,),

transformée de U'équation (30) par R, celte ¢quation admet aussi les
trois intégrales quadratiques 0}, 0),, 0}, transformées 0,,, 0., 0,, de
sorte que I'on a
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il résulte des considérations faites au n° I dua paragraphe actuel que
'on peut passer du groupe (6, 0,,, 6,,) au groupe (6,,, 6., 6,,) par
une transformation orthogonale, équivalente & un déplacement de (B,),
on peut donc supposer

g — G M — i
Y= D=0 T

I
2

on woit donc que B est transformée asymptotique de By, la solution
transformatrice R étant indépendante du parameétre k.

4. Deuxiéme cas : U'une des fonctions U ou V se rédutt a une cons-

tante. — Supposons pour fixer les idées que ce soit V; nous pouvons
sans restriction supposer U =u, V' = o, les équations (3), (4), (),
(6) sont remplacées par

. db 1 .09 L9, Y
SEL =, SO, =L =0, SN .
du 9, 8 ' die dv

Nous en deduisons, pour les coefficients de I'élément lincaire de 87,

17104 )G’
fr— \l . -
2 du

e |

(" est donc une fonction de ¢ sewl, nous pouvons sans restreindre
supposer G'=1, d’ol

(32) ds = 12" dur— vu —= du dy = et

dy

Comme plus haut nous obtenons I'équation a laquelle doit satis-
. - N Lo [ , . , . . \
faire I en écrivant que z = —u vérifie 'équation (10) ol les para-

0,
meétres dillérentiels et la courbure totale K sont relatifs a 'élément (32);
on obtient ainsi une équation du troistéme ordre, au lieu du quatrieme
comme dans le premier cas: on obtient ds* et dE* comme plus haut

DY 5N I v
dot=|( — — — )it —o——dude 4 —
Lt dv u

S

. o ! IO .
A3t = <Iu//1 —_ 7> du*+ 2 o w?* i dy e di
1 oy
N
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en posant

1 1 . .
¢T= — — & IAR:
. u Lt

il vient

e e
(330 Ao == ¢ du* — 21— i ddy = ——,

e "

. A& :

(310 X2 = & dlu? + 2u oh ey —+ wdet

dy

pour achever la détermination des surfaces S correspondantes il faut
maintenant intégrer le systéme (19) ot les symboles de Christoflel
sont calculés & partir de (23),

Done, la détermination des surfaces (B) dont une famlle de lignes
asymptotiques est formée de courbes a torsion constante dépend de trois
JSonctions arbitraives irréductibles d’une variable : les surfaces (S) dont
une famille du réseau conjugué permanent est formé de géodésiques
dépendent de cing fonctions irréductibles d’une variable.

5. Trotsiéme cas : les fonctions U et V se réduisent toutes deux a
une constanpte. — Je ne cite que pour mémoire ce cas bien connuj les
surfaces (B) sont & courbure totale constante et les surfaces (8) sont
les surfaces de Yoss.

Y . T 1
Sans restreindre nous pouvons supposer U=V= o o1 a

Ui 02 0=,
L, d0 A9 /Y
S, 1 = 7, ! = 0, S Ch O M.
Adu i du v
oL G
o du T

B est une fonction de w seul et G"une fonction de ¢ seul, nous pou-

vons sans restriction supposer B'=G"=1 ¢l en posant M = cos2w,
on a

{59 s = ot = dit - o cosem dude = e,

(30 (Xt -~ o cosam du de - et

en écrivant que Uélément linéaire (24) convient & une surface de
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courbure totale + 1 on a le résultat classique

():fn

e T SIN ) COS 6.
du v

III. — Surfaces B applicables sur des surfaces de révolution.

L. Surfaces de la clusse (). — Aucune famille de lignes asympto-
tiques n’est formée de courbes 4 torsion constante; si une telle
surface est applicable sur une surface de révolution les courbes
u ~+ v == const. recouvrent les parallcles et, par conséquent, les coefli-
cients de I'élémentlinéaire ne dépendent que de 'argument & =u ~+ v;
la fonction o du paragraphe précédent est fonction de a seul et P'on a

du  du dy 7% o

du " v da’ P ek

on est ainsi amend i poser

TR

ir’
de sorte que I'élément linéaire (17) s’éerit
(17" AX2= 1 (clur 4 b2y = o (e — 1)l dde.

La fonction Il est déterminée par équation dillérentielle du troi-
sicme ordre obtenue en égalant i — — la courbure totale de 'élément
- =
Lo
linéaire (1~ )
() et cod e
cer G e T — ey o T2 = 1 (ol — e ) = o,

L’ordre s"abaisse d’une unité en faisant le changement de variable

I r/.1"

— e == [
a
en prenant pour fonction inconnue la fonction ¢( 1), I'équation (1)
devient
() [3CH b 2 - 31— | '
Koy ey [ s T )
o A S AN § W A TN
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. . I .
on apercoit la solution ¢ = —y inacceptable, car elle donne pour les
coefticients de (17") des valeurs toutes égales entre elles; ceci posé,
faisons le nouveau changement de variable

1
[—:'),H + 7.

’équation (2) devient

(3) H(aZZ"—2") + 22" —1)=o,

la surface est rapportée & ses asymptotiques; les coefficients de sa
seconde forme fondamentale sont donc

N ol — el -
0 =0, 0’—_—_\/__(_)_____1___), 0" = o,
X

ils ne dépendent pas de z, et, par suite, les surfaces obtenues sonl
hélicoidales ou révolutives; pour décider entre ces deux éventualités,
P
formons I'équation des lignes de courbure
du? — dpr==0,
qui montre que les courbes & = u -+ ¢ = const. sont lignes de cour-

bure : on a done des surfaces de révolution.
Une solution particuliére évidente de I’équation (3 ) est

:”:l, ::<l[+ >’l,.
i 2

ou C est une constante arbitraire; revenons aux variables primitives

1 de 9
zdll — (MT+C+a2r2—41C+1)

en intégrant et en posant p = \c +1,

X1 p)r—rl (1 —p)?
_ Xl — ot '

H

2. Surfaces de la classe (B). — Les asymptotiques u = const. sont
des courbes a torsion constante; dans 'application sur une surface de
révolution, elles recouvrent les paralléles; elles ont donc leur cour-
bure constante, ce sont des hélices; d’autre part, les coefficients de
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["élément linéaire (23) du paragraphe précédent ne doivent dépendre

& . - o
que de «, done, 7)“7 = 0; on a des surfaces minima, les coefficients de

la seconde forme fondamentale

~ & i
0= O, n - —> 0" =0
144

ne dépendent aussi que de «, les surfaces cherchées sont hélicoidales:
ce sont les deux hélicoides minima. On peut vérifier ce résultat en
formant I'équation différentielle en & obtenue en écrivant que la cour-

» 1
bure totale de la surface est — —.,
iW-
@ o u s
3R & — — =0,
e < clu

dont les solutions s’obtiennent aisément :

& du . I

" — (Ca—
I n = ) O == R

ELRE — 1) I L — 4

on peut, sans restreindre, supposer 2.=4, et le changement de
variable « = ch?w«, donne I'¢lément connu de 'hélicoide minimum
réel

dX*=ch*u (duj+ ),

—

A & = 53
|

le changement de variable u =« donne immédiatement I'¢lément
linéaire de I'hélicoide minimum imaginaire

AX2= wi du? 4 dv?).

Les surfaces (S) correspondantes sont : pour 'hélicoide réel, les sur-
faces moulures ordinaires; pour I'hélicoide imaginaire, Tes surfaces
moulures signalées par M. Gambier dans son Mémoire Sur guelques cas
méconnus de la déformation des surfaces (Bulletin de la Société mathé-
matique de France, 1929, p. 224-239).

IV. — Surface de la seconde classe de Bianchi.

1° Considérons deux surfaces applicables (S) et (S,) rapportées a
leur réseau conjugué commun u, ¢ pour lequel les courbes ¢ = const.
Ann. Ec. Norm., (3), XLVII. — Mar1 1g30. 20

\
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sont des géodésiques tandis que les courbes u = const. ne possedent
pas cette propriété, I'élément linéaire de (5) étant

(L) ds?= 12 cdur == o ddu oy -+ G 2.

On a la condition classique sous I'une oo l'autre forme

. ()\i‘l*() Y frog
) T o (\ =) L=

/

NN, N N

Les coefficients ¢, ¢, 2", ¢,, ¢|, <" des secondes formes fondamen-
“tales de (S) et (S,) satisfont aux équations

SNy - e
n ==, 0, T= 0

et wux équations de Gauss et Codazzi

(4 00" = K,

. ' 1 dJdo

b So T W

) ! g’ RS | 6 RS
6" du Lo va” oo

(4 ' 0,0] =K.

1da, (g

(57 \ -

‘ 0, dv Loy’

(5") LO% g
o du o V) |2

ol K est la ¢courbure totale, avec
i G - P2y
pour abréger Iécriture, posons encore
[ 272
I S

’1_,_.__,‘ 3 Vel o O — 2
D = 13, RS (0N Q= 1IK,

les équations (5) et (57), (1) et (4") montrent que Uon a
(7) o==o L. 0'=a) : L,

oit U est une fonetion de u seud; en portant dans (c) et (2') ces valeurs
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N\ N, . N
de o et 2", puis retranchant membre & membre, -

d . ae
~loglU =DBur— U2ya, 1 g7,
du
] BN N
l()j_'( =Bo— U0, : a,
oy
ou
(8 Uis b — Uy =B84, 147,

nous supposons U =£ == 1, ce qui revient & supposer que (S) el (S,) ne
, > Pl =)

sont ni égales ni symétriques, cas banal que nous écartons; de la
comparaison de (7) et (8), 1l résulte

(g LU s = Uy = Ra: 0",

ce qui montre que les expressions Be:2” et B2, 1 ¢ sont des fonctions
de la seule variable «, ceci conduit & poser

(1o 0" Bao =1L,

cette équation, jointe a I'équation de Gauss
00" — Q,

donne

(1) 0" = PpQAaL, 0= B (),

\/I

les racines carrées donnant 2 et 27 doivent étre prises de maniére (ue
I'on ait 227=0Q: en portant ces valeurs dans les équations () et (),

on obtient

7
RN PR N— logi 21 By,
e
. J
(s I | e loe Q2 By - <’ ;.
du

(12 donne une condition nécessaire pour élément linéaire, et

(13) montre (ue

est aussi une fonction de « seul; on a done la nouvelle condition

(V) Les lignes w == const, n'étant pas géodésiques BB = o,
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nécessaire
(e L T log( QB)=o.

Les conditions nécessaires (2), (12) et (14) sont suffisantes: en ellet,
si elles sont satisfaites, (13) devient une équation différentielle ordi-
naire en U qui s’intégre par une quadrature et livre 1L avec une cons-
tante arbitraire 7.: les équations (11) donnent < et ¢” qui, en vertu de
(12) et (13), vérifient les équations de Codazzi et dépendent de 7.5 on
obtient donc =o' surfaces applicables sur le réseau conjugué (u,v)
comme base et pour lequel, en vertu de (2), les courbes ¢ = const.
sont des géodésiques.

Observons que, pour établir le systeme d’équation (2), (12), (14),ila
suffi de supposer P'existence de deux surfaces applicables (S) et (S,)
de I'espece en jeu, il en résulte que : st on a un couple (S, S,) de sur-
Jaces applicables dont le réseau conjugué comprend une famille de
lignes géodésiques, il existe une déjformation continue, [uisant passer
de (S) a (S¢) avec consercation de ce réseau conjugué au cours de lu
é formation.

Voyons maintenant comment les coefficients dépendent du para-
metre de déformation; nous supposons done (2), (12) et (1) satis-
faites: soit U une solution particuliere de (13) : les équations (11) lui
font correspondre une surface (S), 'équation (13) peut s’¢écrire

a’ a AU 2

qxn a WA

b
ou ‘U est la fonction inconnue; pour intégrer il suffit de faire le chan-
gement de fonction

.

U = .
2 L‘,

U =

|

En négligeant le facteur de proportionnalité introduit par le chan-
gement de fonction que nous venons de faire, on obtient dé suite

d’ou

on voit que (S) correspond a 7. = o.
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Etude du systeme (2), (12), (14). — Nous éerirons
Ee (VY AN
=) YEaL o

nous n'avons plus que deux inconnues X et G que déterminent les
équations (12) et (1) qui s’écrivent

%\ 7ANN72N

, J Q e dude dv du
(12 ) - low "= =— — —
A )N PPN
an |G- (o)
G JN 2\
7 (. (8 D “oc du v
3 loe(QB) — = —— b — s
(137) g T 3 U, U, G (()\Y
oo

on peut remplacer (1-3") par une intégrale premiére évidente

, "IN\ ?
7 L - ((;)"> ’

ott V désigne une fonction de ¢; désormais nous éerivons U au licu
de U,, aucune confusion n’étant possible avec la fonction U du début
ce ce paragraphe. La forme des équations précédentes se simplifie
encore quelque peu sil’on remplace lafonction inconnue G parlafone-
tion Z définie par I'équation

/AN
(._;:/A(\?‘.) ,

nous aboutissons ainst au systeme définitif ne comportant que les
deux inconnues X et Z et deux équations

| 7 JN | L2 JdhoN

‘) E P TRl TSR P T
132 ) O\ 2

(”) i1 N 7 I)(\’)‘—.-') = O,

4 toute solution (X, Z) de ce systéme correspond une famille de sur-
faces applicables de la seconde classe; I'élément linéaire de ces sur-
faces est :
. L ONN?
(1) 70— ((.\'—’4[—/4((»-«) dy®,
Jde



158 VASSEUR.

les coefficients de la seconde forme fondamentale sont, comme nous
I"avons vu,

U242
'J,_'): B~

B ULl
Qe

Qo
S
I

.

re

B
7=

ot 7 est le paramotre de déformation: si I'on veut donner explicite-
ment les équations de la surface, il faut intégrer une équation de
Riccati.

2. Représentation sphérique. — Les coeflicients de I'élément linéaire
de la représentation sphérique

(17 dat = edw*+ o [ dude - gdi?

se calculent par les formules classiques

G i I
y — ot f2 — O o 52
B TER R I T PR
on obtient
7AN .
S/ UL SRR N S S U
G = v ,)(?'_,) S A LR s S
e

on sait que les lignes coordonnées étant conjuguées sur (S) les cosi-
nus directeurs ¢, ¢, ¢” de la normale satisfont & une équation de
Laplace

026 VR

1o = 5

e e e BT ==,
du dy du & D0 /

dont les coefficients ne dépendent que de ¢, /, g, et de leurs dérivées
premiires et sont déterminées par les équations

. 1 de oo 1 dg ..
(201) / = 5 o L - ]4‘/ =0, 7 I);’/ - a_/ o8 =0,
desquelles on tire
19/ - 1oy
o= 5= -3
7 e ) 2

le résean (u, ¢) étant conjugué, on a

(21) q e O
R ) i 0N
e du
. e
(29) . SNe— =0
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<

(’ Pty s ( dr dy ds P’
i A oo n U el e
Dz’ Dt dur) \ou du’ du )’ )

\

d’autre part, les courbes ¢ = const. sont des géodésiques : les vecteurs

sont coplanaires, de sorte que de (21) et (22) il résulte

Y S 2 e
(23 —— T O
du? oy

dérivons (21) en tenant compte de (23), il vient

, Lo e
(97 N e =T 0
S Adit dit oy '

e I)'-:(U’ ()‘1/.” a[ ]pl“ ‘(ll(\ulq t é
) 'S valeurs "eeS
o’ ou PRSP IR p - irees

en remplacant les dérivés

de (1) on obtient

e da
AN - =0
o du T
or
Q e or o
du du
done
P : II.,' =X
et
) de )z
s yiag e vodu o O
N A T A S
de sorte que U'équation (1g) s’écrit
7AN
) 0 ut’ 0y LU du
{25 B e s — ] ),
2 v BY  oOX

dude U U\
v o

c'est une équation & invariants égaux;: donc 'iniage sphérique du
réseau conjugué envisagé sur (S) est 'image sphérique des asympto-
tiques d'une certaine surface (B); la torsion des asymptotiques qui
passent par un point de cette surface est
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on a retrouvé la surface auxiliaive de Bianchi dont les lignes asympto-
tiques « = const. sont & torsion constante.

3. Etude d’une solution particulicre. — Je me propose de rechercher
les solutions pour lesquelles les coefficients E, F, G ne dépendent
que.de x =« + ¢, de sorte que, pour toute surface (S) représentative,
si I'on fait correspondre le point (« + k, ¢ — /) au point (u, ¢), ol /i
est une constante quelconque, la correspondance établie est une auto-
application de la surface. Posons E=22, £ ne dépendant que de u + ¢,
"équation (2) devient

dr. d ¥
dr — du %
et donne ‘
F =24 2(L, { C = const.):

comme plus haut posons
G =72+ 20,
7 étant une fonction de x, I’élément linéaire s'écrit
(26) Ast == 2 dut - 0T 0 G dlie dls - Lo X ORER7/ S
Voyons maintenant ce que devient le systéme (I), (II), nous remplacons

I'une de ces équations par la combinaison obtenue en éliminant Q
entre elles, on obtient ainsi

1) 2 LI+ Gy e 2B V!
: SIK—1) U i4aC B — V'’

I (Zo— 1) (E420)? \

(l‘ ) I ;Sé"ﬁm_“‘“ - (l i’

le premier membre de (1) est une fonction de la variable x =u +¢
seule pendant que le second membre est une fonction de ¢ seule, on
en conclut que ces deux membres sont égaux & une méme constante «

i v/
- = d,

v
de méme (I1) montre que 'on a

V .
U = [+ ¢);

A U}
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posons

les dérivées du produit MV par rapport & « et par rapport a « doivent
étre égales, donc
MY VY

V\I == - =

\
ona deux cas i considérer suivant que « est ou n’est pas nul.
Premier cas : a =o0, UU’ et \ sont constants, nous posons

R ~ V]
LU =9z V=3, o= .
%

et le systeme (1), (II') se réduit & un systeme d'équations difléren-
tielles ordinaires ot £ et Z sont les fonetions inconnues :

'équation des asymptotiques des surfaces S, est

vy

(28) o 'j'}"//ll'-'-{ Belii=0:

i
d’apres (27) on.a

«, ¢tant une nouvelle constante, de sorte que I'équation des asvinpto-
tiques s’écrit ‘

(29) 1"7;*7‘2’);;1 ) dur - Bdyt=o.

Considérons deux surfaces S, et S, correspondant & deux valeurs 7,
et 7, du parametre 7., nous savons qu'elles sont applicables par les
points de mémes coordonnées (u, ¢): d’autre part, nous avons vu que
faire correspondre sur (S,) les points (u, o) et (u==/h, 0 — h), c’est
réaliser une auto-application de cette surface ef, par suite, mettre en
correspondance les points (u -/, ¢ —/h) de (S;) et (u, ¢) de (S,),
¢’est encore réaliser Iapplication de ces surfaces 5 or, si nous choi-

Ann. Ec. Norm., (3), XLVIL. — Juis tg5o. 21
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~

b

sissons /i tel que )

b= N =1,
équation (29) montre que les asymptotiques se conservent dans cette
dernicre application de (S,) sur (8;), done ces surfaces sont égales :
la déformation obtenue, dans le cas actuel, est une auto-application
avec réseau conjugué permanent-dont une famille de courbes est formdée
de géodésiques.

Deuxiéme cas : a==o. — Nous pouvons, sans restreindre, supposer
« =1, on obtient

L'équation des asymptotiques est :
2 e it

—_— - Bt =0
oA o e

en raisonnant comme dans le premier cas on voit que 'auto-appli-

cation w —w + h, ¢ -~ ¢ —hde S, (7,) réalise 'égalité de cette surface

et de S,(7.,) si /i est choisie de manicre & satisfaire & équation
%ol = (o a9ty e

nous avons done, encore, une auto-application avec réseau conjugué
permanent.

V. — Réseau conjugué permanent dans l'auto-application de la développée
d'une surface minima applicable sur une surface de révolution.

On sait que les développées des surfaces minima sont toutes appli-
cables sur une méme surface de révolution et de ce fait admettent des
auto-applications ; je vais donner un exemple de réseau conjugué per-
manent relatif & ces auto-applications obtenu en supposant que la
surface minima est applicable sur une surface de révolution. Consi-
dérons une surface minima () définie par les formules de Weierstrass :

-

. — o . —
P /(1-—' wt)yF (e du + = /(1—~1/f):l'[1‘//|)1///|,
e L o e
J=- /(x e ) F ey i — ~ /(1-—}—— w3y T (g dug,
2, 2

T = / Ty o+ /u, Ty,

e
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'équation des lignes de courbure est
Fluydur—F (a)) dui=o: .
prenons, par exemple, la famille

() \ Fu) du — \ Fou, ) du,.

le rayon de courbure principal et 'élément linéaire de la nappe de
développée correspondants sont :

R—= SO P T\ ),
dst = R*— o “',\ Fluvdu — T () du |".

Ces résultats rappeles, prenons une seconde surface minima (S')
obtenue en remplacant dans les formules (1) () par ®(¢) et 5, (u,)
par @, (¢); la correspondance u(e.¢,), u,(v,v), qui réalise Pappli-
cation des nappes de développées correspondantes (S) et (8') de (X)
et (X7, est définie par les équations

7T g (P =1ty )y, F(uw) \“,5_}:_‘,,[,/',,’_: (r =007y O i'")\ (~[P,Tt~,m]
I ¥ e —

Tout résean de (S) délini par une équation de la forme

2

(H) x5 dui,

ott z el 3 sont deux fonctions quelconques de w et u,, est conjugué;
pour qu'il conserve cette propriété dans Uapplication de (S) sur (8'),
il faut et il suffit qu’en exprimant « etu, en fonction de s et ¢, la trans-
formée de I'équation (5) soit privée de terme rectangle.
Ceci posé, je prends un exemple simple ou (X) et (X') sont une
méme surface applicable sur une surface de révolution :
Ty =ul, Ty )=t}

Py = . (l)l( ) = ¢,

ou pest un nombre quelconque, entier, fractionnaire ou incommensu-
rable, les équations (4) deviennent
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ou % désigne une constante arbitraire; en la faisant vavier, on obtient
=" auto-applications. Des équations (6), on déduit

N pLtrLl oy, Pty
Wt — et e =t — et cmadet el e
les signes == se correspondent dans les deux membres, de sorte que
les courbes
n 1 Y2
P B S a1
(7) u' oo T= const.

se transforment quand on passe de Sa S, en

Ya

! o

(8) O

1

* — const.

Différentiées, les équations (7) entrainent

v 4

— —1 L1
(9) w dut+ oy dul=o,

| I
de? + 3

(1o) o de? =0,

ces équations étant privées de terme rectangle mettent en évidence
que le réseau formé par les courbes (7) est conjugué permanent dans
{’auto-application engisagée; nous avons ainsi découvert pour le ds*
des développées des surfaces minima %' bases principales, et chacune
de ces bases correspond & une auto-application de la surface corres-
pondante; on remarquera que si p est commensarable, on a des sur-
faces algébriques et une auto-application algébrique.

VI. — Sur les équations de Laplace ponctuelles et tangentielles.

Considérons la surface développable (D) définie par les ¢quations

==,
(1) y=0b+b'v.
s== ¢4 o'p,

ol a, b, c, coordonnées du point qui décrit ['aréte de rebroussement,
sont trois fonctions de « et @', &', ¢’, leurs dérivées; supposons que
Uaréte de rebroussement est une courbe, non un point, autrement dit, la
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développable (D) n’est ni cone, ni cylindre; nous supposons égale-
ment qu’elle n’est pas un plan.

Ceci posé, les courbes coordonnées peuvent étre considérées comme
formant un réseau conjugué: les coordonnées (1) vérifient I'équation
de Laplace u

Al 1 dj 1 Jdi

(e A T S
: du de v Jdu ¢y

dont les tnvariants sont :
== 2 = D e?
aucun d’eur n'est nul, et cependant la transformation de Laplace

(2) : Oy ="10 — £

conduit & une courbe : Uaréte de rebroussement, 1'équation (e) n’est pas
le dernier ¢lément de la suite de Laplace correspondante, la transfor-
mation (2) conduit & équation

J*0, 1 aJ7,
A

L) dude v e

. L. . , . ., )
dont lincariant h est nul; cette équation, privee de terme en E;‘-s est

elfectivement véritiée par les coordonnées «(w), b(u), ¢(u) d'un point
de 'aréte de rebroussement.

Je vais montrer que ce fait est général lorsqu’on part d'une dévelop-
pable quelconque rapportée i ses génératrices et une famille de tra-
jectoires arbitraires.

Considérons I'équation
(£, 20, 4+ 1 I

dude o oy
ou p est une fonction gquelconque de u et ¢ et dont I'invariant A est
manifestement nul; la substitution

(3) - =0+ 05—

fait remonter de I’équation (E,) & I'équation (E) la précédant dans la
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suite de Laplace correspondante

. | r)ip i
! du ()( du dy N
.. 1 L0y ~do
() l T 1 =+ Jn o — 0.
- do do
Lo de i

Soient a(u), b(u), c(u) trois fonctions quelconques de « : ce sont trois
solutions particuliéres de (E,), la transformation (3) leur fait corres-
pondre les trois solutions de (E)

xr=a ', j':/)—f—/}'p, s=c—+c'o

équations de la développable la plus générale rapportée i ses géné-
ratrices « = const. et & un systéme de trajectoires quelconqu&
¢ == consl.

Comme nous ’avons annoncé, I'invariant £ de (E) n’est pas nul, la
transformation de Laplace correspondante conduit : au point de vue
géomdtrique, d aréte de rebroussement; au point de vue analytique, a
une équation pour laquelle invariant / est nul. De sorte que (E,)
limate la suite de Laplace.

Il importe donc de remarquer une différence entre les opérations
analytiques et les opérations géométriques de la transformation de
Laplace : Kn général cette transformation recient géométriquement
considérer sur une surface un réseau conjugué (u, ¢), puis & prendre la
seconde surface jocnle de la congruence a’ey tangentes aux courbes

= const.; seit X, la surface obtcnue, sur X, on prﬁna’ de nouveau lu
congruenee des tangentes aux courbes u= const., d’oa X,, ..., el uinst
de suite; on est arrété quand on arrive & une nappe focale réduite a une
courbe ou & un point.

Si la surface I, n'est pas développable et si X, se réduit & une
courbe, cela veut dire que sur X, les lignes ¢ = const. sont coniques;
X, limite la suite des surfaces fournies par les transformations de
Laplace successives :

Géométriquement, on a la suite des nappes focales
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Analytiquement, on a la suite d’équations

SRR DS DIRUUR D

2 il /

Stlasurface X, est développable (ni cone, ni evlindre), X, se réduit
encore a une courbe : 'aréte de rebroussement, les courbes v = const.
sont les génératrices; de sorte que lafamille des tangentes  ces courbes
est %' et non =* ("); 1l v a ici une dillérence essentielle avee le cas
précédent qui n’a jamais ¢t¢ remarquée. Quand les lignes ¢ = const.
de X, sont coniques, le point qui décrit le lieu des sommets des cones
est fonction de ¢, tandis que lorsque X, est développable, le point qui
décrit aréte de rebroussement est fonction de u-et, dans ce dernier
cas, la suite de Laplace compte une équation de plus :

Géométriquement,

N N N v v
— -y -y -y -1
Analytiquement,
v - ~ A Al ~ ~
R DA DN DS DA

Enfin, si X, est un cone ou un eyvlindre'on constate que 'équation E,
est la derniere (et non plus avant-derniere). En elfet, écrivons les
¢quations générales de Z,

b

XA, v="bo, iz
{ :

olt a, h, ¢ sont des fonctions de w, et ¢ une fonction de w, et e, I'tquation
de Laplace correspondante est

)29 o do
E dude dude de
ez I
l du. Ju S
1} o
e o .

on voit de suite que ¢ est une quatricme solution’; par conséquent les
fonctions de u seul

19 9] o
i

vérifient une équation de Laplace ayant les mémes invariants que

(1) En réalité chaque génératrice compte pour =! tangentes.
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['équation (4); comme elle doit étre vérifice par des fonctions de v
seul, elle est nécessairement de la forme

09

D) e T -
' du dv 7N

équation dont Pinvariant / est nul; il en est donc de méme pour
Péquation (4 les cas ou £, est un cylindre se rameénent immédiate-
ment au précédent par une homographie.

Pour étudier simultanément les surfaces X; aux points de vue pone-
tuel et tangenticl, il est commode d’associer & chacune d’elles la sur-
face 3, dualistiquement correspondante; I'¢quation ponctuelle de s,
est 'équation tangentielle de X; et réciproquement; les résultats qui
précédent montrent que les suites de surfaces X, et X; sont sunulta-
nément limitées ou illimitées dans le méme sens et conduisent au
tableau suivant, ot les colonnes de droite iudiquent le nombre d’opé-
rations de Laplace nécessaires pour intégrer les équations E et E qui
correspondent aux surfaces initiales :

E. E.
X, ni développable ni courbe; X, courbe gauche . . ... P
R 2, ni courbe ni développable; X, développable (ni
’ ' cone ni evlindrey; X,., courbe gauche (aréte de
\ rebroussemenl). ... L i i oo p o
g X, ni développable ni courbe; X, courbe plane (droite
(1Ly EXCEPLER .. e e )z
( 2, ni courbe ni développable; X,., cone ou eylindre . .. P
[ X, contient une famille de courbes planes; X, déve-
\ loppable (ni cone ni cylindre); X,., courbe gauche
(111 . (aréte de rebroussement).. ... ... . . L ... P 0
X, contient une famille de lignes coniques; 3, courbe
ganche. .o . e V2
s X2, ni courbe ni développable; X, cone ou cylindre. .. p+1
(V) X, ni développable ni courbe; X,., courbe plane (droite
'\ exceptée)............... et i e r
=, contient une famille de courbes planes; I’autre famille
o est formée de lignes coniques; X, droite..... ..... 2
(W)

X, contient une famille de lignes coniques, l'autre est

v formée de courbes planes; X, droite. ..... ... ... p
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Les cas (I) et (1ID). ({1yet (IVysont corrélatifs. (V) est corrélatif de
lui-méme. .

On voit bien ainsi que si '"équation ponctuelle (ou tangentielle)
relative & un réseau conjugué a une suite de Laplace limitée dans un
sens, il en est de méme pour I'équation tangentielle (ou ponctuelle),
les deux suiles se¢ terminent dans /e miéme sens apres un nombre
d’opérations qui dilfére de deux unités au plus quand on passe de
I'équation ponctuelle i I'équation tangentielle.

Si une surface admet une déformation continue avee réseau con-
jugué permanent, 'équation tangentieclle de Laplace a ses invariants
égaux; done, si elle est intégrable par la méthode de Laplace, la suite
se termine dans les deux sens et 'intégrale géncrale s’obtient sans
signe de quadrature, les considérations faites plus haut montrent
qu’'il en est de méme pour I'équation ponctuelle. ’

lin général, si une équation de Laplace s’intégre sans signe de qua-
drature, son intégrale générale est de la forme

O=0U 45, U 4 . BiU e g N ey Ve ey VO

ou 3,5, ..., 5%, v, vis - ... 7, sont des fonctions déterminces, U el V
des fonctions arbitraires de « el ¢ respectivement; si § ne peul étre
mise sous une forme analogue ot il y aurait moins de dérivées de U
et V, elle est dite de rang ¢ -1 par rapport & « el j 41 par rapport a ¢
(Darsoux, Théorie des Surfaces, t. 11, p. 35); si 'équation envisagée
est & invariants ¢gaux, on a ¢ =j; nous appellerons ce nombre rang
de Uéquation; par exemple, sin est un entier, 'équation

)20 nin +1),
- 7
Jdu v (1 —¢)?
est de rang n —+ 1.
VII. — Recherche des réseaux conjugués coniques permanents.

I. La recherche des réseaux conjugués permanents, comprenant
une famille de lignes coniques, a été abordée par M. Egoroff en 1907
(Comptes rendus, 145, p. 1256), qui a commis une erreur de principe
initiale : soit une surface X rapportée a un réseau conjugué (u, ),

Ann. Ec. Norm., (3), XLVII. — JuN 1930. ) 22
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dont les lignes = const. sont coniques; sur la surface corrélative X,
les courbes u = const. du réseau conjugué (u,¢) sont planes; la
seconde nappe focale de la congruence des tangentes & ces courbes est
la développable ¥, enveloppée par leurs plans; Egoroff dit : I/ s’ensut
que U’ application a S, de la trans formation de Laplace conduit a ['aréte
de rebroussement de la déceloppable, la congruence des tangentes se
réduit au systeme de génératrices, et, par conséquent, [’équation ponc-
tuelle relative au systeme conjugué sur la surface est caractérisée par
cette propriété qi'en lui appliquant une fois la transformation de
Laplace, on est conduit a une équation dont l'un des invariants est nul.

[’étude faite au paragraphe précédent montre que cette conclusion
n’est valable que si la développable X, est un cone ou un cylindre,
c’est-d-dire sile licu des sommets des cones circonscrits a la surface X
le long des courbes u = const. est une courbe plane (a), de sorte
que M. Egoroff a omis d’examiner le cas ol ce lieu serait une courbe
gauche.

2. En résumé, si un réseau conjugué permanent contient une
famille de courbes coniques ou cylindriqueé, Iéquation tangentielle
de Laplace est de rang un, deux ou trovs: nous allons étudier successi-
vement ces trois cas :

1° L’équation tangentielle est de rang un, elle ramene & I'équation

unique
Qude

Le tableau de la page 168 montre que si les lignes u = const. sont
coniques ou cylindriques, la courbe (@) correspondante est une droite
(a distance finie ou infinie), le réseau est entierement formé de
courbes planes, on sait (ne toutes les surfaces en jeu ont été déter-
minées par M. Goursat (').

Le méme tableau montre que pour tout réseau conjugué permanent
contenant une famille de courbes planes, Péquation tangentielle est de
rang un, les surfaces de M. Goursat sont donc les seules possédant

(1) American Journal (loc. cit.).
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-cette propriété, le résaltat de Raffi (') est ainsi retrouvé treés sim-
plement.

2° L’équation tangentielle est de rang deux, elle se ramene encore
aune équation unique

% —2
(. e e/
du v (10— ¢ )*

qui-admet pour intégrale générale

ou U et Vsont deux fonctions arbitraires de « et ¢ respectivement.
Les systémes de trois intégrales quadratiques de I'équation (1) ont

été déterminés par M. Egoroff (*), M. Drach (*) et M. Gambier (*);

il suffit de prendre les intégrales obtenues en remplacant (U, V) par

(u,,0), (us,0)et(o,—vy),

Dy B A

0= il — Oy== e — 11, e e T
"— v r—- 2 v — i

ou u, et u, sont deux fonctions de «, et ¢, une fonction de ¢ telles que

2

(3) uiA4-uy=q,. PEI=— .

ol ¢, désigne un polynome quelconque du quatri¢me ordre (*); dans
ces conditions, le plan

(4) [2u, =t (e —)le | ouy— ty(w—e)]y =] 20, (00— s

ol — 0 ) — (4 o) (e —)=0

enveloppe une surface rapportée & un réseau conjugué permanent, il
reste & examiner comment il faut choisir «, et ¢, pour que les courbes
u=const. soientconiques; a cet effet, M. Egoroff'a cherché les arétes de
rebroussement des développables circonscrites le long de ces courbes.

(1) Comptes rendus (loc. cil.).

(%) Comptes rendus, 132, 1go1. p. 1505, ‘

(%) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1. X, 1908, p. 125-164.

(%) Annales de ’Université de Jassy (loc. cit.).

() SiI'on remarque qu’une méme substitution homographique faite sur u et ¢ ne
change pas I'équation (1), on voit qu’on peut prendre I'un des zéros de g, infini, c'est-
a-dire supposer ce polynome du troisiéme ordre.
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Jindique ici une méthode analogue mais plus rapide : il suffit
d'exprimer que le long de chaque ligne z=-const. le plan tangent
passe par un point a,(u), a,(u), a,(u), a,(u) (en coordonnées
“homogéenes) ne dépendant que de «, I’équation

() oay— it —e o = oy — (o — ) ay, 4 [ aeg -+ 0 (00— 0) ]a,

+[otu,—e))— (v (u—e)]a,=o0

doit étre une identité, dérivons-la deux fois par rapport a ¢, on obtient

(‘;’(’1;; -+ (: 4, == 0.

Nous éliminons a priort la solution a, = a,= o qui, d’apres le para-
graphe précédent, ne peut correspondré i une équation de rang deux;
d’ailleurs, sans tenir compte de cette discussion précédente, en écri-
vant que () est identiquement vérifiée, on aurait

U~ Uy (== O, 0o+ a,=0

et, par suite, soit
== d3== 0,
soit

ly i,
— -7 = — == consl.,

le premier cas est ¢videmment impossible, le second également car
f, et 6, deviennent linéairement dépendants, (4) envelopperait une
développable, cas banal écarté.

Les solutions (¢ =0, ¢/=0) ou (¢, =0, ¢, = 0) sont également
inacceptables; en elfet, elles donnent pour ¢, un polynome de degré
deux; or si I'on remarque qu'on ne change pas l'intégrale (2) en
ajoutant a U un polynome arbitraire du second degré en u et & V
le méme polynome en ¢, on voit qu'on peut remplacer le couple
(U=o0, V=—¢;)oli ¢, est un polynome p.(v) de degré deux, par le
couple [U=p,(u), V=o0], mais alors le plan mené par O paralléle-
ment au plan tangent a pour équation

low,— (v —e)]e4+[2u,— ty(u—r9)]y
—+ [2ps(u)—p,(u) (e —¢)]s=o,

quand ¢ varie, u restant constant, il pivote autour de la droite d’équa-
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tions
Uy == Uy ) == [y (W) 3 == 0,

1,y py(u)s=o.

~les lignes « = const. sont donc cylindriques et non coniques (le
cas ¢, = o permet méme de prendre ¢, = o, la surface est dévelop-
pable, nous éliminons donc ce cas).

On est donc amené & prendre — ¢ 2 ¢ el @, 2 a, égaux & une méme
constante finie; un changement de plans de coordonnées permet de
supposer ¢, =o0, a,=o0, ou, en vertu de la remarque précédente,
w=oet a,=1;o0n est donc amené a prendre

cette condition est suffisante; en effet, si elle est vériliée, en faisant
a;=o dans (5) puis en annulant le coeflicient de ¢ ¢t le terme qui en
est indépendant on obtient

(6) U W = Uy = U, == 0,

(7) oyl a1l = o.

qui montrent que la courbe lieu du point («,, «,, a,) est 'enveloppe
de la droite (6) du plan @, = o.

Les surfaces obtenues dépendent, une fois le polynome ¢, choisi,
de deux fonctions arbitraires d’'une variable w, et w«,; les cones
circonserits et leurs lignes de contact avec les surfaces sont algé-
briques, car I'équation () contient ¢ algébriquement; quant aux sur-
faces elles ne sont algébriques que si «, et «, le sont.

3¢ L'équation tangentielle est de rang trois, ¢’est une transformée
de Moutard de 'équation (1), ces équations ne se raménent pas a un
type comme les équations de rang un ou deux; dans ce qui suit nous
déterminons les réscaux conjugués coniques correspondant a4 une
équation de rang trois.

3. Soient ’

(8) Gpmm o 0 (g ) (f=1,2,3, %)
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quatre intégrales de I’équation (1), les u; sont des fonctions de « seul
et des «; des fonctions de «

’

: ziu)—5(¢) , .
(9) h)y Z= 2 e — | Z () D

(o]

une cinquieme solution & I'aide de laquelle on effectue la transforma-
tion de Moutard, si 8; est la transformée de 0, nous avons

(10) Hiw = 11,
avec
: o A9; Joy J7;
”: { O _—— b / - (/,' —— —— il /.
(24} ) < “ou " du ) o o Toe )

cherchons a déterminer 0, 0, 0, 0,, w de maniéere que le plan

[7,.1' —«{—7}__,_)' e D:;: —+ 715: 8
enveloppe une surface sur laquelle les lignes « = const. sont coniques,
les sommets des cones circonscrits étant répartis sur une courbe

gauche: soient a,{u), a.(u), a,(w), a,(u) les coordonnées homogénes;
d’un point de cette courbe, on doit avoir identiquement :

@9, .9y a0+ a,0,—= o
ou en tenant compte de (10)
(r2) a, -+ a,Hy+ a, H,+ a, 11, = o.
Dérivons par rapport a ¢ en tenant compte de (11) :

a9, 05, 9, 24, do P p )
W @y S A Ay 5 Ay S Ay s | = S [ A s @+ @b, =0,
dv dy av Jde e -

en intégrant et en désignant par a; une fonction de « on obtient
a0y a0y Ay, a,f, + a;m=0:

remplacons 0,, 0., 0,, 0,, w par leurs expressions (8) et (9), chassons
le dénominateur # — ¢ et dérivons deux. fois par rapport a ¢, il vient

A, e @ e a3 = o.

relation qui entraine £ <5 relations linéaires homogénes a coefficients
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constants entre les «; et 5 — [ entre les fonctions de ¢ ; mais «,, aa, a,,
a, étant les coordonnées d'un point qui décrit une courbe gauche,
nous ne devons prendre que £=1 ; ona

v =B (f==1.2,3, 4.

ot 4; désignent quatre constantes ; nous avons déja observé que si 'on
augmente «; d’'un polynome du second degré quelconqgue en w et v, du
meéme polynome en ¢, 0; ne change pas, ceci permet de supposer :

(13) =
nous allons montrer que ces conditions sont suffisantes.

4° D'une manicre générale, si m et n sont deux intégrales de (1),
I'expression
n A / n dm /
m o e ps— it — e o —— )
it 2 ) e e

est une différentielle totale exacte, nous écrirons

n dm
— — 1 —— ) dy,

)
s Je

7 dn A T
(1, n )= / e — e — |l — ( m -
' N du du

ces expressions sont délinies & une constante pres ; en désignant par

p et ¢ deax constanles et par m,, n,, m,, n, quatre intégrales de (1),
on a les relations simples ‘

(e n) == (1, i) == consl.,
l/)l/l. qn ):/N/( e, 1) - const.,

(100 10y My == Ny ) == (1, 10y ) = (B 10y ) == (1, 1, ) == (1 1, ) == const.,

de sorte qu’en posant

2 u; , 9z , —afl
) T e —— Ul Y e — b= = — 5
! " — ¢ ! " —— ! u—
on a :
W= (05 o) == (0 by o 4= b= 1(vi 91 -+ (g1 D)+ 2(d. 0)

0 i ) = (9 10, D,
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on est ainsi amené a poser
‘.7,"11,'

o — ¢

Q-

iy

W= [I,'-——).,‘i. ’ ==

d’ou
W= (i o)+ (e, s

les quatre expressions (., o) et (u;, ¥) se calculent aisément, on
obtient :
W2, U5 — By

=0 — / (2" U;— 2" W) doe + o = 0 5rq:
. v — ¢ )

en portant ces expressions dans (12).il vient ;
(1) (23 =3") file)+ 53 [ala) 4o fyu) + fi{n) =0
ou

= -—2 ;.

1

Jo= Z @i(2U;— ),

1

./‘:::__.2 o / (a"Wj— ' U) du,

4

= Z r(,I o (aUj— " U v / (" Lj— 2'“1[',-')(///] s

cette relation est de la forme déja rencontrée a plusieurs reprises,
nous la traitons toujours par la méme méthode : les quantités 25 —3'¢,
%', ¢, 1 sont quatre fonctions de v dont deux, ¢ et 1, sont linéairement
indépendantes ; donc parmi ces quatre quantités il y en a, soit deux,
soit trois, soit quatre linéairement indépendantes; si le nombre est
deuxou trois il y a au moins une relation linéaire, homogene i coeffi-
cients constants entre 23— 3'¢, 3, ¢, 1 et cela entraine que 3 soit uin
polynome de degré deux que nous pouvons supposer identiquement
nul, le plan

7), O 0_) + Oz +0,=0

dépend linéairement de ¢, les courbes « = const sont des droites;
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elles doivent étre asymptotiques d’une part et conjuguées des courbes ¢
de sorte que la surface est développable : ce cas est & écarter.

Si les quatre quantités 25— 3'¢, 3, ¢, 1 sont linéairement indépen-
dantes, leurs coefficients dans I"équation (14) doivent étre nuls, ce qui
donne les trois équations :

&

2 ;W= o,
1

(15) { 2 ;U= o,
1
0
Z (li/(ol"‘lL}- a’Uy) du = o,
Y 1

qui déterminent la courbe (a,, a,, a;, «,) lieu du sommet des cones
circonscrits. L'interprétation est aisée : on choisit cinq intégrales 8,, 0.,
04, 6., w de (1) correspondant aux couples (‘lL,, 0), (U,, 0), (U, 0),
(U, 0), (=, B) ou AUy, ., Uy, U, = sont cing fonctions arbitraires
de « et 3 une fonction arbitraire de ¢; on transforme 6,, 0,, 9;, 0,
par w et I'on a le plan tangent 4 la surface

5, &£ = 52;}' -+ FJ“ 3 4= ?J‘: O.

La courbe (a,, a,, a;, a,) est située sur la développable enveloppe
du plan
AUy + WUy )y ~+ Uys + U, =03

pour lobtenir il suffit de prendre I'intersection de la généra-
trice («) avec le plan

1] ("W, — a' W) du - ¥ / (a" Wy — a"Uy) du

D%

+ 5 / (" Wy — "Wy du +- / (a"al, — a’al}) du=o.

\
Pour qu’il existe une déformation continue de la surface avec réseau
Ann. Ec. Norm., (3), XLVII. — Junx 1930. 23
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conjugué permanent, il faudrait avoir

524 O24 G2z A(w)+ B(p)

ou
M2 12+ H2=w?[A{w) + B(e)],

H,, H,, H; étant les quantités calculées plus haut, la discussion de
cette équation parait pénible, bien que, théoriquement, elle se fasse
par les méthodes classiques de différentiations et éliminations.

5° Revenons i I'équation de rang deux; dans ce qui précede nous
n’avons fait aucune hypothése sur les courbes ¢ = const.; de la dis-
cussion faite au paragraphe VI du présent chapitre, il résulte que, st
l'on considére les tangentes @ ces courbes, la seconde nappe focale est
une courbe plane (b) (a distance finic ou infinie) ou une surface X,
dans ce dernier cas, les courbes ¢ = const. de X, sont planes.

Nous allons maintenant montrer comment la méthode employée ici
permet d’extraire, parmi les surfaces trouvées plus haut, celles dont
le réseau permanent est formé de deux familles de lignes coniques ou
- cylindriques; nous pouvons nous borner aux deux premiers cas (équa-
tion tangentielle de rang un ou deux); en effet si le réseau (u, ¢) con-
tient une famille de lignes cylindriques, la courbe (a) ou () corres-
pondante est plane (dans le plan de I'infini); si les deua familles (u, ¢)
sont coniques, il résulte du Chapitre I que (@) et () sont toutes deux
planes; dés lors, en se reportant & notre tableau (p. 168), on voit que
I’équation tangentielle de Laplace ne peut étre de rang trois; c’est ce
qui explique que les résultats de M. Masloft (*) sont complets malgré
Perreur commise par M. ligoroff sur lerang de I’équation tangentielle,
mais la discussion faite icl est seule a le justifier.

1° L’équation de Laplace tangentielle est de rang un. Si les courbes
u=-const. ct v =const. sont toutes coniques ou cylindriques, il
résulte du paragraphe VI du chapitre actuel ‘que (@) et (b) sont deux
droites, d’aprés ce que nous avons vu au Chapitre [ ces droites ne
peuvent étre toutes deux a distance finie, I'une au moins est dans le
plan de I'infini, on obtient ainsi deux types de surfaces bien connus :

(V) Comptes rendus (loc. cit.).
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les surfaces de translation & profils de translation situées dans des
plans rectangulaires (') et les surfaces de Peterson (*).

2° L’équation de Laplace tangentielle est de rang deux. Aucune
famille ne peut étre cylindrique, il est aisé de voir comment il faut
choisir les fonctions w«, et w, pour que les courbes u = const. et
¢ = const. solent toutes coniques. Ecrivons que, pour v = const., le
plan (4) contient le point [ 4,(¢), bu(v), by(v)] et dérivons deux fois par
rapport & « I'équation obtenue, il vient

Wb by 0 =0,

b, et b, sont done liés par une relation linéaire de sorte que le lieu
des sommets des cones circonscrits le long des courbes ¢ = const. est
une courbe (b) située dans un plan perpendiculaire au plan de la
courbe (a) relative aux courbes « = const.; on retrouve ainsi un
résultat obtenu au Chapitre I; on peut, sans inconvénient, supposer
que I'on a

bh,= o, wy=u"l=o,

de sorte que u«, et u, sont deux polynomes du second degré p,(u)
et w, (), résultat qu’'on peut prévoir si ['on observe qu’il n’y a entre
les variables u et ¢ qu'une dissymétrie apparente.

En résumé une surface a réscau permanent doublement conique est
T'enveloppe du plan

(16) 9y == y) 4= 043 0, == 0,
Wi— v ’ ’ . 9
(17) =2 [—l'm»“ () (F==1.2, 3. %)
08) wy==p,(u) Uy==y — P (T/ ). == 0. w, =1, (1),
© [,
== 0, £, 0. CyT== (). 2,== 0.

[N

Py Par q. désignent des polynomes de degré égal (ou inférieur) a

(1) Biaxcur. Giornale de Mathematiche, t. 16, 1878, p. »67. — B. Gausier, Now-
pelles Annales, ¢ série, t. 20, 1920.
(%) Voir DanBoux, Théorie des Surfaces, t. [, p. 176-181.
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I'indice, liés par I'identité
(19) rE———

on sait que si 0; ne change pas si ['on augmente «; d’un polynome arbi-
traire (en «) de degré 2 et v, du méme polynome (en ¢) de sorte que
le tableau (18) peut étre remplacé par le suivant :

} u,=o, ) 1/;_,:\;"~/),,(u'). Uy==o. u,=o,
(20) R
( o= pa()- V=0, P3=—\ —7.(9), 0, =— ().

en changeant ensuite tous les «; et ¢; de signe dans (20)[ce qui est
indifférent pour le plan (16), car tous les 0; sont changés de signe |,
on voit qu'on a bien manifesté la symétrie entre les variables « et ¢ ;
(uy, ws, w,) sont les coordonnées tangentielles de la courbe («). On a
done

(21) = )/)'—~———~T’—_T[)), f(,:\;_])-l LT

e [) — )I) Il, [),[) — )[l,‘[)

et formules analowues pour b,, b, en remplacant u par ¢ et p, par ¢, ;
P2P, — 2PaPys 2P, — T, sont de degré 4 au plus, p, =, — p,7, de
degré deux. Pour btre complet, il fautindiquerles éléments analogues,
P,, P,, Q., 1L, relatifs a la surface déformée ; les méthodes générales
exposées au paragraphe II du présent chapitre auraient ’inconvénient
d’exiger beaucoup de calculs. C'est ici que la méthode des mécanismes
(simplesoudoubles)vientausecoursdelaméthode générale. Bien quele
mécanisme | (), (5); (X), (B)]| quidouble[(a), (b); (A),(B)]ne soit
pas indispensable, il est commode 4 employer eta d’ ailleurs I’ avantage
d’offrir, outre les ' surfaces S,, S, applicables entre elles (7 dc51gue
le paramétre de déformation), encore les surfaces %S, + wX,,
%S+ X, qui, pour ~ et v fixes et [/ variant sont applicables entre
elles et paralleles (Peterson) aux surfaces S,, S, On délinit X, en

méme temps que S, en remplacant =, par un polynome nouveau =,
arbitraire (indépendant de p, et =,); remplacer =, par k=, revient

ase

une homothétie de I relativement & I'origine ; remplacer =, par
=, — kp, revient i faire glisser X le long de Ox; remplacer =, par
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=, — k7, revient & remplacer X par £ — £S; on profite donc de ces
remarques pour choisir =, aussi simple que possible).
Si 'on met en évidence les coefficients de ¢, et p,, on a

gy =dyur+ Jd i -+ Odyir + Jelyu —+ d,,
(22) Polu) = e >+ 2010 4 ¢,
D=5 — 4

ry e ’

(23) 3402+ 02=U =N = 0?4 0P+ 2 — Gy (0t — 02y — R8¢l (1 — ¢)

et 'on peut prendre

s VA o na, (1)
U=pF(u)— »{'-—»-7 NG T —'-u,
s 1 (00) pata)
(24) e (o)
. a2 (e , ; . n, (v
Ve — -,—/" Nl Rl = .
17.(0) (1)

On vérifie aisément, en vertu de (22), que 72, et n, sont des polynomes

, ) . . m, , . .
de degré 4 (au plus) s la fraction —- n’est réductible que si p, a une
/

racine multiple, et de méme (—/—'; dans ce qui suit, nous ne la réduirons

pus, ¢'est-a-dire que si le calcul direct de U, par exemple, a donné une
. . .. p . .
fraction [_—E ott = est un diviseur de p, (p, ayant des racines multiples),
i
, . N m, ) .-
nous la rétablirons sous laforme o en multipliant les deux termes par

un facteur convenable ; aveccette précaution, toutce quisuits’applique
quels que soient les cas particuliers. Au cours dela déformation UetV
o v

se trouvent remplacés par - :_l/t et - f_"/ v
déformation (/= o donne la surface initiale S,) et ou / est une cons-
tante arbitraire, d’ailleurs indifférente au point de vue final, que
I’on choisit donc de facon 4 simplifier le cas ¢chéant les formules.
On a donc (7, u constanles)

ot /[ est le paramétre de

(25) Po=0(p, -+ lm,), Q=p(q,— n,)

avec la condition que le polynome 2 (p, + lm, ) + u.(q, — In,)soit carré
parfait; cette condition détermine le rapport v.: 7, rationnellement en
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fonction de / car 'identité

- , 2B =\?
Au*”—;—.’;Bzﬂ—’rGCu“’—i—iDu+EE(\AI""*"T_{”*‘\‘E ) =1

entraine (en supposant As£0)

B2l = DA, 6ABC — (B 4+=a2A*D =o0;

ici A, B, C, D, Esont de la forme 7a + wa', Ab + ub', ..., de sorte
que, pour calculer 2 : 1., nous avons deux équations (compatibles) de
degré 3, qui ont une racine commune, obtenue rationnellement en
fonction de / (les exemples indiqués plus bas suffisent pour en donner
la preuve; il n’y a que certains cas particuliers ou les équations
peuvent avoir plusieurs racines communes, mais néanmoins il n’y a
qu'une valeur de % : u qui convienne et qui reste rationnelle); cette
racine 2 : 1. tend vers 1 quand / tend vers zéro et cette considération
suffit (sauf cas trés particuliers) pour choisir la racine; on peut
prendre 2 arbitrairement, 1. en résulte, ainsi que P,, Q,, P,.
On a d’autre part (avec les notations du Chapitre I, § IT)

ANi=ai(1 — h*) 4+ a+ amha, — G

ou

(26) (PP, —aP P, )= (1 — h*) (ap, Ty — Tapy )2 — Pu(PoTa— pPaty)*
a2, Ty — Ty ) (pap — 2Pup)

— Cpapfs—2p )%,

or A, ne peut contenir que le radical y—P,, donc le second membre
de (26) doit étre divisible par P, (ou du moins par les facteurs impairs
de P.), d’ou quatre équations (dans le cas général); le quotient obtenu
est carré parfait, d’ou deux équations; cela fait un total de six équa-
tions (compatibles) donnant ¢, &, m en fonction de /; dans le cas ou P,
a une racine multiple, le nombre d’équations s’abaisse mais suffit
encore (en ayant peut-étre recours aux conditions analogues pour B?)
a calculer ¢, /4, m. Ce calcul est d’ailleurs indépendant de celui qui
donne % :u; sidonc on opére comme a l'instant, inversement le
calcul de A, A,, B, B, donnera P,, P,, P,; il suffit de remarquer que
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les relations
LVJ :\, ~+ Lif A\g——(— L.,p = 0,
UA+U, A+ U, =0

entrainent .
U A+ U A, =o;

les valeurs proportionnelles — A, et A| ainsi trouvées pour U, et U,
suffisent & obtenir les polynomes U, et U (de degré 2 et 4); on a
ensuite

U, =— U A+ UL\

mais alors les valeurs exactes de P, et Q, se trouvent connues, on a 7
et p. On peut ensuite recommencer pour =, 1l,, (1), (B) ce qui a été
fait pour =, IL,, (A), (B), ¢’est-a-dire obtenir C, m et C’; dans certains
cas il peut y avoir avantage a calculer A,, \,, B,, B, par les intégrales

/ ZZ.‘(/\ / };Z—: AA, [ :;;:—: AB,. / :x:—: AB,.
En tout cas la méthode est assez souple pour pouvoir, grace a la sur-
abondance des équations, calculer tous les éléments des surfaces défor-
mées. 1l est assez curieux qu'une question de pure algébre se trouve
ainsi résolue par des considérations de géométrie.

[l reste a essayer de classer les surfaces obtenues : d’abord ily a &
ranger ensemble toutes les surfaces paralleles (Peterson) a la surface
initiale S et & réseau doublement conique : ce sont lessurfaces S + X
(un seul parametre de forme = : 3), cela revient a éliminer I'influence
du choix de =, ou 1L, de sorte qu’il n’y a plus a tenir compte que de p,
et p,, ce qui donne 3 + 5 =28 parameétres homogeénes; mais il y a a
retrancher trois unités pour la substitution homographique

U == =) [
4 d :

qui respecte la forme de I’équation initiale

0*0 20
= ;=
dudv  (u—¢)*
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et remplace u; et ¢; par u;, ; avec

ad — be _ ad— be )
(et +d)?’ (¢F +d)?

;= u;

==

Ces formules montrent que p., p., ¢q. se transforment (i un facteur
numérique prés) en

.

_ R at + b — . au + b
(efl +d) p._,(;m)a (¢t + d) p'”(/——_'ﬁ—k—n’)'

Il reste donc simplement, & une homothétie prés, «* surfaces; on peut.
répartir ces surfaces en séries S, + 3%, ou / est un parameéetre de
déformation, la surface S, dépendant de trois paramétres de forme.

La meilleure classification est basée sur la forme réduite que ’on
peut donner & p,; on peut se borner & p,=1, u, u* + 1 suivant-que p,
a une racine double, deux racines distinctes réelles, deux racines dis-
tinctes imaginaires; ensuite il y a 4 envisager les racines de p, avec
lear multiplicité et leur réalité et de plus a tenir compte des valeurs
remarquables dcs rapports anharmoniques des racines de p., p., ¢.,
puis & voir si p, peut avoir des racines communes avec p, ( p, ne peut
étre égal & 7.p} sinon 0, et 0, seraient proportionnels). On a donc
divers cas tels que

Pe P e
1 R4 1) 1 — (02 —+1)
1 2l 1 —— hu
1 Wur—1) 1 — At —1)
| " | —

Ces cas sont caractérisés par ce fait que p, a une racine double,
racine aussi d’ordre 2 ou 3 de p,; comme on prend u, = — p,(u),
¢y = ——¢.(v), le premier et le second cas ne donnent que des sur-
faces imaginaires et le troisieme, pour obtenir des surfaces réelles,
exige que 'on ait 2(x — 1) > o. ‘ !

Si la racine double de p» est racine simple de p,, on a de méme
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les cas:
r. | P 7.
1 i (WP 1) (au +0) L — (1) (au -+ b))
| \ (wr—1)(au +b) 1— (W —1)(au+0)
1 ‘ aw*(—n1) - (e —1u)
| " i L —

i

puis en supposant toujours p, muni d’une seule racine double, on
supposera que cette racine n’appartient pas & p,, .... On voit le
grand nombre de cas distincts que I'on peut obtenir.

Dés que p, et ¢, ont chacun une racine double les surfaces obtenues
sont unicursales; cela se produit en particulier pour

I s q-
Pe=1 po=1(u*—1) (o =1+ 2 — hu*
JE =T =1 —u
== po=hlur—1) o= 11— 1) <=1
pPa=t | p,=u (== —u

Ces cas ont été obtenus en supposant que p, et ¢, ont une racine
double commune qui est en méme temps racinesimple ou double de p.;
dans le cas ot p, a deux racines distinctes, on a, de plus, supposé
que ces racines et les couples de racines simples de p, (ou ¢,) appar-
tiennent % une méme involution [sinon on aurait eu p, =u + £k,
p.=Mu*—1), qp=1r( —u*)+ (u~+ k)*|. Dans le cas ou p, et g,
ont chacun une racine double, la racine double de p, n’étant pas égale
4 la racine double de ¢,, par une substitution 'homographique, on
suppose ces racines ¢gales & o et =; il suffit de choisir

) ] Poz=au® - 2bu -+ c,
puis écrire

po= | @uw + fabu —d|. G, = du* + Lbcu + ¢*,

«, b, c étant arbitraires.
Le cas p, =u* +1, p, = 2u*, g, =(u* —1)* est trés intéressant,
mais ne donne que aes surfaces imaginaires.
Il est bon maintenant d’indiquer quelques exemples numériques
Ann, Ec, Norm,, (3), XLVIl, — Juw 1g93a. . 24
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pour vérifier que les circonstances sont bien conformes aux pré-
visions.
J’ai choisi les exemples avec certaines particularités intéressantes.

Premier exemple :

[)_.,é 92— ut, (= vr—1, D=1,
iy =r, wy=\'1*— . == — \ T— o, i, == u?, u,=u,
2 v —"a —1 [ — vt
=" 5 My =—=— \*'—‘r—’ by= —> /)3:\ o
“? w? 2 P2
_ w2 _ wr— % - [ — 0%
= —_t°~; (g == — L-—..—, b =— l+..( 9 b, = \——"—‘J
RRIE - 2008 2 ° 2 0¥
E 42
- [;:__811 A :
wh— o 1 — ¢t
P, =72 —u*— 8lu?),
Q= p(e*— 1+ 410?),
Py=(1—alu*): 1+ 1,
o= I, =1 +8&):(1+4),
2 1+ 4 [ \1/’*——)+b///-
'\-I —_— —-W’ .'\._,:*— ———T-_.__r’—ﬁ
w* [ w1+ 812
e . 82
=y /Al C= ",
1+ 872 1 - 872
L&
B,:—- -~ \/J+8/' ’2/
—_—— .,
VoA G E) G+ 8B
''''' P —al
B,= m= — = >
Ve 42) (14 8¢%)
— _—

N — w4 9 1+ 42 ;\__ (2lu? +1)\u’“—-)—|—b/u-
v VA Ny ’
C=—1,
14t 1482 = (aler4 ) 1— et — [ o2
B =— - ——> B,= snm——— 5
24 1+ 402 205\ T 402
GC'=o, =0,

L]‘L:((I‘l—}—;.’;l")\""l—%—8[", 0, = U \/I—+—8[‘-’,
_da, _ 6—ut 8= db, ‘3 — ot
T da, T Su ’ db, The

Les calculs ont été faits en suivant pas a pas la méthode indiquée;
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le polynome P, + Q. est bicarré, la condition pour qu’'il soit carré
parfait est

JE(—20)2 = (p—2L) (n—1)=o0.

La racine p. — 27 =o0 est A rejeter, car elle ne tend pas vers un
quand / tend vers zéro; on a donc pris I'autre racine. On remarquera
que st py a une racine double, cette propriété disparait au cours de lu
déformation ; les racines de p., g, et p, ici appartiennent, par couples,
a une méme involution et cette particulurité subsiste au cours de la dé for-
mation pour P, Q, et P,.

.

Deuxiéme (’.l‘(‘l)l[)l(.’ N

Pa= U0, pL=ut—1, ¢, =1 4t —u,
"=, ==\ 11— ut, Pygm=— e — R
u,=1. o, = u*
—aut —\ 1 — fr— L R
)= [ A —— b= — s /;:‘::\ ’
L ; A =g [
. L= G —
U= et y V= —
-t A
Po=r[w— 1+ (e — Ju2— )],
Oy=p(r 1> — ur— 51y,

S

Ici on a encore pour P, + Q, un polynome bicarré

WA=l — ) A =00 — 40 e — (4= )2,

et la condition pour qu’il soit carré parfait est, en n'oubliant pas qu’tl
Jaut s’assurer d’abord st le terme en u* est nul ou non,

WAl —p 50+ ip— 0+ 1P [p— 20+ OH]=o0
et la racine & prendre pour cette équation de degré 3 est la racine
rationnelle tendant vers un st [ tend vers zéro, p..7.=1-+ [; on prend
’=1, p.=1~+let'on trouve aisément

Py==u\ Tl 4R, P, = — 1 4 (1 — uZ4-1).
Q=0+ OH[1 -+ w2 — wur~+ dlu],

. h 02 1

NE (1) h=\/+ 30

y—

n: == 0.
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Cet exemple offre la particularité que les racines de p, divisent har-
moniquement un premier, imz's un second couple de racines de p, (;et par
suite ausst de q.); et alors les racines de P, sont fixes et continuent a
asoir les mémes propriétés pour P, et Q, au cours de la dé formation.

Troisiéme exemple :

Pa=1. Po=— ", q,=1 4+ ¢
=1, o=\ 1", o= —\ — 1 — ¢%, w,==1u, w, = u?,
u —2 9 — 3 AN — 1 — 0¥
Ay ==-— =3 A== —= b= ——5— by= ————>
by 3 \ 214" D f
- 7% _ — v u — 4 4= - dy—ir—¢?
e = Uy== s b= — N by— ——; )
) bl RS RS
da, e dby - (4—2¢H)0
= — = — 2, P= 7 = >
da, db, K
% Q A
: wt Sp— ¢
U=nu=—, Ve ———.
w L=

. wr , . . ’
On a mis U sous la forme —;, ot le dénominateur reproduit p,; on a

Py=—0(1 + lu)u?,
Q=14+ "+ {(v*—8¢)].

.

On a sans peine, en prenant . =1,
Py=1— flu — 8wz, =1 640, =1,
— 16

h= \,/-1 — 6463, M= ey
V1= 6406

._..‘2 ) | —
— (1 4+ 2lu) 1+ lu.
3vu

\ = _:,;[—I\"/x 64 F, A=

Ici p, a une racine double qui est racine simple de p, et, de plus,
p. aune racine triple; P, a une racine triple fixe, mais P, a des racines
distinctes.

Quatrieme exemple :

Supposons que p, ait une racine double qui soit en méme temps
racine triple de p, et g,, on pourra écrire

P2=1 Pr==- 2, Ggr=1-F2¢,

b
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choisissons

— E— — 1>
wy==1u, y==\ 21, Ca==§\ — I -—2¢, W, — 1, W, — ——.

Nous retrouvons, aux notations preés, exemple trouvé directement
au Chapitre I, §I1. n° 7.

OnaiciU=r1:2u,V=—1:(1+ 2v),etaucours de la déformation,
on peut prendre

Po=-au—1 Q=120+ [, P,=1.

U, =1. U,=\ 2w+, Vo= — 1 — [ — 20, U, ==+ L,

- *
b= — - lu — 2. '
2

Cet exemple ou le couple (a), (b) se compose de deux paraboles
focales qui restent égales a elles-mémes au cours de la déformation
est trés curieux, car on remarque que les coordonnées tangentielles

de la parabole (a), & savoir 1, \'/2 u, u, pourraient étre multipli¢es par
Ju + 1. sans que les conditions de degré exigées soient modifiées
[ mais le couple (), (b) doit étre modifié | si 'on suppose /. = 0, on
retombe sur le type étudié; nous pourrons donc supposer, par homo-
thétie, % =1, et cela nous conduit au cinqui¢me exemple.

L4
v D L, .
Cinquieme exemple

pa=u 4k, Po=— 20+ k), gi="{(1+2u) (u-+ L)

p. et q. admettent les racines de p,, U'une comme racine double (— k),
lautre (x) comme racine simple. En prenant v, = u(u + k), nous
trouvons pour (a), () un couple de paraboles focales; or, on voit
aussitot que la transformation

A= ha,, A= (1 — h*) - al+ ahma, — G
transforme une conique quelconque (a,, a,) d’axe Oz en une nouvelle

conique; si en méme temps on prend la conique focale (b,, 0,), la
transformation
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fournit pour (B) la conique focale de (A) et ceci quels que soient les
paramétres C, h, m qui définissent la trans formation.

Il s’agit maintenant de trouver (Z), (5), (K), (E); les polynomes du
second degré linéairement indépendants, au nombre de trois, peuvent
étre pris égaux d u(u + k), u+ k, 1; le premier a déja été employé; le
second égal a p, doit otre rejeté. Nous prendrone donc T, =1.

Nous avons donc

pPa==tt + Kk, o= 20 + k)3, =1+ 20) (v + L),
o= + I, .=,
a,=u, ‘ (L_.::\.TT;
_ — (30 4+ 1) _ Y
== e [y== e
(0 + k)2 (e + L)?
by=1+ v, by=\—1—ar,
k430 Y e v
T et ek T N S ] L TN
- (0 A2 (0~ A2
L ; V— (W OAH 2y 4+ A2 2 (BA 4=92)0 4= (1 4+ A)2
ST 2u 14 2¢

On aura donc

Pyt kp=—12) o0+l a2+ 6k + »)u + 12§,
Q, (v /.")251.1,; P20 = {024 (6A 4 2)0 4+ (14 A)*] L.

Cette fois une difficulté se présente : le polynome

(P Q) (A2
=l (= 0) (= L) [ LA+ 2) + 2w+ p[ (v A1) — nih2

est carré parfait pour deux valeurs de 1. : 7 dont I'une est fixe et égale
a un, 'autre variable avec / et tendant vers un quand [ tend vers zéro,
de sorte que nous ne savons « priori quelle racine prendre; mais nous
avons remarqué que nous pouvons continuer sans calculer 7 : uj; A,
et B; ne doivent contenir d’autre irrationalité que

Vo L@ (6 2) 1+ A7
ou

{ el — 2 — [ o+ ( G+ 2 Vo= (1 —A)*]
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M ’
et puisque 'on a

A=t (1 — ) =21+ mh)u — C,

Hi:(l‘f“l‘ﬁ(lwn x“\ e = N ey G e
’ /Li) h
on aura
1—nt mh 1 _ —G 1/)1/z—4— 12— Lh-
U T Bkl T UE T Tl hra

En prenant comme inconnues I = A*—1, M =mh -+ 1, on a

C=/*1. M=— n[ 3/ 41+ /']

et par suite
0o 112[3/.»+1+ /l]-ﬁ—/."-’ll(_ll 1)
5= X

Liv+— b2
La solution Il = o est inacceptable, car elle donnerait
=1, o= —1, C=o. A\, = 0, B,= o,

et la surface déformée de S se réduirait 4 axe des x; on prend done

N ht g iy Bk
N T Gkl = T

C— — it L Al 1
N (;/.+l)/—+—i’ L—\/“/-—%—l)l-rl’

P (OA =2 =+ A*]

A =u S S .
(Gh =411+

L'identite U, A’ + U, A, = o permet d’écrire

U —p ll%/(u 3k )] (e + &)
T .|/u[—{—-l

Upm==y — Po== (w4 k) ou 4l 4 (6 & 4 2)u + A2

'u—}—/[ )/'—l—l)u—(-/. ]‘(u—,—/.

'—f~|)/ ]»l

Inutile de poursuivre davantage les calculs : ces valeurs de P, et P,
montrent que la racine 1.: 7 a Ch()lSlI' est celle qui n’est pas égale & 1;
au cours de la detormatwn le couple (A), (B) se compose de deux
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. . - e, . I
coniques focales & centre dont les excentricités sont respectivement 7

et &, de sorte que, sauf pour 2 =o, c'est-a-dire sauf pour S, on a des
coniques A centre; P, et Q, ont une racine double commune fixe
(nécessatrement racine de P,), on remarque que les racines variables
de P, (ouQ,)ont une demi-somme égale a la racine variable de P.,.
" Nous verrons un peu plus loin 'utilité de cette remarque.
On doit remarquer que pour k=o0, p, a une racine triple qui lui est
commune ayvec D, cetie pcv'opri(‘té se conserve au cours de la dé formation.
Autre remarque : L’exemple 5 comprend I'exemple 4 comme cas
particulier; mais on a détruit '’homogénéité en écrivant u + k au lieu
de hu—+ s il faut supposer que £ devienne infini et il est bon de
substituer & / une variable C: définie par I'égalité
Y
TGkl

et 'on suppose que & devienne infini, mais que C reste fini; C est le
paramétre de déformation.

Stxitme exemple. — C'est celui qui a été donné au Chapitre I, § I,
n° 8, (A), (B) sont deux coniques focales a centre, et (A), (B) deux
paraboles focales. On a'pris (w constante arbitraire)

[N

A, =uch?o, Ay=(D*— wch?m)

1
B,= ¢ sh?o, By=(¢?sh2w — D?)2,

X — w?chey — 1 - Al
A= ——— '.‘\_: =)
2 u? ubD?
2 oh2 —_— - —
B—t_ L visho—x 5 —B
T D o2 LA I

D est le parametre de déformation; D ==1 donne la surface initiale.
Les équations tangentielles des coniques & centre (A), (B) prouvent
que Pon doit prendre U,, U,, U, proportionnels i u, VD> — u*ch*w,
— D?*; or Uexpression A u + A, \//D’-’—— u*ch*w est égale & — (1 + D?)

tandis que A, + A, JD*—u*ch*w est égale d uch?w Ty L
92 D2 21

de sorte que pour obtenir des polynomes de degré 2, U, et U, il faut
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prendre
Uy = u?, U,=uw\ D' —w2ch?o, U, =— ub?,
N\

— 1 1 1

l‘.:l/:(‘h:!)('-ﬂ—.— — =
: “\a D 2

= u* ==\ 1— u*ch?m, u, = — u,
P, = w2, P, = wu*ch?o — D2z, Q,=D*¢* — ¢vtsh?o,

autrement dit P, et Q, ont une racine double commune, fixe au cours de
la déformation, nécessairement racitne de P, et qui de plus est double
pour P,.

Je reviens d’abord sur I'étude de cet exemple si intéressant : com-
parons sur les surfaces S, et S, les nappes engendrées par les points

w=1,, =y, sur Sy,
w="Du,, =Dy, sur Sy,

les valeurs de U,, Uy, U, sont alors D*u?, D2, 1 — 122 ch*w, — u,D*

0?
N S

’ ’ . . . Y o
que l'on peut réduire & u}, u,V1—u,ch*w, — Du, de sorte que la
nappe considérée de S, est 'homothétique de celle de S, le centre étant
- , .o Sy, . . .
I'origine et le rapport d’homothétie ;'l' égal & 4 D; mais dans Pappli-
“cabilité le point (u,¢) de S, a pour homologue le point (u,, ¢,) de S,

et non plus (Du,, De,). Considérons de méme I, et £,; remarquons
que, par une translation le long de Oz, on peut réduire, pour X,

FE N | o . /
U. & :alors le méme raisonnement prouve que la nappe engendrée

par le point (Du,, D¢, ) de X, est 'homothétique encore de la nappe
engendrée par le point (u,,¢,) de X, mais avec le rapport d’homo-

e 1
thétie iEh

De la sorte, & deux paraboles focales arbitraires correspond une seule
surface X, pour une valeur donnée de «, autrement dit a chaque couple
de paraboles focales nous ferons correspondre :

w' surfaces E (le parameétre étant w) de notre sixieme exemple;
w' surfaces S (le parameétre ¢tant 4) de notre cinquicme exemple;
Une seule surface S du quatricme exemple (je rappelle que la surface S
est auto-applicable).
Ann. Ee. Norm., (3), XLVIl. — JuiLrer 1g3o: 25
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Les surfaces ainsi obtenues ont toutes un réseau conjugué perma-
nent doublement conique, les sommets des cones circonscrits étant
répartis sur les deux paraboles. La discussion faite sur les polynomes
Pas Pas Ga OU P,, P,, Q, prouvent que ces trois espéces sont essentiel-
lement distinctes; en particulier elles ne sont pas applicables les unes
sur les autres.

De méme, U'excentricité commune des ellipses (A) du sixiéeme
exemple étant the, on voit qu'a tout couple donné constitué d’une
ellipse et d’une hyperbole focales correspond :

1° Une unique surface S du sixicme exemple;

20 o' surfaces X du cinquieme exemple, le parameétre étant £;
chaque valeur de £ donnant une seule surface X5 ici encore, il y a irré-
ductibilité des surfaces en question.

Or, le sixiéme exemple met en ¢vidence que I'on aurait encore les
conditions de degré voulues en prenant

wy=u(hu + ), o == htt -+ /1 — wchio, t, = —(ht + 11).

La valeur u.= o redonnerait le sixiéme exemple; supposons done
- u.%£ 0, donc, par homothétie, égal & 1; mais alors les polynomes

po=u(hu—+ 1),
pu=(uchte — 1) (hu + 1),

¢, = (1— wu*sh*e) (2 +1)

sont tels que p, et ¢, ont une raciné double commune, racine simple
de p,; d’autre part, les racines simples de p, (oug,) ont pour demi-
somme zéro qui est l'autre racine de p, : ce sont justement les cir-
constances caractéristiques de I'exemple 5 (comme on le voit par un
simple changement linéaire sur uz). Il n’y a donc rien de nouveau &
obtenir; sans notre discussion préalable, nous voyons ainsi que nous
aurions risqué de faire des calculs superfius; de plus, les cas prévus
a priori ont éLé retrouvés directement.

Exemple 6 :

p.=1, po=h(u—1), ¢, =1+ h— hu?.
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Exemple & :
Exeuple 3 pa=1, p=u, g =1
po=u,  po=ilt—1),  ,=ui—1)+1.
Exemple 5 (pour k=o):

pr=t,  p,=u, ==,

Cet exemple 5 est curieux en ce sens qu'il donne comme cas parti-
culiers 4 ou 6 qui se trouvent ainsi véunis par un lien difficile & aper-
cevoir 4 l'avance. J'ai signalé qu'il v a encore un autre cas ol le
couple (@), (b) est composé de deux coniques focales, & savoir :

po=u+h o po=h@t =), g ==ty (e bR

En terminan(, remarquons que deux plans imaginaires conjugués
ne peuvent étre perpendiculaires, donc toute surface & réseau dou-
blewent conique permanent, si elle est réelle, donne un réseau réel;
mais pour e cas des bases simples, on peut avoir un réseau doublement
conique imaginaire dans les deux familles, les deux surfaces étant
réelles. Dans le cas ’une hase permanente doublement eylindrique, il
n'y a que l'exemple des surfaces minima qui donve un réseau imagi-
naire.



