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LA DES
M U LT ï P L E M E N T C O N N E X ES

PAK M. C. DR LÀ VALLÉK POUSSIN (')

I. — Considérations préliminaires. Position du problème.

i. OÎÎ.IET ET CONCLUSIONS DU M i ï M O ï H E . — On sait depuis longtemps
qu 'une aire à connexion double, par exemple u n e aire a n n u l a i r e
comprise entre deux contours s imples C et (.^, l'un in t é r i eu r à l 'autre,
peut être représentée d 'une manière conforme su r l 'aire de même
nature, comprise entre deux circonférences concentr iques de rayon
convenablement choisi.

On doi t a M. Schottky ( / t 2 ) un impor tan t Mémoire sur la représen-
t a t i o n conforme des aires à c o n n e x i o n m u l t i p l e , qui met en lumiè re la
liaison de ce prob lème avec les propriétés des fonc t ions algébriques.
On n'y trouve cependant pas u n e général isa t ion naturel le du problème
que nous venons de rappeler . C/est cet te-général isat ion que nous nous
sommes proposé de réaliser dans le présent Travail.

"Donnons le nom de cassiniennes aux courbes q u e Pon obt ient en
égalant à u n e constante a le module d'un po lynôme P(^) de degré n à
racines d is t inc tes . A chaque polynôme P(//) s'attache donc une famille
de cass in iennes . Une cassinienne | P(^) =a est formée d'une seule
branche fermée si a est s u f f i s a m m e n t grand, mais elle se compose de

( ' ) Un résumé de ce Mémoire a paru dans les Comptes rendus de F Aca-
démie des Sciences^ t . 190, n0 13, 3i mars 1930, p. 782-783.

( 2 ) SCHOTCKY, Conforme Abbildun^' inelirfach zuscifnmen hdng'ender ebener
Flûchen {Journal de Crelle^ t. 83, 1877,. p. 3oo à 3 5 1 ) .
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plusieurs contours fermés séparés si a est suff isamment pe t i t . Chacun
de ces contours séparés n'est, qu 'un fragment de la courbe algébrique.
Mais il convien t , clans notre théorie, de considérer chaque contour
fermé comme u n e courbe d is t inc te et nous d o n n e r o n s dorénavant le
nom de cassiniennes à chacun de ces contours isolément.

On conçoit qu'une, aire I) d'un. seul t e n a n t et à connexion mul t ip l e
soit l imitée par un nombre p lus ou moins grand de cassiniennes atta-
chées à un même polynôme P ( ^ ) , l ' une extér ieure et les autres com-
prises dans la première. Nous conviendrons de dire, dans ce cas, que
Vaire I) est attacliée au polynôme P C / / ) *

Le théorème sur les aires doub lement connexes rappelé au début .
aff i rme qu 'une telle aire est représentable sur une aire attachée à un
polynôme du premier degré, pourvu que les cass in iennes soient con-
venablement choisies. En elÏel, les cass in iennes attachées à un
polynôme du premier degré sont des c i rconférences concen t r i ques .

De même, nous verrons q u ' u n e aire à connexion t r ip l e est repré-
sentable sur une aire convenable, attachée à un polynôme quelconque
du second degré.

La général isa t ion s'étend à tous les ordres de connexion. Une aire
bornée A, comprise entre un contour extérieure et n contours i n t e r n e s
C i , C.j, . . ., G// et qui est, par conséquent, de Perdre n -+-1 de con-
nexion, est représentai) le, avec correspondance des contours extérieurs,
sur une aire convenable altachée à un po lynôme de degré n. Mais ce
polynôme n'est plus quelconque, i l doit être choisi dans une classe
restreinte, et les polynômes d 'une même classe sont ceux dont les
racines forment des figures semblables. Nous dirons que Vaire A
appartient à cette classe de polynômes ( o u encore à chacun d'eux).
Ainsi , deux aires A et A' ne sont représentables l'une sur Pan t re avec
correspondance des contours extérieurs qu'à la c o n d i t i o n , nécessaire
mais non suffisante, d^appar ten i r à la même classe de polynômes.

Notre analyse fera correspondre a une aire bornée A de l'ordre n -{- î
de connexion un système de n nombres A i , /^, . . . , A,, que nous
appellerons ses indices. Ces nombres précisent les cassiniennes que
l'on doit faire correspondre à chacun des contours in ternes de l'aire A,
mais ils correspondent eux-mêmes aux diverses racines du polynôme
P ( ^ ) . Pour que deux aires A et A' de la même classe soient repré-
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sentables l ' une sur l 'autre avec correspondance des contours exté-
rieurs, il est-nécessaire et suff isant qu 'el les aient les mêmes indices
et que les mêmes indices correspondent a u x , mêmes racines .du
polynôme P ( ^ ) .

2. POSITION m' PHOBLEME A N A L Y T I Q U E . — Le problème que nous venons
de poser se t r a d u i t par des relations ana ly t iques s i m p l e s et précises.
So ien t z la variable complexe qui décrit l 'aire A et u ia variable corres-
pondante qui décrit l 'aire D attachée au polynôme PÇn} de dc^'ré 7?.. On
suppose qu'elles font correspondre les ^con tours extérieurs de A et
de D. Ces deux var iables u et j sont donc fonctions un i formes l 'une
de l 'autre , et, par conséquent, le po lynôme P { u ) est aussi, une fonc t ion
u n i f o r m e de z . Nous pouvons poser

?(<):= F ( 3 ) .

Le mo'dule de F(^) sera cons tan t sur chacun des contours G -et C/,-de
Paire A, puisque celui de P ( u ) demeure constant sur les cassiniennes
correspondantes.

R é c i p r o q u e m e n t , si l'on p e u t déf inir la fonct ion F(^ ) et le polv-
nome P Ç n ) de manière a satisfaire aux condi t ions su ivantes :

i° Le module de 'F(^) est constant sur chacun des contours C et G/,
de l 'aire A et i l est maximum sur le contour ex té r ieur G;

2° L'équation P ( ^ } == F(-s) é tab l i t une relat ion b icon t inue et bi u n i -
forme entre ^ et, u quand z varie dans A,

il est c l a i r que le problème sera résolu. On vo i t , de p lus , qu'il ne
peu t Pètrc que m o y e n n a n t ces deux c o n d i t i o n s .

Pour réaliser ces deux condi t ions , nous décomposons l'équation
précédente en deux autres,

que nous é tud ions d'abord séparément .
Un premier paragraphe (^ II) est consacré à l 'étude de l 'équat ion

P(u} = t -.qui est a lgébrique. Nous développons certaines démonstra-
t i o n s de la méthode des lacets, quoique ayant un caractère classique,
parce que les mêmes raisonnements doivent être repris peu après,
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dans des cond i t ions plus délicates, à l'occasion de la seconde équa t ion
qui n'est, pas algébrique.

Le paragraphe suivant (§ LIT) a pour objet la construction delà fonc-
tion F( -s) et le paragraphe IV reproduit , pour l 'équat ion F ( ^ " } == ^, une
analyse analogue à celle qui a été appl iquée à l 'équation algébrique
PO)^. '

Enfin , clans le paragraphe V, nous pouvons résoudre le problème
posé et énoncer les conc lus ions résumées ci-dessus.

Nous avons trouvé expédient de commencer par admet t re d' impor-
tantes restr ict ions qui s impl i f i en t les démonstrat ions, mais que nous
faisons disparaî tre après coup.

Nous supposons d'abord que les contours G et C/.. de l 'a i re A sont
tous analyt iques et d é p o u r v u s de toute s ingular i té . Nous admet tons
encore que les dérivées des deux fonc t i ons P( //) et F(^ ) n 'on t que des
racines s imples dans les aires envisagées et qu'elles n'en ont a u c u n e
sur les frontières. Les restr ict ions relat ives a u x racines sont levées
dans le paragraphe VI et celles relatives aux contours le sont dans un
d e r n i e r paragraphe, qui étend la théorie à tous les domaines ouverts
quelles que soient leurs frontières,

II. — Propriétés de l'équation algébrique P ( ^ ) ::-=;:.

3. POINTS C R I T I Q U E S ET LACETS. — Soit P(^) un polynôme de degré n à
racines d i s t i n c t e s ; considérons l 'équation algébrique

(i) P^)=ç,

qui définit u n e fonct ion impl i c i t e u de ^. Cette équation est irréductible,
car P ( u )—*C étant de premier degré en ^ ne peut être le produi t de
deux polynômes en L Les n racines / / , , ^ 2 » • - - ? / /// de I n é q u a t i o n ( i)
sont distinctes, sauf si l 'une d'elles a n n u l e le polynôme dérivé P^ //) ,
auquel cas il y a des racines égales.

Nous supposerons que les racines de P ( u} sont distinctes et nous dési-
gnerons ces /?/ — i racines par co , , co.j, . . ., œ,^i. Ce sont des nombres
indépendan ts de ^.

Les n racines u^ u^, . . ., </// de l ' équat ion ( i ) sont différentes, sauf
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pour les 71 — t valeurs de ^ :

On s'assurera b i en tô t que ces 7? — i va leurs sont distinctes. Ce sont les
n— i points cri t iques à dislance f i n i e de. !a fonct ion 11. Le point ^ == ^
est c r i t i q u e aussi, mais nous n 'aurons pas à nous en occuper dans
notre étude.

Donnons -nous , dans le plan ^, un p o i n t ^o (non cri t ique") et joi-
gnons-le à chacun des points cr i t iques d i s t i n c t s respectivement; par
des lignes L i , L ^ , . . . qui se suivent dans un ordre dé te rminé
autour du po in t a et ne doivent n i se recouper , ni se rencontrer. Cha-
cune de ces l ignes d é f i n i t un le/cet et n o u s supposerons ces lacets
numérotés dans l 'ordre où. on les rencont re en t o u r n a n t autour du
pointa, dans le sens direct . Pour. décrire le lacet 1., on part du poin ta ,
on décrit la l i ^ n e L , puis une c i rconférence i n f i n i m e n t peti te autour du
p o i n t c r i t i q u e où elle about i t , et l 'on revient au p o i n t fo par le même
chemin.

Soient a, b, c, . . ., / l a sui te des valeurs , toutes di l lerentes , de u au,
po in t 'C.,. Si ^ décrit un lace t L et que l 'on suive par con t inu i t é la
valeur de u le long du lacet à par t i r de l 'une de ces valeurs initiales, la
valeur finale de u appar t i endra encore à la même suite de valeurs. Si
cette "valeur est d i f férente de la p remière , nous dirons que le lacet
permute ces deux va leurs .

• Nous supposons c o n n u s deux principes classiques :

i° L 'équat ion (Y) é tan t i r réduct ible , on peut passer par con t inu i té
d 'une valeur in i t i a le que lconque à toute autre en faisant décrire à C,
de *€(, à ^o, un cliernin fermé appropr ié .

2° Tout c i rcu i t fermé mené de ^> a ^o peut se rédui re à un ou plu-
sieurs lacets consécut i fs sans altérer la valeur f ina le de // parce que
cette réduction s 'ob t i en t par une déformat ion cont inue de la ligne
sans traverser de p o i n t c r i t ique .

Le théorème •suivant s 'appuie sur ces deux principes. Ce îfest qu'un
cas particulier d 'un théorème classique ( ' ). Mais il est uti le d'en déve"

( ' ) Cf. E. P I C A R D , Traité d'Analyse, t. I I , 3'' édition. Chap. X.ÎII, § 3 : Des
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lopper ici la dénionsirat ion, car elle sera reprise dans des condi t ions
plus complexes à l'occasion d 'un problème non algébrique et non
analylique.

4. SYSTÈMES CYCLIQUES DE LACETS. — THÉORÈME : Si y parmi le s n valants
de u du point initial ^o, on en choisit arbitrairement une y par exemple a,
on peut construire un système de lacets correspondant qui sera CYCLIQUE,
c'est-à-dire tel que si 'CparcouHtous les lacets consécutifs dans leur ordre,
la fonction Uy débutant avec la valeur choisie a, repasse par le point t^,
avec une nouvelle valeur après chaque lacet et prenne ainsi successi-
vement^ en ce pointa lesn valeurs initiales a, b, c, . . . , ! , ce qui exige
qu\l y ait n — i lacets exactement.

Nous avons stipulé (n° 3) que la dérivée P ' ' ( u ) n'a que des racines
simples. On sait que, dans ce cas, tous les lacets sont binaires, c^est-
à-dire qu'ils ne pe rmuten t que deux racines seu lemen t . Si l'on par-
court deux fois consécut ivement le même lacet, on revient à la racine
du début.

Nous al lons mont re r que si la su i te des lacets L , , L^, . . . ne forme
pas un système cyclique q u a n d on débute avec la racine a, on peut le
rendre cyclique pour cette lettre en répétant un nombre suf f i san t de
fois une opérat ion é lémenta i re que nous appellerons une inversion,
parce qu'elle renverse l'ordre de deux lacets consécutifs . Voici en quoi
consiste exactement cette opéra t ion .

Considérons deux lacets consécut i fs (i) et (2). L^inversion consiste
à remplacer le lacet ( ï) par un autre lacet ( i^) contournant le même
point critique, mais consécut i f au lacet (2) qu ' i l doit donc éviter en le
tournant , de telle sorte que le lacet (2) est enfermé dans le contour
fermé formé par (ï) et (i'). Le nouveau lacet (Y) qui remplace (ï),
mais qui est rejeté après (2) , est équivalent à la suite des trois lacets
(2) 4-(i) + (2), d'où se dédui t aisément la permutation qu'il produit .
On constate que :

i° Si ( ï ) et (2) permuten t les deux mêmes lettres ou des couples de
lettres différentes, C i ' ) permute les mêmes lettres que "(ï);

S LI place s de Rie manu ( 1 1 ° 1.^). La dilïerence des énoncés est due au rôle du
point Ç==.3o.
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2° Si (Y) et (2) permutent une seule let tre c o m m u n e , (V) permute
les deux autres lettres.

La répétit ion des inversions permet, en modif ian t le tracé des lacets,
de faire progresser vers la tête de la suite ceux qui permutent la let t re a,
mais il v a quatre cas à dis t inguer . Considérons, en. effet , deux lacets
consécutifs L/.-., et L/, dont le second, par, hypothèse, permute a;
quatre combina i sons sont possibles :

i° Si L/,.._| et L/.. ne permutent aucune le t t re commune, l ' inversion
fait avancer L/, d'un rang et le remplace, à son rang, par L/,_| qui ne.
permute plus a;

2° Si L/.^i et L/, permutent tous deux a, mais avec des lettres diffé-
rentes h et c, Finversion fai t avancer L / , d ' u n rang et le remplace, à son
rang, par L^, qui ne permute plus a\

3° Si L/,_i et L/, pe rmuten t une même let t re b, le premier avec c et
le second avec a, l ' inversion remplace L/.-i par L^._( qu i suit L/, et per-
mute ne, on revient au cas précédent;

4° Si les deux lacets produisent la même pe rmuta t i on ab, alors l'in-
version n'y change r ien .

Il sui t de ces observat ions qu'en répétant , de proche en proche, un
nombre suff isant d ' inversions, on peut, s'il n'j est pas d'avance, faire
progresser au premier rang le premier lacet qui permute la le t t re a.
Le second lacet qui permute a peut , de même, s 'amener au second
rang; ensuite, sauf s ' i l p rodui t la même permutat ion que le premier,
i l peut être remplacé par un lacet qui ne permute p lus la lettre a. En
poursuivant ce processus v i san t la le t t re a, nous f in i rons par avoir en
tète, un certain nombre de lacets permutant a avec la même lettre,
suiv is d 'autres ne p e r m u t a n t p lus la lettre a. La le t t re qui se permute
en tête avec a peut, changer au cours des opéra t ions ; supposons que ce
soit f inalement la lettre &. Nous recommençons alors sur les autres
lacets, mais en v i san t cette fois la lettre &, la même série d'opérations.
Nous obtenons a i n s i une su i t e de lacets permutan t la lettre b avec une
même lettre c, suivis d 'aut res lacets ne p e r m u t a n t p lus n i a ni 6. Nous
agissons de même envers la lettre c et nous cont inuons ainsi de suite.
Finalement , nous aurons une suite de lacets consécutifs, les premiers

Ann. Éc. Norm., (3), XLVH. — SEPTEMBRE 1980. 35
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permutant ab, les seconds bc, le? t rois ièmes crfy etc. Or, aucune lettre
ne peut être omise, et comme i l y a 71 let t res, il faut n — i lacets. Comme
il ne peut y en avoir davantage, chaque permuta t ion se rencontre une
fois et une seule, donc le système est cyclique. Le cycle mène. de la
première à la dernière racine; il se fermerait par un lacet supplémen-
taire entourant tous les autres (ou le poin t z = oc), qu i ramènera i t à
la première racine.

5. THÉORÈME. — Si l'on se donne à priori dans le plan ̂  n — i points
critiques t^ ^, . . ., ^_i, tons différents de zéro^ et un système de n — î
lacets correspondants L|, La, . . ., L/<_|, de même origine Ço? on peut
construire un polynôme Q(//) de degré 72, tel que Inéquation Q(^)==^
admette ce système de lacets comme système cyclique.

Donnons-nous d'abord arbitrairement un polynôme de degré n à
racines dist inctes

F ( / / ) == ( // — a ^ } { i f — ( ' (^ ) . . . { a — a,^ ).

dont la somme a^ -r- ^.j4-. • .., des racines soit nu l le , tel encore que le
polynôme dérivé P^u) ait ses n— i racines co i , co.^ ..., co/^., dist inctes
aussi ( ' ) . La fonct ion // de ^ définie par l 'équation
(:.i) P ( ^ ) ^ Ç

admet les n — î points critiques distincts et non nuls (puisque P n'a
pas de racines mul(iples)

Ï, == P«), t,= P (^,), . . . . • t,^ = P(^/.-i ):

D'après ces hypothèses, les racines a de P(/./) et celles co de. ̂ \u) sont
liées aux valeurs crit iques ^, , ^.j, .. . , C//.-i par le système de 271—î
équations ( ^ = i , 2, . . ., n — î )

/ ( r,)^. — a, ) ( 0)^— a, ). . . ( G.)/. — an ) ̂  Ç/,,

1 i î î( 9, ) < —————— .-î- —————,.- -4_ . , , ̂  ——————— ̂  (;^
î <,)^._^ r , )^—r/^ c,»/,.— a,,

\ ^i 4- cf.^ -4" ...-+- a n~===- <>.

( î ) Celle condition sera réalisée si les racines (distinctes) a sont réelles.
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Appliquons le théorème précédent. L'équation (i") admet un système
cyclique de lacets de même origine Co que les lacets L. Désignons-les
par A i , Aa, . . ., A^_, et numérotons les valeurs initiales 11^, u[[, . . .,
ii^ de ii dans l'ordre où les lacets A consécutifs les permutent.

Revenons maintenant au système (2). C'est un système de 2n — i
. équations entre les 2 7 1 — 1 racines a^ a^, . . . , a,, et coi , coa, . . ., oj/^s
d'âne part, et les valeurs critiques ^ i , t^, . . ., C//-i d'autre part . Nous
pouvons donc considérer ces 271— i racines de P(^) et de P ' ( u ) comme
des fonctions des valeurs t;: et faire varier ces paramètres.

Si nous faisons varier les ^ d ' u n e manière c o n t i n u e , mais en
excluant l 'égalité de 'deux d'entre eux -et leur a n n u l a t i o n , je dis que
chacune des racines a de P(^) et chacune des rac ines-ce de.P'(^)
variera d'une manière con t inue et restera distincte d'une autre racine
du même polynôme, de telle sorte que nous pourrons les suivre indi-
viduellement par cont inui té .

En effet, les C/c n 'é tant pas nu l s , P et P' n 'ont pas de racine com-
mune, donc celles de P sont d i s t inc tes entre elles. Celles de P' le sont
aussi, puisque les t/, sont ma in tenus inégaux. Il reste encore à montrer
que ces racines sont bornées dès que l'on assise aux paramètres | ^ / , j
une borne supérieure M.. Il suff i t évidemment de faire cette preuve
pour les racines a de P.

A cet effet, considérons la cassinienne
[ ? ( / / ) =M.

Elle est formée d'un seul contour enfermant toutes les racines de P.
Tel est; en effet, son cas pour M in f in imen t grand, et quand M décroît,
la courbe ne peut se scinder que quand M passe par une des valeurs [ *(/,. ,
auquel cas le po in te -es t m u l t i p l e ( ' ) . Enfin cette cassinienne est de
dimensions bornées. On s'en assure en observifnl qu 'un cercle de
rayon '\/M qui a son centre en un po in t u in tér ieur à la courbe, où
donc P(//) [ est <^ M, doi t contenir au moins une racine a de P, sinon
P(^) serait le p rodu i t de n facteurs -u — a de modules ^> \/M et serait
lui-même de module ^>M. Il est donc impossible de construire plus
de n cercles de ce rayon, sans points communs , centrés sur des points

( 1 ) Le même raisonnement est repris en détail au n° 14.
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intérieurs à la courbe. On en conclut que la distance de deux points
de la courbe, à fortiori celle de deux racines a, et à fortiori encore les
modules de ces racines (leur distance à l 'origine, qui est leur centre)
ne peuvent surpasser la borne n'\/M.,

Portons ma in tenan t notre a t tent ion sur la variation des racines u^
^2, . . . y u,, de l 'équation
(i) ' P(;/ /)=:Ç,

variation qui dépende la fois de celle de '( et de celle des paramètres Ci ?
Ï'2, . . . , Ç//--r- Supposons qu'au fur et à mesure que les po in t s cri-
tiques ^/,- se déplacent dans le p lan t, les lacets correspondants A/, se
déforment d ' u n e manière con t inue sans jamais se recouper entre eux.
Les racines u^ / / a , . . ., // / , de l ' équa t ion ( î ) var ie ront d 'une manière
cont inue en même temps que les coefficients de cette équation. Elles
demeureront distinctes tout le long d 'un lacet A/,, sauf au seul point
cr i t ique ti, où deux racines seu lement sont i n f i n i m e n t vois ines et con-
t inueron t à se permuter . Il suit de l a q u e cette déformat ion cont inue
des lacets ne p^ut altérer leur caractère cyclique. Or nous pouvons,
par une déformation c o n t i n u e qui respecte ces condi t ions , amener ,
dans leur ordre ̂  chacun des lacets A , , A.a, . . . en coïncidence avec le
lacet L|, L^ . . . de même indice. En même temps, les racines a^
a.^, . . ., a,, de P(^) tendent vers des l imites finies et déterminées h^
b^, . . ., b,, et le polynôme P(//) tend vers le polynôme-limite

Ce polynôme répond à la question : il admet le système des lacets L
proposé comme système cyclique.

6. SYSTÈME CYCLIQUE DE COUPURES. — On sait que les diverses branches
^ i , u^, . . . , / / / / de la fonction u définie par l ' équa t ion

peuvent être séparées et rendues uni formes par des coupures conve-
nables tracées dans le plan *€. Nous al lons démontrer la propos i t ion
suivante :
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A tout système cyclique de lacets A\, A^, . . ., A//-i correspond un sys-
tème cyclique de coupures L,, La, . .., L/,_) , et réciproquement.

De chacun des points critiques ^ i , ^, .... ^_i traçons une l ig 'ne 'L, , ,
La, . . . , L / , _ j 5 qu i s'éloigne à l ' inf in i sans se couper el le-même, ni
rencontrer les autres l ignes et les lacets. Ces l ignes cons t i t uen t les
coupures et les coupures se s n i \ e n t dans le même ordre que les lacets.
Ne nous occupons plus des lacets et fa isons varier t dans le domaine
l imi t é par les coupures. Chaque valeur in i t i a l e /^', ^°, . . . , 11^ au
poin t Ço d é f i n i t u n e branche correspondante de la fonct ion // qui est
u n i f o r m e dans ce domaine, p u i s q u e ^ ne peut, plus tourner autour
des points critiques. Chaque brandie est, de plus, cont inue, sauf
peut-être sur une ou sur deux au plus des coupures , car il peut arriver
qu'elle p renne des valeurs d i f fé ren tes sur leurs deux. bords. Si l'on
sui t la fonction u sur u n chemin f e r m é a l l a n t de ̂  à Ïo et traversant
une seule coupure L/.., ce chemin est équiva len t à la descr ipt ion du
lacet de même indice , donc la traversée de la coupure p e r m u t e les
deux branches don t le lacet permute les valeurs initiales. L'échange
des branches se fa i t par la traversée des coupures suivant la même loi
cycl ique que celle de leurs valeurs in i t i a les par la descript ion des

•lacets. Nous di rons que ce système de coupures est aussi ixn système
cyclique. Ains i , à tout système cyclique de lacets A correspond un
système cyclique de coupures L.

Réciproquement, si l'on donne un système de n—i coupures L
dans le plan Ç, on peut construire un système de lacets A ne rencon-
trant ces coupures qu'au point critique correspondant, et si le pre-
mier système est cyclique, le second le sera aussi.

Le théorème du numéro précédent est donc équ iva len t à ce lui -c i :

7. THÉORÈME. — Étant donné un système de n —- i coupures dans le,
plan ^ on peut construire un polynôme P(u) de degré n, à racines dis-
tinctes^ tel que l'équation P(ii) = t admette ce système de coupures comme
système cyclique.

8. THÉORÈME. — Soient PÇu) et Q(<') deux polynômes de degré n à
racines distinctes. Si les variables u et v sont liées entre elles par une solu-
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t.ion de F équation

établissant une correspondance bicontinuc et biuni forme entre les points
des deux plans i l et <1 , les variables u et ç sont liées entre elles par une
transformation linéaire v=pu 4- ç.

Décomposons les polynômes P ( ^ ) e t Q ( ^ ) e n factears linéaires; la
relation proposée prend la forme (/// constant)

Si u tend vers une racine a^ de P(//), cette relat ion exige que P t e n d e
vers une racine correspondante & i de Q(<') et le quo t i en t

tend, par conséquent , vers une valeur f in ie

Donc le quot ient précédent est une fonct ion con t i nue et un i fo rme
de u dans tout le plan.

La même relation exige que ^ augmente indéf in iment avec u. Or on
en tire

/ c — f^\11_ . // — a.^ u — a.^ p — h^ c — ^]
\ // — a, / u — ai // ~" a\ c — /^ i1 — ^:;

Donc le second membre de cette nouvel le re la t ion tend vers //
q u a n d u, et c avec lu i , tendent vers l ' i n f in i , et le p remier membre ,
étant borné dans tout le plan, se réduit à la cons tan te h en vertu du
théorème de Liouvil le . Soit donc h' une racine ^îème de h\ on tire de
l ' équa t ion précédente

ce qui est une relation linéaire de la forme indiquée.
Ce théorème ne fait aucune hypothèse particulière sur les racines

des polynômes dérivés P/ et Q'.
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ÎIÎ. — Construction de la fonction F( '3 1 ) .

9. DÉFÎNÏTION DE L^AÏRE A. — Soit A une aire bornée, d'un seul
tenant , à connexion d'ordre 71+ï» limitée par n+ i contours fermés
simples, un contour extérieur G et n contours in t é r i eu r s au pré-
cédent C i , C^, . . ., G//, sans points communs . Tous ces contours sont
supposés analytique-s et exempts de toute s ingu la r i t é . Ils sont donnés
dans un p-Ian dont les points seront définis par une variable complexe

rapportée à deux axes 0.2' et Oy.

10. FOINCTÏONS HARMOINÎQUES FONDAMENTALES ET L E U R S ASSOCIÉES. — Déti-

nissons n fonct ions harmoniques de oo et y dans l'aire A, à savoir

U, , i^ . . . < Ï—

par la condi t ion que U/, prenne la valeur i sur le contour G/, et s 'annule
sur tous les au t res contours, y compris le con tour extérieur G. Ces
fonctions U, dont l 'existence résulte du pr inc ipe de Dirichlet, sont les
fonctions hcirmoniqurs fondamentales.

A chacune des fonc t ions 'U/ , correspond une fonction associée V«,
qui est déf inie , à une constante prés, dans l'aire A par l ' intégrale cur-
vi l igne ,,. rà'v, . ju, ,\ ^-=_ i _^ ( ( y _ — ̂ .r.

J <7,r ' ÔY

Les fonct ions U et V sont encore régulières sur les contours de
l'aire A et peuvent se prolonger ana ly l iquement au delà, parce que ces
contours sont analyt iques et qu'elles le sont elles-mêmes sur ces con-
tours. Mais les fonct ions V ne sont généralement pas uniformes dans
l'aire À, parce que leur valeur n'est pas nul le sur un circuit fermé qui
entoure un ou plusieurs des vides -circonscrits par les contours C/.
Un circuit qui enveloppe le seul contour G;- est, quant à la valeur de
l'intégrale, équivalent à ce contour lui-même, car il s'y ramène par
une déformation continue sans sortir de A.
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11. PÉRIODES FONDAMENTALES. — II suit de l 'observation qui vient
d'être faite que la fonct ion V/, est susceptible d'une inf ini té de valeurs
différentes en u n même point (^j) selon le chemin suivi pour y par-
venir. Tous ces chemins se ramènent à un chemin unique et à un
nombre variable de circuits autour des vides de Taire A. La fonc-
tion Y/; admet donc n périodes d i s t inc tes qui sont les valeurs de l ' inté-
grale curviligne correspondante sur chacun des n contours C, , C^ • • • ?
C/, c i rconscr ivant les vicies et que nous supposerons parcourus dans le
sens direct. Nous désignerons par co/,./(^'== i, r, . . ., 71) les n périodes
de la fonct ion V/,, en sorte que

r ^-4 , ^u, ,/,)/,;=: 1 ——ci y — —- d.ï\
•A ^' ' ( ) } '

Cela fait, en tout, un système de n2 périodes fondamentales œ/^ car
chacun des deux indices i, k varie de o à n. Voici m a i n t e n a n t un théo-
rème essentiel :

THÉORÈME. — Le déterminant A des périodes fondamentales co/,<- est
différent de zéro.

En effet, si ce dé te rminan t étai t nul , le système d'équationrs linéaires
et homogènes

/j., r..),,4- /Ĵ .).,,. 4- . . . 4- ^-//G)//,== (•) ( /" =- i, '̂  .... n )

admet t ra i t un système de solutions [j. non toutes nu l l e s , auquel cas la
f o n c t i o n correspondante

V == ̂ , V, + ̂  V, 4- ... 4- [J.n V/<

aurait ses n périodes nulles.
Cette fonction V est associée à la fonction harmonique

U = ̂  U i 4- ̂  \\ 4- . . . 4- ^,, Vu.

qui est constante sur les contours CA-.
Mais la fonct ion V sera constante aussi sur l ' un au moins des con-

tours C/,, celui où la fonction U a t te in t sa plus grande ou sa plus petite
valeur dans A. Parcourons ce contour C/; sur lequel U est constam-
ment extrême, et considérons la dérivée de V sur l'arc et celle de U
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sur la normale i n t é r i e u r e ; nous avons / tou t le long du trajet ( • 1 ' ) ,
(/Y __ (î\j
c/s (in i

Comme. U (qu i est constant) est constamment extrême sur C/,, sa
dérivée au second membre est de signe invariable, donc celle de V
Fest aussi, et Y, ne var iant que dans un seul sens et ayant une période
nul le , est constant.

Or, U et V ne peuvent être tous les deux constants sur ÇA-, car la
fonc t ion analy t ique U + z'V, Fêtant alors aussi, serait constante dans
toute l'aire A. Ceci est inexact, car U s'annule sur C et prend des
valeurs non toutes nulles sur les autres contours.

12. THÉOIŒMK. — On peut construire une fonction^7dont les n périodes
sont égales à 2 T..

Puisque le déterminant A des périodes fondamentales n'est pas n u l ,
nous pouvons dé te rminer n. coefficients A par le système linéaire

7.1 G.) i / -j- 7..̂  r,.,)̂ - -4- . , . 4-- 7.// G)^-=_- 2 7: (/== I. •î. . . . . / / ' ) .

La fonct ion V cherchée s'exprime par la formule
Y == 7.i V'i 4- 7.^ V^ -4-.. . -4- 7^V//.

Nous dirons que les nombres A déterminés par ce calcul sont les
indices de l'aire A. On va reconnaî tre au numéro suivant que tous ces
nombres sont négatifs. On observera pour cela que U est égal à A/..
sur C/, et s'annule sur C.

13. THÉORÈME. — La fonction harmonique à laquelle est associée la
fonction V précédente^ et qui est constante sur tous les contours^

U == A, U, -h- 7., IJ ̂  4-.. . -4-- 7.,, U/,,

atteint et n'atteint dans A sa plus grande valeur que sur le contour exté-
rieur C.

( 1 ) C^est Inéquation V^.:==—\3\, quand l'axe Ox est parallèle à ds et de même
sens. '

Ann. Éc. Norm., (3). XLVII. — SEPTEaiRHE 1980. 36
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En etiet, supposons, par impossible, que la fonc t ion U atteigne sa
plus grande valeur sur un contour i n t e r n e C/.-. Nous aurons, tout le
long du contour, rft;..,dV

( f / i j

car la normale intérieure à C/.. est extér ieure à l ' a i re A. Par consé-
quent , l 'équation d!— ^

cfs f/fi^

prouve que la dérivée de V est négative et que Y décroît le long de C/,,
t andis que nous savons que V augmente , 'au contraire, de arz.

1 1 . THÉORÈME. — La famille des lignes U == consL, que nous appelle-
rons lignes de niveau y admet n — i points doubles dans Vaire A, ou un
nombre moindre de points multiples d'ordre plus élevée formant un
ensemble équivalent Çcornme il sera expliqué') à n—i points doubles^
mais sous la condition expresse qu'un y ait pas de points multiples sur
les frontières de l'aire A. Cette restriction, dorénavant admise^ ne sera
levée (fil à la /In du Mémoire.

La fami l le des l ignes de niveau LJ ==-= a ne peut présenter de singu-
larité qu'aux points critiques où U^. et U\. s 'annulent s imul t anémen t .
Comme U est harmonique, un point cr i t ique est un point multiple à
tangentes réelles et distinctes pour la l igne de niveau qui passe par ce
point. On le vérifie faci lement en développant la fonc t ion analy-
t i q u e U+ t ' y par La formule de Taylor et en séparant le réel et l'ima-
ginaire.

Les contours C et G/, font par t ie de la famil le U = a pour les valeurs
a == o et a == A/.. du paramètre. Faisons décroître ce paramètre a depuis
la valeur o jusqu'à la plus petite des valeurs A/;. La lignede niveau
(d'abord en coïncidence avec C)vase déformer en se rétrécissant cons-
tamment. La nature de cette déformation est sous la dépendance du
principe suivant : la valeur de U est toujours plus petite sur la courbe
qu'à l'extérieur et p lus grande qu'à l'intérieur^ égalité exclue, parce
que la fonction U est harmonique. Suivons la déformation de la courbe
à partir du contour G. Un point multiple ne peut se produire que si la
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courbe rencontre un point critique. Or, à cause da principe énoncée • i l
est impossible qu'une branche nouvel le se greffe sur la courbe. Il faut
donc que deux ou plusieurs points, situés sur des arcs différents de la
courbe en. déformat ion, v i e n n e n t en coïncidence au point c r i t i que , de
sorte que, à cet instant,, la courbe prend la figure d 'un / t rè f le à plu-
sieurs f eu i l l e s soudées au point cri t ique. Si la courbe r encon t r a i t au
même i n s t a n t plusieurs points c r i t iques , il Y' a u r a i t p lus i eu r s trèlles
extérieurs les uns aux autres et soudés entre eux. Si le paramètre a
cont inue à décroître, . les feui l les se séparent et la l igne de niveau se
scinde, en a u t a n t de contours fermés différents qu' i l y avait de feuilles.
Ces Contours sont extérieurs les uns aux autres et chacun d'eux con-
t ient un vide au moins de l'aire A (s inon U serait constant à l ' inté-
rieur). On peut alors recommencer sur chacun des contours séparée le
même ra isonnement .

Le morcellement se p o u r s u i v a n t , les feuilles qui ne se sc inden t p luà
doivent f inalement venir en coïncidence avec un contour G/,; après
quoi, elles disparaissent de l'aire A et pénètrent dans les vides, où
leur existence, comme celle de la fonction II el le-même, n'est p lus
assurée que sur le bord.

S'il n'y a que des points doubles parmi les points mult iples , chaque
partage d'un contour fermé se f a i t en deux feuil les seulement. Il y a
donc aulant de points doubles q u e de dédoublements nécessaires,
c'est-à-dire 72. — i. Il n'y en aura pas davantage car, s'il y avait n points
doubles , le partage se ferait en n -+-1 morceaux, et l 'un au moins ne
pourrai t pas con t en i r de vide de l'aire A.

S'il y a des points mult iples d'ordre supérieur, ils comptent pour
plusieurs points doubles. Un point mul t ip le d'ordre p est le point de
soudure de p feuil les et compte, par conséquent, p o u r ? — i points
doubles.

Pour simplif ier l 'exposition, nous supposerons qu'il n'y a que des
points doubles et celte réserve ne sera levée qu'à la fin du Mémoire
(§VI). , _ ^ ^ ; - . . , . • ' , ^ 1 . ' ^

15. DÉFINITIONS DÈS- FONCTIONS f{z} ËT'F^). ~ Avec ' l e s 'deux ' fonc"
f i o n s associées U et V, formons la fonction analyt ique de ^ = x 4- yi,

f(z}-== IJ -4- /V " ,
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Comme V comporte une constante arbitraire d'intégration, cette fonc-
tion comporte une constante additive arbitraire, purement imaginaire.
Cette fonction fÇs) est régulière en tous les points de l'aire A et de
ses contours, mais elle n'est pas uniforme dans l'aire : elle augmente
de 2'îzz quand z décrit un contour fermé C/,. (car Y augmente de 2ïi) et
elle augmente, par conséquent, de -in^i sur un circuit fermé, tel le
contour extérieure, qui enveloppe tous les contours C/..

La fonction/(/s) admet , dans l'aire A, une dérivée
J/(..)=:U,4-/V:,=:lJ:,-/-UI,..

Cette dérivée a pour zéros les points mult iples des lignes de niveau
U == a. Un zéro d^ordre n àa f Çz) entraîne pour la l igne de niveau un
point mult iple d'ordre n-+-i de multiplicité. On s'en assure aisément
au moyen du développement taylorien de 7*(^). Mais nous avons fait
l'hypothèse que tous les points multiples sont d'ordre 2; donc, par
hypothèse, cette dérivée admet n— i racines simples dans A et, de
plus, il n'y en a pas sur la frontière.

Posons main tenan t
V(z)=e^^.

La fonction ¥ ( z ) sera uniforme dans l'aire A, car les périodes de
/(^) sont des multiples de 2 TU. On a

|F(..)|==^;

par conséquent, le module de F(^) est constant sur chacun des con-
tours C et C/, de l'aire A. I I est égal à l 'un i té sur le contour C, où U===o;
et, sur les contours C , , C.j, . . ., C/,, il prend la sui te des valeurs <^i
(car les A sont négatifs)

Les dérivées de f\z) et de F(^) ont les mêmes zéros au même ordre
de multiplicité. Donc f ' Ç z ) admet n—i racines simples dans l'aire A
et rCa pas de racine sur sa frontière. Cette restriction, faite par hypo-
thèse, ne sera levée qu'à la fin du Mémoire (§ VI).

16. THÉORÈME D'UNICITÉ. — La fonction f{z) dont la partie réelle est
constante sur chacun des contours de l'aire A et dont la partie imaginaire
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a toutes ses périodes égales à 2 TU 5 est déterminée par ces conditions à une
constante additive près\

En effet, si deux fonctions satisfont à ces conditions, leur différence
aura encore sa partie réelle constante sur les contours, mais les
périodes de sa partie imaginaire seront toutes nulles. Dès lors, cette
partie imaginaire sera constante sur les contours où la partie réelle
est extrémée (comme dans la démonstration du n° i l); donc la diffé-
rence en question, étant constante sur une ligne, le sera dans toute
l'aire A.

Il suit de là que :

La fonction F(^) est déterminée à un facteur constant près par
la condition que son module soit constant sur chaque contour de
l'aire A et que son argument croisse de 27: sur chacun des contours
internes.

Ces théorèmessont indépendantsdè toute hypothèse sur les dérivées
des fonctions/(.s-) et F (Y).

17. PROLONGEMENT ARTIFICIEL DE LA FONCTION F(^) A L'INTÉRIEUR DES VIDES

DE L 'AIRE A. —, Nous allons définir u n e fonction artificielle F|(^), con-
tinue et uniforme dans l'aire, simplement connexe, qui comprend A
et ses vides et que nous appellerons Vaire A comblée. Cette fonction
Fi(^)seraholomorphe dans l'aire A où elle coïncidera avec F(-^), mais
elle cessera d^ètre analytique dans les vides.

Cette fonct ion se détinit d 'une manière analogue dans chaque vide<
Considérons l 'un d'eux en particulier, intérieur au contour G/,- : c'est
une aire s implement connexe A/... Choisissons un point a/^ dans son
intérieur , et représentons cette aire A/, du plan z sur un cercle T / , de
centre origine et de rayon ^ dans un plan 'C. La correspondance
s'exprime par une fonct ion, holomorphe dans A/...

Ç=:0,(,3).

En chaque point de l'aire A/, se croisent une ligne d'égal module et
une ligne d'égal argument de cette fonction. La ligne d'égal module
est fermée. Celle d'égal argument part du point a/, et rencontre le con"
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tour ÇA. en 11.11 po in t ^f. Ceci e n t e n d 14 no us définissons la fonc t ion Fi^)
en posant, par c o n v e n t i o n ^ au poin t z' du vide A/..,

inod F., (,s ) == inod cp/.( z ), ' arg- F, (z } = ar^' Ff,'.^).

II est clair que cette fonc t ion F, (..;?") ne sera. généralement plus analy-
tique, mais elle es tcontmue dans A/,, et se raccorde par con t inu i t é avec
F(^ ) l e long du contour C/,. L'argument de F,i(.^) croîtde '2 ri s u r l e c o n -
to.ur d'une... l.ign'e d 'égal 'module (comme sur C/,),' de sor te-que Fi(^)
prend, une fois et une fois 'seulement^ chaque valeur de ce module dans
A';, donc aussi chaque va leur de module ^^Â/.-. II s 'ensuit qucTéquat ion

admet;, en chaque poin.l. t du cercleT/,, u n e racine ^ et une seu le située
à l ' in té r ieur du vide A/.. Cet te racine est fonction c o n t i n u e de ^ quand
avar i e dans le cercle Tu ^ sur sa f ron t i è re . On opère de même dans
tous les vides. . " " ' • "" - .

La fonction F j ( ^ ) est m a i n t e n a n t définie dans Faire A comblée et
elle est partout con t inue . L'équation précédente, F] (s) =^ a d m e t
line racine z et une seule" dans chacun des vides A/, pour lesquels
l 'exponentiel le correspondante e ' - k .surpasse le module de la valeur
assignée à t.

IV. — Étude des équations''F ( ,3 ) ==ç et b \ [ z ) = ' c

18. TrntORÈME. — Inéquat ion

. - _ . „ , . . F , - ( . î )=Ç<, ' , , ^ , .

admet n racines" z pour toute valeur donnée^ 'Co? d-e ^ dans le cercle de
rayon un et de centre origine.

Désignons par F ce cercle de rayon un a u t o u r de For ig ine dn plan t^
cercle qui const i tue le d o m a i n e du po in t C q u a n d z décr i t Faire A
comblée.

Cette -équation admet une racine z dan.s chacun des vides A/, (fron-
tière-compris.e) pour lesquelles1 ^^ surpasse, le module de ^p ainsi
qu'on vient de le dire à la fin du numéro précédent. Il reste à montrer
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que les autres racines prévues dans l 'énoncé se trouvent dans l 'a i re À
où F, =F).

Posons
-. —^i\,-^v«.•ïii — '-" ?

i l v ient
Y { ^ j __ Y ^ ——. ^l'—/V__ ^i\,-+-/V«

Cette expression est une fonction holomorplie de z dans l 'aire A; le
nombre de ses zéros dans iTmIérieur de l'aire est égal au nombre de
circonférence s don t au g m e n t e son argu m ent q ua nd z d écrit leçon ton r€ ,
d iminué du nombre de circonférences dont i l augmente , sur l 'enseïttbie
des contours i n t é r i e u r s C/,. On suppose le module de ^, différent des
exponentiel les e ' - i . en sorte c^u'il n'y ait pas de racine sur les contours.

Sur le contour C et sur tous Ses contours ÇA. pour lesquels c^.
est >> | ^,, , on a

lî>lJo. . :
Donc, si nous écrivons

F {.z ) — Ç,, == e^1^ (i - e^^-^ v'.-v i ),

nous voyons que l ' a rgument de la dif lerence entre parenthèses ne
peut varier d 'une circonférence entière. 'En eiïet, l 'exponentiel le , étant
de m o d u l e <^ ï , la p a r t i e réelle de cette di l ïerence est loujours posi-
tive. Par conséquent , l 'argument de F( :? )—^o augmente du même
nombre de circonférences que V, qui est l^irgument du premier
facteur, à savoir n circonférences sur G et u n e sur chacun des contours
C/, considérés .

Au contraire, sur les contours G/, pour lesquels e^ est <; FCo [, on a
U< Uo. On écrira

F ( 3 ) — ç, = e1'"-"^'^ i —^[;-^^-Y-v"i ).

L'argument (.le la différence entre parenthèses rev ien t à , sa va leur
i n i t i a l e sur le circuit G,/.- comme dans le cas précédent, mais le premier
facteur est ma in t enan t constant. L ' a rgument de F(^) — ̂  revient : donc
a sa valeur i n i t i a l e et i l n 'y a pas de circonférence à retrancher du chef
de ces contours.

Le nombre des racines de F(^) contenues à l ' in té r ieur de A est donc
égal à n, d i m i n u é du nombre des exponent iel les e ' supérieures à 1^ j ,
ce qu i prouve le théorème.
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19. POINTS DE RAMIFICATION DES RACINES -j. — Nous venons de prouver
que l 'équation

F, (^=S

admet n racines ^ pour chaque valeur de ^ d a n s le cercle F de rayon un.
Les racines ^ comprises dans les vides de l'aire A sont d i s t inc tes puis-
qu'elles sont dans des vides différents. Celles comprises dans l'aire A
sont racines de F(;?)=C et sont distinctes aussi , sauf si elles sont, en
même temps, racines de F'(J). Nous supposons (n° 15) que cette
dérivée n'a que des racines simples; elle admet donc, dans l 'aire A,
n—i racines distinctes p i , p s , — . ? p/i-r La fonction ;; de Ç admet
donc n— i points de ramificat ion, à savoir

Ç , = = F ( p , ) , Ç,=F(p,) , . . . , Ç^=F(p^,).

Deux racines z se permutent quand t t ourne autour de l 'un de ces
points critiques. Il va être établi, comme dans le cas d'un polynôme
(n° 4), que ces n — i points critiques sont. distincts les uns des autres.

Si l'on fait varier *€ sur an chemin c o n t i n u dans le cercle F, les
n racines ^ peuvent ê t re suivies par continuité dans l'aire A comblée,
pourvu que ^ ne passe pas par l'un de ces po in ts critiques. Nous avons
alors le théorème suivant :

Les n déterminations de ^ ne constituent qu'une seule fonction continue
de *€ dans le cercle F, c"'est-à-dire que Von peut passer par continuité d'une
détermination quelconque à toute autre en faisant décrire à Ç un chemin
approprié dans ce cercle.

Soient, en effet, ^ et z\ deux valeurs de z d o n n a n t à ^ la même
valeur ^n et appartenant à l'aire A comblée. Traçons, dans cette aire,
un chemin continu al lant de ^, à z"^ sans passer par un p o i n t c r i t ique p.
Le point ^ décrira un chemin fermé cor respondan t , par tan t de 'Co et y
revenant, sans passer par un po in t critique 'C/,. Réciproquement, si l'on
fait décrire ce chemin à ^ et qu^on suive la valeur de z à partir de la
valeur initiale :̂ , on reviendra au point t^ avec la valeur finale z[^ 0 *

'1Q. THÉORÈME. — On peut construire dans le plan ̂  à l'intérieur du
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cercle r, un système cyclique de lacets et un système cyclique de coupures
concernant la fonction J.

Si nous considérons les n racines de l 'équation
F,m==:;. • •

et si. nous faisons variera dans le cercle F (qui est une aire à connexion
simple), nous pouvons appliquer tous les principes sur laquelle se
fonde la théorie des lacets et des coupures (n° 4). En particulier, deux
chemins sont équivalents s'ils se ramènent l 'un à. l 'autre par une
déformation con t inue sans sort ir du cercle r ni traverser de point cri-
tique ^/,.

Choisissons donc, dans r, un po in t in i t ia l ̂  ou z soi t susceptible de
n valeurs différentes, et joignons-le aux divers points de ramification
distincts ^ i , ^5 . . .. Les lignes menées ainsi définissent des lacets per-
mutant deux à deux les valeurs ini t iales z-^ :r.°,. . . de -j, lesquelles sont
liées entre elles comme dans le cas d 'une équation algébrique irréduc-
tible. 1,1 n'y a rien à changer au principe de F inversion (n° 4) des lacets.
On. peu t donc, en modifiant convenablement les lacets, rendre le sys-
tème cyclique, c'est-à-dire tel qu'en partant avec la valeur de début ^
on revienne avec une valeur nouvel le après chaque lacet et qu'on
retrouve toutes ces valeurs, ce, qui prouve qu'il v a n — i lacets. Ceci
suppose toutefois (:[ue la dérivée F^',;?) n'ait que des racines simples ou
que tous les lacets soient binaires, supposit ion que nous avons faite
(n°15).

Au système cyclique de lacets, nous s u b s t i t u o n s main tenant un sys-
tème cyclique découpures. A cet effet, nous joignons chacun des points
critiques î^, ^_>, . . ., ^//-i à la circonférence F ( l im i t an t le cercle de
même nom) par des lignes L|, L a ? . . . ? Ln-\ ̂  se rencontrant ni elles-
mêmes ni avec les lacets, de sorte qu'elles se suivent au tour de la cir-
conférence F dans le même ordre circulaire que les lacets autour du
point to. Les diverses branches ^, < ? 2 , . . . ^//, définies par les valeurs
initiales ^, ^.°, . . ., ̂  seront séparées par les coupures, qui forme-
ront aussi, comme on l'a expliqué au n0 4, un système cyclique. Les
diverses branches se permirteront entre, elles par la traversée des cou-
pures dans le même ordre que leurs valeurs i n i t i a l e s par la description
des lacets.

Ann. Éc. Norm., (3) , XL VII. — SEPTEMBRE i()3o. ^7
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V. — Résolution du problème posé. Représentation de l'aire A
sur une aire attachée à un polynôme.

2 1 . THÉORÈME. — Soit P(^ ) un polynôme de degré n et soit Fi(^) la
fonction définie au paragraphe précédent; la condition nécessaire et suf-
fisante poar que Inéquation

. " " P(«)=F,(;:O

établisse une relation bicontinue et biuni forme entre ^ et u^ quand zî^arie
dans Faire A comblée^ et que les fonctions u et ^ de 'C, définies par les
équations

' P(«)==Ç et F,(^ ' )==Ç,

admettent le même système cyclique de coupures dans le cercle F du
plan t.

Cette condition est suffisante. Nu.merofcon.s les .branches de u et de^
dans l'ordre de succession du cycle, et fa isons correspondre u^ à ^ i ,
u^ à ^.j, etc. La correspondance entre // ei ^ est alors b iun i fo rme . Elle
est, de plus, bicont inue, puisque les brandies se permuten t par conti-
nu i té de la même façon à la traversée des coupures.

La condit ion est nécessaire. Soit, en ef fe t , L| , L ^ , . . . . L/,,.,, un système
de coupures qui soit cyclique pour :?; il le sera aussi pour u si ^ et use
correspondent un i formément . En effet, soient ^ , , ̂ , ..., j/< les branches
de ^ permutées cyc l iquement ; les valeurs ^i de u qui correspondent
à ^ i , celles u^ qui correspondent à-j . j , etc. sont déterminées unifor-
mément par hypothèse et elles définissent a u t a n t de branches de la
fonction a qu i se permutent cycliquement avec celles de ^ à la traversée
des coupures.

2'2. REPRÉSENTATION DE L'AIRE A SUR UNE AIRE D ATTACHÉE A UN POLYNOME

,.P(u). — Les coopures L i , La , . . . , L//.,-., que nous avons tracées dans le
plan ^ au n° 20 s'arrêtent à la circonférence F, parce que ^ ne dépasse
pas cette frontière quand avarie dans l 'aire A comblée. Prolongeons-les
jusqu'à l ' infini; nous pouvons, par le théorème du n° 5, construire un
polynôme P(^) de degré n à racines distinctes qui admet ces coupures
comme système cyclique. Alors P(^) et 1̂  ( ^) admettent le même sys-
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terne cyclique de coupures quand ^ varie dans l'aire A comblée. Par
conséquent, en vertu du théorème précédent , l 'équation

P ( ^ ) = = F , ( . ^ )

fait correspondre uniformém.ent à Faire A. comblée la portion du plan u
qui est in t é r i eu re -à la cassinienne ]P(^ . ) [ == i. Mais, dans A; F , ( ^ )
s'identifie avec V ( z ) qui est holomorphe, et le problème de la repré-
sentation de l'aire A est résolu.

L'équation
P [ U } = F { Z ;

fournit la représentation conforme cherchée de P aire A du plan z sur la
portion D du plan u (fui est bornée par les n 4- î cas.nnien.nes

\ P ( / / ) ; = = i. \P(u}\==: e^ {k=. 1 . , o, . . ., n •)

avec correspondance des contours extérieurs.

La première cass in ienne enveloppe toutes les racines de P(^) , car
l 'argument de P { u } augmente de /?, circonférences sur son pourtour
(comme ce lu i de F sor G "). Les autres cassiniennes enveloppent cha-
cune une racine d i f fé ren te du polynôme, car l 'argument de P ( ^ ) '
n 'augmente que d 'une circonférence sur leur pourtour (comme celui
de F sur G/,-).

'23. CLASSES DE POLYNOMES. — Deux polynômes P ( u } et Q(v) de
degré n et à racines distinctes sont de la même classe si leurs racines
forment des figures semblables.

Les aires attachées à deux polynômes difFérents de la même classe
sont évidemment semblables. Par conséquent , si une aire A est repré-
sentable sur une aire at tachée à l'un, elle l'est encore sur une aire
attachée à l 'autre. Mais la réciproque est vraie aussi, en vertu du théo-
rème su ivan t :

24. THÉORÈME. — Si l'aire A peut être représentée simultanément sur les
aires D et D, attachées à deux polynômes différents P(u} et Q(^) de
degré n, avec correspondance des contours extérieurs, ces deux poly-
nômes sont de la même classe,
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Supposons que l'aire A du plan ^ soit représentable sur une aire D
du plan u attachée à un polynôme 'PÇu} de degré /?., avec correspon-
dance des contours extérieurs; la f o n c t i o n - ? / = o(:?), qui établit la
correspondance, fournit la transformation

P(^)=F( .3 ) . . !

La fonction F(^) ainsi déf in ie est de module cons tan t sur les con-
tours G et C/, de l 'aire A(auxquels correspondent les cassiniennes qui
bornent l'aire D). Les n cass in iennes , qui circonscrivent les vides de
l'aire D, doivent contenir une racine de P( /^ ) et n'en peuvent, par
conséquent, contenir qu 'une seule. Donc, l ' a rgument de P(?/) aug-
mente de 2T; sur le contour d 'une cassinienne intér ieure, et celui de
F(^) augmente de la même quant i té sur chacun des contours in te rnes
de Paire A.

De même, si l'aire A est représentable sur une aire D, du plan r,
attachée à un polynôme Q(^) de degré n, avec correspondance des
contours extérieurs, on a la relation analogue

Q(^)=:<|ï(,c).

La fonction ^ est de module constant sur les contours G et G/, et son
a rgumen t augmente de 2 ri sur chacun des contours internes G/, de
Paire A.

Donc, en vertu du théorème cPunici té n° 1(>, les fonctions F et <&,
qui ont ces propriétés communes, ne d i f f è r e n t que par un facteur
constant h, et l'on a, dans Paire A,

^(,^)==AF(,ï) .

Donc, les poin ts // et (1 des aires D et D| , qu i correspondent uni for-
mément aux valeurs de ^ dans A, se correspondent un i fo rmémen t
entre eux et sont liés par la relation; déduite des trois précédentes,

Q(P)== h ?( / / ) .

Cette relation admet donc une solution F = = ^ ( / / ) qui é tabl i t une
correspondance uniforme entre les points des aires D et D , . Cette
solution fait correspondre, en particulier, d'une man iè re uniforme les
contours des vides de ces deux aires. Mais alors la correspondance
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s 'étend d'elle-même à l ' in té r ieur des vides avec son caractère d 'uni -
formité. En effet, les vides sont des aires simplement connexes et sans
points critiques intérieurs (^.La solution ^=^(11) de l 'équation
précédente est donc déterminée d 'une manière uniforme à l ' intérieur
d'un vide par sa valeur initiale en un point du bord. Cette solution est,
par suite, uniforme dans les aires D et D, comblées. Ces aires comblées
sont simplement connexes et cont iennent tous les points critiques;
donc l 'uniformité de la s o l u t i o n s'étend à tout le plan. Nous pouvons
appliquer le théorème du n° 8 et affirmer que u et r sont liés par une
transformation linéaire r =pu + q. Donc, les racines des polynômes P
et Q forment des figures semblables, et les deux polynômes sont de la
même classe.

Nous dirons que l'aire A appartient à cette classe de polynômes et
aussi à chacun des polynômes de cette classe en particulier.

On observera que la démonstrat ion que nous venons de faire est
indépendante de toute restriction concernant les racines des dérivées
de F(^) et de P(^).

25. UNICITÉ DE LA S O L U T I O N !)K L'ÉQUATION P(^) == F(,^). — II S'agit de

montrer que, sauf des cas exceptionnels de symétrie, cette équation
déf in i t une seule fonction un i fo rme // de ^; ensuite que, même dans
ces cas de symétrie, deux so lu t ions se ramènent l 'une à l 'autre par un
s imple déplacement dans le plan et qu'on peut les considérer comme
géométriquement équivalentes .

Si l'équation P ( ^ ) = = = F ( ^ ) admettait une seconde solution uni-
forme <', d^où P(^) == P('i'), le ra isonnement fait, dans le numéro pré-
cédent établirai t que la re la t ion P{u) = P(i') entraîne entre u et r une
relation b iun i fo rme dans tout le plan. On aurait alors, par le théorème

( ' ) En effet, une cassinienne fermée qui ne contient qu'une racine de P ne
peut enclore une racine ûj de V. Si elle enfermait û),'elle devrait enfermer toutes
les feuilles soudées en ce point multiple et. par suite, les diverses racines de P
comprises dans ces feuilles. L'uniformité de la correspondance dans les vides
résulte aussi de l'observation suivante : Si l 'argument de P U / ) croît de '27; sur la
cassinienne | P | =: a, P prend, dans son intérieur, une fois et une fois seulement
toute valeur de module << a. .
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du n0 8 où il faut faire li == i,

où c est une constante, et a u n e racine n^16 de l 'unité. Si l'on place
Forigine des axes au centre des moyennes distances des racines du
polynôme P, la constante c est nulle, car la somme des racines est
nulle pour u comme pour r, et l'on a

Cette substitution revient à une rotation des axes de coordonnées
autour du centre des racines, et le polynôme P(^) doit se reproduire
par cette substitution, sinon Inéqua t ion P(^) = P(a / / ) déterminerai t^.
H faut donc que la figure formée par les racines du polynôme P(^)
revienne en coïncidence avec elle-même après une rotation d'une frac-
tion de tour autour du centre des racines, ce qui exige que cette figure
possède une symétrie d 'un ordre correspondant par rapport à son
centre.

En général (sauf pour les deux premiers degrés), cette symétr ie
n'existe pas et les deux solutions n et. < ' se confondent ,

Dans les cas de symétrie, une rotation d'une fract ion de tour ramène
la figure formée par les racines en coïncidence, avec elle-même et fait
coïncider les so lu t ions u et c. Celles-ci sont donc géométriquement
équivalentes,

^6. CORRESPONDANCE ENTRE LES INDICES A/ DE L'AIBE A, ET LES 'RACINES Of DU

POLYNOME P(^). —- D'après sa définition (n0 12), chaque indice X, est
attaché à un contour intérieur C/. La relation entre u et s fait corres-
pondre au contour C / (donc à À/ ) une cassinienne déterminée et, par
conséquent, la racine unique a, contenue dans celle-ci. S'il n/existe
qu'une seule fonction // de s, cette correspondance est univoque. Dans
les cas de symétrie, on peut permuter les racines et les cassiniennes
qui se superposent simultanément après une fraction de tour ramenant
la figure D en coïncidence avec elle-même, mais ces deux solutions ne
sont pas géométriquement distinctes.

^7. THÉORÈME.— II n'existe généralement quime seule manière de
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représenter une aire A de l'ordre n-^-i de connexion sur une aire
donnée I) attacliée à un polynôme P(^) de degré n, avec correspondance
des contours extérieurs. S^il y a plusieurs solutions^ elles sont siiperpo-
sables. Dans ce cas y raire D présente une symétrie d^iin certain ordre par
rapport au centre des racines de P(u) e£ les diverses solutions s^ obtiennent
en faisant tourner l^aire D autour de ce centre : il y a autant de solutions
que de coïncidences de la figure D avec elle-même dans une révolution
complète autour du centre.

C'est la conclusion des constata t ions précédentes. Dans le cas
généraly la ligure formée par les racines du polynôme est dissymé-
trique et il n'existe qu'une seule fonct ion "u de -z représentant l'aire A
sur D.

Dans les cas de Symétrie, i l existe plusieurs fonctions // satisfaisant
à l 'équation P(^) = T { z ' ) et qui correspondent aux diverses orien-
tations dans lesquelles la figure des racines se superpose à elle-même.
Mais les indices À/,-restent attachés aux racines ^/.entraînées dans cette
rotat ion; la figure D test aussi et doit revenir en coïncidence avec
elle-même, ce qui prouve le théorème.

CAS PARTICULIERS. -- Si l'aire A est doublement connexe, le poly-
nôme P est du premier degré, la figure D est une couronne circulaire
symétrique pour toutes les orientations autour du centre, f/aire A,
représentable sur l'aire D, l'est donc d'une inf ini té de manières^ ce qui
est bien connu, mais ces solutions sont géométriqu'ement équiva-
lentes.

Si Faire A est à connexion triple, le polynôme est du second degré
et la figure des racines se superpose par un demi-tour autour du
centre. Donc, si les deux indices de l'aire A sont égaux, la figure D
reviendra en coïncidence après un demi- tour et l'aire A est représen-
table sur l'aire D de deux manières différentes.

28. THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour que deux
aires A et ̂  du même ordre de connexion soient représentables l^ime sur
[''autre avec correspondance des contours extérieurs, est qu'elles appar-
tiennent à la même classe de polynômes et quelles admettent^ en corres-
pondance avec les mêmes racines de l^un d^eux, PÇu), la même suite
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d'indice A,. Cette représentation de. A sur A7 n'est généralement possible
que d\me seule manière. S'il en est autrement, c^est que l\iire D attachée
au polynôme P(^) sur laquelle elles sont représentableSy possède une
symétrie d^un certain ordre autour du centre des racines de ce polynôme.
Alors A peut se représenter sur -̂V d\iutant de manières différentes que
faire D retient de fois en coïncidence avec elle-même quand elle fait une
résolution entière autour de ce centre.

Ce théorème est la conséquence immédiate des précédents parce
que deux aires qui sont représentables sur une même troisième^ le
sont Pune sur l 'autre, et réciproquement.

CAS PARTICULIERS. -— Les polynômes du premier degré sont tous de la
même classe, tous ceux du second degré le sont aussi, car leurs
racines forrhent toujours des figures semblables. Par conséquent, les
aires doublement connexes sont toutes de la même classe et représen-
tables sur une aire attachée à un polynôme quelconque du premier
degré. Les aires triplement connexes sont [eûtes de la même classe et
représentables sur u n e aire attachée à un polynôme du second degré.
Il faut seulement choisir des cassiniennes appropriées.

Pour que deux aires A et A7 de l'ordre 2 de connexion soient repré-
sentables l 'une sur l 'autre, il suffît quelles a i e n t le même indice rela-
t ivement au même polynôme P(^) du premier degré. Si elles sont du
troisième ordre de connexion, il suffit qu'elles aient les deux mêmes
indices (dans un ordre quelconque ) par rapport à un polynôme P(^)
du second degré. La quest ion de classe ne se pose plus. Elle n'inter-
vient qu'à partir du quatrième ordre de connexion.

VI. — Cas où les racines de F ' ( s ) sont multiples
et où elles sont situées sur les contours. Facteur de déformation.

29. EXTENSION DES THÉORÈMES GÉNÉRAUX DANS LE CAS OU LÀ DÉRIVÉE F^)

POSSÈDE DES RACINES MULTIPLES DANS L'INTÉRIEUR DE L'AIRE A, MAIS NE S'ANNULE

PAS SUR LE BORD. — Dans ce cas, les raisonnements qui reposent sur la
considération des systèmes cycliques de coupures tombent en défaut .
Mais, quand les racines mult iples de F ^ z ) sont intérieures à l'aire A
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et que cette dérivée ne s 'annule pas sur les contours, il suffit de modi-
fier inf in iment peu. les contours pour dissocier les racines mult iples et
tourner la difficulté.

Nous définirons la déformation des contours par celle de la fonction
F(^), dont le module reste constant sur ces lignes. A. cet elÏet, nous
multipl ierons F(^") par le facteur e'\ où s est un inf in iment petit
positif, et nous donnerons à ce facteur auxiliaire- le nom de facteur de
déformation.

Là f o n c t i o n nouvelle 'V{^}e^ a pour dérivée logarithmique

F^) _
F^)'""^

et celle-ci n 'admet plus, pour s inf iniment petit, que des racines
simples co^ o/.., . . ., <.o^,. En effet, chaque racine mult iple se trouve
dissociée en un nombre équivalent de racines simples in f in iment voi-
sines et les autres racines sont infiniment peu déplacées.

Les lignes de niveau [F =i et F|=^ dont font partie les con-
tours C et C/,, sont remplacées par les lignes de niveau de la nouvelle
fonction

I F e^\==.i. ; F e~- \-=ei•l•\

qui comprennen t des contours également fermés C et C^ infiniment
vois ins des anciens contours C et C/, et qui l imitent une nouvelle aire
A7 i n f i n i m e n t voisine de A. Cette cont inui té admise clans la défor-
mation des contours fermés pour £ in f in iment petit ne prête pas à
objection, car la déformation se fait sans rencontrer de racines de la
dérivée de Yc^Çqm seraient des points critiques). On sait (n08 14
et.15 ) que ces racines sont des points multiples à tangentes distinctes
pour les l ignes de niveau qui y passent. La difficulté qui en résulterait
ne se présentera pas ici, puisque ces racines sont exclues des contours
(c/.n°3.1).

Toute la théorie antérieure s'applique à l'aire A'. Cette aire appar-
tient à un polynôme

P, ( // ) =r ( { { — f/i ') ( U — €1^) ... (U — ^/Q :

et la relation
P,(ir)=V{z}e^

'-» o
Ann. Èc. Norm., (3) , XLVIL — SEPTEMBRE 1930. cîo
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établit une correspondance bicoti l inue et biuniforme ^ = = = © , ( ^ ) entre.
l'aire. A/ du plan s et uiie aire IV attachée, au polynôme P, (^) . Les
racines a^ a.^ . . . , ^/, de ce polynôme peuvent être supposées liées
par les équations (2 ) du, n0 à où i l faut s e u l e m e n t remplacer c,o/., parco^.
et ^/, par t^ qui est égai à F^c'j^)^2"1/.. Alors, comme au n° 5, ces
racines a sont des fonctions bornées et continues des C/,? donc de £, et
elles tendent vers des l imi tes déterminées quand s tend vers zéro. Le
polynôme P, (^) a donc pour l imi te un polynôme bien déterminé P(«).

La solution u = "piC^) de l 'équation

est aussi une fonction con t i nue do £, puisque tel est le cas pour les
racines, donc pour les coefficients du polynôme P,( ^). Cette solution
tend 'donc , quand s tend vers zéro, vers un i 1 solution ^ = = ç s ( ^ ) de
l 'équation P( / / ) === F(-?), et cette solution établit une correspondance
b icon t inue et b iunifonne (Mitre les points dp l 'aire A et ceux d 'une
aire D attachée au. polynôme P(^). Le théorème fondamenta l du n° '22
subsiste donc dans le cas actuel. Les théorèmes ultérieurs du para-
graphe précédent (n o s 23 à 28) subsistent aussi', car ils sont indépen-
dants des 'restr ict ions imposées aux racines de F^).

30. .SUH L'EMPLOI DU FACTEUR DE DÉFORMATION DANS LE CAS OU LA DÉRÎVEE

¥ ' Ç s ) S 'ANNULE SUR LES FRONTIÈRES. •— Le pnncipe de la, démonstrat ion
précédente s'étend au cas où F' (z) s 'annule sur les contours de l'aire A.
Il suffit, pour généraliser cette démons t r a t i on , de déf inir , en fonction
de £, une modification inf in iment petite des contours qui écarte les
racines du bord et dissocie les racines mul t ip les . Nous pensons qu 'un
simple déplacement de l 'un des contours de l'aire produirait cet effet,
mais nous n'en avons pas trouvé la preuve absolue. C'est pourquoi
nous généraliserons le procédé du facteur de déformation, dont la
démonstration" précédente offre l 'exemple le p lus simple.

La démonstration complète du théorème du n° 22 est donc ramenée
désormais à la const ruct ion d'une fonct ion holomorplie co(^), telle que
le facteur de déformation ^f t>, où £ est un in f in iment petit positif,
substitue aux lignes de niveau log| F -== X/,, dont les contours C/, font
partie, des lignes de niveau inf iniment voisines^ log | Fe^' | == À/,, con-
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tenant des 'contours fermés C^ inf in iment voisins des C/.- et ne passant
par aucun point multiple. En effet, ce résultat ob tenu , on remplace
l'aire A par l'aire A' circonscrite par les nouveaux contours C/etC;,, et
i l n'y a plus de racines de la dérivée de ' ¥ e ^ sur les frontières, puisque
les lignes de niveau n'y admettent plus de point mul t ip le .

Nous ne nous sommes pas encore préoccupés de la dissociation des
points mul t ip les éventuels, mais cette question1 peut être i m m é d i a -
tement élucidée, de manière qu'on n'ait p lus à s'en inquiéter. La disso-
ciation est déjà assurée si les dérivées de F et de co n'ont pas de racines
mult ip les communes , en particulier si o/ ne s 'annule pas, ce qui sera
le cas dans la démonstration du n° 39. En toute hypothèse, cette disso-
ciation s 'obtient par l ' in tervent ion d 'un facteur de déformation supplé-
mentaire y\ ou € est un nouveau nombre positif, infiniment petit par
rapport à £, de manière que la nouvelle déformation soit in f in iment
petite par rapport à la précédente et incapable de ramener les racines
de la dérivée de F'^t) sur les contours .

Avant de passer à la construction de la fonct ion co(^) dont dépend
la démonstration qui reste à faire, il est utile de s'arrêter sur les cir-
constances particulières qui se présen ten t lorsque F 'Cj ) admet des
racines sur les frontières.

31. CONDÏTÎONS PARTICULIÈRES IMPOSÉES AUX POINTS MULTIPLES SITUÉS SUR

LES CONTOURS. — Si la dérivée F^"^ ) admet une rac ine sur un des con-
tours G/,, ce contour passe par un po in t mul t ip le de la l igne de n iveau
correspondante, l o ^ [ F | = A / , . Il en résulte des difficultés spéciales qui
j u s t i f i e n t les remarques su ivan te s :

i" Les lignes de nù'eau de F ne peuvent a^oir de point multiple sur le
contour extérieur C, ni sur celui ou ceux des contours internes dont l'in-
dice A a fa valeur minimum.

Posons, en e f f e t , conformément aux n o t a t i o n s antérieures,

Cette fonc t ion hamoinque est e^trémée sur le contour C et sur un
contour C/, d'indice À/, m i n i m u m quand ^ varie dans A, Ces valeurs?
extrêmes ne peuven t pas être atteintes, à Fintérieur de A. Il n'y aura
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donc pas de point mul t ip le sur ces contours, sinon les valeurs extrêmes
de U resteraient atteintes sur les rameaux de la ligne de niveau U = a,
issus du point multiple, qui pénètrent dans l ' intérieur de A.

2° Un point multiple ,̂ ,de la ligne U = a, situé sur une frontière C/,
est nécessairement d''ordre impair 2j}o -+-I ; d'où il suit (n° 1 5 ) que z^
est une racine d^ ordre pair 2p de P..

Cette propriété tient essentiellement à l'hypothèse que les contours
n'admettent aucun point s ingulier quand on les considère isolément
(abstraction faite de la ligne de niveau dont ils font partie).

Soit n l'ordre du point multiple Jo. La courbe U = a possède
n branches continues traversant le point ^, et nous dis t inguons clans
chacune d^el les deux rameaux opposés d'origine ^ u - Le contour G/, est
l 'une de ces branches, mais il circonscrit un vide et emprisonne dans
ce vide tous les rameaux de la ligne U = a qui s'y amorcent. Il faut
donc que les autres rameaux, amorcés dans l 'aire A, se re jo ignen t
deux a deux dans cette aire pour consti tuer des feuil les séparées. Il y
a donc un nombre pairs? de rameaux de ce côté du contour. Par con-
séquent, en t e n a n t compte de C/,, il y a 2p -+- ï branches qui passent
par le point ^o et dont 2p pénètrent dans le vide.

D^près cela, si la ligne de niveau U == a admet le po in t m u l t i p l e ^o
situé sur le contour C/.. qu'elle comprend, la famil le des lignes de
niveau ne cont ient aucun contour fermé i n f i n i m e n t voisin de ÇA,
puisque les rameaux issus du point mul t ip l e ^, en interceptent ' ia fer-
meture. C'est de là que v ien t la difficulté inhérente à ce cas parti-
culier.

3° Un point multiple d''ordre 2p 4- ï sur la frontière ne compte que
pour un point d'ordre p +1 dans le dénombrement des feuilles de la
famille U = a qui se séparent successivement dans V aire A à mesure que
décroît le paramètre a (n° 14).

En effet, il y a p feuilles soudées au point Zo qui sont situées dans
l'aire A. Il y en a également p qui sont amorcées dans le vide et dont la
fermeture reste d'ailleurs douteuse. Celles-ci sont exclues, en tout
cas, de l'aire A et ne doivent pas intervenir dans l 'énumération de
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celles qui entourent un vide de l'aire A. I l suit de là que l 'existence
d\ine racine de F'(^) sur la f ront ière met toujours en défaut le théo-
rème du n0 14 (quand les contours sont réguliers).

32. CONSTRUCTION DU FACTEUR DE DÉFORMATION QUAND F' N\V)MET Q U ' U N E

SEULE KACINE DISTINCTE SUR LA FRONTIÈRE. — Nous désignerons maintenant
par a cette racine de F^^), la seule située sur un contour et si tuée,
par exemple, sur le contour C, .

Elle peut être d 'un ordre quelconque de mult ipl ic i té .
Le contour C, fait partie de la l igne de niveau

U ==:}.,, où U == lo^ j F !.

Il s^agit de construire un fddeur de déformation e^\ tel que la l igne
de niveau

iog-i F e^ i==/.,

comprenne un contour fermé ne passant par aucun point mult iple et
inf in iment voisin de Cj (n° 30). Il, faut choisir la fonction' co(^) de
manière à réaliser cette condi t ion.

Dans ce but , nous construisons d'abord deux cercles y et y7 soumis
aux condi t ions suivantes :

Le premier cercle y peut être aussi petit qu'on le voudra; il sera tan-
gent au point a au contour Ci ; il sera suffisamment peti t pour entrer
tout entier dans le vide V que G, circonscrit et pour ne pas sortir du
domaine d'holomorphie de F(^). Ce cercle étant donné , il existe sur
la normale à G, en a et du côté du vide deux poin ts conjugués a et 6,
tels que le cercle y ait pour équation

où k est une constante donnée << ï . Les deux poin ts^ et oseront aussi
rapprochés que l'on voudra à cond i t ion de choisir la constante k suffi-
samment voisine de l 'unité. Il nous suffît de les supposer suff isamment
rapprochés l'un de Fautre pour qu'ils soient tous les deux intérieurs
au vide Y (Fan étant dans le cercle y et l'autre en dehors).

Le second cercle ^ sera centré sur le point critique a et de rayon
inférieur à celui de y, de sorte qu'il ne contiendra aucun des deux
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points a et h. Il sera suffisamment petit pour recouper tous les
rameaux de la l igne de niveau log|F = = A , issus du, point multiple, a,
et pour exclure tou t autre point d'intersection, de ces rameaux avec la
circonférence Y. Dans ces condit ions, la circonférence y et ces divers
rameaux partagent le cercle y en un certain nombre de secteurs dis-
tincts. Il importe-de remarquer que si l 'on se borne aux secteurs sépa-
rés par le contour C, , log F| est >A, dans le secteur qui appartient à
l'aire A, e t < < X i dans celui qui appartient au vide V.

Ceci fait , nous définissons la fonction co(^)par la formule

. , , i .; — a
^(^)=!og^.^—--^.

Cette fonct ion, dont la dérivée ne peut s 'annuler est holomorphe clans
Paire A et sur ses contours, et aussi dans le cercle "^, car les deux
points a et h sont dans le même vide V et sont aussi exclus de y7. Sa
partie réelle s 'annule sur la circonférence y; elle est positive à l'exté-
rieur du cercle y et négative à l ' intérieur.

Montrons main tenant que le facteur de déformation e^ satisfait aux
conditions requises, c'est-à-dire que si £ positif est suf f i samment petit,
la ligne de niveau de la nouvel le fonction

( i . ) ! io^ ¥ e^0 ! =~ A i

contient un contour fermé simple C , , inf in iment voisin de C, et ne pas-
sant par aucun point mult iple de cette l igne (i ).

En dehors du cercle donné y' qui enclôt le poin t a (seul l i t i g i eux)
la courbe (i) contient une branche C, infiniment voisine de Ci et
exempte de singularité. Cette branche pénètre dans y de part et
d'autre du point a et il suffi t de montrer qu'elle ne présente plus de
singulari té à l ' intérieur de -y7.

La l igne ( i ) passe par le.point a où co s ' annule ; mais a n'est plus un
point mult iple, parce que la dérivée de eu ne s ' annu le pas en ce point,
ni, par conséquent, celle de ¥e^ (F' étant nul ) . Je dis que la bran-
che C',, in f in iment voisine de C, , qui pénètre dans le cercle y de part
et d'autre du point a, est emprisonnée dans le secteur de ce cercle
qui est exclu des aires A et y, donc compris entre les arcs de Ci et de y.
En effet, cette branche ne peut pénétrer dans A, car elle rencontre un
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secteur où log ' [F ] est < A , et où la partie réelle de co est positive; elle
ne peut pas non plus couper la circonférence y, sur laquelle la partie
réelle de co s 'annule, car elle se trouve dans u n secteur où lou'|F|
est <A| . Enfin, comme la ligne (i') ne peut pas former 'de boucle
dans l'aire Y où F est .holomorphe, la branche C\ qui pénètre dans le
secteur considéré ne passe par aucun, point mul t ip le . C'estune branche
simple, qui passe par le po in t a, et tend tout entière vers C i quand £
tend vers zéro. Le théorème est établi.

33. SUR UNE MODÏiÏÏCÀTÏON DE LA. DÉMONSTRATION PRÉCÉDENTE. — II est

utile d'apporter u n e modif ica t ion-à la démonstration précédente, de
manière qu'elle puisses'étendre plus facilement au cas où F'CJ) s'an-
nule en plusieurs points sur les contours de l 'aire A. Il n'est pas néces-
saire que le cercle -y soit tangent au contour C, au point a. La démons-
tration réussit encore si la circonférence y coupe le contour C(,JOOWT^
que ce soit sous un angle siif/isamment petit, c^est-à-dire inférieur à
celui que font entre elles les,, branches consécut ives de la ligne de
niveau F[ = Â | qui passent par le p o i n t m u l t i p l e a.

Dans ce cas:, la circonférence y coupe le contour C, en plusieurs
points. Le cercle y, de centre a, doit être construi t assez petit pour ne
contenir que le seul po in t d ' intersect ion a et, s'il y a l ieu, pour exclure
tout arc de la circonférence y qui, pénét rera i t clans un'secteur différent
du secteur d'entrée, secteur frontière où. l'on sait que lo^ F ] est ^> A i .

Le poin t a-n'est pas m u l t i p l e pour la nouvelle l igne de niveau ( i),
pour la raison indiquée au numéro précédent. La branche du contour
C',, inf in iment voisine de Ci et comprise à l ' intérieur de y\ est, cette
fois encore^ empr isonnée entre les arcs du contour G, et de la circon-
férence y. En effet, d'un côté du po in t a, le secteur limité par ces arcs
est exclu des aires A et y et le ra i sonnement est le même que dans le
cas précédent. De l 'autre côté du point a, le secteur analogue est com-
m u n aux aires A et y. La branche G', d o i t pénétrer par ce secteur dans
le cercle Y\ car elle se trouve dans u n e région où la partie réelle de co
est négative et que le logarithme de F j est < A ) hors de A. Pointées
mêmes raisons, la branche C\ ne peut sortir de A. -Mais elle ne tra-
versera pas non plus la circonférence y, car la partie réelle de co s'an-
nule sur y et le logari thme de | F j est ^> A i dans A.
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34. CONSTRUCTION DU FACTEUR DE DÉFORMATION .QUAND F^'J) S'ANNULE

EN PLUSIEURS POINTS DES CONTOURS. — Considérons le cas général où
' F ' j s'annule sur les contours en r points différents a, , a.^ . . ., a,, et
où ces zéros sont d'ordre quelconque. Proposons-nous de construire
m\ facteur de déformation produisant, en chaque point a/, te résultat
que nous avons obtenu dans le cas d^un seul point a (n° 32).

A cet effet, nous procédons, en chaque p o i n t a/, séparément comme
nous ferions s'il était le seul (n°32). Nous construisons d'abord un
cercle y/- tangent en a/ au contour de A. Nous nous donnons un nombre
positif k<^ i et nous mettons l'équation du cercle y, sous la forme

z—a,' .

où a, et6/- sont deux points conjugués situés sur la normale au contour
de A. Par convent ion, tous les cercles y.; auront le même rayon et la
valeur de k sera la même pour tous les indices ; le rayon peut êtreaussi
petit que Fon veut et la valeur de k aussi voisine que l'on veut de
l 'unité. Les cercles "p ne doivent pas se rencontrer et les points conju-
gués a,, b, doivent satisfaire aux cond i t ions exigées dans le cas d^un
seul point a (n° 32).

Formons la fonction ra t ionne l le

- - ! (z — a i ) ( z — ^i > • • • ( •3 — ^•- )r, ( .̂  ) _ ^ (-^-rTT^T'z:'^'),.. (.^ _ ̂

Les zéros et les pôles de cette fonction sont dans les vides de l 'aire A
et il y a autant de zéros que de pôles dans chaque vide. 11 en résulte
que le logarithme de o ( ^ ) est holomorphe dans l 'aire A et sur ses
contours.

La fonction 9 Çs ') ne diffère de la fraction

que par un facteur que l'on peut rendre aussi voisin que l'on veut de
l 'unité au po in ta / - et dans son voisinage. Il suffît, en effet, pour cela
que les points conjugués a, b soient suffisamment rapprochés pour
tous les indices. On réalisera cette condition en prenant le rayon des
cercles y suffisamment petit ou k suffisamment voisin de un.
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En particulier, au point a/y la fonction •p^") elle-même prend une
valeur ç(a/-) que l'on peut supposer aussi rapprochée que Fou veut de
l 'unité sous les mêmes condi t ions.

Le voisinage du point a/ sera défini par un cercle de rayon suffisam-
ment petit autour de ce point .

Nous ne pouvons pas ra isonner sur la fonction ç(^) comme dans le
cas d'un seul point a, parce que les valeurs ç(a,) diffèrent de S'unité.
Nous sommes naturel lement conduits à construire un. facteur correctif
approprié, comme il suit :

Donnons-nous a rb i t ra i rement rpo in t sp i^p^? • • • pn distincts ou non,
mais tous situés hors de A et de ses .vides. Associons-leur r nouveaux
points y , , y.j, . . ., q,. déterminés par le système d'équations

(a,— <7i)(a,— r/.^ . . . ( -^ / . ) -==o(a^) (a^—7,? i ) (a ,—7^) ... (a^—p/.)

{ i= ï , ^ ..., r),

Ce système détermine les nombres q à l'ordre près. En effet, si l'on
désigne avec la caractéristique S des sommes étendues aux combinai-
sons d'indices i à i, 2 à 2, 3 à 3, . . . et que l'on pose

A, == Z^i, A.,= ip, p^ A,= ̂ p, p^p^ ...,

Bi=:S<7i, B^==:^ç,q^ P>,=I,q,(j^q.^ ...,

les sommes A sont déterminées par lesj» et les sommes B sont déter-
minées par le système d'équations lifaéaires, de déterminant non. nul
(car les points a, sont distincts),

<— B, aF1 -+- B,ar2 — • . .== ?(^1) (^'— A^ <-' -4-. . .)
(i=ï, a, . . ., r).

Après cela, ^ 1 , ^ 2 , . . . , y,, sont les racines X de l'équation

X^— BiX7-1 -i- B.X7-2 +. . .±'Br==o.

Si les valeurs ç (a/-) tendent toutes vers l'unité, les sommes B i ^ B ^ y • . .
tendent respectivement vers A,, A.j, . . . en vertu du système l inéaire;
par conséquent, les racines $ 1 , ^ 2 ? • • • ? ?/• d6 l'équation précédente
tendent respectivement vers j?i , p,>? • • . ,p/.d.ans l'ordre des indices si
l'on numérote ces lettres convenablement. Nous supposerons les

Ann. Éc. Norm.) (3), XLVÏL — SEPTEMBRE IQÏO. 89



3o6 C. DE LA VALLÉE POUSSIN,

valeurs ç(a,) suffisamment voisines de l'unité pour que tous les points q
soient^ comme le sont les points?;, exclus de l'aire A comblée.

Formons maintenant la fonction rationnelle

r ^ v _ _ (g—^ l ) ( - ^—^) -• ( s — P r )
^^~^_^)(,,_^) ...(,3-Ç,)

Les zéros et les pôles de ^(-?) sont tous hors de l'aire A comblée et,
par conséquente le logarithme de cette fonction est holomorphe dans
l'aire A et ses vides. La fonction ^(s) elle-même peut être rendue
aussi voisine que l'on veut de l'unité au voisinage du point a, d'indice
quelconque, à condition de rendre les points p y q suffisamment voisins-
Enfin, les valeurs ^(a,) et ç>(a<) sont inverses l'une de l'autre, de sorte
que la fraction rationnelle

y(^^)
est égale à l'unité au point a, et diffère aussi peu que l'on veut, dans
le voisinage de ce point, de la fraction

À- z - h,

Le facteur de déformation^0 est maintenant construit. Nous posons
co(^)=: log[9(^)^( .s) ]

et nous allons vérifier que le facteur <?£(l) satisfait aux conditions
requises pour la démonstration.

Dans le voisinage d^un point a, d'indice quelconque, on a approxi-
mativement, sauf une erreur que l'on peut rendre aussi petite que l'on
veut,

, ,i z — a,
^):==:lo^î—ô,•

Dans ces conditions, la courbe
( i) part. réelle GJ (.s ) ==: o

comprend, en particulier, r contours fermés c/, passant chacun par
l'un des points a, qui lui correspond, et peu différents des cercles Y,
qui ont servi de point de départ. Ces contours c, jouissent des pro-
priétés du cercle y sur lesquelles se fonde la démonstration relative au
cas où il n'y a qu'un seul point a; mais comme ils ne sont pas tangents
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au contour de l'aire A, c'est la démonstration 'modifiée du n0 33 qui
convient au cas actuel.

Cette démonstration modifiée supposait toutefois que si le cercle y
qu'elle considère coupe le contour de l'aire A, ce soit sous un angle
suffisamment petit. Il reste uniquement à montrer, pour achever la
démonstration actuelle, que la même condition peut être réalisée avec
les contours c;, c'est-à-dire que la tangente en a/ au contour c; s'oblique
aussi peu qu'on voudra sur la tangente au même point au cercle y,, à
condition de construire ces cercles suffisamment petits et de choisir
convenablement les points a^ b etp, y. Vérifions qu'il en est bien ainsi.

Désignons par ?\ et rj les distances du point ^ aux points conjugués
cis et &,., par p^ et ç, cellesaux points p, etc.. L'équation de la courbe (i)
s'écrit

(^ ^^S10^-10^-
Donnons à z un déplacement dz tangent à cette courbe et soient 6^

6J, T^ et T^ les inclinaisons de r,, r^ ^ et p^ sur ûfc, de sorte que dr\
dr\ dç' et d^ sont proportionnels aux cosinus de ces inclinaisons. 11
vient, en difïerentiant l'équation précédente de la courbe,
, ,, ^ /cos^ cosQ",\ ^ /cosr^ COST^X(,/) i(^-^}+2;(^--^;)=0-
Plaçons-nous au point a,-. Lesdeux rayons r[ et r[ de ce même indice i
se superposent et sont dans le rapporU. L'équation précédente devient,
en observant que 6^. = 6^ et en désignant par S' une somme qui exclut
l'indice i,

cos^Y r"i\ _ ^/cos^. cos^\ -^ ( COST', COST;\
'-rr^-pj-"^ [~r~^r)~2^['-pr p; /

Si nous faisons décroître indéfiniment les cercles y^l^ nombre k et les
points? restant fixes, les points a, b de même indice quelconque se
rapprochent indéfiniment, les points p , q également. Les deux rayons
r. et r[ tendent vers zéro, mais tous les autres de même indice autre
que i tendent vers le même vecteur fini. Au premier membre de l'équa-
tion précédente, le coefficient de ces 6^., qui est (i — À') : r\ 5 augmente
indéfiniment; dans le second, tous les termes des deux sommes tendent
vers zéro. Donc cos6^ tend vers zéro^ et 9^ vers 7r- A la limite, dz qui
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est tancent au contour c, au point a/-, devient normal au rayon r^ et^
par conséquent, t angent aussi au cercle y/ et, comme lui, au contour
de l'aire A, ce qui justifie notre affirmation- .

La démonstra t ion du théorème est maintenant achevée.

VÎI. — Extension de la théorie au cas où les frontières de l'aire À'
sont quelconques.

35. ENSEMBLES OUVERTS D'UN ORDKE DE CONNEXION -QUELCONQUE. — Un

ensemble E, d'un seul tenant, ouvert, borné, à connexiond'ordre n+ ï ?
s'obtient en retranchant d 'un ensemble ouvert et borné 0 à connexion
simple, n ensembles fermés à connexion simple, sans points communs,
F^ , Fa, . . ., F/o qui y sont contenus. Si aucun de ces ensembles F ne se
réduit àun seul point , la théorie précédente supplique à ^ensemble E
et cet ensemble appartient à une classe bien déterminée de polynômes
de degré 71.

En effet, il est facile de représenter l 'ensemble E, avec correspon-
dance des frontières extérieures; sur une aire à connexion d'ordre
n 4- i l imitée par des contours analytiques et réguliers.

On représente d'abord l'ensemble 0 sur l ' in tér ieur d'un cercle, ce
qui transforme les ensembles fermés F^ Fa, . . . en d'autres ensembles
fermés F ^ y F!,, . . . et l 'ensemble E en un nouvel ensemble ouvert E", à.
connexion d'ordre n +i, et limité extérieurement par une circon-
férence.

On représente ensuite, sur l'extérieur d'un cercle, la portion du
plan extérieure à F,, ce qui remplace E' par E" et F!,, . . . par F^, . . . .
On représente ensuite, sur l'extérieur d'un cercle, la portion du plan
extérieure à F^, ce qui remplace E77 par E^. On poursuit successivement
cette opération jusqu'au dernier des contours fermés. L'ensemble
finalement obtenu E^'' est une aire ouverte, l imitée par des contours
tous analytiques et dont le dernier obtenu est une circonférence.

V ensemble ouvert E, borné et de l'ordre n + i de connexion^ est donc
représentable sur une aire ouverte convenablement choisie^ attachée à un
polynôme P(^) d'ordre n^ delà classe à laquelle appartient Ï'ensemble E.

Ce résultat pose immédiatement le problème de ^correspondance
des frontières. La démonstration précédente met en lumière que ce
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problème est exactement le même que pour le cercle. On peut donc le
considérer comme résolu par les recherches de M. Carathéodory ('). En
particulier, si les frontières sont des courbes simples deJordan^ la cor-
respondance s'étend aux frontières et nous avons le théorème suivant :

36. THÉORÈME. — Une aire bornée A, de l'ordre 71 + i de connexion.,
limitée par un contour extérieur C et n contours internes C 1 5 C^, ... ? C/,, qui
sont tous des contours de] ordan^ fermés^ simples eî sans points multiples^
appartient à une classe de polynômes de degré n; elle est représentable
(contours inclus) siir une aire attachée à un polynôme P(^) de cette classe,
avec correspondance des contours extérieurs. Cette aire devra être limitée
par des cassiniennes convenablement choisies.

37. AIRES NON BORNÉES. — Considérons une aire non bornée d'un
seul tenant et de l'ordre /?/+ i de connexion. Elle admet n -t- i fron-
tières séparées d'un seul tenant. Nous pouvons la représenter sur une
aire bornée, du même-ordre de connexion, et limitée extérieurement
par une circonférence, ce qui ramène au cas précédent. Mais le choix
de la frontière séparée que l'on fait correspondre à la circonférence
extérieure reste arbitraire. La classe de polynômes à laquelle l'aire
sera attachée peut varier avec ce choix, car la dépendance établie pré-
cédemment entre une aire et une classe de polynômes suppose la cor-
respondance des contours extérieurs.

La même remarque s'applique d'ailleurs à une aire bornée. On peut
d'abord la transformer en une autre sans faire correspondre les con-
tours extérieurs, par exemple par le moyen d 'une inversion. Bien ne
prouve que l'aire primitive et sa transformée soient de la même classe,
sauf évidemment pour les ordres de connexion 2 et îy auxquels cas
tous les polynômes sont de la même classe.

( 1 ) Ueber die Begreuzung' einfac/i zLisammenhangender Gebieie {Matfi.
Annalen^ Bd 73). Voir aussi Leçons sur les familles normales de fonctions
analytiques et leurs applications, par Paul MONTEL, recueillies et rédigées par
J. BARBOTIE (Paris, rga^, Chap. [V. §33 et suiv.) et une Note de -M. G. DE LA
VALLÉE POUSSIN dans les Annales de la Société scientifique de Bruxelles (t. L,
iQSo. Seconde Partie. Mémoires^ p. 28).


