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ETUDE

DE

I’EQUATION DE LA CHALEUR
Au=c(M)u(M), ¢(M)2o,

AU VOISINAGE D’UN POINT SINGULIER DU COEFFICIENT

Par M. Marcer BRELOT

INTRODUCTION.

1. Dans la théorie des équations différentielles ordinaires, bien des
travaux concernent I'intégration au voisinage d’une valeur exception-
nelle de la variable , d’'un point exceptionnel (2, y), pour lesquels
certaines fonctions connues figurant dans I’équation n’ont plus les
propriétés de régularité habituellement requises dans I'étude géné-
rale. Par exemple on s’est occupé de I'équation y'= f(«, y) au voisi-
nage d’'un point en lequel £ est infinie ou indéterminée.

Il n’y a, & ma connaissance, & peu prés rien d’analogue pour les
équations aux dérivées particlles. Pourtant, outre son intérét théo-
rique, la question peut se poser d’elle-méme dans des problémes phy-
siques. Par exemple, on sait que sous les hypothéses classiques les
plus simples, I'équilibre thermique d’une plaque conductrice [ coeffi-
cientde conductibilité £#(,y)zo]et rayonnante selon laloi de Newton
dans I’espace a o° [ coefficient r(a, y) 2 o] obéit & 'équation

ok du ok du J*u QPu

k(a,y) Au - PPl i 7 dy =r(x,y)u <Au =77 —(}3,—> ’

u étant la température.
dnn. Ec. Norm., (3), XLVIII, — Mar1g3:. 20
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Lorsque I’on suppose £ > o, ¢’est une équation du type linéaire

Au +(1-@E ~+ /)()l =cu
du dy
a coefficients bornés.

Or pour ce type d’équation, moyennant quelques hypotheses sur les
coefficients, comme I'existence de dérivées des premiers ordres, et des
conditions plus ou moins restrictives sur un contour et la distribution
des valeurs donndes qu’il porte, on sait résoudre le probleme de
Dirichlet, soit en se ramenant & une équation intégrale du type de
Fredholm ('), soit lorsque ¢>o, par des procédés direcls anté-
rieurs (*). Mais si £ peut s’annuler en des points isolés ou le long
d’une ligne, I’équation & laquelle on se raméne en divisant par £ n’a
plus ses coefficients bornés et les méthodes précédentes ne sont plus
applicables. C’est un cas que on n’a pas ¢tudié; et cependant on con-
¢oit qu’un zéro isolé de £ par exemple ne doive pas changer Iallure
du phénomeéne physique d’équilibre correspondant au probléme de
Dirichlet.

Dans un autre ordre d’idées, la théorie des marées conduit, comme

(") M. Hilbert (Gott. Nachr., 19o4) avait considéré le cas oit a d -1+ b oy est
une différentielle exacte et traité le probléme en utilisant une fonction de Green
généralisée (non harmonique). Sa méthode pourrait s’étendre au cas du texte;
mais d'autre part M. Picard (Annales de U Ecole Normale, 1. 23, 19ob et K1, di
Palermo, 1906) 'a résolu en se servant tout simplement de la fonction de Green
ordinaire.

J'ajoute que l'existence et unicité de la solution du probléme’ de Dirichlet
n'est vraie pour ¢ de signe quelconque, qu'en général, i cause de existence
des valeurs singuliéres de la théorie de Fredholm. Mais le théoréme devient
exact sans restriction pour ¢2 o.

(*) M. Picard utilise pour cela un procédé d’approximations successives, et en
méme temps une méthode alternée tout 4 fait analogue a celle de Schwarz pour
les fonctions harmoniques (voir Picarp, Journal de Math., 1396, H* série, (. 2,
et quelques Mémoires qui précedent).

M. Lichtenstein a pu, entre autres perfectionnements, étendre ces raisonne-
ments au cas ¢ 2 o.

On peut aussi, lorsque « dx 4+ b dy est une différentielle exacte, et c’est le cas
de I’équation de la chaleur, utiliser la méthode du balayage de Poincaré conve-
nablement généralisée. Voir un exposé, pour trois variables d’ailleurs, dans la
These de M. Le Rov, Annales de UEcole Normale, t. 15-15.
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me I'a fait remarquer M. Picard, & résoudre le probleme de Dirichlet
pour I’équation de type analogue
du du
h(e, yYAu +a=— 4+ b — = cu
(r, ) +(().I!+)()I}’ cie + f
olt > o (profondeur d'un bassin) peut s’annuler sur le contour. Et
H. Poincaré a souligné la difficulté qui s’ensuit (*).

On voit donc I'intérét que peut présenter 'étude de certaines équa-
tions aux dérivées partielles au voisinage de singularités des coeffi-
cients, et cela dans le domaine rée/, sans hypotheses bien restrictives
sur les coefficients. Le présent travail est un effort dans ce sens.

2. On s’est heaucoup occupé des équations aux dérivées partielles
du second ordre du type elliptique (*), en particulier M. Picard qui
.dans son récent Ouvrage auquel je renvoie « Legons sur quelques pro-
blemes aux limites de la théorie des équations différentielles » (*), a plus
spécialement repris ses travaux sur I'équation

Au=c(r, y)u(x, ) (e>o0).

La question, a peu pres laissée de coté par M. Picard qui m’en avait
proposé I'étude, du probléme de Dirichlet extérieur relatif a cette
équation, m’a conduit tout d’abord, au moyen d’une inversion évi-
dente, 4 étudier I'é¢quation précédente et ses intégrales bornées, au
voisinage d’un point singulier du coefficient. De mes recherches con-
sécutives et dont une grande partie a été publiée plus ou moins brie-

(Y1) H. Poixcark, Lecons de Mécanique céleste, t. 3, p. 290 (Gauthier-Villars,
1910).

(2) On trouvera un historique et une hibliographie détaillée du sujet jusque
vers 1goo dans article IT A, T ¢, de 'Encyclop. d. math. Wissenschaft (Som-
merfeld) et une exposition récente avec une bibliographie considérable, dans un
article de la méme encyclopédie (11 C. 12, 1924, p. 1277), par M. Lichtenstein
qui a personnellement beaucoup perfectionné cette théorie, dans de multiples
publications.

(%) Fascicule V de la collection des Cahiers scientifiques (Paris, Gauthier-
Villars, 1930).
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vement, par fragments ('), je fais ici un exposé d’ensemble pour ce
qui concerne le sujet de ce Mémoire.

Encore que divers procédés et résultats puissent s’étendre a des
équations plus ou moins générales du type elliptique, j'éviterai des
longueurs ct bien des difficultés en me limitant ici & un type trés
simple dont il semble naturel de pousser assez loin I'étude avant
d’aborder celle de types plus étendus.

Je ne considérerai (dans le domaine réel) que I’équation

(1) CAu=c(M)u(M) (¢zo0).

Je me placerai souvent d’abord dans le cas du plan (simple); I'¢quation
est alors celle de I'équilibre thermique d’une plaque rayonnante a
r(M)

T
de ¢c(M) étant celle du coefficient de rayonnement. Mais presque tout
s’étendant immédiatement au cas de n dimensions, j'en ferai la
remarque en signalant les différences.

Je supposerai pour ¢(M), en dehors du point singulier, qu’il est sim-
nlement 2o ct continu. Seulement je ne puis me limiter a 'hypothése
de continuité, plus large que celles employées ordinairement, qu’en
adoptant pour le laplacien une définition plus étendue que la défini-
tion classique, vu I'usage de la formule de Poisson pour le potentiel
spatial ; mais les intégrales de (1) auront leur sens ordinaire et un
laplacien ordinaire dés que ¢ satisfera aux hypothéses supplémentaires
négligées, comme d’avoir un gradient continu. On peut justifier cette
extension en remarquant que I’équation (1) avec le laplacien généra-
lisé est, comme on le verra, équivalente & une certaine équation inté-
grale locale qui correspond de plus prés au phénomene calorifique de
sorte que les conditions supplémentaires qu’on peut introduire pour ¢
apres la simple continuité sont tout a fait inutiles dans 'interprétation
physique. D’autre part dans ses études indépendantes de la théorie de

conductibilité constante </c= const.; c¢(M)= >> la singularité

(1) C. R. Acad. Sc.,1.189, 1929, p. 1230; L. 190, 1930, p. 101, 286 et f11;
t. 191, 1930, p. 697; t. 192, 1931, p. 206. — R. della R. Acc. V. dei Linced,
1% sem., vol. XI,-fasc. 3, &, 5, 9, 1930, p. 268, 371, 458 et 8oo. — R. Istituto
Lombardo di Scienze e Lettere, 1930, vol. LX111, fasc. 11-15. — R. del Circolo
Matematico di Palermo, 1931, vol. LV, p. a1.
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Fredholm, M. Picard avait supposé ¢ > o0 en s’appuyant sur certains
lemmes, essentiels pour nous, mais que 'on a pu depuis étendre au
cas ¢ 2o; de sorte que I'on pourra adopter cette derniére hypothese.

Ajoutons que cette double extension d’hypothéses aura un grand
intérét de commodité dans certaines démonstrations ot 'on a & modi-
fier c.

3. Dans un Chapitre préliminaire je rappellerai des propriétés con-
nues avec des extensions, des compléments et une adaptation aux
hypothéses choisies pour (1). Je préciserai la notion de laplacien et
d’intégrale généralisés et donnerai sous la forme la plus générale des
propriétés d’impossibilité d’extrema des intégrales qui sont avec leurs
conséquences, de premiére importance; puis je parlerai du probleme
de Dirichlet intérieur relatif & (1) sans singularité, rappellerai les
méthodes de résolution et étudieral la solution comme fonctionnelle
de la distribution et de ¢; des travaux récents permettront d’obtenir
des propriétés assez générales relatives & I'allure des dérivées a la
frontiére; il sera utile également de parler de la fonction de Green
généralisée. Enfin, ce qui est essentiel pour la suite, j'étudierai les
familles et suites d’intégrales de (1); je donnerai des démonstrations
aussi simples que possible des propositions connues généralisant les
théorémes de Harnack et montrerai de plus la propriété trés utile
d’égale continuité d’une famille.

Varrive au deuxiéme Chapitre au sujet proprement dit et y étudie les
intégrales bornées au voisinage de O singulier; c2o n'y est pas défini
et 'on ne fait pas d’hypotheéses sur son allure au voisinage. Entou-
rant O d’un contour v, je résous le probléme de la recherche d'une
intégrale u (bornée) prenant des valeurs données sur y : il admet une
solution unique; en comparant avec la solution harmonique, j’obtiens
quelques résultats généraua comme celui de 'existence d'une valeur
moyenne en () de «, limite dec la moyenne sur un cercle infiniment
petit de centre O; mais & certaines restrictions sur 'allure de q,'corres-
pondent des propriétés remarquables : par exemple sic.OM -+
quand OM -» o, toutes les intégrales s’annulent en O plus vite que toute
puissance positive de OM. Je montre ensuite que I’équation de Fred-
holm connue qui correspond au probléme de Dirichlet pour (r) lors-






