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SUR

LES T H É O R È M E S DE M. P I C A R D
DANS

LA THÉORIE DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES NON LINÉAIRES
DU TYPE ELLIPTIQUE

PAR M . ' A . ROSENBLATT

1. M. Emile Picard, dans ses travaux célèbres sur les équations aux
différences ordinaires et aux différences part iel les ( 1 ) a étudié entre
autres l'équation non l inéai re du type elliptique
0) A^==F(.r, y , a, p , ç);

F est une fonction continue de cinq variables indépendantes dans le
domaine fermé (D) défini de la manière suivante : x, y varient comme
coordonnées cartésiennes d'un point P d'un domaine G plan et de sa
frontière C. Ce domaine sera supposé borné. Comme fonction des trois
variables u^ p^ q F est déterminé et cont inu dans le domaine

1 ^ ̂  1/4 q\^.

où L, I/ sont des nombres positifs.

( 1 ) Mémoire sur la théorie des équations aux dérivées partielles et la méthode des
approximations successives (Journal de Math., 4e série, t. 6, 1890); Sur inapplication
des méthodes d''approximations à V étude de certaines écjua fions diff'érentielles ( [bid.,
4^ série, t. 9, ï393); Sur la déterminalion des intégrales de certaines équations alfx
dérivées partielles du second, ordre par leurs valeurs le Ions; (/.''un contour fermé (fourn.
Ec. Pol., 60° cahier, 1890); Sur la détermination des intégrales de certaines équations
linéaires du second ordre par leurs 'valeurs le long d'1 un contour fermé {Jour'n. de Math.,
5e série, t. 6, 1900); Sur les équations linéaires aux dérivées, partie Iles et la généralisa-
tion du problème de Diricîdet (Âcta mathemaUca, t. S5, 190-2); Leçons sur quelques
problèmes aux limites de la théorie des équations différentielles, Paris, 1930 ( Cahiers
scientifiques publiés sous la di'œction rie M. Julîa ; Gauthier-ViIlars).
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M. Picard démont re l 'existence des s o l u t i o n s i i ( x ^ y ) de cette
équation qui p r e n n e n t des valeurs données sur la frontière C du.
domaine G et il en rédui t la reclierche à la recherche des intégrales
nulles sur !e con tour C. Nous nous l imi terons , dans ce qui suit, à la
recherche de ces dernières intégrales.

Nous part i rons avec M. Picard d 'une fonction / /o(.r ,y) cont inue
avec ses dérivées —5 — dans G + C et qui satisfait aux inégalités

On tonne alors la sui te bien connue /^, n=== i, 2, . . . d ' approxima-
tions successives, au moyen des équat ions difFérentielles
( ° - ) A^:=F(.:^, V, U,,,-i, pn-^ <///-l) ( / / = = 1 , 2, . . .).

Les fonctions Un s ^ a n n u l e n t sur C.
M. Picard envisage les intégrales

^ 3 ) 1=: ( G(^r; c, ri)dcdr^

(4 ) L-= f G.,(.z-, r ; c. 'n ) d'c, d-n, 1,,== ( G,-(.'z-, y \ ^ ' n ) de dr^

étendues au domaine G. G est la fonc t ion o r d i n a i r e de Green . Soient M
e t N les modules maxima de 1 et des dérivées I.,., I, dans le domaine G
(supposés existants). Soit u. le module maximum de la fonc t ion -

F(.r, j, if, p , ( / )

dans le domaine D. M. Picard suppose que l'on a les inégalités
(5 ) ^M.^7rL,
( Ô ) ^.N^TTL/.

Les u^n=i, 2, . . . son t alors donnés par les formules

(7) u,,-=— ̂ j G(^ j; ̂  ^)F[^ Y), u^(^ •n), pn-,(^ ^), q,^{'^ ri)\d^dr^

M. Picard suppose remplie la condition de Lïpschitz

(8) 1 ̂ -^ J? u^ P^ ^) - î?(^, r, u^ p^ q, ) 1
^ A. | u, - tu \ -4- B ! p, - p, \ + G | q, - q, |,

où l'on a A > o , B > o, C>o fixes.
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2. Dans une Note présentée le 6 février 1933 par M. Emile Picard à
l'Académie des Sciences, j 'ai énoncé le résultat, suivant : On peut rem-
placer la condi t ion (8) de Lipschitz par une condit ion plus générale.
A'-savoir. , on peut supposer que la fonc t i on F sa t i s fa i t en tout.
point P(.r, y) du domaine G à la cond i t i on

^(.^ y , ^ 1 , ^ 1 , y,) — F(./\ , î - , ^, /^. c/.,} \
. A. , , B , , G , .
= ̂  i ^1 - ̂  ; + ̂  ; [h - P. I - ̂  ! 7,— ̂  ;.

Ici les nombres posi t i fs A, B, C soniy/,zw et o > o est la plus petite
distance PM du poin t P de G de la f ront ière C de G. m est un nombre
non négatif o ̂ rn <^ i. Comme fonction de .2.:'., y F satisfait à Vinégalité
de Lipschitz
(1:0) [ F(,r, y^ /<?, p ^ q ] — ¥ ( . / " ' , v^ ( ( , p , q ) \^ D | x — ./.:' \ — i^ \y — r ' I ,

D, E é tant des nombres posit ifs fixes.
Quant au domaine G, j ^ a i supposé que la fonction j , = = = c o ( ^ ) qui

représente conformément ce domaine sur Fintér ieur du cercle K^ de
rayon R et d'origine Oi a sa dérivée inférieurement et supérieurement
bornée par des nombres positifs a ^> o, p ^> o. On a donc

( T I ) a< ̂  <p.

Dans le présent travail je m'occuperai du cas plus générale où la
fonct ion z = o-)i ( ^ i ) peut tendre vers zéro ou vers V infini lorsque
le point P i ( ^ i ) tend vers la f ron t iè re C, du cercle K ) . Je supposerai
donc que Fon a les inégalités su ivantes :

( 1 2 ) aô^ -Ôf

Ici, a, p sont deux nombres posi t i fs ; a', a/ sont: deux nombres qui
satisfont aux inégalités

o^^i, ' o^a'<r.

D étant le diamètre du domaine G on supposera

ïy''-^"<ij-'
y.
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Les nombres a\ a" doivent encore satisfaire à d'autres inégalités
que-nous donnerons. Dans le cas de a^a/^i, on a donc nos résul-
tats précédents.

3. Envisageons un point ' P ( . r , y " ) y x-~\-iy=-Zy du domaine G et
soit

se

(i3) S|=M(S)=^C(,^
1

la fonction €[ui représente G sur le cercle K ] . Au point P correspond
le point P-i (^,r, j i) du cercle K i . Envisageons le rayon du cercle K,
qui passe par ce point Pj et soit N , l 'extrémité de ce rayon. Au seg-
m e n t ' P i N ^ i correspond dans G- un arc de courbe PN. Sa longueur est

-f*/n.

r^
PN = j

/p^
dz^

donc d'après (12) PN a une longueur finie et N existe. On a

• ^T^-^

Or le point P a une distance o du bord C du domaine G qui n'est pas
plus grande que PN. Nous parvenons donc à l'inégalité

04) ô^-^ô'r^.- •{• —— y " '

Envisageons main tenan t le segment PM qui j o i n t le point P du
domaine G au point M de G tel que la distance PM soit la plus petite
distance de P de la frontière G. Alors si A est un po in t arbitraire du
segment PM, AM est la plus petite distance o^ du p o i n t A de la fron-
tière G. Or au po in t A correspond un pointA, de l'arc P, M, qu i corres-
pond au segment PM dans le cercle K i . Soit G ) (A i ) la distance du
point A, de la circonférence G, du cercle K . , , Entre 0^ e t O i ( A , ) on a
la relation (i4). D'autre part on a

}\M.=
•d^
~dz

dz
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c'est-à-dire que l'on a

-^u1'̂ ''-'-
Or on a l'inégalité

w -w^y^'m1^o . - V i — a ' y \oy
On a donc

y.' • ^ a'
^_^/ / /î. \ i — a " , /-*0 / , \ i — a"

P^,<(————) i f (^-) .̂.
" V 1 — ^ / ^J,, \^/

Cette intégrale a certainement un sens, si l'on suppose remplie
l'inégalité
(16) a^a^i,

ce que nous ferons désormais. Puisque Fon a l'inégalité

n < î3 Mu,i ̂  ,â, .1 m,i,

on parvient à l'inégalité

QT^' / ^ \^La7' ^ 1-ar-a"
^ ^ l^___ / J \ ____l____ .s. i—a"
o^-^—^T^-^; ——~^Z

1 i — ^ "
En désignant par C^ la quantité

a'' •i — y.' — ex,"

n — ^T=^' (I — an) l-a" '^_ -^———^_^_^ ,

on à donc l 'inégalité

( 1 7 ) ô^C.ô'""1"1^"".

.Dans le cas particulier de o^ = a//== o, on a

^Pô,, ! o^^

Le domaine G étant borné on a | ^ ( ^ i ) j ^ M . La formule, de Cauchy
donne donc de suite

K^)!^-
Ânn. Éc. Norm., (3), L. — JUILLET 1933. 20



202 A. ROSENBLATT.

M. W. Kmiiy ( ' ) montre même que si G est an domaine d'aire inté-
rieure f i n i e , le rapport

! ^i ( 3, ) \
Q|

tend vers zéro avec G | .

4. Nous éva luerons m a i n t e n a n t l ' intégrale

(18) 1 -== j G ( , z - , , ) - ; "^ n)f( "^ n ) de dn.

La fonc t ion F sera supposée continue dans G 4- G et elle satisfait à
l ' inégal i té

A
( 1 9 ) \f('^ ̂ )\i ^•

A est ici un nombre posit if et s un nombre posit if que nous f ixerons
plus loin. Évidemment toute fonct ion /satisfait pour tout nombre s ^> o
à une inégali té (19).

Nous transformons le domaine G en le cercle K, de centre O.i. Alors
la fonct ion/(C, Tj) devient la fonct ion/ ' ( (E , , "^ i ) . Or on a

i . ,^,^. ̂
•\ i — ' .j ( i ^

^/ "• \0 i

donc on obtient l ' inégalité

(^) i./^^^i)!^^;,'-^^ -

L'intégrale 1 est majorée par l ' intégrale î,

r (^r •i ,, —L—r— / i \ ' ' - a' --a"
(^) î=f G, — AC,'-^'(i) d^d^

JK, ^i \a \ /

< A C'^ ̂ ""^""^p^ ( G, —^——- de, dr^.
^K, ^•^~/7'-r^+^a'?

G i est ici la fonction de Green du cercle K^ et du pôle Pi (^i ).

f 1 ) Ueber rien Zusa/n/nen/ian^ émiser C/iarakferi^liken, (îirif^ einfach z/fsarnmen/tna-
^'f/i.f/.fîff, Bei'ciclies in i l clei' Kf'ei^abbiïddn^ ( D/s.verlali.o/î, Gle^sen, rc)3' '>).
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Pour que cette intégrale ait un sens nous supposerons remplie
l'inégalité

^ ( j - ^ ) ^ ,,,,̂
1 —— yj—— yj' ' ' ^~ ""

donc on a l ' inégalité

(2 '2) s<: • î ( i — y.1— y/').

D'autre part nous supposerons ^i^<^ + ̂  plus grand que i,
/ .,» .s' ( i. — a " )
( 'î6 ) ————^——i^ 4- ^ a" = i -4- //î > i.

i — a — a'

Donc .9 satisfait à l 'inégalité

(34) .y: '̂"" ' ^ ^ . . ( i — a 7 — a').
t — ûi

5. Nous avons maintenant a évaluer l 'intégrale

(^) j :=fG,__^^ .
^ K l 1

O r J satisfait à l'équation différentielle ordinaire

, r.... d'^ J i cl] r( '•>b ) —— -(-- — — — — o T- ——————— .
' / dcr p dû ~ "(R—?)'-+•/ / / •

Il s'ensuit que l'on a
r T = — > f'' ^da
pt ~~ ''J, (R-o-)1^'

Donc on a
î r r'1 /^ c7^J == G — 2 TT / - ( —————— do.

J,, pJo (R-cr)'^

J(o) est égal à
r " R ada-

^ ^(R-^

donc on obtient la formule

, , , ( F11 Pi adcr r ' . r çr dcr \
(27) J==9.7T< ( ÎOÛ'— -r-———————— — / lofi:- -^—————— \.

• / / ( Jo b ^ (^ - ̂ l-4-w Jo b ̂  (R - CT)^ 1-
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En effet, en intégrant par parties, on a

r'i r ^ _^cb^ r1 0 o-âfo- v f7 . pdpr ' i f p o-^g- , , f10 o-^ /- f 7 . pdp
J/p^ TR-Ï^^^10^ {R-.)—o-^ ^(TT^-^/ - 1 ————:—àû=:los'o S —-————— — J io.o-n ——r '

7 r o" r/cr/ -^^ ^(R-^'—

,La différence des deux intégrales de la formule (27) est égale- à la
somme

r ' ' . H crda r1' R adŒ
j, ^OT--^^. ̂ (R^^'

Or on a les inégalités

, R , R - r . R ,,I og ̂  ^ ——^— , o- log - ^ R — cr,

donc on obtient les inégalités

f, R ach
l ^TO^W^-

<(T^r)Çr———^——--(]^r)[___——, I 1^(R-r)1-
Vo fR-^ - 4 -—' ^^fp,-^^///. ^R-J= ^

et

f" I H ^^ ^ f11 </cr __ f:R-,r)1^
J, og <7 ( R -- o-) •1-1^'/• =../, (R-o-r ~~ —i'̂ ^T" t

On parvient ainsi à l'inégalité

h8) J < y TT ( R — /•, ) '-m J , .
/^? ( 1: — w )

-Nous obtenons donc l ' inégalité

Ï" S '>. r. ,/V (-;l::"ar::a'" ̂  ————___ 31 - - / / /
' //? i f i •- m) '

Or on a

.--"=•1-^^-.-"•=..-«•)(.-^^,),
S\~^t ^ C1"^ ^'i-^'-y-".1—^
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Nous obtenons donc l'inégalité

I ' < ̂  —————Or^A.^C,1-3- '-^" ô^-^'-^-^1 ~ /'/?. ( r — m )

On a donc l'inégalité

(•K)) : ll^TTAJvÔ21'-^''--^

où K est le nombre
5 2 . 1 - 0 ' , d_^ ^i i—a—a" , i

f30) jv ̂  a2'11-^ (T~ "̂r̂ ^T^ ^7(TZ~7//"i '

Nous obtenons donc le théorème su ivan t :

THÉORÈME 1. — Supposons (/ue le domaine G soit tel que la jonc-
tion co, (^, ) qui représente ce domaine sur le cercle K.\ de rayon R satis-
fasse aux inégalités (12), alors l'intégrale 1 (ionnéepcirV expression ( 18)
satisfait à V inégalité (29)» ̂  K est le nombre (3o). .y est ici un nombre
positif tel que l'on ailles inégalités (22), (-24). m est le nombre positif

s ( i — y . " )fn == —————— 4- o^' — i.:i _ ^/-- o^
^^/.y p6W y/^ i.

Dans le cas particulier, où l'on a ^= a"== o, on a

K^fÊ)2—————, s=^rn.
\a/ /n(î — m.)

C'est le cas envisagé par nous précédemment.

6. Occupons-nous main tenan t des intégrales

(Si) I.^fG.,/^, yî)^^î, îy=fGyf(^ •n)^d'n.

On les majore par les intégrales

(82) î,,==f|G,;| I/O, •n)\c^dn, Ïr=fGy\ \f(^ rï)\didn.

Envisageons d'abord' le cas du cercle Ki d'origine 0,. Nous repré-
sentons ce cercle sur le cercle Ka de même origine Oa==0i e t d e m ê m e
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circonférence C^EEr-Gi de manière que le pôle Pi du cercle K| devienne
l 'origine 0., du cercle Ko. La transformation est

(33)

W)

ï:.,=^-
R ^ — z ,2: ,

î:,=^
R 2 ' ^ Y—r— ,5 < Cs '•

où ^ j , ^ sont les variables des cercles K , , Ka. G, étant la fonction de
Green de Ki , on a

^-^(^ï)-
où R désigne la partie réelle et où ^', est le po in t conjugué du pôle -? i .
On a donc

^^ ^[-j_ i R3 1R -+
--1 ^ 1(̂ K.| — \ s,

(35) ip L

^-ifi

(Ç,-^)^.
R^

(Ç.

1 désigne ici la partie imaginai re
En transformant ces expressions au moyen des formules (33), (34)

on trouve les formules

(36) ÔG,
o2 .R^—r-^

rXj, _ •/}a .R.2 — p:i^-_ -.,——„. ———————•——_- y

pi K-— r-

où r, est la distance 0, P , .
Envisageons main tenan t le domaine général G et soit G sa fonct ion

de Green. On a

âG _ âG^ A^i àGy à y
àx ôx^ àx à y . ôx

ÔG __ ()G, àx, ()G, or,
à y <Àz'i à y ôy^ à y

Donc on a les inégalités

^ àx ) ~ \\àx^
^V
~ù^] ~

^GV^r/^GA2 . /^GA3'][fë)•+(£)•]•
^'"rir^^'v ^-^^'yi'f)G\^[fàG,Y_ fàG,\:-

.àr = \\^-J ^ àyj \[\~^) ^V^; .!•
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Nous avons donc les inégalités

àG ()Q ^ î^—^ (/:,
()x ' ûv = (R 2— /••-)o 777

Les intégrales (3i) satisfont donc aux inégalités

. ii,i<r ^-pï ^(3-} 1.,.. . I l , - l < / ' i<^ i . -fli.»' • J^W-r-)^ cl-.k^-r^d:

1^—P; i

rfÇi

Donc on a

i il K-v32 r Rî-^ • i /- /
" ' 1 ' ' - ^ ̂ , (H3-^)P. o^ W^^1 (/rl[

Jï^^^l. p^ /" p •>

< ̂ ^i-a'^'a^r-. / r >"— Pi;•^^TT^r^il: / ^'-PJ;
• ' ce J, (' .B^—r-1)?., i—a"——————— "-i ' - ' • ' h -a ^(^ï-r')9. ^—— ' a'-r- 2 a"

7. Nous transformerons main tenant l'inlégrale obtenue par les for-
mules (33), (34). On a

^=R. ^-^
^ (l^-t-SiÇ,)2

Ç,,4-.s,

D'autre part on a
_p R : i+s^^ -R|^+,;.,

'^-^i^l l^+^Çîi
ô i = R — ; ^ = = R _ R - 2

et l'on a
|R2+:-,Ç,|^R•-'[Ç,+.3,p,

( K2 + î, ç, ) ( ïv + 5, ç, ) ï w ( ç, + .-, ) (ç, + ïQ,
car on a

puisque l'on a

Donc on a
R'1 + /-ï p; ̂  R2 p;; + R3 r'f.

o = R (^^ ^i ?0 O^ 5!^) - «(?•.+ s . ) fe-+- ̂ ) ^ „ ( R ^ - p ^ Ç R ^ - / ^ )> R -
R2 + a, Ç,. | ( R2 -f- z, Ç, ) + R | Ç, + s, [ )

Désignons par t le nombre

3 R^SiÇj-'

/ = s '~v'—^ + c!/4- 3 a",
ï—ff.'—y." '
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nous avons les inégalités

. , ,, ./vp^S'iS2 f R—p:, R'(R—r^ ^IR^+^I2'
1.. 1 , 1 ly ! = A L, • ̂  » (R._/.^ | p^ ̂  ç^ . R<(R— p:j)' (R— r'f)' •

•'•"-<' Ça /• Rï — p'-i R'' ( R2 — /••- J2 2' R2 + S i Ç. ..- ,

- ̂ •^^'^^^(^^ ^RLp.yo^^^^
^>* ï_J_±L /*" /l f H 2 — ^ 2 ) 1 -".^ (^-p^)^,/A^R^C, l-a-a '(l^-rf)^ / ^p, | ^———-^^^^A^R^C,1-^-^
aa • Jo Jo R^-^iÇ^]

Nous évaluerons d'abord rinlégrale

r^ ^
/ \^-Jr-z,r,

Nous supposerons ^>^ et /<2 , c'est-à-dire nous supposerons

que s satisfait aux inégalités

(38)

(39)

s > - — a — % a
\ '2

.s-< ( 2 — a'— a a/)

Ces inégalités sont compatibles avec les inégalités (22), (s4), car
on a

^^^-^^^^(t-- ^-a^) > (^-^-a^

I—^-—^ 1 — 2 0 "^.-.^-a" /'3
--.a")1-"-, > - - a- .a" -————> ————(i-a'-a").(2 — a ^ — a a " ) > l _ a'— a cy."

ï — a " \ 2 / i — a"

Nous avons

Râ-+• i.iÇ2 (^ R^- aR^rip, 003(92— cpi) + rîpj
== (R2— p.ri)2^ oJ^ripafi -4- cos(cpâ — ?i)]-

On introduit les quantités

A == 4R3^ p2, B = (R3 - r, p,)2,

ainsi que la nouvelle variable indépendante u^t^ng91—^1' On a alors

r«./o

JCP.)

o 11^4-5,^, -^'7
du (ï •+- ^2)2~/

-4- ^2 [B(i+ ^//-i)+A.p'-/'
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On i n t r o d u i t la grandeur moindre que 1,

e£ l 'on ob t i en t

C'^ ^o

Or on a

/•ï == ^ _ / H>2 ~ r } ° - V
A+B- \Ï\^~^) 5

F'__d^____ 4 f^/^f i- j -^) '-^
^o n2-!- ,s,Ç, l'-" ~" Cl.^.4- r ,p , )—/ ̂  (14- i^^)-1-1-

< — 4 f" rt^--(T[:q-7^p:̂ ^ (T^-TT^F-T-

^\—^'---^^ l-,-f^<l+fx-^---^ îl 1 • ^^-0^ ('.+^/--1 J, '^ = 1 ' J , ^(/-n-^^-iTr-s-.^ ^-iT-ry-
Nous obtenons donc l ' inégalité

|1, , | l , i ^ / A Ç R - C ; î - : ^ ^ ( ^ — — — ^ _ _ _
a 1 / (i^+^pj-^^.u-S)

x ^ (B.^—pi]}1-7^.
^o

Mais on a

^\H.-^.-^<^^" '̂̂ ,^^,,, _,,,„, ̂ .

On a donc '••'..•.•î & -̂̂ .
Exprimons main tenant Si par &. On a

I<^-Ê_^ l-a7 I^ I-a '
donc il vient

|i,l, ii,.i< ^^-o ..Aêrr-T^^/ ^ \T:ra;' ï' • ' • i " ( ^ -3 ;^ -^ A a v ' 1 YT^^y ^'
ô ' ~ a

iNous pouvons donc énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME 2. — ^^^^TOfc.y(3i),^/^^^^^^^^ '

^.i) [ L . [ , [ I .KaTTAK 7 ^"^ ,
^/î/?. £'c. Norm,, (3 ) , L. — JUILLET igSS. 27
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où Kf est le nombre positif'donné par la formule

_ ^ - - ' ( t — i . ) i ( i — y:'y ^
(^ ikii - (, / -3)(3-o ———JEL ————————q- ^->

(i-a^'-^" (.^-a /-a / 'J t l--a ' -a ^ '
<9// /'<9/2 ^

/ — I S^
T •:~~ '> —i— ————————— —i- ————————————————— 1

i — a ' i—y/-^/

^ — — — T _ ^ l-a')

' — L^ i-^-a'*

Dans le cas p a r t i c u l i e r clé y/== a / /== o, on a

s == / == i + ///,, - <; /^ <; i ,
2

/ , i , , , 'îw" m.
L.(== -, r= 2 + /^, T -== 2 -i- /^, K.== ————————-——————î

a (s m — i) (i — ni)

Pour des petites valeurs de a', a" on a l / inégali té
/ — [

^> ——pi. — a
car on a

/ _ y _ t^q^-^^a^ q^-y/
,y — ̂ _^ „ ^ — ^ „ 5 i _ ^ ^ _ ^ •

8. Revenons m a i n t e n a n t à l 'équation (i). Nous supposerons rempl ie
l'inégalité
(43) ^F^T^

où F est Vaire du domaine G. D'après M. Mùller ( ' ) on a en etiet
l 'inégalité
(M) i | ^>

où I est l 'intégrale (3). Donc l ' inégalité (5 ) de M. Picard est remplie.
Envisageons maintenant les intégrales (4). Nous les majorons en

posant dans les inégalités (37) A === ï , .y == o. Donc on a
II-cl'II;I^X,("^^^rf^

( 1 ) Ueher die G réélire lie Fuiiklion des La pi accise lien Di[fcrejil,ial<iiu'd.i'iicl\'^ (Ifeidel—
bei'ger .. lka deif/feberic/ile, 1929 ).
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Nous supposerons remplie rinégalilé
(4 ;")) n ==: c// + a ci" -< ï .

Nous aurons les inégalités

,.|, |i,|^.^R-(R-/^-f ^f^^i^.^Fi^-L. |, | i,r | ^ ̂  ̂  l̂ -" ( R — r2 ̂  / r/p, | ^
( R ^ — p J ) 1 - - "

^n <--•(» -n' -t- .5, €•>.

On calcule l 'intégrale
^/o.,r"«-/nJo ll^'-h,^^

où /ï est maintenant <^ ï . On a comme auparavant
___^___ r' d i i i i -h- ̂ ^'^
7'K^-j- /•,p,P-^1 /, (r. + / ^ i ^y 1 - " - *(R^-/-,?^-^ (ï -^^u-1)'1-"-

fù'(l -\- ^ } } - " 1 7T

On a
r ' ^ f i -i-^^1-^^ ï r \^'(

j ( ï 4- /:21^ )t•i"// := /r-^'- J ( ï

où l'on a posé i1 —= /'^.
Donc on a

r' ^ ! ^____2^
J, R-- 4- ^, Ç. "'-̂  = ( R2 + .ï, p, ) ( ̂ •r^)—^

On a donc les inégalités

w^-w-^f ",^J,^,.

--^«--•/•"^ny^^^3--< ^-^Trt-.R-^
- a ^R—r.p,)^

/•ï /iR

Pour calculer r intégrale on la décompose f -4- j . La première
«^o ^/•,

intégrale n'est pas plus grande que

r 1 1 / . (R--^)1-" - __ r
^ a^(R—Rp,)——--R :-^^-^"R——J, (R-p.)^-

^

ï ï
— Rïï""^ 7"Z^ [ (R -/•J'-// ~" R'--"^!

= ( i .—/2 )R—^/ (R — f',)^
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et la seconde n'est pas plus grande que

f11 (B.-P..)- „__ ' (JtZ î̂
J _ ^ (iv-^R)^ ~~ K-^ [1T::::7jïï:^ ^ 2 - ̂

-' (2 — n) H'-^ (R ~ ^•î)1""7 '
Nous avons donc

|,,̂ ,̂ ,,-.,eK,-,,(̂ -,-̂ ),3.,-.̂ .-..̂ ;

On a donc l ' inégalité
1, < 2 Î T 1 - K'-'-K"

- - y.(47)

où K" est le nombre
K.̂  -^(48) 1 —— ///

^seconde condition de M. Picard (6) sera donc remplie si l'on pose

(49) , ^K^K-^L-.

9. iNous remplacerons maintenant la condition (9) qui généralise la
condition de Lipschitz par la condit ion
(50) | F(.x-,j, ff,p, q) - F(.^.y, u ' , p 1 ' , r/f)\

A | u - u' B | // — // | , Cĵ  -r/'\<-.. ——————— -•\— -———^—,—— —\~ _..-^—^ ^QÂ- y ry1-

où l'on a
(5 i ) A'^O-a^a^

(^) /.^.s-- -^- '̂

Nous poserons
. M

(53) | F(^j, ^,, pi, <7i) — •^(^^.7. ^•^./^o. ^o) 1 = ^ '

où le nombre positif s satisfait aux inégalités données avant. Alors la
formule (7) et les dérivées de cette formule conduisent aux inégalités

(54) I^MÎ^'-^-^

^MK/Ô l-a".(55) 1 / ^ 1 , 1 ^ 1 1
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Ici i ' , ,=^ ,—u^ , etp^ q^ soni les dérivées de ^>. On obtient donc
Finégalité
(56) | F(^, y, i/^p^ q.,) — F(..r,j, ̂ ,p,, <yj | ^ M ( A K 4- BK./4- CK/)-^.

On parvient ainsi aux formules générales

( ^7) ^ | ̂  M iv ( AK. H- BK7 -s- CK7^-2 ô^--^-^-^
( ̂ ) 7^1, | 7,, | ^ M K 7 (AK, + :BK/ -[- CK/)—^ ô"^,

pour n= 2, 3, . . . .
Donc lorsque l'inégalité

(^9 ) AK.4-BK/4- -CK, / <l •

est remplie, la série
(60) s=: ?/„+ (',1-)- r ^ + . . .

converge absolument et uniformément dans G 4- C. Les séries
/ p v o ^//o ^C] ()u.) ^(.
( 6:t S.,,2= —— 4- —— 4- . . ., —— 4- —— 4". . .

()x ôx ()y ôy

convergent absolument et uniformément dans un domaine arbitraire G
fermé et in té r ieur au domaine G, et elles représentent les dérivées de
la fonction a représentée par la série S. A la limite on parvient ainsi à
V équation intégrale
( 62 ) u == — ̂  f GF ( ̂  Y}, u, p , q ) d^ d-n

et, par suite, à l 'équation (i) valable en tout point de G.

10. iNous avons donc obtenu le théorème suivant :

THÉORÈME 3. — U équation différentielle (i) possède une inté-
grale u ( x ^ y ) continue dans G+C et satisfaisant à Inéquation Ci")
dans G, lorsque les conditions suivantes sont remplies :

G est représentable sur le cercle K^ de rayon R par la fonc-
tion z^ = oj(^) telle que l^on ait les inégalités

( 1 2 ) ^t-A
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a>ojj>o,
f)^" < p,

a

o// D est le diamètre du domaine G. Les nombres a^o, f^o, satisfont
à l'inégalité
(1 .6) // =:a'+ ̂ a^ r .

La fonction F(^',y, ^?p? y) continue par rapport à toutes les 5 variables
dans le domaine

P(.r,j) dans G-l-G, M^L; h |J < / 1 ^ L7

satisfaite comme fonction de x, y dans G 4- G, d l'inégalité de
Lipschitz

(io) 1 F(.r, j, /., /^ ^) ^ F(^ j^, ̂ , />,^) 1 ^ Û I ̂  - ̂ ^ I + E | .y - y 7 1 .

Comme fonction de u, p, (] y F satisfait à l'inégalité

(50) | Y(^, j, n , p , ( / ' ) — F(^, y, ( / ' , ? ' , ( / ' ' ) \
. A, , , , :B , ,, G , ,,
i y 1 ( l - u \ + y \P -~-P 1 •+ y \<! - f/ I'

où o ^> o e'.y^ Z<2 p/̂ .y petite distance du point P <:/<" G rf^ la frontière G.
/• ^^ Z:' .S'OTZ^ A^z.2? nombres (non négatifs) tels que l'on ait

( 5 1 ) / • = ^ f r -a^-a"),

(5^ //^..^-irLL1 — ^//

s est un nombre positif qui satisfait aux inégalités toujours compa-
tibles
(-22) .s><a(I—-a /"-a /^

(^) ^.^^(i^^-^),

(38) ^> f 3 ^-^-aa^-1—^—^, -\ a y i — a

(89) ,<(s^a^^a//)r—^^.

;j- eîânï fc maximum de F(^, y, l/, py q) dans D o/i a les inégalités

(43) P-^TTL,
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où F est Faire de G,
(,9) ^K^R'-^Sy,

<7// ron a^ '-^
^

(39) AK.-t-RK/+CK/<i,

oùrona
., „ ... „_ ̂ _ (i-a^-^n __^__

< • ) ( ) ) lv — ^N-a", ^ „,.. ^ /_ a')2"-^-"1 /^ (i — m ) '

/ , , ,../ ^^(/-I.) I f l -q^^(4,) K^ ̂ _-^^-^ ————^ ———————^^.
7 1 ; (i-a^'-^ Ci.-a'-a') '-^-^

Jc^ o/i ^

f.,3) ,+m=.-ç(-•-=A+^,^
• ' / i — y: — y:

/ — r ^a' .__ .s-(i --- a")
^3+ ̂ ^ + ^—^——^, r-i 4- ^,,,^,,^-

Les séries
(60) S :=^+(',+•...,

Q (){^ > 6> t t ' L- ^/" ^ ^pl -̂(,^ ^^^+^+,, -^+^+...
convergent absolument et uniforménient, la première dans G vers u;
les secondes vers p , f] dans un domaine quelconque fermé G intérieur
à G.

Dans le cas par t icul ier de yJ -==:yJ'-= o, on a
i

.y = / = r 4- m, T = 2 -i- m, r' = 2 + m, ^ < //^ < i,

K - f P V __L_, K^ 1 ^+////" . K^O,
"""\a/ t n ( \ — i n ) (•>.m — t ) (ï - ̂  )

/•=-î, /•^i.


