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SURFACES DONT US LIGNES DE COURBURE
SE CORRÏSSPONDKNT

AVEC ÉGALITÉ DES RAYONS DE COURBURE PRINCIPAUX

PAK MM. FINIKOFF ET GAMBIER

i. A^ant-propos et introduction. — L'idée de ce travail est due à
A l . Finikoff q u i en a donné un aperçu dans une Note des Comptes
rendus^ 1.9(:̂  iç)33, p. 984- Un échange de vues a eu lieu. par corres-
pondance entre M. F in iko f r et M, Gambier. On trouvera plus loin deux
méthodes proposées, l 'une par M. Finikoff, Fautre par M. G-ambier
pour résoudre la question. La détermination complète des solut ions
d'un système aux dérivées partielles est souvent impossible à cause de
la longueur des calculs; or dans un Mémoire antérieur [Surfaces iso-
thermiques à représentation sphérique isotherme ^Bulletin de V Académie
polonaise des Sciences et des Lettres^ Série A : Sciences mathématiques,
Cracovie, 1926, p. i33-i83)] M- Gambier avait obtenu un type parti-
culier de solutions de ce problème; i l les indique dans ce travail.
M. Gambier donne aussi une généralisation du problème traité ici et
montre de plus que les lignes de courbure des surfaces, so lu t ions du
problème, s 'obt iennent en général par quadrature.

[/élément linéaire d'une surface et ses deux rayons de courbure
pr incipaux la dé t e rminen t complètement en général (^mî déplacement
et symétrie); il y a exception pour une famille de sur faces isothermiques
que F on peut déformer avec conserwtion des rayons de courbure princi-
paux; ces surfaces comprennent en particulier les surfaces à cour-
bure moyenne constante (Ossian BONNET, Journal de l'Ecole Polytech'
nique, Cahier 42, 1867; HAZZIDAKÏS, Journal de Crelle, I I T ^ 1897;
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SERVANT, Bulletin de la Société mathématique de France', B. G-AMBÎEH,
Comptes rendus^ 174, iqsa, p. i6i3^

Mais si l 'on rse donne que les .rayons de courbure pr incipaux, la
surface n'est pas déterminée; en effet, on peufc établir entre deux sur-
faces quelconques une correspondance ponctuelle précisément par la
condit ion que les rayons de courbure aux points homologues soient
égaux.

Il y a donc intérêt à chercher quelle condition particulière on peut
ajouter à la donnée des rayons principaux : nous allons constater^ par
^ étude qui suit, quen général deux surfaces^ dont les lignes de courbure
se correspondent et dont les rayons principaux aux points homologues
sont égaux^ sont elles-mêmes égales ou Vune égale à une symétrique de
l'autre. Nous obtenons une classe intéressante de surfaces en déter-
minant celles qui, font exception, c'est-à-dire qui se correspondent
avec conservation des lignes de courbure et des rayons principaux
homologues.

Une surface moulure générale admet une infinité de surf aces moulures
correspondantes dépendant d\ine fonction arbitraire d\me variable. Si
deux surfaces (non moulures) possèdent la correspondance enjeu^ il y a
une infinité de surfaces correspondant à l'une ou l\iutre, formant une
famille continue à i, 2, 3 paramètres suivant le cas.

Les familles à un paramètre s 'obtiennent aisément : il suffît de
trouver deux formes différentielles simultanées

( ï ) e^ du'14~ ^•2 fh^^ e 1 du^ ^ dv'1
-J——^—V-^

où U dépend de Uy V de <•' seul, don t la courbure totale est l 'uni té ; a
chaque choix de U et V correspondent les deux fonctions e ( u , r ) ,
§'(//, c) solutions du système

,,. à ( ï à^-\ à ( \ àe\f } - ^ - .... ^ 4, + e^==. o,
au \ e ou ) ô^ \ g- <7p./ "

,p ,,. () fi à^\ '{]' à y ,, à ( ï ()e\ V àe( b,..) ( l) — r ) —- - -^ -4- — —?-- -!- f V — •n -Y-- - -, ) -4- — -y = <•>" / ' au \e au) ^ft au ) àv \^ àv ) ^^ a^

et la forme de (E^) montre que l'on peut, sans modifier e, g, remplacer
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le couple (U, Y) par le couple ( U , , V. ) déf in i par

U i — t = = Â - ( U -—î), Y,— i== Â ' f V — 1 ) ,

• où k est une constante arbitraire (on suppose bien entendu U — i et
V — i non nuls ensemble). A chaque surface admettant pour représen-
tation de ses lignes de courbure la première forme différentielle (i )
correspond une surface dont la forme d i f fé ren t ie l l e homologue est soi t
la seconde expression (i), soit plus généralement

( ' A ) -_1^1_ + __C^__.
1, + / • f { 1 ! — ^ i .+. / . ( \ - _ ^

On a a ins i oo' surfaces associées, dépendant du choix du paramètre //.
On peut remarquer que si e1 du1-{- g^ dv1 correspond à un réseau sphé-
nque isotherme, le réseau (2) est lu i -même iso therme; par sui te on
peut espérer t rouver des surfaces in téressantes en adjoignant cette
n o u v e l l e c o n d i t i o n ; on peut même adjo indre encore la cond i t ion que
le réseau des l ignes de courbure sur la surface soit isotherme et c'est
a in s i que M. Gambier a retrouvé un type de solut ions où les surfaces
associées fo rment u n e famil le à deux paramètres. Aut rement dit dans
cette méthode, proposée par M. Gambier, qui consiste à é tudier le sys-
tème (E)) , (E./), on peut regarder e^ ^ comme les données et chercher
à sa t i s f a i r e à ( E ^ ) par un choix convenable de U, V; on constate ainsi
que, pour un réseau sphér ique orthogonal arbitraire, on ne trouve
comme s o l u t i o n (U, V ) que le couple U = i, V= i ; les réseaux (<?, g ' )
qui d o n n e n t une so lu t ion à un paramètre sont obtenus par la voie q u i
précède et l'on forme aisément les cond i t ions pour que le couple (U, V )
existe effect ivement et dépende de î , 2 ou 3 paramètres. Le nombre 3,
qu i est le maximum, correspond, sur la sphère, à un réseau de
coniques homofocales (et leurs dégénérescences) où à deux fami l l e s
de cercles orthogonaux (et leurs dégénérescences); l 'é tude du
nombre 3 sera faite par la méthode de M. FinikofT.

Cette méthode de M. Finikoff consiste à remarquer que si R, R' sont
donnés en fonction des paramètres de courbure a, <', on a

^R àR'
i àe à^ ___ i à^' __ au _

(3; ^^R-TR-9. ^7)u^~Sr=~W^'

Ami. Éc. Norm.. ( 3 ) , L. — N O V E M B R E i9';3. 41
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On peut donc regarder y , f ^ comme données a priori et dé te rminera , g
par les deux équations (3) jointes à E, ; ç, ^ données arbitrairement,
on ne trouve en général aucune solution e, g ' ; M. Finikoff i n d i q u e
sous quelles condi t ions on 'peut obtenir un couple ( ,<<^^ ' ) à i , 2 ou
3 paramètres.

Et alors on peut remarquer que les solutions à 3 paramètres q u i
•viennent d'être ind iquées sont évidentes a priori (sans que ces raisons
indiquent si le nombre 3 est le maximum pour les paramètres ou s'il
existe d'autres so lu t ions à 3 paramètres). En effet, on sait que si l 'on
trace un système de coniques homofocales sur u n e sphère, le rfa2 do
cet te sphère prend la forme de Liouvi l le

7 •)— r —" (_______df^_______ _______^A'2______ /
f f j " ~ \hr-4- A/ / 3 --!- Wff -!-- G — ^-i~ A^2..+• Br-r- G ) *

Or deux rfcr dé cette espèce, correspondant à des valeurs de A, B, G
différentes , sont entre eux dans la relat ion réciproque donnée par les
formules (i ).

D'autre part imaginons une cyclide de Dupir i , au t re qu'un tore ou
un cône de révolu t ion ; sur chaque l igne de courbure c i rcula i re , le
rayon pr inc ipa l correspondant est constant et varie d 'une l i g n e a
l 'autre; on peut donc prendre comme paramètres //, v précisément les
valeurs des rayons pr inc ipaux; deux cyclides différentes sont alors
d a n s la correspondance cherchée.

La conclusion intéressante est que la propriété annoncée se réduit à
une propriété du réseau sphérique orthogonal qui est Vinia^e des lignes
de courbure.

'2. Mise en équation du problème; méthode de M.. Gambier. — On sait
que la condi t ion nécessaire et suff isante pour que la forme

r/^rrr: (^ ( fn ' 1 4- ̂  ^/('2

corresponde à un réseau sphérique orthogonal est
/ n à / \ à^\ à fi ()e\
(1^ ^^^J---'^^^^4"'^

Les coordonnées (c, c ' y c ' 1 ' } d'un po in t de la sphère u n i t é , exprimées
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en u, r, satisfont à une équation de Laplace

^6 ^ . ̂  , p ̂

dont on calcule aisément les coefficienis A, B par la méthode classique,
on a ainsi

à^ i àe à^J i ô^ ô^

Si l'on envisage une surface S, parallèle, au sens de Peterson, à la
sphère suivant ce réseau, donc rapportée à ses lignes de courbure,
on a

ûx . àc ûx ^. â<-
—— —z. ,h. •-—î -— — .11 -Y- ? . . .
ou ou (7r </r

et en égalant deux expressions de -,—r-? on a

à-^- àR Ôr OR' ()r
' { • > ) ( R — R / )

et , comme la même équation a lieu pour c ' et c " , on a, par comparaison
avec (i), les relations fondamenta les pour nous

i àe _ i c)ï\ i àff __ i àïV
( 3 ) 7- ^ ~~~W~P.'J^' J àu~W~W'~à^'

Ce calcul classique prouve que si une autre surface S, correspond
suivant le mode i n d i q u é à S et si, pour S,, on trouve l'élément sphé-
rique

d<j] -==. e'f di^ -4- ̂  d\^,
on a
/ / i ^i l àe i à^\ __ i àg _ e ^ __ ^
f i ; 4 ) .; ̂ = 'e ̂  '^1^-gJa' ^-^ ^ ̂ V"

U dépendant de ^ seul, et V de ^ seul ; on doit écarter le cas où simul-
tanément on aurait U = = ï , V = = i . Il est donc nécessaire et suffisant
d'ajouter à (^Ei) l 'équation analogue relative à e^ g^ ou
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Cette équat ion n'est i r ra t ionnel le qu'en apparence et s'écrit
jâ_ A à^\ IV (hr ,,- à fi_ àe\ Y^ àe ^ __
^/ \(" <^/y '>,^ ^/ Je \g' à^ ) ':>.§• ^c tt"'

Par soustraction avec (E,) on remplace cette équation par

ir ô^ .,., à / i ̂ \ v^ ^ .... ^ /i ()v\
( h:., ) — ,° 4- ( U — l ) -y- - ,'" -1- —— -,- -4- ( \ — 1. ) — — ( - — } = (,.•ïe au ( ) ( ( \ e ( ) f f , l 'A^- </r ( ) ^ \ ^ ( ) ^ J

Si l'on choisit arbitrairement U, V, le système (E,) , (E^) en <?, ^•
définit ces deux fondions en u, v, avec quatre fonctions arbitraires
d'un argument, s 'ajoutant à U, V; mais comme le changement de
variables / / ,== u ^ ( u ) ^ t ' i === ^ i ( ^ ) est permis, on voit qu'en réa l i té
les cla2 qui possèdent cette propriété ne dépendent que de quatre f onctions
arbitmires crun argument. On sait que <?, g é tant obtenus, on doi t pour
obtenir S intégrer les équations (3) en R, R/ qui équ iva l en t à. u n e
équation de Laplace; adoptons le ca lcu l su ivan t : posons R — R / = X,
ce qui transforme le système (3) en

ÔW __. i à^- ÔW _ ()ï . i ôe

1/inconnue auxiliaire X satisfait donc à l'équation

,. ^A (Ti: \ àe à ï / i f}^\ . ~ û / i ô^\ à f\ ()eY\
( .:> ) -i——p -I- .- - -y- + -Y- - -, -1- /. -y- - --~>• + ,- - ,-- } \= ( >

< ) ( ( </c ()u e (h' ^ ' \A ' uu 1 <^'\^ an j < ) t i \ e ô^ ) \

qui est V adjointe de l'équation (i). On a ensuite

R^ fx ( L ̂  ̂  - (^ + , I ̂ \ ^,, R := IV,+ L
J \y ^ 1 ) \^ e ô ^ )

D'autre part, Véquation (E.j) ne change pas si l'on substitue nu
couple (U, V) le nouveau couple (Ui, Vi ) défini par (es équations

(. 6 ) U, - i == /• ( U - r ), V ,-!=:/•( •V" - i ),

o// ^'^.viS ^7i^ constante numérique arbitraire.
Rappelons que le da2 sphérique étant donné , on a une équat ion de

Riccat i à intégrer pour obtenir les coordonnées e, c ' , c\ puis l 'équa-
tion ( 5 ) à intégrer pour avoir R et R', enfin trois quadratures de diffé-
rent ie l le totale à calculer pour avoir les coordonnées <z', y, z d'un
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point de S. En faisani varier /*', on. voit que si l'on connaà un
couple (S, Si) ayant la propriété annoncée, on a aussitôt oc1 surfaces
formant une série continue se correspondant toutes' entre elles suivant le
mode indiquée S et S, étant deux individus de cette famille.

On peut maintenant se poser le problème autrement : on part d'une
sur/ace S et l'on cherche si F on peut trouver une surface S, lui corres-
pondant suivant le mode indiqué. Nous commençons par rapporter S à
ses lignes de courbure et l'on a ainsi les coefficients e, g' de la
forme <7o-\ appelée, suivant l'usage, troisième form^ quadratique fon-
damentale de S. A ce propos, rappelons-nous qu'en remplaçant //
par u^u), ^ par ^i (^), on obtient les échanges suivants :

1 Ôlî 1 <^'
e. ^•, - —5 — -,-5

(î ( / { ( u;' (h'

( { i f ^7c i <)^~ ff^ i àe (fif
f f i i ^ '^ (7t ' i e <)n ^ / t ' i ^ <A' < ' / / / i

Le cas d'une surface moulure générale conduit immédiatement à une
infinité de surfaces moulures générales associées, dépendant d'1 une fonc-
tion. arbitraire d'une variable; si la surface est même surface moulure
de Monge, on trouve une infinité de sur faces moulures 'de Mong'e associées
dépendant d^une fonction arbitraire d'une variable et d'une constante
auxiliaire.

Ce cas écarté, si ^ -2- Çsupposé non nul^ sinon la surface serait mou-

lure') n est pas de la forme U iV, , c'est-à-dire^ plus simplement^ de la
forme U i, on arrive par de simples calculs d'élimination et différentiation
à décider si le couple (U, V) existe ou non, et dans le cas d''affirmative
à obtenir explicitement les fonctions U — ï, V — i en fonction linéaire

et homogène de i, 2 ou 3 constantes arbitraires. Si -; —L est égal à Ui,

le résultat est modifié s implement en ce fait que, en cas de possi-
bi l i té , ( U — ï ) se calcule par une quadra ture et qu'ensuite V — î
s'obtient expl ic i tement ; il y a ici deux constantes linéaires et homo'
^ènes, au plus , dans le couple ( V — î , U — i ) . Si l'on a à la fois

î ô^ , t ôe
e'àu^^ -^::=v-
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on a ('sous réserve que cette forme soit admissible pour e e t^ - )

•\(f f ( ; i (hi — h •> a f V . , du •+• f
1 1 = ——u]——• v " • — -S——'

• o ù a, h, c sont des constantes .
Ces résultats sont faciles à ob ten i r : e, ^ ' sont supposés satisfaire a

l 'équat ion ( Ë , ) et les fonct ions inconnues L\ V doivent vérifier (Ea).
• Appelons E^/, E,,,., E^/i. . . . les équa t ions obtenues en dérivant (Es)

par rapport à i / y ou à r, ou successivement en ^, r, . . . . Les équa-
tions (E^),(E^,) ... doivent être sa t is fa i tes en même temps que (E,>);
nous avons

,. U ' ( ) / « ^\ , ^2 / i ^\( j^., , , ) . . . ,- . . . _ . .,..(..- ( i; . - „ i ) — ^ -
•^ <7(' ' . (f> ^^ / ûn,ov \ e ou f

„_ v/' ^^ 1^ ^ /i ^^ ' \ -^l/1 ^ ^-!- ̂  -^ r —— ^ [ ̂  ^ j -1' ( vl --- l l- l )^^^. ̂ J ̂  < f -

l.es équations (Ë.j) et (E^^) sont l inéa i res en tJ' et U — i ; elles peu-
vent donc être résolues si le dé terminant

A ^ f 1 ^'\^—(ï. ̂ .\ „ ^ ( l ^Y^JL ̂ \
\^ Ôlf ) <)(( <)\' \ ^ ( ) ( ( . ) OU \^ OU ) ()^ \ ̂  Ôtl )

i^est pas nu l , c ' e s t - à -d i re si l 'expression - -' n^es t pas de la
tonne 11, V , , p rodu i t d 'une fonc t ion U i de // par une fonction V , de c;
si LJ,, V i est nul , :••~l est nul , ^ est fonct ion de c seul , donc réductible à
l ' un i t é et l'on a le cas des surfaces m o u l u r e s ; si U., Y; ̂  o, nous avons
vu que - —5 peut être remplacé par l ^ '—) donc on peut supposer

V , = = i , -^ •"-L = U, ; ce sont les d e u x cas réservés. Supposons donc
d'abord A -=f=- o.

Si nous donnons à r u n e valeur n u m é r i q u e ^,, V — i , V\ \" pren-
nent des valeurs numériques V ^ — i , V^, V^ provisoirement inconnues
et la résolution de (Ea) et (E^), où v est remplacé par ^.fournit
explicitement U — i et i!' en fonction de u (et des constantes Y(,, V^ ,Yo ) ;
i l faut d'abord que l'expression V r obtenue soit la dérivée -y- (U — i),
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si no ri le problème proposé est impossible; cette relation 17 = — (U—n,
si elle est possible, est peut-être réalisée quelles que soient, les
valeurs numériques V,,, Y,,, T,', ou en t ra îne pen t -ê t r e des re la t ions
entre Vo, V^p V ^ — i ; nous supposons que ce premier stade a réussi.
Ecrivons main tenan t réqua t ion (E^,) :

- , IJ' ̂  3l]/ à ( i 6^. . . . à-1 / i ô^\( i^j .._ •-..-. 4- ——— -. •„ — < |, _ t ) - —
':>. e ou '-» ou \e ()a j ôa- \e ou J

\' à / \ àe\ , . ô'1 ( i. àe\_
.„,„ -^ ̂  ̂  ̂  J _ ( \ _ s , ̂ -^ ^ ̂  ̂ ^ __ o.

Elle permet aussi d^ob ten i r U^ en fonc t ion de \ \ ,—i , \^, V,, et d e / / .
En donnant à // la valeur numér ique u^, nous avons U,,, U,,, Li^ en
fonc t ion de V,,, V'^, V ^ ; si nous résolvons m a i n t e n a n t (E./) et (E.^,) par
rapport à V — i et V ( pu i sque nous écartons aussi le cas où -^ . est

de la forme U ^ V ^ ) ? en d o n n a n î , à // la valeur / / o , nous voyons
q y ^ y — ï et 'V^ sont expriniées (.tJ;|)licùernen/• en fonct ion de ^ et; des
constantes inconnues p rov i so i r emen t [,!„, •U^ U^ o u , si l 'on veut, en.
fonction de r et des constantes Vo, V^,, V,, ; i l faut que V7 coïncide bien
avec l 'expression — ( V — i), puis que l 'équation (E-/) soit satisfaite;
si cela réussit, c^est-à-dire ne réduit pas U — i et Y — i à zéro, on a
trouvé explicitement le couple U, V en fonction de constantes au
nombre de trois au p l u s ; les constantes qui restent f i gu ren t sous
forme l iné r i i r e et homogène dans l 'expression de U — i et V — i ,
résu l ta t évident fourn i par la forme de l 'équation (E.j). L'essentiel est
de savoir que pour e^ g donnés, solutions de (E,) , nous n'avons que des
différentiations et calculs algébri(/ues à effectuer pour reconnaître si le
problème est possible, puis si la possibilité a lieu ̂  pour trouver effecti-
vement le couple ( U, V) le plus général.

Si l'on veut tonner les équations précises aux dérivées partielles
que doivent vérifier ^ g ' , on peut modifier la méthode de façon â n e
pas introduire les valeurs numériques / /o , i \ , ; ces équations fo rmen t
un système (E) que l 'on doit adjoindre à (E , ) ; mais l'ensemble des
équations (E) est simplement remplacé par l ' intégrale intermédiaire Ea.
Si nous considérons les équations (E^), (E.^), (Eaw), elles forment
un système de trois équations en U — i , U', dont les deux premières
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ont élé ( A = o ) supposées résolubles en [i — i et U ' ; j 'écris (E^,,.) :
U' à1 I i. ^-\ ... ()'•'• { i. ^-\ \'" àe

• ! U — 1 )

. , () / i ( ) e \ 5V (y1 ( \ ( ) e \ . . ()•'• 1 i. ûe\
-r ^ V — ~ -.- + ——— —— - -y- -I- ( V -- I. ) —-: - -.- r_ o.àv \^~ ôv f ^ à\^ \^ ô^ / ' ^c-1 \^' àv )

L ' é l i m i n a t i o n de U ~ i, U' entre (E^), (IL,.), (E.j,,.) fourni t l 'équat ion
ditFérent ie l le l i néa i r e en ( V — i)

qai est d 'ordre 3, car le coeff ic ient de V^ est supposé non n u l . Si (E;;)
est vér i f iée , nous savons que les f o n c t i o n s U — \ et U' tirées de (.IL)
et (IL,,) sont indépendantes de v (d ' après un résul ta t classique); elles
s 'expriment l i n é a i r e m e n t en V — i , V', V" et sous forme homogène;
en écr ivant V^'=- - y - ( U — i ) , nous ob tenons une nouvel le équa-
tion (E^) d i f férent ie l le , l i n é a i r e el homogène, en V -- i (Vordre 3 au
p l n x : les équations (E;;) ('t ( Ë . ( ) ^o^^' nécessaires et suffisantes [ > o u r
calculer V. Si n o u s écrivons (E:; ) sous la forme réduite
CE;,} V^-hA^, c} V ' - i -B f^ , ^)\f-\-C(f^ ( ' ^ V — i ^ o

nous voyons que deux cas peuvent se présenter : A, B, ^peuvent être
indépendant de u, ou contenir u. Le premier cas donne trois équat ions
aux dérivées pa r t i e l l e s en e, g (^~ == o, —> === o, — = -o) ; si e l l e s

son tvé r i f i ées ia fonc t ion V(i') d é f i n i e pa r (E : ; )dépend de t ro iscons tan tes
n u m é r i q u e s arbi t ra i res et il reste à voi r si elle peut sa t i s fa i re a ( E ^ ) ;
en tout cas, on ne peut avoir de solutions à trois paramètres en réservant

les cas e=ï', ^=i1; ̂  ===U,V,^ ̂  =: U,V, ] que si ces équa-
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^A ôB <X;
^<mv ̂  — o, -^ == o, , ==o sont .^rtis^/aites et si l/éf/uaiion ('E'./) ,vr

7TA/^ ^ une identité ou. coïncide mw ( E y ) . Dans le second cas, nous
formons l ' équat ion (E;^yqui n'est plus que du second ordre au p lus
en V —: i :
( K..// ) \ '' à^. - v^ <?B . ( \ -„ àc —

OU "1 J// • I ()u < > '

0- ^A 1 Ibî ^7 est n u l , on. a une équat ion qui f o u r n i t Y = = i , si le quo-
• , ̂ ( : f)l\ , ,. . ,l i en i ̂  : , n est pas f o n c t i o n de c un iquemen t , mais qui, si ce quo-

' \ / \ '•' \1" ''•"
t i en t est f o n c t i o n de r, donne .——- en <' , d'où -.—— e t — — par déri-V — i \; — i ' \ —- i r

valions et il restera à voir si (E',.) etCE.;) sont satisfaites. Si(— n'est pas\ „/ ,. • / ^ i-
nu l , on écrit (E;;//) sous la forme

/,; . \'^ y (<){ï> f)^\ ,\ /< x ; ^^A( '\-t// ) \ -i- \ -y-- : -Y-" -+- ( \ — l ) —— : -.— } -==- o
\(hf ôif ' \ ( } { { ()a t

et l 'on recommence le raisonnement fait sur (E;.,') plus haut . De toutes
façons on arrive à former sans peine toutes les équations aux: dérivées
partielles (E) à ajouter à (E|); on constate bien qu ' i l i n t e rv i en t , en
cas de poss ib i l i t é , trois constantes au plus dans ( L ï — i , V — i ) sous
fo rme l i n é a i r e et homogène; mais la méthode ainsi présentée ne suffit
pas à ob ten i r le résultat s igna lé , à savoir que U -- i et V — i s'obtien-
nen t e x p l i c i t e m e n t sans équation di f férent ie l le à intégrer.

On peut encore modifier la recherche de ces conditions en remar-
quant que l 'équation (E,,) est équivalente au système des trois équa-
t ions à deux inconnues U, V :

i ()^- ()V . . , . , . () / r ()^\ i àe ^V , à / i àc\
- --'- -Y- -+- ( l; — i. ) y- - -f~) -+- -— - y1- -Y- -i- ( V — i ) y- - -,-- == o,'>.e Ou (H( au \ e ou ] •î^' (h' </c d('\^' 0^ j

()V ()V

La méthode générale pour résoudre un tel système est de calculer
expl ic i tement les dérivées des inconnues, jusqu 'à un certain ordre, en
fonction des dérivées d'ordre inférieur, p u i s de former les condit ions
de compat ib i l i té , en dé r ivan t u n e fois de plus. Cette méthode nous
montre que les dérivées d'ordre 2 se calculent explicitement au

Aun. Kc. A'o/'w., (3 ) , L. — NOVEMBIIE ÎQ.VO. 4^



moyen de celtes d'ordre i ; ceci donne le système ( E^), (E^), (E^.)
qui donne U^ V" en fonction linéaire et homogène de 0 — ï , LT,
V — ï , V; l.a condit ion de compat ib i l i t é s 'obtient en portant ces
valeurs dans (E^/,.), ce qui fourn i t one nouvelle équation (E'.,) l inéa i re
et homogène en U — ï , U', V — i , V ; si (E'.,) coïncide avec (E^), on est
clans le cas d'intégrabilité complète, a^ec trois constantes arbitraires
(valeurs de U,,— ï , U^ V,, — i, V,, l iées.par l 'équat ion (E^) elle-même
où u, \ ' sont remplacées par u^ ro). Si (E^) est d is t inc te de (E./),
chaque équation ob tenue en dér ivant (.El.) u n nombre quelconque de
fois en u ou ^ est auss i tô t , moyennant (E.j«), (E^,) ramenée à la forme
linéaire en ir, U — ï , V, V — ï ; le nombre (P équations indépendantes
ainsi obtenues doit être ï , 2, 3 (sinon la seule solution est U == ï , V = ï ).

Le cas (ï) , ou d ' inté^rabil i té complète, c o n d u i t aux d..a1 de L iouv i l l e
de la sphère ou aux systèmes or thogonaux de cercles su r la sphère;
nous ne continuerons pas par cette méthode, puisque M. Finikoiï a pu
de son côté arriver au résultat expl ic i te ; le cas (3) n'a pas besoin
d'explication' spéciale : i l su f f î t de d o n n e r à U, V dans (E_>) des valeurs
arbitraires et d'intégrer en e, ^ le système (E | ) , (E- j ) . Le cas (2)
conduirai t à des calculs inext r icables : nous nous contenterons de
signaler un exemple de ce cas, emprunté au Mémoire déjà cité de
M. Gambier sur les surfaces isothermiques à représentation sphérique
isotherme ( ' ) . On remarquera que le calcul, présenté par la considé-
rat ion de Eo, E»,/, E.»,,, E^,, ne fait pas in te rven i r le cas où -^ ̂  est éffai~ " " i • e ou fl

à U i V , , ni celui où -̂  — est égal à IL V^ mais suppose .que <-^- et — ne

( ' ) Dans co Mémoire, M. Gambier ; i v a i t à trou ver i i i i< 1 fonction z d ( 1 / / , c et d^ux
(bliolîoîis II, V de u ou p s(iiil t o l l f ^ s que les doux équations

/ f)Z ( ) Z ^ Z \
p == ——....- , (f .,:.. ~— , /• „.. -——; 5 . .

\ OU. ' ( ) V OU'1 1

/' ̂  / .4. (ï'i z ̂  (^ :-»( U — V } s -;1- II" (f — ^ P —: ^

soicnl sa l i y l'aile^ s i rn i i l ld i ié ino i i l . l.a iiiétiiodc j )our discuter l ' ex i s tence de l'. \r pour u n e
l'onction z donnée est exactement la même que celle qui a été exposée pour Ei et Ea. 11 y
a une difÏerence essentielle entre les deux problèmes : dans celui du texte on peut
donner U, V arbitraireinent puisqu'i l y a deux fonctions inconnues e, ,̂ , tandis que dans
celui, de la Note présente on a une seule fonction inconnue z avec deux équations, de
sorte que U, V doivent satisfaire à des conditions précises,
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sont pas n u l s ; c'est la déterminat ion de U, Y pour un couple e, y
donné qui fait in te rven i r les hypothèses - — égal ou non h l, i V .

( i (^' ' S - î - \-et - — esal ou non a L .> \ ...
.̂ f)^ 0 - -

Traitons maintenant le cas où \ -^ est égal à L 's \\, on plus s imple-
ment, comme nous l'avons dit, égal a U ; | g'ràce a un changement de
var iab le r, = < ' i 0 3 ) ] . L'équation (E_> ) se rédui t alors à

l : / , • , i- v/ l r^ ^ ô ( ' ^ \( <S ) . - l, , 4- ( i --. i ) l . -4- —i- - -,- 4- ( \ — U -T- - -r F "̂ < 1 -
• •^ ' •z ^- ^r ' ^r ^ ^' ^t' ''

En dérivant par rapport à <', on obtieni

\'f i ^e :)\f à ( i ()e\ ,. <)'1 i i Oe \
( " < ) • ) - - 1 - - -.- 4- —— -r- -- -r- — ( v '-- ' » T" -' •T" =()-'' •> ^ à^ '>. à^ \^ ô^ ) " à^1 \ ̂  f)^ !

.Nous supposons ,6 7^ o; c/est une équa t ion de ia tonne

( (^ ) X " — /, ( ff, ('l \ ' 4- .̂ ( / / , ( ' ) ( \ • • i ) =- < '

que l'on trai te comme il. a été expliqué plus haut à propos -de l'équa-
tion appelée (E; t ) ; on sait reconnaître si la fonction V existe^ et elle ne
peut dépendre que de deux constantes au p lus ; si cette fonc t ion V
existe, l 'expression

v/ l {)e ^y ' (h\••7 ̂ j, -^ -. ĵ.^

est une fonction de // et l 'équat ion {S) détermine U par / / /^quadrature,
avec une constante nouvelle arbitraire; quan t à la fonction V, on voit
comme précédemment qu'elle s 'obtient sans intégration, car par déri-
vation en // de l 'équation (8) on obt ient la re la t ion

l^ ^ „ V ô ( i ()(-\
ho, • ^U .+^ l - l - . - t t——r /U ,^

^ / ' ^ \.„„ (- \ .„,„,- î ) — — ^ , - „ = = < „ > .
au dv \^~ (h' )

En donnant à u une valeur u^ les équations (8) e t ( io) déterminent
y_ i et V en fonction de. trois constantes provisoirement inconnues
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U o — 2 5 U,, °^ U , ' , ( o n suppose que la résolution est possible, donc

que -L _ 6 n'est'pas de la forme LLVa ); comme précédemment Pénalité

^ r f = — ^ V — • [ " ) peut établir des relations entre U o — i ? U ^ et [}'„ de

façon à d iminuer le nombre de paramètres .
Si l'on a à la fois

ou plus s i m p l e m e n t
^=u,, '-^v.e ( ) ( f ^' (){'

l 'équat ion (E.j) s'écrit

( i l ) ——-1 -\- ( U — l ) lJ, -l11- —;—ï 4- ( V — 1 ) V^=:r:<>.

On a donc

'l^U, /,, , . , V ^ V . _ -—..—- -.1- ( [ j — i ) LJ , == a, •——- -|- ( V — i ) V ., = — a,

où a est une constante, d'où

( i ̂  ) U = ———————, \1 =
lï2 ~ • V'2

Cette fois, si les équations

^=u,, -'^v.,e' (7//1. ^ (){?

sont compatibles cm:c r équation (Ei ), le couple (U, V) s 'obt iendra i t
par deux quadratures , avec trois constantes arbitraires: en fa isant la
discussion complète sous la forme qui a été expliquée un peu plus
i - / • p • j • . • i , i à y \ àe ihaut qui ne t a i t pas intervenir le cas ou - ̂  et- -r ont ou non les\ A r ^ ( ) y ^ f)y

formes Ui et V^ ) on voit que le cas de trois constantes arbitraires pour
le couple U, Y donne les deux da1 sphériques indiqués plus haut et
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que ^ ,?-, ^ _ ne sont pas de là forme U^ V^, donc ce cas ne se pro-
duit pas ( ' ).

Il reste donc le cas des surfaces moulures ; on suppose - —"' ==o;
g est une fonc t ion de v que Fou peut réduire à l 'uni té ; le d^1 égal à
e ^ d i r - ^ - d v 1 caractérise une famille de grands cercles {u'== const.) et
leurs trajectoires orthogonales; l 'équation (E i ) entra ine

e = 1.4 sin( r — C.i) ;

on peu t réduire IL à l 'unité, l 'équation (E^) s'écrit
V /

-— cosf F — U'i ) — ( V — i ) sin ( r — IJ, ) = < "» .•̂

Si Ui dépend effectivement de u, elle entraîne Y = i, //uns la /onc-
tion U reste arbitraire; c'est le cas de la surface moulure générale : si U,
est constant, on le réduit à ^éro en rincorporant à ^ et l'on a, a^ec une
constante arbitraire C,

V — r ~=- —^— ( U == fonction arbitra ire de / / . ) .cos^ ('

C'est le cas de la surface moulure de Monge. Nous reviendrons p lus
lo in sur l'étude des surfaces moulures. Nous allons tout de su i t e
donner un exemple intéressant.

( } ) Si l'on veul traiter directement lu question, on écrit l 'équation ( E i ) et l'on a a i n s i
I f * système (où Je remplace Ui par U\ et Vs par V^ pour la commodité) .

i (jfy , ï àe ..,
U^V; -%•=", ^^L'r g•^=v•-•'

(jiii (loinie tout de suite

u, ir; + u7, v, + g H = °' u'; v, + v, v^ ̂  = o.
u, ^ -4- A Ui v; 4- ̂  = v:^ ï u'i Va -+- v^2 -4- c"- = u:;.

( [;'; „,_ v; f — (: •î U'; V, -4- \^2 — U, ) ( 2 U, V; ̂ - [F, 2 — V:; ) = o.

Ct-tte dernière équation est de la forme classique :S^^==ooù les ?/, et ^ sont fonctions
de u ou r seni ; elle se discuterait par la méthode bien connue; mais c'est inutile puisque
le cas où le couple (U, V) doit dépendre de trois constantes ne condui t pas à ces formes de
1 ^', L ^. Mais il était nécessaire, pour pouvoir se servir de ces résultats, de montrer
•-> ou if au
que le couple (U. V) aurait enectivement renfermé trois constantes.
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3. Exemple où le couple ( V y V) dépend d'un unique paramètre. —
Puisque nous pouvons choisir arbitrairement (U, V) supposons que U
et Y soient tous deux constants (mais non égaux à i ). L'équation (E./)
devient donc, avec deux constantes A, B,

à /i ày\ ., à ( i âe\i i ) A — - — — B — - - — - = o
ou \e au/ ô^ \^' ov )

et donne.» avec une constante A', la. possibilité de p r e n d r e
( ï ) IJ==r~i-A.Â-, V==:i.--BÂ-.

On peut donc poser, avec une fonction inconnue 0,
A (h^- _ àb B_ àe __ àh
( ' OU JF ' ^ ( ) { ' ( ) l {

et l'équation ("Ei} est

(^ ' / fT-^)^-——— 1 1 -\ A B/ ÔK </('

(^ela entraine l ' inégal i té -• -h- -p- 7^0, au t rement d i t ' U et V ne p e u v e n i ,
être égales; nous avons à résoudre le système des équations (3) et ( 4 ) ?
en nombre égal à 3, r en fe rmant trois fonc t ions i n c o n n u e s 6, e, ^'. En
remplaçant , dans (4), ^ par A -7' : • - , ? on a

L( 1. . L\ àî J,. ̂  ^'—
A \A ~i~ .B ^ on àv 7)^ ~h '^'^ ~ oî

d'où une intégrale première (avec celle qui en résulte par symétr ie)
B- r -A / ^V . ,, B - h A / ^ V

( .,) -^- (^ +. g-= V , , -̂ ,- (^ ,,- .̂  1,,

et l'on a à résoudre le système formé par les deux équations ( 5 ) et
l 'équat ion

/ i i \ ^0 / ~ B ^A~/à6Y / ~ B - 4 - A / ^ \ ^
• ( ( ) ) (A:'•-B)^^-Vlj•-""^ ^/V,-~.-^-(^) ^o.

D'après ce qui a été déjà expl iqué , on peut réaliser les échanges sui-
vants :

i. à^- i àe^ if, ^ e, ^ ~ .&, - —, 0, V' i ,
é; ^ .̂ ^- (7C

^/^ c/^ i à^ dv i (̂ ^ 6/^ , — , / ^/t' \ ^//, ; ( / / j , (•', ( p ), e ——, ^ —, - 0 —,, - ,.,-. -—, ^. v i — — ) •
^/^i ^A ' i ^ ^^ ^P| ^' f)v dfir^ \ ^/c, /
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Si donc V, n'est pas nul , on peut le réduire à l 'unité [ou à ( '—" i) si l 'on
veut éviter des imaginaires]; mais si T; est mil, il reste nu!. Mêmes
remarques pour U s . Il y a donc trois cas à examiner : r i = V , = o:
puis Y, == o, Vi = i ; puis Y, == U, -= -i.

Prenons d'abord (J, == Y, == o ; on a

B.4-A / ^y_ .. ( à h y
~KB~[^) -^{^J 5

B-hA / ̂ \1 , fàe'Y
-v^irt^)"^^) î

()0e = a -y--,
ou.

,-4i.<7ï'

On Irouve ai se nient,

^) r-'-B"'^11^"1"-^-
1,/equation réso lvante en 0 est.

M àh< (.) i

Or l'eq nat ion
f)ff Ô^

à^ àh àO

a pour in t ég ra le générale

où Ui et V^i sont des fonc t ions de u et c séparément (qui n'ont rien de
commun avec les fonct ions désignées plus haut sous ce nom); ici

ab
fV^24"" ^2

ûb a U, i^a^I^ IJ, aU',
IJ,-^ \,, ~ l',-V,

/'V /a2+^ V'i ^V ,
\ , — I J , 4 _ \-

a et S é tant de nouvel les constantes, liées évidemment par la relation
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le da1 de la sphère est, en prenant pour variables u == LJ,, f =— V,

a"2 ^n2 4- £'2 ^("î y. [3
( 1 . 1 ) ^rr:——————————;——, ^=:—————? ^==—————•' ( // — r^ /Y — c ° c — //

On vérifie aisément que celte forme s'obtient en rapportant la sphère
au système orthogonal <ie cercles imaginaires obtenus ainsi : par O.:r
par. exemple, menons un plan isotrope, ^ == iy pour fixer les idées;
les deux droites isotropes

. / r=o, ./-r^// ]

et

sont conjuguées par rapport à la sphère et les cercles en jeu s'obtiennen t
en coupant la sphère par les plans qui pivotent autour de D ou autour
de D\ Nous retrouverons ce r/cr comme dégénérescence de'celui qui
correspond aux surfaces cyclides. Sans savoir ce résultat cherchons
maintenant les fonctions générales U, V correspondant au (h2 de la
formule ( 1 1 ) . î/équation (IL) est ici, en chassant le dénominatenr,

6 y . V 6 V y
( , ̂  ^ L( U — i j + ̂  ( V — i ) — — M // — c ) + -"- Y, ( d — i ' ) = o.

' a :̂  ' 1>- a ' 1•1'> P

En dérivant en //, puis en v, on obtient

(.3., u^+V^=o, U^^-V-J^.//,

où // est une constante; ^ ( U — i ) est donc un polynôme du second

degré en //,
/) /f 2 _|_ .) /^ fi ....)„ //^ ^

^ V — I L de même un polynôme du second degré en e; or i 'éqna-
' ' • 3
tion ( i 2) exprime que pour // == e = l, les deux polynômes ^(U — ( )

ef ^(V — i) en t ont une somme identiquernent nulle. On écrit donc

( i< ) ËCII- . - I ) -=.Jn^ -\- ' ï / t ^ i i -i- //.>, ^ f V — i) ==;— (//('M- ^iC -I- //^
' a ' 1 " u
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et l'on constate- aussitôt que l'équation (1.2) esl bien satisfaite. Mais
alors si l'on prend le nouveau H^ relatif à (IL V)

a'2 dif'^
i l — c )'- a , . . ,

| -j ( fi I I ï — •>. // i // -r- //., )
I.-. i-* '

L- ( //r'2 -4- •>. / i , r -\- I I . , ï -i- ï
y.

on peut:,, dans le crochet, diviser la première fraction haut et bas para"',
la seconde par p2 , remplacer //, li^ (/^-i- ^ ) p<u' a^H, a ^ H i , a?lL
où H, H| , IL soni des constantes, puis se rappeler la re la t ion

-4-

et écrire

( ^ ) l î . . -

Cet te ' fo is , H, H i ; 1:1̂  sont trois constantes quelconques: si elles sont
réelles on obt ient précisément le d^ qui correspond à deux faisceaux
réels de cercles or thogonaux sur la sphère : le'rfcr donné p a r ' ( i i ) cor-
respond précisément à H ===== H| = o et l 'on voit b ien comment la dégé-
nérescence s ' introduit .

Pour abréger nous ne parlerons pas du second cas ( V , ^-=- o, U i = T )
mais s implement du t rois ième V, == U, == r . Nous avons alors

B + À / ^ Y ,_ B-i-A/^y
. a n ) ? ^ - — l ^.B Vâ^) !

' ( ( ) ) ï \ ^C
B ) au à^

Si l 'on pose

B̂ \ A
t_\ àC

V>)7)7i.
e == cos 's.

ï \ àh . ,
^ A - ^ B ^=S '"•L•^U

: cos^,

on est ramené à intégrer le système très simple, aux deux inconnues
î), ^, obtenu en se rappelant les équations (3) :

r i S ) à^
7)^-

V
COS ̂

B7^4
Ann. Èc. fform., (3 ) , I.. — NOVEMBRE ig2S. 43
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Ô est ensui te obtenu par une quadrature de différent iel le totale, mais
le calcul .de 0 n'est pas indispensable. Si dans ces équations Pon pose

——V'4-TO' "=".\A(4î.)-

on obt ient le système plus s imple
, , ^o . ' , ' M( i q ) —— 4~ ces ̂  === ci, —— -4- cos o = o.rA'i ' <)u^

On d é d u i t i m m é d i a t e m e n t des équations (19), par dér iva t ion ,
6^û . , ()'^b . ,

( 'U) ) ———-— 4- si n 'i> cos ̂  ~= o, ———-— 4- s in ̂  cos'l/ :=: o^^i ô\\ • ' ^// i ^i'i 1 t -

puis par add i t ion et sous t rac t ion
( ^ ( ^ - ^ ' b ) . / ,l —_——^ 4.... s i i i ( ^ 4- rj; ) = o,
^ c/^l ^('1

( ' }- « ) < ,j ^ ( 9 — ^} .f —„—^_ + sin ( 'J> -1-" o ) == o.
[ ( / u ' \ < ' / ( ' ,

Si l'on pose
9 4- '̂  = i2, 9 — ^ ~= ̂  -4-- T:,

les équations (21) se réduisen t à la forme
, ^ii . . . ^0.' . ^
( -^2 ) -,——,— 4- sin ̂  =- < > , - ~——.— 4- sin il -=.. o

oif^ ô^[ < / / / , <yr i

qui est celle que Von rencontre dans F élude des surfaces à courbure totale
constante rapportées à leurs asyrnptotùjues. Si l ^ o n remarque d ' a i l l eurs
que le système (19) s'écrit

/ i fà^ <W\ . / 1 2 — 1 2 ^». 4., — 4_ g i n ——"—— =r o,
( .3) <A^' ^ ) { > )

\ i. /<^2 (W\ . /^^^'\__
{ ï [jf?, ~ rJ/T.'y '" sln \ : , ^ ~ oî

on voit qu'il suffit de connaître une intégrale û (ou Û ' ) de l 'équation
^^, . ,

———- 41- s i n 6',== o
c// / i ^/ri

pour obtenir , par un système complè tement intégrable (23 ), u n e autre
intégrale 12'(ou û ) de la même équat ion : on retrouve ici la transfor"
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mation bien connue-associant à une" suri'ace ^ à cou rbu re t o t a l e cons-
t a n t e négative égale à ( — i ) (connue par Û ) -x;' surfaces de même
espèce S^ telles que S et H' soient les développées d 'une même sur-
i a ceW(B—r=ï ' ) .

Ces considérations sont précieuses pour nous renseigner sur la
nature du système (E,), (E.j) où l'on a donné au couple (U, V) une
valeur arbitraire : on ne peut en donner expl ic i tement l ' in tégrale
générale; tout au plus, pour certains choix parîicidier^ de ce couple,
peut-on, comme ic i , trouver des intégrales premières (dans le cas
actuel, on a obtenu deux intégrales premières et ramené l ' intégration
a celle de l 'équation irréductible —— 4- smÛ= o, suivie de l'intégra-
t ion d 'un système du premier ordre complè tement intégrable, équiva-
l e n t à une équat ion de Riccati .

Donnons au moins un exemple numérique précis; faisons

de sorte que l'on trouve sans peine

si n ̂  == — l h (' / / 1 — ( ' i )
cli (' ff^

et le da1 de la sphère est
•i (' du'\ 4- </r'f ) _ ( </ / / i 4- (h\ f -4- ( du i — d\\ '"f

f -Y i ) ^--=.
c h ^ C ^ i 4" i'i

Or la forme '-——— est celle, bien connue, qu i sert dans la représen-
ta t ion géographique de Mercator :

/ h - \
( c == s'in 6' cos9, c -==- sin 0 sin 9, ('''==- cos^, X = lo^' tang- - ? 1 =9 j .

Ic i on a donc

(^

/ / , -{- (',=== lo^ lan^' -1

r / , </ \
//, == — ( Io^ tari H'-- -4- o ,

\/^ \ '" ' <)- /

; Ci,

i /. b \
' == —-- Io^ lan^-- — ^ ,

IL 4- r



.''HO PINIKO.PF ET GA.MBIER.

On forme aisément l ' équat ion (Ea) relative à ce cas : on pose u + r== t
ci l'on obt ient

( ^6 ) •< \ 2 ( U -i~ V ~ •-Î ) 4- ( U / n- V^ ) S Î 1 ( ^ ̂  ) == <:.).

Nous inspirant de la méthode indiquée, formons (E^/), (E^.), (E,.,.,);
on obtient
C ^ 7 » ^ V^ u / -4- C Ll / -!- vl/ „) V^ ch ( / v/i ) + 1.5 " sh ( ̂  y^ ) = (..),
( '̂  ,) ^ ^^ V -+-- ( II' + V) ^^ cl-i (/ ^/Ï) -4- V^ sh ( ̂  \/~î ) •= o,

( • ^ 9 ) ^( l .J /+V7 )sh( /v / Ï>)-^ (U^-V^v^ch ( /v ;>)==o.

P o u r é l i m i i i e i 1 U7' et, V^ i l s u f f i t d ajouter les deux premières, ce qui
donne
( 3 o} ^ V '-> ( ^ ; / -1- V / ) ( ' + c h / \ ̂  ) -h ( IJ " -h V / / ) s li ( / yÇ ) = < > .

Les deux équations homogènes .obtenues en IT + V7 et U / /+ V7' en t ra î -
nent IT-hV^o, L^+V^o; l 'équation (ïL) d o n n e U -}- V — . 2 = o ;
par suite, l 'unique solution est celle, U = i. + k, V== i 4- /•, que nous
connaissions a priori. Nous avons ensuite à exprimer les cos inus c,
c\ c" de façon à obtenir le nouveau da^ :

( 3, ) ' ^ ( ^ ,- ̂ -) ______ .
\ , r - r / ' •-/•7,^/^t_..

\ v7^ y
Nous posons

// ==: / / , ̂  ̂  i -i- /•, ( 'me, ^.-i ^ i — /•
et nous avons

, .,_ '-i( du2 4- ^A'2 )< f < j ~ — ——~———;~ •. --•--—————======—-,
ch-' [^i ^/ î + /.- + ̂ i ̂  i — /.• j

-=: \/ï^l{{ \/~î~^ -r- ^i ^^""Â-)]2-!- [ ̂ (^i v7~~7' -— <^ v/TTT")]"
ch^ ^, ^ 1 4- /• + ('i ^ i — X' |

^ zzo^j: ^w/i.y retrouvé le da2 de la représentation de ilfercT^^r-'——^^

de sorte que le problème se trouve complètement résolu. On peut
remarquer quelle variante le da2 obtenu par la formule (3i ) est tou-
jours isothermique^ de sorte que parmi les surfaces correspondantes^
on trouve une famille de surfaces toutes rninima se correspondant avec
conserwtion des lignes de courbure et des rayons principaux. On a en
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effet ici.
^H. (W

i àe \ à^' i / // — »'\ _ ~ ~à^ _ àu
- — = = : — • — —- — —::; 1 1 1 —— j — p——prf — o r* ! 'e ôv ^ au 4 ."> \ ^'^ ] i 'v— i r i ,n — n

On a, quelle que soil la surface choisie, -^ =— '̂  si l'on choisil

R = — l i , on au ra^=^ de sorte que R est fonction aussi de' à{1 au i

ii 4- c ; l'égalité

ï :• Î H—(<? : ( ' )<)^ \à^ )

donne alors R== L. ou G est une constante. On peut donc prendre , ene~
négligeant une homothélie, R= — .H/= ch^-ij pour dé f in i r la

famille de surfaces minima.

/!.. Méthode de M. Finikojf. — Rappelons que nous avons écrit

( i ^ ch"- •==. e'1 (la2- -4- g1 c!v1,
àR àW__

i <)e _ __ ~à~v ^ ̂  _ au ^ ̂
(1^ ~e ^""^""H7"^3 ^^""R-R7 Y'

On suppose données les fonctions :?, '«L; les fonctions inconnues f , _
<r ( ' } satisfont donc aux deux équations (2) auxquelles iwus adjoi-
gnons l 'équat ion

ô l i ô^\ () 1 \ àe\
(^ J^^^)4"^^^)^^^0 '

En multipliant le premier membre de (E.) par ^ nous pouvons

( i ) A titre de mémoire, nous poiivons rappeler que le trièdre mobile dont l'origine est
le point (c, </, c") de la sphère, dont Faxe des s est la normale à la sphère, Paxe des x
langent à la courbe ^ = eonst., l^axe des y tangent à la courbe u == consfc. tracée sur la
sphère admet pour rotation instantanée infinitésimale p d u ^ - p . d v , ([du-r-q^U^
r du •+- /•i dv, avec

1 ùe — I ^p = q, == o, e = <7, g = pi, /• == .̂ ^î /•i - •- 7. ̂ '
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écrire (E,) sous la forme équivalente1

+- '). zzz. o.
,^\^' 1 - } [ e 1 \à(f

Si les quanti tés ç, ^ sont différentes de zéro, nous posons

(3 ) " .=^ ^^

et nous subst i tuons les inconnues a, fj à e, ̂ . Cela d o n n e le système
de t rois équations

r ôy. ( )
- ,- =: ,-- {I(.>^^ )...-..- •).^,
a </(' ^r ^ ' '

. ^ <J .,.^^(l,^^^,^

à^ o^ \'<)(\o^} , ] ^ rr \ à{ \0^^ )
ft ——7T—— 4•- ''-? •-i••l- • )- ̂  < > -, + L 4,, y. ————L-. „(.... .,̂  4_ 5

^ ^t» [ ^// * | ' [

Ceci permet d'écrire le système de quatre équations aux cinq incon"
nues a, p, -y, ç, ^

àïo^'b .\^a
ûa ~~

/^a
Je

^P
ou

^ ^
^c

.?:

?
(3
P

/ ^ lo^ ' ^
\ 6?^

/ à l o ^ ' b
[ à^

/ ^ i o ^ o
\ ( ) ( f

/ ^ lôgo
\ ^^

'•' 0 ,

.L. == - ? ——-2_ ..,-.- ,̂  - y — 1 ,
| ^ (? ( \ <)V • / (

où Y est une i n c o n n u e auxi l ia i re ; on a ensu i te

Quand on donne a priori o, ' d^ nous avons pour les trois i n c o n n u e s
restant , a, ^ y, un système en général incompatible. En calculant de-
deux façons différentes j^,'> j—y "c^ avons deux équations com-
plémentaires à écrire
deux façons différentes —^ —1

a y- ^p , +-^ M-^,
f 6 )

^ï / /^^ \ /-,.-- == ^ Y -T" '.>, ̂  —- -)- c -— b,
^t' i * \^^ / '
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où l 'on a désigné (pour simplifier l'écriture") par û, A, c les quantilés
<Mo^
^ • '-t^, ^!0^

"̂ F"
^9 , <^
à fi /")('

Nous devo'ns adjoindre les équations {6") aux équation? ( 5 ) ; mais
alors nous devons encore égaler les deux valeurs de -5——j ce qui0 au ô^ i

nous donne celte fois une équation.en termes finis

( > ï ) a y. -r- t»? {5 — Cy 4- cD == o.

où cl, cB, (5, cO sont les expressions

Inéquation (8) a des coefficients qui né dépendent que de o et ^; ̂
p^/.y ^/fc <7^ linéaire. En dérivant l 'équation (8) un nombre quel-
conque de fois en u ou en ^ on peut aussitôt, en tenant compte des
équations (5), (6), réduire le résultat à une expression linéaire (non
homogène) en a, (3, -y. Donc, pour la compatibilité, il est nécessaire
et suffisant que l'équation (8) et celles qui en résultent ainsi se
réduisent à un nombre d'équations linéaires indépendantes égal à o,
i ^ 2, 3, sinon il y a impossibil i té .

Le cas : zéro équation indépendante signifie, que cl, û^, (5, iD sont
ident iquetnent nu l l e s ; on trouve alors, pour le système (R, IV ) donné,
une fami l le t r ip l ement in f in ie de surfaces.

Le cas : trou équations indépendantes signifie qu'il existe un sys-
tème et un seul de fonctions a, ?, y, donc une seule surface S; autre-
ment dit i l est impossible de trouver une autre surface correspondant
à S su ivan t le mode indiqué.
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Les cas : une ou deux cc/uaîions innependanles donnent une famille
de or ou •oc' surfaces.

^. Fanùlles de surfaces à trois paramètres. Coniques sphé/'^/ues honio-
/'ocales. — Nous supposons cl == oî> :=:(?== iV == o. Pour éviter toute
difficulté relative au logarithme, écrivons

() [f)h ( à h \ () , ,a = — '>. •„- ,-- -4- c -h ^ .-- --1- c -Y-1 i0^ y^ )cl = — <^/ | ( ) ( / \ au ] ( ) u ' ' l '
^ [ôa /^a \ ^ , ,+^(^ , .+- r - ) , : : i<^(^) .

'^.[^"""J

^À/^^n 1 <> 1 • ^^ - ( f t t i. ' 1En vertu de c=o, les expressions -,- +c et -, 4- <:- son t égales.
Si elles sont nulles, on a C X = = ( B = = < ) et. les équa t ions a écrire
cX == tô == € == cî> == o deviennent

6^ _ (^^ _

^(' < ) ( (

On déduit de là sans peine
.̂..[y — N ^ .— U / \"

- ~ u-i---\ ••""(•( ;+V\)-

où U i V sont fonctions de // ou ^ seul. On a ensuite, d'après les d é f i n i -
tions de a, b, c,

'̂
à\- [ i .4.. V

à^ à^ _ ^.\y\<
f)u + ̂  ~~ (TT^~V7 "

La forme de ces équations conduit au changement d ' inconnues ^ i , '^i
telles que l 'on ait
f 4.) 91. == f U -)- V ) 9, ^, == f li -i- V ; ̂ . .

On a le système, équivalent à (3 ),
à log' (p,
"~^~ —'ïj";"^'^')

|̂o î „ /^i
^p — '[J ,-,,. y

,49, ̂ , — ll̂ ,, — V'^, 4- "U'V7^ o.
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La dernière équa t ion s'écrit
( , ̂  ,_ \ ', ( \ ̂  _ [ ' ) ̂  _ 3 [ ' \\

Si II' est n u l , on a soit ^1=0, soit ^, = — et, celte dern iè re hypo-
thèse, avec la première équat ion (/i\ d o n n e ^i == o; or on a écarté le
cas 'si == o; donc nous pouvons supposer L'T^ o et poser, avec une
u n i q u e i n c o n n u e 0,

•M ,,=V(,-,-^3). ^=^(. -^J>

ce qui. d o n n e tes deux équations
^ l' ( f ' '' ^ ^^ _ \ ' ,. (\ i •î \

( ' '' ̂  ̂  l;' .4- V V ' -1' 0 ~~ v ;î / ' '' ̂  ~ l-; + N ^ V "~ ^ ~ \ 3 / •

La condition de compatibilité de ces deux équations est
/ . •>. \

,/• ,_ '•,_
donc 6 est une constante ( 0=== v'3 ou 0===— —- ); niais alors ^ ou 'ii est

\ \ 3 /
n u l ; c'est le cas exclu.

Nous devons donc supposer la valeur commune de . + c et , + <*
non n u l l e ; cl == cfï == o donne alors

()a _ _ ùb _ _,,,
/ .,) ^^., ll - j^ ' - ' i ^'

où /' est une constante, non nulle , mais arbitraire. En récapitulant
nos équat ions, nous avons, par él iminat ion de c, (c=3ky^—ab),
le système de cinq équations entre y, d^ ^? b :

( ôa àh , .^^^^^-^•^

f 8 ) J à{(^ =a+^. â^=^,,^
j au. " à^
\ ah 4- a îp -i~ ^ ̂  -t- ( 4 — ù ^ )o^ =: o.

La dernière équation (8) s'écrit (a-+~ ̂ )(b + 9) = 3 { k ' — î ) ^ .
Supposons d'abord k différent de i ; nous pouvons poser

f 9 ) a = = ^ ( Ô À — i ^ b = Q ^ — i J , ^=:3U,—i),

A'n/t. Eu. Norm.f (3), L. — NUVEMIÎRE ï<)33. 44
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A étant une constanle non nu l l e ; nous avons donc un système équi-
valent à (8) :

' ) ) (

La condi

()^
au.

<)io^e
()u

tion de

û'-L'

=^^ •
compatibi

Of, .,,„..

/ "if}{ .,.„. '

' ) '

->
lité

^

7)\- ~
()\^0

àv ~
^0 .-.—ç- donneau ov

^-'}-
( /. \

- ^{s^1)-

0 est donc une constante, et comme ni ç ni 'sp ne sont nuls, les der-
nières équa t ions (10) en t ra înen t , que l'on ait à l a / o i s

7fj .4- ;'i •= <», 7 -+. 3^ = o,
d'où

:±3, ^==q=

On trouve ensuite les deux équations

^ _ <)<L

0 ( i <)c
q u i donnen t

Comme nous l 'avons dit, ir n i V ne sont n u l l e s ; on peut donc se
borner à prendre U ==^, V ==— ^ :

Le système écrit précédemment en a, fJ, y devient
{)y' — „^ —Ï -'-,

^=_^.,
^^. //- — c

^ï, ̂  — -^Y~l^j
<̂ <. ^- — v
^

( u, — v y

à^̂

•^
à^
^
ôv ii — (.; ( a — P/-^
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On voit aussitôt que l'on peut poser
.„ .

_ — '-• ; .̂  _ — ' s
( // — r )'2 l (-// — (•' r

et, la re lat ion ^ 4- <— + 2 === o donne
au (h'

( i 3^) ( // — c ( ( [ '^ .4-. \ '^ j — .;> '[J^ 4- - ) \ ̂  — ^ ( { ( — ^ p'r= o.

En dér ivant en / / , et le résultat en ( '5 on a

— U', — \ ', --i- i . ' - t ( ' f/ •— r » •==<»,

'{.]'' ~ 1 '..' //, z=r V", — 1. •< \' r= consl. '

Le résul ta t montre que U, — 2/r est un polynôme du second degré,
a i n s i que V , — 2 v ' " ' ; l 'équation ( i3) prouve que pour ç-=u. Y, coïn-
cide identiquement avec U i . On écrira donc

( i \ ) 1 i, = '\ ( //.•'• -i- ('•, n'1 -i- ̂  // •4- ^3 ). \ ,==-:••»(. r' -i~ c-i t^ — r^ f -4~ <•:, 1

et l'on constate aussitôt que (i3) est satisfaite iden t iquement ; on
arrive ainsi au da^ bien connu

(('•'' -r c, ( { ' 1 — c., i l •+ c^ r" -r- <..̂  r~ -<- r.̂  c 4- <''3

correspondant , quand les racines du polynôme

sont réelles et distinctes, à u n e f ami l l e de coniques sphériques homo"
focales réelles.

Les dégénérescences s 'obtiennent synthétiquement en remarquant
que nous devons imag-iiier un cône du second degré G ayant son
sommet en 0 et lu i associer tous les cônes du faisceau tang'entici
déterminé par G et le cône isotrope I de même sommet; on arrive
ainsi à interpréter le cas où deux ou trois racines se confondent, mais
on n'a alors que des surfaces imaginaires. En particulier^ les qua-
drùjue.v réelles forment, en négligeant les sw paramètres de déplace-
ment, une famille ce3 de surfaces associées. Il existe aussi une famille
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de so''' surfaces Diinima. associées^ puisque le réseau ^phénque trouvé est
isotherme. Nous chercherons, 1111 peu plus bas, les familles de sur-
faces W q u e l 'on peut obtenir.

6. Second type de surfaces à trou paramètres. Faisceaux de cercles
orthogonaux sur la sphère. — Nous devons ma in tenan t é tud ie r le cas
où la constante k 'est égale à un . La dernière équation (8) du para-
graphe précédent se décompose en un p rodu i t de deux facteurs

{ c i -4- ^ ) ( h -l- 9 ) ^=~ o.

Prenons a -4- ^== o; (a priori i l n 'y a aucune raison pour que h 4" y
soit nu l aussi; nous verrons p lus bas que cette équation 64- ç === o
est aussi vérifiée, mais pour le moment nous n^en savons r ien) . Nous
avons donc les équations [ dédui tes des équations (8) du numéro pré-
cédent, en y fa isant k =-= i, a = — ^ ] au nombre de trois entre 6, cp, 6

^lo^\p ô\o^li àb <M( i ) —.—— ̂  ̂  ^ —-.— -^ f) _)„ ^ ̂  .. .„... -^ — .„'....
Ô(f 0^ ( ) ( { . ()^

L'é l iminat ion de b donne

(.) |̂o,(^=:.̂

i j / 1 ; '
d'où l'on déduit spd^ == -——-——^; sans restreindre nous pouvons prendre

U==:u, V =:—(', 9'^: ( ({,_ ^ ^
Mais alors on a

()^ , „— \
à a '^T ( ' / / -"- p}'2

et par suite
^ „ __ V , _ \\^\\(q^,^
^~ n.—^ "̂  ̂  •— V . , f « — ( ^ /

|^^_______-1•11~ V1,________ ^^gy _ ;-i V^
î r/ ~ f // — p j ]; V i 4- V, f //, — (•' )] """ on ~ If. — F ~1'" V ] 4- V", ( u " T 7 ; '

'̂  1 </==:—'! ^ = ()[0^^ .,.r — i V ^ (<^-^)V";
^ ~ 'T'7 ^ ~" ^p ^? ~ (,. ̂  u. ~ '\\ ~ (/y._...(^ v'i 4- V/

_ ., 'v" v
(. r== " L. ______r \ v 1_____

( u — P ^ [V,4- V7, f ^ — p ; p '
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Le système l i néa i r e en a, (:!, y est

- 3 V,

• Nous prenons ma in t enan t l ' équat ion dont y a disparu
()y. /tô

^- ' ==0 . . . +-à . . . — • < .
(7// ^1' *

on nous lenons compte de (4) et ( :')) : on t rouve ainsi
! f/ — c j '[j^ -,..- ^ (j^ -„.}_ p' // — c j \1^ 4-, •^•Yl ^ i

( ( ) ) . \ , [ ( ^ - rjV^i- Vi:|
V^V', ( a. — c.')

:!4p

V, ;Vi-i-(// " ( ' ) V , p "~~ •

Si l'on regarde v comme un paramètre, on a u n e ident i té en / / ; si V\
n'est pas nul le pôle, variable avec r., u==v— — ( ' ) , est double pour
le second terme du premier membre de (6) et simple pour le premier;
il y a donc imposs ib i l i té , sauf si V, est nu l el par suite V, est une
constante (constante nécessairement différente de zéro), que l'on peut
sans restreindre supposer égale à l 'un i té ; on remarquera alors que
Von a

i , . — i

( i ) Si V i = c le raison nernonî est en (léfaul; mais l'identité

( / / — i> i '[J^ // — a "[J.̂  u — [ (' u — P ) V'1» — t-> Vî ] w — \ï ( // — r ) — •-.-> i'//"2 = o

nue l^on oi) t ient exi^e U^ = = = / / 2 , Va === o ; ce résultat est inadmissible, car S ne peiit
être u t i l .
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et par sui te a =—'sL, b =—y.. c i rcons tance signalée au. début de ce
paragraphe. L ' iden t i t é (6) devient alors

( -j ) ( // --- r ) ' { " [ , -r- \ '., "] -1- •-• 1 \ ^ ---- 1 \ --!- i ] ==- o.

En dérivant u n e fois en n, et le résul tat en r, on o b t i e n t

\ 1'. ----- ' [T^ == o. 1,1^ =: \1 '.'. ==:• consL..

donc L^ est un polynôme du second degré; F é q u a t i o n (7), si l 'on y
fait. ii == r, mont re que V\ -4- i ( p o u r ^== //) co ïnc ide avec U^ ; on peut
donc p r e n d r e
( 8 ) l :.,==: f'\ H'1 -h '^•., //' -+• <";;. V .,.rr= /"i F'2 4- '-> <"•» t ' --r ''.';{ — 1

et l 'on consta te que (7 ) est satisfaite i d e n t i q u e i n e n L On a e n s u i t e

On a ainsi retrouvé le d^ auquel c o n d u i s e n t les cyclides de D u p i n ;
les lignes de coordonnées sont des cercles dans chaque système : dans
ie cas général (c i^o) on prend re la t ivement à la sphère u n i t é deux
droites conjuguées quelconques; les cyclides correspondantes sont de
degré 4 ; si l 'une des droi tes devieni tangente à la sphère, l'autre
est tangente à la sphère, au même point , orthogonale à la précédente
et les cyclides sont de degré 3 ; la dernière dégénéres<;cnce ( C i ==. c^ = o)
correspond à u n e dro i te isotrope et à la droite conjuguée, qui est
para l lè le à la première : on remarque, bien en t endu , que s'il s'agit
d'une cyclide isolée, on peut si c,^o, réduire (± c,) à l ' un i t é et Cy
à zéro par un changement («, F; A / / 4- ^, AC.-+- L L ) ; si Ci -===. o, c^-^ o,
on peut supposer ^ ^ = = = i , c ; , = = = o . Les (la1 trouvés étant ùothermes^ on
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a encore ici une famille fie r̂ surfaces minima {en partie îilier !iî
surface minima d^Enneper),

7. Sur/aces W incluses dans les familles à trois pciram-èîres. — Les
deux rayons K, R/ sont l ies par une re l a t ion ne contenant n i // ni r;
nous posons R/rr rR-i -y . Nous prenons d'abord le cas des con iques
sphériques homofocales; on a

remarquons en passant que l 'on a., pour - toutes les surfaces de
« p -n -YTr vi- ^ ^ < T^ ^ t - » / <^celle t ami l l e , W ou non \V , — = —; on peut poser R ==-,-., R/= —(h9 <fu r r au â ^ '

( . . \
et l'on obt ient pour 0 l 'équat ion de Poisson E 75 ; ) dont l ' intégrale
générale a été obtenue par Poisson; cette équat ion admet en part icu-
l ier une in imi t é de solut ions algébriques ; la quan t i t é y est fonction

de R et nous appelons y' sa dérivée —• Les équa t ions ( i ) p rennen t la
forme

()[\ _ — y ! ^H ___ —.r
( ) i ( •). ( i l - c ) ( i -i~ )'' ) f)^ ••> ( // - r )

et la comparaison des valeurs -y—— donne

f 3 ) v y " -4- '-' ( y ' -+- i ) f /r -i- • - » } == o.

On aperçoi t les solut ions y ' = — r ciy^—2; la première donne-
rait li/== consL, ce qu i est impossible, f^ n 'é tant pas nu l le . La seconde
donne 1^==— R 4" C, c'est-à-dire une surface minima si C est nul, ou
une surface pa r a l l è l e à une surface min ima ( i l est évident a priori que
toute surface répondant au prob lème peut être remplacée par la sur-
face paral lè le , obtenue en por tan t une longueur constante sur les nor-
males); i l suffi t d 'obtenir les surfaces m i n i m a ; on a alors

f)[{. — ' ' fm — — j p — /l' i ) ' _ — ^
<)(' u. '--'- r ou il — r î i — ( t // — ^
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où k est une constante. Ces solutions écartées, on arrive aisément à
rintégrale-de ('3') :
{\ ) A c H ' - H ) == s î i » ; ;-\ c R -+- SV -i- -B » ;,

ou. A et B sont des cons tan tes ; on reconnaît les surfaces signalées par
Weingarten dans la déformation du paraboloïde de révolu t ion ; ces
surfaces applicables sur le paraboloïde s^associenf par couples de sur-
faces complémentaires, développées d ' u n e surface sat isfaisant à la
relat ion (4); n" paral lél isme permet d 'annuler B; une homothétie
permet de réduire A à i o u î , su ivant q u ' i l s^agit du paraboloïde

../.'•i "{- r2 '•=- '-'- p ^ on ./-•'•i -L- v'1 == '•) pî 3 ;

autrement dit on ramène (4 ) à l^une des deux formes
( 5 ) .1 V — K == si n ( \\ -+• \\r ). !'</ — 1 'î = si» ( l\ "4-" '1 ' ^ / ).

Si l'on adopte la forme (5), on peut poser
Î

. K 4- c -,..|._ ^(^
•>. l-î -zzz fi) - ..-.. si 1 1 ''»), ( 'OS''»» :=::= --——,-.„-„,„-,—.-—...,

( () ) )' rrr SI 11 <»> // ( ' '

•^ l-l' =rr r,» 4- si 1 1 ^ ) .

où C est une constante arbitraire.
Prenons m a i n t e n a n t l 'autre type de d^\ cor respondant , aux fa i s -

ceaux de cercles or thogonaux; on a

^ ) -j ==i •==. ————. , , y -=.
f/ - r IV— R ()^ ( " " i i r "" \\ — W ou

Ici encore on peut poser
àh àh
-. • • • y h —— • .
OU (7< '

et 0 sa t i s fa i t à l 'équation E(— i, i) dont l^ in tégra le générale est
/ „ „ ^ /U.-V'h -=. { f i — rj-' -—r- ————

OU ()^ \ // •— t '

En posant encore li'r^ |i -{--y, on a

V "=' ^H5 Y "^ Tr^)
s 1 ô}{--=. —————— à 1{ -„

()n ( fl •— (' ) f l -r y' ) ( ) { ' i l — {^

{ ^ ) yr'^fj-'^. ^ ) ( r f - } ~ uj.
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Comme précédemment 7 '==—i est à rejeter; y ' == — 2 donne les
surfaces minima déjà signalées an moment où nous étudions ces Jcr
(et les surfaces parallèles). Si Fou écarte ces solutions, on arrive à des
surfaces qui, à une honiothét ie près ou à un para l lé l i sme près, donnen t

( 10 ) ^ \\' — H == cii^R. --r- R/ — v'R/ — R ̂ Tr^nr"^).
1 H == ———;;———, H," z= ———-———. r == cïi2 -'- ?
1 I .4 ' ' • 1>

( I I )

1 '-i——
•où C est une constante arbitraire.

<S. Exemple de familles à deux paramètres. — Dans le Mémoire déjà
cité de l 'Académie Polonaise de Gracovie, M. Gambier obtient oc2 sur-
faces dépendant de deux paramètres D, A, dont l 'un, D, est paramètre
de forme, l 'autre , A, paramètre d5homothétie.^ telles que les rayons de
courbure pr incipaux a ien t pour expression

. ( / / , -4- r,i r - ( d \ •+- i-'i r( i » /. ——:;—^— ^ y. ——^—;;— 5
fi'-^ (''•[' y / 2 (''",'

les paramètres ^ i et ^i élant ceux qui fixent les lignes de courbure.
Donc, si D varie, on a déjà oo' surfaces qui se correspondent,

pour X constant, suivant le mode indiqué. Si main tenant on pose

( 9 . ) ^,=:li, \A, t', =:"¥,, ^À,

on obtient, au lieu. des expressions (1)5 les nouvelles expressions

(U,-rV,J^ ("Uj+Vi.}"
( •> ) ————^——^—— î ———T~~l—— *( -7VT iJTv-

indépendantes aussi de A : donc les or surfaces sont par ce procédé
mises toutes entre elles en correspondance suivant le mode ind iqué .
Grâce à cette remarque, nous avons une solut ion très satisfaisante
pour l 'esprit de la question, objet de ce travail. Nous avons indiqué le
moyen d'avoir toutes les familles à. un paramètre ; nous en avons donné

^nit-. Ec. Norm.., (3 ) , L. —DECEMBRE 1933. 4^
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un exemple intéressant, déduit de la représentation de Mercator ; nous
avons obtenu les deux types de da2 correspondant aux famil les à trois
paramètres. Quant aux de2 à deux paramètres, nous en donnons un
exemple simple ob tenu a ins i . : nous f igurons sur le p l an .:r0y un fais-
ceau de coniques hornofocales d'équation

et nous met tons ce faisceau en perspective s téréographique sur la
sphère unité à partir du point (o, o, i) par exemple; chaque valeur
de 1) donne un réseau sphérique orthogonal, mais grâce à Phomothét ie ,
ces oc1 réseaux ou dcr2 donnent effectivement oc-2 surfaces se corres-
pondant suivant le mode i n d i q u é . (N 'oubl ions pas que, en parlant de
solut ion à i, 2, 3 paramètres, nous comptons les paramètres interve-
nant dans une fami l l e de surfaces se correspondant entre elles s u i v a n t
le mode étudié ici; le nombre de paramètres dont dépend le (H1 est
distinct du nombre i , 2, 3 qui v ien t d'être ci té . ) Les réseaux sphé-
riques qui conduisent aux familles à un paramètre dépendent de deux
fonct ions arbitraires U, Y d'un a r g u m e n t ; ceux qui conduisent aux
fami l les à trois paramètres dépendent s implement d'une seule arbi-
traire ( écarte m ept focal, ou des points-bases des faisceaux de cercles).
Nous n'avons pas résolu la question analogue (nombre de constantes
arbitraires ou de fonctions arbitraires) pour les réseaux sphériques
qui donnen t des familles à deux paramétres : nous savons seu lemen t ,
soit que nous suivions la méthode de M. Fi n ikoffou celle de M. Gambier,
que les fonct ions inconnues e^ y satisfont dans ce cas à trou équat ions
aux dérivées partielles, sans savoir quel est le degré de générali té de
la so lu t ion (<?, g ) : nombre f i n i de constantes arbitraires ou une/<mc-
tion arbitraire d\in argument (ce ne peut être deux fonctions, car ce
nombre deux correspond au cas des famil les à un paramètre). On
remarquera en tout cas l'analogie des deux méthodes : dans celle de
M. Gambier, une équation (E/) suivie d 'une chaîne d 'équations
linéaires et homogènes en LT, V/', U — i, V — i, équat ions linéaires qui
doivent se réduire à i, 2 ou 3; dans celle de M. Finikoff, une chaîne
d'équations linéaires^ non homogènes^ en a, [̂  y q u i doivent se réduire



LIGNES DE COURBURE ET RAYONS DE COrRE'FRE PRINCT.PAr.X. 355

'Ces considérations générales données, revenons à notre exemple.
L'équation (q) permet d'exprimer les coordonnées (a, ^) d'un po in t
du pian a-îOy en fonction des paramètres / / , < ' ( v a l e u r s de A au
p o i n t a, ^ )

i , _ ( D'2 4- // ) ( l.)2 4-- r > „ — //ry.-=————————^————————, ?^_^,

( 5 ) . ,' y:^ 4. ̂ ^ DÏ __ // __ (^

( //. — i'j [' • du- d\^r/y^^-. (i^-zz:
l | n ( TY1 — // > ( • ( 1 D'2— c i

Le point (c, c\ c") perspective du point, ('-a, 3, o ) a pour coordonnées

, ^ _ __ '^ q , _ ••> 5 „ __ q^ -j- |5 ^ —— 1

4 -^-4-^ l 4- y.'1 •4- p^ ^^ „ -^^ -—-

eJ l'on a

. . ._ ' { { f fc^- 4" dÇr ) ___[1( "~ t ' '___f ^//:i < ^ ' 1

7 ' J ~ ( i 4-- a"2 --1- S'2 )"2 ( i 4~ I1)'2 4- // 4- < ' )'2 | // ( D'2 4- // ) ( • ( D'2 4- r

Si l 'on cherche les surfaces qui admettent pour t ro i s i ème to rme
fondamenta le ce da1 exprimé en // , <1, on a à intés'r(?t1 le système

i À <JR -^i y^ ^
^ R ^( î ~ \ (' — // 1 4 - D2 --4 // -r- (7 \ B /

j ">' àw _ / ' _ \ / R . \
[ W an ~~~ [ / / — ( - - i 4- l""»2 -4 // 4- \ ' ) VV ' ~~ r/

Or les équat ions (8) sont compatibles avec l 'équation complémen-
ta i re

R' - U, l;2
«),) ^=-^=Y^

où U i et V, sont deux foncl ions i n c o n n u e s de n^ p respect ivement :
cette équation (9) équ ivau t en effet à

f i ô j " , —^ lo^R^—^—lo^R,
f)(f <7C ( ) I I ()^

équat ion faci le à former en tenan t compte de ( 8 ) ; nous effectuons le
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changement de variables ( ' ')

i — D'2 i 4- D'2( 1 1 . ) / / 1 =z n — ———— ? t ' i == r -4- ————
• 'J • -> ••>

et l'équation ( îo ) devient

(' i '). ) ^ ( 3 ̂  -i- 3 (^ — ^ ̂  i i ' . i) ( U — \ ) -4-
( c^ „„.. ^^ j ]- f 3 /^ — c^ îj'' — f 3 (^ — // j v'^ "] ̂  o.

Cette équa t ion se traite par la méth.ode indiquée dans ce Mémoire
par M. Gambier; on peut remarquer que si ^1 devient égal, à u^ V'( i ' i )
devient la fonction V ( ^ i ) identique a ' U ( / / , i ) ; si i', tend vers ( — / / , ) ,
V ( — ^ , ) se réduit aussi iden t iquement à U ( / / i ) , de sorte que Y est
fonct ion paire de P) (ainsi qiie U de u\ ). D o n n o n s à t-1 , la valeur zéro;
l 'équation (12) dev ien t

0 ( Ij —- V (, ) — 3 / / 1 I, i / --}-- / / 1 V "(, '===. < >

si l'on dérive en 11^ on obt ieni
3 ( ] / _ 3 / ^ 1 [ J I / / + v,=:o

et p o u r / / i =oon trouve 3 U^ + V ^ = = = o = = = 4 U o ? de sorte que U',,= V^===o;
"la f onc t ion U satisfait donc à l^équalion

2ft!1 — V , , ) — ^ l ' î^^t».

qui donne aussi tôl , en changeant de notations,
( i 3 } U=:A 4- /•/^, '\ =Ji .+-/•(•'ï

et l'on constate que (12) est satisfaite ident iquement . On peut donc

( ' ) (le eh (ingernenfc donne fin fh^ la forme

/ / i — c i r <iu.^ (h^
</7Î === ( / / i - 4 - t ' i r 2 , i—l) ' - , i -

j i t ^ — — / / , -4- ———^——— l 'y —— (,>,-(- _

cl si l'on pose / / i = A// .^ , t ' i ^- /.fg on ol)lienl le f/^

/ ., _ ^2 — ^-i \ ^uîî. ^v'll
( l ( ^ -4- tS ^ ^ 1 A //^ — //^ -f- ;J. A t '-î — t'2 -h U

de sorte que la variation A et [j. donnent tous les fh2 qiil se correspondent suiv;inl i;i loi
indiquée.
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prendre
( , - . K/ -. //î- - Â'^ "f r4 ) ^=~\/T~J^'

A, et k choisis, le signe (+) donne une surface isotliermique à repré-
sentation sphérique isotherme et le signe ( — ' ) donne la surface iso-
thermique associée (si k est nul on retrouve la sphère et une surface
minima); supposons que nous prenions k^éo et par suite, sans res-
treindre, /»'===!. En supposant I f = o, on a

W _ ^, IV _ ^
"H" ~" r, , °11 R. " r/

Le cas — = ul conduit à une surface algébrique; les équations (8)n- ^ ' i
donnent alors, en négligeant la constante A d'homothétie,

et cela suffit, pour notre but , d'après ce qui a été expliqué plus haut .
Il est intéressant de donner les formules f in ies exprimant en / / , , ^i les
coordonnées (£, Y], ^) d 'un point de la surface correspondante. D'après
les formules d'Olinde Rodrigues, on écrit

^ _ ( } r - î ̂  n _^
()ff\ l ( ) i ( \ î ^l'i ^'i

I I , n'est pas i n u t i l e pour simplifier les calculs de remarquer que l'on
passe de c à c ' simplement en remplaçant D par i ' D sans toucher à 11,
ni i 1 , . On a , , _______

\/:-^n+-(D2-
. de ( - •> - / -D2"-' , ^-.-r-n_______V___^- •>. / .D 2 ——!

^ / r{,.-r-———— . ^

( ^ ¥ "T \/1

( l b ) -j—— —rV^ ' ——————————àif, "" ^ V l -;> .̂  / D^—r ; ^i-)
^T v "T i / u^-—:— ' • i /

Le changement de variable

) '^—ï — / PI-1— / ^?/4-D 2 ).(^-i)5 ^-V I~1 ' "~^~~~V2^-D2+ Î :
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transforme I1 intégrale I —dn^ non seulement en intégrale de frac-ri J au^ °
lion ra t ionnel le , mais même de polynôme. En faisant le changement
de variable ana logue sur f ,

D—-i
( 1 8 ) f,"r- ——^—— •=- 1 ' ,^ .

on trouve que la fonct ion
-U^.-- 3 ^ — 1 3^4-<>

———3Tlïï-77T)——•s/>

admet bien comme dérivée par t ie l le en / / , l 'expression qui est au
second membre de ( î ( ) ' ) ; et comme l 'expression £ est symétr ique en / / , ,
F|, c'est rexpression cherchée.

Profitant de la remarque laite sur Péchante de c en c ' en rempla"
(;ant 1) par /D, on est condui t a poser

^———^ /'D7";"!

( •U) ) / , == i / 1 — —————— , ^, := i / —————— — 1y 'u/i y 'u'i
et l'on obtient la surface algébrique de ûçenre un \

! ^ '>.^^ — 3^— ;^^-f- G ,
• 8 / 6 / ,^DTT~i71T

„ -U^-O'- 3^-'-i- 3^^- 4- ( ) „ /
Y'=:———sTTF-rTTT)———b^1

La surface en question est du type e l l i p t i que , car il n'entre en jeu que
les radicaux en /^ d 'une part

~ ! / [ p " " " , / D ^ n ^
(..) v^ , , ^,4-.———, ^/^-————

et d'autre part en Ci

. „ ^ \ / r p " ^ / ' 1 i . y ^ T Tc ,̂ ,̂,, ,̂,..,.__, ^/_,,,^__. .

Pour que a, ^ so ien t réels, i l faut que l 'on ait

K > o > r > --- .D2.
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.11 en résulte que u^ == // 4- -'-—— est positif etméme supérieur a -1-——,
donc les trois radicaux (22") sont réels; ^ et ^ sont réels. Dis t inguons
main tenant deux cas s u i v a n t que D < i ou D> r , c'esl-à-dire suivant
que les foyers des coniques planes homofocales sont intérieurs ou
.extérieurs à la sphère.

Premier cas : D <^ i ; c variant, de o a —I) ' 2 , l 'expression ^i varie
de —^— à —;—-; elle reste donc toujours positive; R, R7 sont réels,
donc la surface est réelle..

Deuxième cas : 1.) ^> i ; nous venons de voir que —— ~ r,

e[ ^ — ——„ sont nécessairement positives si v varie de o à — D %

niais ( ' i change de signe, Quand avar ie de o à — ——_, ^ ç.g^ positif;
les formules écrites d o n n e n t pour E, r^ ^ des valeurs réelles. Mais si c
varie de, — —^—— a —• I)'-2, < ' , devient négatif ; R et 'R/ tels que les
d o n n e n t les formules (.î5) sont imaginaires pures ; il suffî t donc de
faire une honriothétie de rapport i par rapport à l'origine pour obtenir
une nappe réelle de surface.

Si l'on prend la surface isothermique associée, on trouve

H/ _ / ^ - ,>_ ^M p;_ ^M
„-- ——•••••—- —— *, l\—— ————————? I V —— --———————
H (' , ? / , — r'i F) — n'i

et la formule d'Olinde Rodrigues relative à la coordonnée^ mont re que
la surface est t ranscendante .

Si l 'on suppose h ̂  o (et toujours k = 15 ) on trouve des expressions
R, R / indépendantes de D mais dépendant de h

fi — /f ̂ '^ 4.- ^ {^ 4- // ^/(^ -4- //
[\ ---==- ————— ——— ——— ;

y A "|- ^i f, — \/ u'\ — A v'T "'̂  ^ V ^î "'" ^

_ h — u\ < ' i 4- V^'f-4- A yr',' -r- //

V A 4- ^i ^i 4- V/^•'î -4- A V^'Ï 4- A V'C'-f 4- //

Or en posant (si h > o)
^rrrU^A, t.',=: V t V 1 / / .
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on réduil ces expressions à

U, \ i -i- v ' r — SJ Ï y/ r -+- V T ' -- - • ̂ - v! -1- V ' + UÏ V « 4- V f

V i -hl1! V", 4-\ r -I-UTV [-i-V^/'r-i-l,^ V "r-tJ, V ' i - r - v t -I-UÏV7 ' --!--V^/ r -4 -V^

et la variation de ,1), A donne bien ce2 surfaces possédant le mode de
correspondance é tud ié ; il est facile de voir que la variation de h rem-
place la surface par une surface liomotliétique. Si. h<^0y on pose au.
contraire ^ , = : U i \/— A, < ' , = V , \/—h et l 'on a un résul tat tout sem-
blable .

.9. Surfaces moulures. — Nous avons vu que pour une surface mou-
lure générale^ on a

da'--^- sni'-^ c -— [J i ) {fff^-\- (l^^

les courbes / / = = = c o n s t . de la sphère sont des grands cercles; on sup-
pose U i non c o n s t a n t ; sur chaque grand cercle \' est l'arc compté à
partir d 'une trajectoire orthogonale, convenablement chois ie , de cette
famille de grands cercles; sur chacun d'eux marquons le poin t de
paramètre ^== U i ( / / ) : ce po in t engendre la courbe sphérique r enve-
loppe des grands cercles. Sur la surface S les courbes ^=const. sont
des géodésiques G planes, et W est le rayon de courbure au point (i1)

<) P 'de cette géodésique; on a -r- == o de sorte que W ne dépendque de ^ ' ;
les géodésiques planes sont toutes égales, car .H/ est tou jours la même
fonction de (^ dont l'interprétation géométrique est l'angle de la tangente
avec une droite fixe du plan de la courbe plane. Mais alors si nous
prenons le nouveau da1

. , , du'1
sin-( r — U i ) —~— -|- rf^'1.

puisque V ' = = i , tandis que U est arbitraire, n o u s trouvons sur la
surface'S, homologue de S la même loi de variation de B/ en fonction
du paramètre géométrique (', de sorte que le profil générateur est le
même pour S, et S. D'autre part marquons dans chaque plan u == const.
la génératrice de contact avec la développable enveloppe A, pour S, ou
avec la développable enveloppe A, y pour S, : pour u^ fixé, cette droite
occupe par rapport à la géodésique G(u^) la même si tuat ion sur S
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et S, ; autrement dit si nous faisons rouler sans gl issement non pas le
plan de G sur à, niais A sur une position, fixe de ce plan , et de m é m e A ^ ,
nous avons la même eweloppe dans ce plan pour les positions succes-
sives des génératrices de A ou de A, ; cette enveloppe E a même lon-
gueur d'arc que l'arête de rebroussement A de A ou A, de A.i, e t ,même
rayon de courbure. Autrement dit, la fonction arbitraire d 'une variable
qui s 'introduit ici, correspond à la déformation au sens de Gauss de la
développable A en une aut re développable Ai / avec conservation des
génératrices : on sait qu'il suffit de construire deux courbes gauches A
et A i , telles qu 'aux points de même arc^' les rayons de courbure soient
égaux : c'est la va leur du rayon de torsion qui est la fonction arbi-
traire; on fa i t ensui te rouler sans gl issement un p lan P sur la dévelop-
pable A d'arête A et l 'on marque une courbe G sur P; G-en t r a înée dans
le mouvement engendre S; portons alors la développable A, sur la
développable A de façon que les arêtes A, A, se touchent en un point
homologue, avec même plan osci l la teur et considérons la position

.P(» du plan P., relative à Sa génératr ice commune; P roulant à partir
de P(, , y^ rA( , la surface Si est engendrée par Ici courbe G.

On peut remplacer cette déf in i t ion géométrique par u n e autre ; par
exemple S étant donnée, ce qui dé te rmine F sur la sphère uni té , se
donner arbi t ra i rement la courbe F, .

Pour une surface moulure de Monge, on trouve d'abord la transfor-
m a t i o n qui. précède, dont la déf in i t ion toutefois doit être un peu
modif iée : si la surface n'est pas de révo lu t ion , on considère deux
cylindres C, (7 quelconques tangents le long d 'une génératrice; on fait
rouler sans glissement le p ian tangent c o m m u n , P,», soit sur C, soit
sur (7 et un profil Cx tracé sur Pô engendre les deux surfaces corres-
p o n d a n t e s . Si la surface S est de révolution, S, coïncide, dans son
ensemble avec S; un méridien, considéré comme appartenant à S,
défini par son angle Û avec un méridien fixe, est remplacé par un méri-
dien d'angle 0, où 0, est fonction arbitraire de 6; les parallèles se con-
se rven t ; cela t i e n t à l ' interprétation des formules

. , (li^
cla-'1 = cl{7 ï -4- s i ri.î ^ du '1, da\ ==. en '2 — s ï n - (-' -,— ï

( l ) ' / ~^i^-^. ^

Ann. Èc. Norm., (3 ) , L. --DÉCEMBRE i9.33. ^
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Mais pour une surface m o u l u r e de Monge, on a une t ransformat ion
plus générale, comme nous l 'avons v u ; on a, avec une constante G
arbi t ra i re ,^5

( 2 ) (Vo"'2 == (i\ ' "2 -i- s î ilï ( ' du '1 -

(l^ . f /U ' 1

[ ° ) ^T = -——TTr-T—^-T---: -+- sl n- ( ' -' i _j_ ( ^ ; f i ̂  Langue} , ^ U

Ecrivons
s in i-' :== ^ C "h f. si n o'.

^ ces F ^/c == \/(.^ --!- i cos (ï ' ^/n',
( " • 1 .* \ cos1 (•' -li- (..̂  == (' i -i~ ̂  ) cos2 n-',

f ^/r'2 cos 2 1 1 d^ ,
\ —————————————————————— ^3: ———————————— -^_ ({\\^^

i — ( ; f i .̂  langue) cos'^p-h^
on a

. ( ( \ ~\~ \ ) si il2 n' (-//y^
^/y'j r= ^Ar'-^ --1- ——————————— •

Voici comment on peut expliquer cette propriété, i l suftit de
raisonner sur une courbe plane G tracée dans le plan xOz; s o i e n t M
un poin t de cette courbe, N le point où la normale coupe 0^, et ^
l 'angle (N.?, NM) qui est égal d^ï l leurs à l 'angle (N.r, MT), M.T étant
la t angente en M; on a aisément (en négligeant certaine difficulté
de signe )

x^-^7^,

en appelant ^ la dérivée —», d 'autre part

^.V^-v ^,^t

C é t an t le centre de courbure de la courbe en M; si 'l 'on pose

s i n t-' === V

la courbe G d é f i n i t u n e relation entre NM et CM; cette re la t ion est de
la forme ^/•rP).

dx ^ \ x ) -

cette relation considérée comme équation difïereii t iel le du premier
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ordre en V et x a son intégrale générale obtenue imniéd ia tement en
remarquant que G- donne une relation — == ^(^); donc l ' in tégra le

générale est _ _ === o(C^1"'); l ' équat ion di t îerentieHe — =/(-- ), consi-
dérée comme équation difTérent ie i le du second ordre entre ^ et .r s'in-
tègre d'abord en écrivant l ' intégrale intermédiaire — ==•- :p(C.z*'), pu is
faisant une quadrature qui donne z en .r. Considérons une nouve l l e
courbe G, intégrale de — =/( - ) _ ; sur G.et G, les poin tsM et M, dont
le rapport des abscisses .2" et .z'i est une constante convenablement
chois ie , d o n n e n t donc les mêmes valeurs à MN et MC, car

• ^-V M,-/(^

si l 'on fait tourner G et G , " autour de 0^ elles d o n n e n t deux surfaces
de révolut ion pour lesquelles la correspondance ob t enue en faisant
correspondre les paral lè les de M. et M , , puis les mér id i ens de S efc S,
suivant une loi arbitraire, satisfait aux condi t ions du problème. Le
para l lé l i sme de Peterson fait ensuite passer aux surfaces moulures .

10. Généralisation du problème. — Considérons une surface S rap-
portée à ses lignes de courbure ( u , r ) et soient e, g\ R, H/ les fonc-
t i o n s déjà étudiées. Soit une autre surface quelconque S, dont nous
ferons correspondre les l ignes de courbure d'un système aux l ignes
d, = const. de S suivant une loi quelconque; nous attribuerons le
nom // à la l i gne de S, homologue de la ligne de S; faisons ensu i te la
même opération pour les l ignes de courbure du second système de S,
et les l ignes c'== const. de S; soient e^ ^',, R | , R', les fonctions ana-
logues pour Si à celles de même nom de S, calculées aux points ?/, c
correspondants. On a entre R, W, R i î R ' , deux relat ions Ri==/(R,R'),
R ^ = = ç ( R , IV) obtenues par é l i m i n a t i o n de // , c entre les équations
donnan t R, R/, R , , B^en fonction de // , v.

Inversement, on peut donner a priori les relations l i i=/( R, R'),
R ^ = = = y ( R , R/); on a, pour déterminer deux surfaces S, S^ se corres-
pondant avec conservation des lignes de courbure et les relations
R, ==y, R^ ====3 entre les rayons homologues, u n système de huitéqua-
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f ions à hu i t inconnues e, ,̂, R, R', ^ i , §';, R i , H', y à savoir les t rois
équat ions u t i l i sées dans ce travail entre <?, g\ Pi, IV et n, <', puis les
trois équat ions analogues entre e ^ , g^ R | , R', ; puis les deux équations
(en termes finis ' ) entre R , , K ^ R, W. On aura donc., en générale un
couple et un seul S, S, (si R |=R , R, == R7, en général le couple
unique S, S, se réduit à S superposée avec elle-même).

Dans quel cas peut-on avoir deux couples dis t incts? S et S, étant le
premier couple, S/ et S\ le second, nous supposons que l'on n'a pas
à la fois S SE= S/ (sauf déplacement ou symétrie) , S, = S,, Supposons
S, ̂  S',, sans- examiner si S et S ' sont ou non distinctes ; quand R. efcB/
reçoivent les mêmes valeurs. R i et R'| ont les mêmes valeurs sur S;
et S', ; donc S^ S, forment un couple de l'espèce étudiée dans les para-
graphes qui précèdent.

Conclusion : partons d'un couple S et S, connue au début de ce
paragraphe et ayant fait correspondre les lignes de courbure , calcu-
lons les fonctions /' et c/; si n i S, ni S, ne sont l 'une des surfaces
étudiées "dans ce qui- précède, on. n'a que le couple (S, S,"). Si S, est
l 'une des surfaces que nous avons obtenues, toutes les surfaces (à i,
2 ou 3 paramètres) associées à S, cons t i tuen t avec S l 'un des couples
que nous cherchons m a i n t e n a n t ; si S est el le-même l 'une des surfaces
étudiées avant , on peut. dans le couple (S, S^) remplacer chaque sur-
face par l ' une des familles associées.

Ce sont les seuls cas poss ib les ; le lecteur se rendra compte de la
diff icul té de dé te rminer les fonct ions /, 9 correspondant aux cas
exceptionnels.

Citons un cas intéressant : supposons que nous vou l ions conserver
les l ignes de courbure, et les courbures totale et moyenne ; il y a
d'abord la so lu t ion ]{ ,=== R, R^^fV étudiée avant ; mais ' i l y a l 'autre
solution R , = R / , R,^ = R,. don t on connaît un couple solution, en
général unique, à savoir une surface à courbure moyenne constante
et celle qu'Ossian Bonnet a su lui faire correspondre, parmi, toutes
celles qui en sont déformées au sens de G-auss, avec égalité des
rayons principaux (mais sans conservation des lignes de courbure,
sauf pour l ' une d'entre ces surfaces). Si la surface en question est de
révolution, on aura de plus à envisager les surfaces à courbure totale
moyenne qui sont moulures.
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Au lieu de deux relations en termes finis- entre R, R\ K i , K^ on
pourrait aussi considérer des relations au nombre de deux encore,
mais faisant intervenir les dér ivées ,de ces expressions en ^, ^\ Les
conclusions seraient analogues, tout au moins grosso modo.

•11. Lignes de courbure. — Bornons-nous strictement aux surfaces
qui se correspondent avec conservation des lignes de courbure et des
rayons de courbure principaux.

Si l'on connaît un couple, de deux surfaces associées S, Si , leurs
lignes de courbure s obtiennent sans intégration ( exceptionnellement,
.si Lî est une constante / les lignes u = cons t . échappent a cette pro-
pr ié té ; de même si V= consL). Quels que soient les paramètres a, fJ
employés sur la première sur face S et les paramètres a , , 3, employés sur
la seconde S i , on sait trouver les relations / { ' v ^ ^1, a^, ? i ) = = = o ^
^ (a , [j, y.\, 3,)=:-=o qui réalisent la correspondance,' les surfaces W
méritent à ce titre une mention spéciale.

Ce dernier poin t est év iden t ; car les rayons p r i n c i p a u x R, IV sont
des fonctions connues de a, ? eiysauf le cas des surfaces W, la donnée
de ti. et R/ permet de calculer a,, ^ sur S, a, et [3i sur S, ; pour réaliser
la correspondance, on prend donc arbi t ra irement a, ?; R et B/ en
résu l ten t et par suite a,, ^r . Si S est surface W, Si est aussi surface W
('" re la t ivement à la même relation entre R et R/); dans ce cas, on sait
t rouver par quadratures les l ignes de courbure sur S et sur S'; mais,
si S et S, ne sont pas sur/aces W, il y a une correspojzdance déterminée
Cou du moins un nombre fini) qui réalisent les conditions de notre pro-
blème ; si S et Si sont surfaces W, il y a soit un nombre fini\ soit oo1

correspondances de cette espèce. Supposons pour fixer les idées que S
et S, soient deux surfaces d'Enneper, égales ou homothétiques. Les
rayons de courbure de la première sont, avec un choix convenable
des paramètres u, <', égaux à ± (i + ̂ + <-'2), ceux de la seconde
^ 7^1 4- u\ + i-'f); il est clair que les oci correspondances

C i j /. u] = f/^ -i- G, A ( i; — i'2,} ==-1. -;•- ̂  —' C,

où G est une constante arbitraire, satisfont à toutes les conditions du
problème (les oo3 surfaces correspondant à une surface minima
d'Enneper donnent s implement oc1 formes de rfcr2; pour chaque forme
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de da^ on trouve x' surfaces ffî . innna homothél.iques et chacune de
ces oc' surfaces donne oc' correspondances). Quand deux surfaces W

' peuvent se correspondre su ivan t , le mode ind iqué , on dé termine leurs
lignes de courbure, {iiy r ) sur l ' une , ( u \ , </', ) sur l'autre, el l'on écrit
ensuite R = = R i , ce qui donne une relation f(u^ r ) ==/ , ( / / , , ^) qui
admet soit ce' solutions de la forme iii == / / , ( / / ) , i 5 , == c ' i f c ) , soit un
nombre f ini de telles so lu t ions ; s'il existe 33' solut ions, chacune des
deux surfaces W en jeu admet évidemment cc1 transformations en
elle-même de cette espèce. J ' i n d i q u e rapidement quelques résultats
pour le cas où il existe oc1 correspondances: la r e l a t ion /'=y, n'est
pas arbitraire; pour éviter toute d i f f i cu l t é , supposons que l 'on résolve
en // cette relation de façon à avoir ^ = = F ( / / j , r, ^ i ) ; // restant cons-
tant , / / i reste aussi constant , ma i s ava r i e , a in s i que c, ; cette f o n c t i o n

/ ' • / * i i » ' ^ * riï1' - • il ^F ^ ^'i^ i ( ^ ) vernie donc 1 eouation d s i t e r e n t i e l S e v + — -— ==o, ce ouiv • i ^c ^c, dv l

exige, ^i pouvant recevoir une valeur quelconque^ que le rapport
_ ; — soit indépendant de / / , ; si 9(1', C i ) est une intégrale première
i i ï / . - à¥ âF dv\ -^ , , ' i - \de 1 équation - — 4 - — — = = ( ) , comme r est une autre intégrale1 ÔV (^( '1 f/(1 0

première, on a F^î>[ç, u\\ et l 'équation f(u,v)= f\Çu^ ^ i ) prend
donc la forme / /== <l>[o, ? / , ) , , équation qui, résolue en y, donne
y ( F, f , ) = ̂  ( / / , / / , ) ; les oc' correspondances s 'obt iennent donc en
posant ^ ( < ^ ( ' i ^ ) = = C , r^ {u, ^ i ) = = - = C . On z?o^ rfonc que-s parmi les sur-
faces W, celles qui sont ce' /b^' solution de notre problème conduisent
à une relation entre quatre variables^ susceptible de deux formes diffé-
rentes à variables séparées

( 'ï ) f ( i l , < ',) •==- j\ { u i, r, ), ^ f / / , / / 1 ) =: ̂  ( F, c, > .

Je n'insisterai pas ici sur le problème d'analyse pure qui se trouve
ainsi posé; je me borne à signaler que toute relation de la forme
U V U i V . , = = = i (ou, en prenant les logarithmes, U + Y 4 - U, "+-V^==o)
est susceptible de trou façons différentes d'être mise sous la forme (2 )
en laissant deux variables seules dans un membre et les deux autres
dans l 'autre membre.

Ecartant donc le cas d 'une surface W, nous avons deux surfaces
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S, Si qui sont mises en correspondance ponctuelle, obtenue par
simples d i f férent ia t ions et é l iminat ions; les deux surfaces peuvent
donc être supposées rapportées à un couple de paramètres a, 3 tels
q-u.e la correspondance soit réalisée par les points de même a et p; on
trouve sans peine, par simples différentiat ions et é l iminat ions , les
fonct ions U, Y.

En effet, si nous considérons les trois formes fondamenta les
F =: S c/.r2. <P = S dr (U\ '^zzz.Sr/r1

de la surface S et les formes F, , ^ i , d^, de S,, nous avons (en suppo-
sant que les formules d ^ O l i n d e Rodrigues soient écrites f/.r=Rr/c,
(•fx^'Wffc)

S n1"^ ̂  ( l u - 1 4- ^ (^-'\ ^F, -== ^' < i i i ' 1 — ç fi^.

( 3 ) (j> = (^ \\ (hf^ -h- ^ IV </t^, <Pi = —^ ( f i i ' 1 1-- '1—— ( / ^ ' 1 .

F == e1 R2 fin'14- ̂  ]V ' 1 //r^, l-'i ==: -,— f i n 1 --i- ''—— </(^.

et l'on o b t i e n t immédia tement

F — ̂  <£) _ , F — K O _ ...
( ' ) F, -R/d), — • F, - R <Ï», ~~ :

le calcul du premier membre est possible avec des paramètres quel-
conques; si donc U n'est pas u n e constante, l'équation U=const .
donne, en faisant varier la constante; successivement toutes les
l iqnes de courbure du premier système, obtenues en termes /inù\

La question est un peu plus ardue si l'on ne connaît qu 'une surface
S dont on sait qu'elle admet une transformation du type étudié ici.
I n u t i l e de parler des surfaces dont les l ignes de courbure ont pour
images sphériques des coniques sphériques homofocales ou deux
faisceaux de cercles orthogonaux, pour lesquelles les lignes de cour-
bure s 'obtiennent aussitôt. Nous al lons écrire, en .coordonnées para-
métriques quelconques a, f^ les équations E, ,E . j du paragraphe -2.
Nous formons les équat ions différentielles des l ignes de courbure

A , dv. 4- BI cf^ = o et A, ̂  -4- B^ |̂3 = o,



368

de sorte que l'on a
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/. //// =: A-, dy. -\- B, d^, [j. <A' == A.^ ^/a "h B^ ^3 ;
À B^ ̂ « — ^.B, ^/c /, _ —- /.A^ ^/^ + aA.i ^/f ^

. -B,^-l-A^
rfa ^fi,

où A ] , B|, A.j, Ba sont des fonctions connues, où A et u. sont des fonc-
t ions intégrales des équations

- /^A,
'•[^

1 f)A.,
^[^

</B,,
<)y. )

^B.,>-,- ̂ ^

(A,

(A-

^À
^-

ôy.
WQ

-- B,

—i^

()'/.\^j^"-
^)=.,.
^a ,/

Nous écrirons

( -j , .̂2 -.}-, ̂ .̂  4- </<-^ == ^2 ̂ a ̂  ^y- ̂  ̂ p .̂  .̂2 ̂ ^ :̂, ̂  ^/^-î .,|._ ^^ ^/(/^

(en appelant e^ ^'i les quant i tés qui , au paragraphe f^, sont appe-
lées e, g ) .

En vertu, de la dernière équation (5 ) i nous avons

( ^ )
^s(^y:\. au /

B^^--i-A;j^--^A,'B,/'|,
fA.i B^—AJ^,)2

^,i==/.L^ ^ ==^..Li,

où La, Li sont certaines fonctions de a, [3 parfa i tement connues, obte-
nues par simples diflerentiations, é l iminat ions et calculs algébriques.
On a aussi

^- { /- f^B^' -\ ()L}} i i fa ̂  » A ^V|,•, ̂  ̂ _ _/-
^] ou 7.1.^ (Ai B^

i
^ -^ riz PATB:"̂ ^ r l ̂ r ~'A•2"^; "1~L ' ̂ b2^ "~ "^(î/Jî^

âL, fà^ ()B^
U^^^^--^^^1-LJA,B ,—A,Bi )

p. ^(B,L^^(A..L,
== u M1,.A., B, ~ A., B,
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Les formules ainsi, obtenues

i ^i .,, .i ( ) e ^ .
) ) . ..... ——i^ u. M ; , -- — — = = / . M,

' (\ OU 1 ^•i W

nous montrent que, dans le cas des surfaces moulures ( — = oau
ôeo u — 1 = 0 ) , les lignes de courbure, trajectoires orthogonales, des
6h'

géodésiques planes, s 'ob t iennent par une quadrature de différentielle
totale, conformément à un théorème général. On a ensuite

——^.M.,
on

~ V,

— v
<) „ - 1 =mN,. , . 1 - — — 1 ^

/.
H,—A,B,

'/.[j.
IL— A.,i-î,

/ i f)^\ \

f̂)̂
. ^M,
>' ()y.

B,M,

- V.,

/;
) ^?

^ /

^M|'.

j

/^-,\

^3; •

l \ 3 \ i , l

, -M,fB.^--A^ ' )
" ^a //^ /

—/.a Y.

En passant, nous voyons que l 'équation ^ ^ = fonc t ion de \ '

ou plus s imp lemen t ^ ^-====1, par un changement de variable

appropr i é sur < • ) d o n n e encore un facteur in tégrant de l 'équat ion des

lignes de courbure (; == const.
[/équation (E,) s'écrit donc

fn) ^,+^.

Puis l 'équation (1^) (qui est bien plus intéressante pour nous) s'écrit
ô ^1"'-]

^ (B .M^- i - ^ tA . /M , )
</a ^^

^ ^B^ \ âv
2 ̂  "~ - ̂

Cl

f)\

i ) —M3,M,
av.

MJ- f)\ , ^V1 /, [" ^+^^--B^4-.A,^J+(V---^--^

Nous adjoignons à l 'équation (12) tes deux équations

JLî </[J
C 3 ) -r>,^ -,—v,,^-u,

^f//». /-:<•. A^/-///.. (3 ) , L- — nÉ^EMBRE I;)33.

_^ à\_ ^^ ^.X^o
""''•^^y. ""'"" i " î à%

47
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Nous avons constaté aussi que, si l'on effectue un changement de
variable u^=u^u\ ^==^(^), les quantités U, V sont inchangées;
de la sorte, les surfaces S qui admet ten t s implement x'1 surfaces asso-
ciées fournissent trois équations, à savoir ( îâ) , (î3), pour deux fonc-
tions inconnues U etV, équations compatibles et le ra isonnement déjà
fait, raisonnement q u i consiste à appliquer au système (12), (i3) les
métiiodes classiques, établit que le rapport —— s'obtient par diffé-
rentiations et éliminations. Ecrivons
(^ L d J - i ^ L f V - . j ^ l ^ a , ^ ,

où F est, une fonction connue ; on a donc la dernière formule ( fi )
___ rfu _ / ()F _ ^F\ ______
( U - ï ) ch ~~ [ ' ?a - ' à'Q ) X71T~^^3

àV àP^^ —„., — ^Y., —,

ê-^x^^^-
Donc., si U n'est pas une constante, on a trouvé un facteur in tégran t

" d e l 'équation A,^a +B, , r f3=o; si, IJ est une constante^ F=const .
est une intégrale première de l 'équation A^a + B^p = o, comme
cela résulte soit de l/équation (i4.), soit de l 'équation (i 5). Donc {sauf
certains cas défavorables) une (/iwimture de différentielle totale Im'e
les lignea de courbure de toute surface admettant x1 transformées II n 'y
a pas contradiction avec ce résultat, établi plus haut , que, si les lignes
de courbure sont obtenue^ U et V se ca lculent sans quadrature; cela
t ien t à ce que la quadrature fournissant soit U (quadra ture n), soit
les lignes de courbure, est la même et que faire l 'une revient à avoi r
fait l 'autre.


