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LE ROLE

DES

FONCTIONS MONOGÈNES DE M. BOBEL
DANS LA THÉORIE DES SÉRIES DE DIRICHLET

PAR M. S. MANDELBROJT.

1. Le célèbre théorème de M. Hadamard sur la composition des sin-
gularités peut être énoncé de la manière suivante : Soient/(^), ç(^)
et <!>(,?) les fonctions obtenues par prolongement analytique des séries

w ao %

respectives ^â^"^ ^c/<ér/'ly ^t ^a^c^e-'1^ Si ^ est un point sin-
rt=l ft==l *' / ï==1

gulier de ^Çs), deux cas sont possibles : i° 'v= a+ ?, où a est une
singularité de/(^) et p une singularité de ç(^); 2" sur toute courbe à
distance finiey liant ^ à un point donné So situé dans le demi-plan de
convergence de ïa^c^'1^ il existe un point de la forme a + j:i(1).

Ce théorème cesse d'être vrai lorsqu'on cherche à substituer aux
séries de Taylor les séries de Dirichlet générales. On s'en rend immé-
diatement compte en posant /(.v)=o (/)==*€(,?). Les deux fonctions
sont données par les séries 2^<?~loa/ll•v'==2c,^~I^"••s>=V^^ i).
La fonction ^(.y) donnée par ^a^b^e"1^""' est donc elle-même la fonc-
tion C(^) de Riemann. Comme la seule singularité de ^(.Q (à distance
finie) est le point d'affixe un, on voit que si le théorème de M. Hada-
mard était vrai pour les séries de Dirichlet, la fonction <[)(^)====Ç(^)

( i) MANDELBROJT, Mémorial clés Sciences mathématiques^ fasc. LIV, 1932,?. 18. Les
fonctions/(,?) et y {s} sontsupposées uniformes.
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374 s- MANDELBBOJT.

ne pourrait admettre d'autres singularités que le point d'affixe
i -+-1 == 2, d'où la contradiction.

En substituant à l'énoncé précédent, concernant la composition des
singularités des séries de Tayloï, un énoncé qui lui est au fond équi-
valent, nous avons pu, en 1928, généraliser profondément ce nouvel
énoncé, en établissant un théorème valable cette fois-ci dans le domaine
des séries de Dirichlet très générales ( ') .

Le théorème que nous avons donné est plus général que celui qui
suit. Dans son beau livre, consacré aux récents progrès de la théorie
des séries de Dirichlet, M. V. Bernstein a dontié, malgré la difficulté
du sujet, une exposition maniable d'un cas étendu de notre théorème.

C'est cet énoncé que nous donnons dans ce numéro (2). Soit<p(,y)une
fonction analytique, supposée uniforme (;'), prolongement de la série
Srf/^""^' (s== a -+- it) possédant un axe de convergence simple. Nous
écrirons 9(^)=I;â^<"-)•< Désignons par Sy l'ensemble des points
singuliers de o(.y). Nous dirons que y(^) est, aux singularités près,
d^ordre k dans le demi-plan (?l(^)^>a lorsque, à chaque couple de
nombres positifs £ et <o, on peut faire correspondre une constante
P == P(E, co) telle que l'inégalité

| cp(cr4~ it} \ < P 11}^-^

ait lieu en tout point du demi-plan <R^) > a, extérieur à l'ensemble
obtenu en traçant un cercle de rayon £ autour de chaque point de Sç.

Nous désignons par Hç l'abscisse d'holomorphie de y^), c'est-à-dire
la borne supérieure des abscisses des points de So.

En posant ç, (,y)==S^^^% ^(.0 =S/n^"^% nous désignons par
Sç,^ l'ensemble des points qui peuvent être fuis sous la forme de la
somme d'un po-intjuelconqoe de S^ et d'un point quelconque de S^.

Désignons par S^ l'ensemble que l'on obtient en ajoutant à Pen-
semble S^^ tous ses points limites.

Le théorème cité plus haut s'énonce de la manière suivante :

( l ) MANDELBHOJT, Acta. Mathematica^ i. ê>5, 1929, p. i.
(3) V. BERNSTEIN, Leçons sur les progrès récents de la tMorie des sèrùs de Dinchîet.

Collection Borel, Paris, Gauthier-Villars, 1933.
( î î) Ceci polir faciliter l'exposition. Pour la même raison, les séries qui interviennent

dans la suite sont supposées uniformes.
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Si rabscisse de convergence uniforme U/- ( ' } de la série

/^)=2^-"^
/;. == i

et ^abscisse de convergence simple C, de la série
'X

,y(<>-)=^ b,ne-'^-\
m-=.\

sont toutes les deux [inies;
Si les sommes de ces séries sont respectivement^ aux singularités prèSy

d'ordre fini k et l dans les demi-plans ffi(s') ̂ > y et ffiÇs) ̂ > o ;
AÏ l'on pose

b[^ 2 ^-w^'
U,^<;A,(

ou r désigne un entier positif supérieur à k + l; si, enfin^ A^, désigne le
plus grand des nombres H/-+S; -y+5, EL+Y; où H/- et HL sont les
abscisses d'holomorphie de /(s) et de g(s).

Alors la série clé Dirichlet

F^^^a,^^^
rt==i

converge dans le demi-plan (R(s) ̂ > U/ + C^ et sa somme peut être pro-
longée dans le demi-plan (fi{s) ̂ > A/^. suivant chaque courbe qui ne con-
tient aucun point de l'1 ensemble S/^ ni aucun point de l'ensemble S/.
Les points de ce dernier ensemble qui n'appartiennent pas à l'ensemble
S/A' ne peuvent d^ ailleurs être singuliers pour la fonction F (s) que
lorsque ô <^ o ety de plus 5 la fonction sg'Çs} est holomorphe à V origine et
y possède un zéro dont l'ordre de multiplicité ne dépasse pas 'y +• i ;
dans ce cas, on peut ajouter que ces points ne sont certainement plus
singuliers pour la différence

- „ ^ , . / . F(^-ï^),
ou 1 ̂  ̂ s <- •lr (0 ̂ {0) y ^)-

- - (1)1 Dans ïM)Ère éiioacé ôngiûal'l^bstôfôâe U/ est remplacé par rafoscissç de çonvergeace
absolue, ce qui est plus restrictif.
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Faisons ma in t enan t une remarque fort simple, mais importante pour
l'explication du but de ce Mémoire.

Lorsque A,,== ;ĵ = n Çn == i ^ 2, . . . ) l'ensemble S/^. ̂  fermé, il est
clone confondu avec l'ensemble S/,,.

Dans le cas des séries de Taylor ( A / < = = ;^= z^), l 'énoncé précédent
se traduit de la manière suivante :

En posant

/(>)==^ rfne-'1^
n == i

"" ( <* i — ^^ A ft—fn.":^ \ ,\ ] —— y^ /y,^ e ^

•»

F(,ç)=:^ rt/^;,1^-^,

OU

^//'^ ^ ( / ^—m) />^ ,
//( == (I

la fonction F(j-) peut être prolongée suivant chaque courbe qui ne
contient aucun point de l 'ensemble S^. ( ' ) ni aucun point de l'en-
semble Sy. Les points de Sy qui ne font pas partie de S ,̂. ne peuvent
être singuliers pour F(.y) que si la fonction sg-(s) est holomorphe à
l 'origine et y possède, soit un zéro simple, soit un zéro double.

A partir de cet énoncé, on retrouve facilement le théorème de
M. Hadamard, cité dès le début de ce Mémoire, et concernant les séries» ! „ .
A'O = ̂  an(rlt^ îCO = 2 ̂ ^ et ̂ (^ ̂  a,,c^. Il suffît d'appli-
quer cet énoncé aux séries

' : /0)=^ ^e-^, :1 .
— n^i ' ! ! - , ! ,

^(•s) ==2 b"^~"ls== (•l-=^—ï: <?(*•)•
/ / ? — f » ' 1 , 1 1 1 1

(1) D'après la remarque que nous venons de faire, on substitue cet ensemble à S/.r qui
lui est dans ce cas-ci équivalent. °
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Remarquons que, dans le cas des séries de Dirichlet générales, on
ne peut pas affirmer que l'ensemble S/-,; coïncide avec l 'ensemble S^,.
I l importe de constater qu'on peut former deux séries de Dirichlet
fÇs) et g'(s) (par exemple du type /.„, = logn), telles que les propriétés
suivantes aient l ieu :

i° L'ensemble ~S^ cont ient des points qui ne sont pas contenus dans
rensemble S^,, c'est-à-dire on a

sans que
s/,C^

s /'^d ̂ ..̂ ;

2° La fonction composée T(s) admet dans le demi-plan (RÇs) > A^.,
tous les points de S/^,. comme points singuliers ( ' );

' 3° o=o ;
4° F(51) n'a pas dans le demi-plan cîl(>)>A^ d'autres points sin-

guliers que les points de l'ensemble S^..

Nous indiquons un tel exemple au n° 4.
On voit donc que dans le cas des séries de Dirichlet générales, on est

obligé d'ajouter à rensemble S^ les points limites de cet ensemble (sans
oublier les points de S/-) pour avoir rensemble éventuel des points sin-
guliers de F(.Q. Dans le cas des sénés de Taylor{\z-== n) cette opération
est inutile, car les deux ensembles S j'y et S/^. sont confondues.

On peut donc se poser la question suivante :
Les points de S^— S^ ̂  est-à-dire les points deS^ qui ne sont pas

points de S ̂ jouent-ils un rôle particulier pour la fonction F(.î)?

Nous nous sommes demandé si l'on ne pourrait pas, même lorsque
les points de l'ensemble S^.—S^ sont tous singuliers pour F(^),
prolonger F(>) à travers cet ensemble, au t rement que par le prolon-
gement deWeierstrass,

Ne pourrait-on pas effectuer, à travers ces points, ^n^ofo/i^^^^p^^
l'intermédiaire desfonctionsr monogènes de M. Borel? ,

( i ) Comme d'habitude nous appelons point singulier crime fonction uniforme o( s), tout
point où le prolongement analytique de la série définissant ® ( ^ ) n'est pas possible,
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La réponse à cette question est, dans des cas assez généraux, affir-
mative.

Ce fait, outre l'intérêt qu'il peut présenter en lui-même, nous
semble important à deux points de vue différents :

i° Les fonctions monogènes de M. Borel s ' introduisent d'une
manière, sinon simple, du moins assez naturelle.

2° L'analogie entre le théorème de M. Hadamard concernant les
séries du type \,= n et notre théorème concernant la composition des
singularités des séries de Dirichlet, du type général, paraît encore
plus étroite : Dans le cas des séries de Taylor, seuls les points de S^.
peuvent être singuliers pour P(^); dans des cas fréquents de séries de
Dirichlet, seuls les points de S^. peuvent être singuliers au double
point de vue, celui de Weierstrass et celui de M. Borel, les points
de S^,.— Sy .̂ notant pas singuliers au point de vue de M. Borel ( ) ).

Nous venons d'exposer le but de ce Mémoire.
Le numéro qui suit est consacré au rappel des not ions importantes

de la théorie des fonctions monogènes de M. Borel ( t i).

2. SoitS un ensemble dénombrable de points. Nous donnons à
chaque élément de S un indice bien déterminé (:î).

Soient
, , e^î ^. .. - ^ . . .

les éléments de S.
Soit

r^ ^î? • • • < rn, . . .

une suite de nombres positifs vérifiant les conditions suivantes :

tt // =: Yi 1 •I » .1
i IQ^ lo^' 102' —

(a) } • "r,,

2 ''^ 9' ("=i,-2,.,.).
\ //.=-: /ï-M

(1) Ce que nous venons de dire est peu précis, mais nous avons tenu à rendre les faits
mentionnés plus suggestifs.

(2) BOREL, Leçons sur les fonctions monogèriQs uniformes d'une 'varuible complexe.
CoileetiQn Borel. GauUiier-Villars,ï9ï7,

(3) G'esUi<lire que les numéros des éléments de S sont fixé;, une fois pour toutes.
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(Toute suite r ^ , r^, , . ., r,,, . . . intervenant dans ce Mémoire jouira de
ces deux propriétés.)

. h étant un entier positif, de chaque point €n comme centre, avec un
rayon -^? décrivons un cercle s ^ 1 ).

Nous définissons maintenant les cercles s^ de la manière suivante :
on peut déterminer une quantité r^\ -^^^^^î telle que le
cercle de rayon r^ autour du points, ne coupe aucun cercle s^^s^y ....
Désignons par ,^^/^1 le cercle de rayon r^5 autour du point < ? i .

Nous désignons par ^' un cercle de rayon r^'y -^ <^^<^ y
autour du point e^ ne coupant aucun cercle s^\ s^\ . . :. Et ainsi de
suite : tout cercle s ^ ' a comme centre le point e,^ son rayon r^ vérifie
l'inégalité

JJL <7^<- r",
"^l — ' ^ <- ^hî

les cercles ^//) ne se coupent pas deux à deux (^) .
Nous appelons « entourage de M. Borel, d'indice A (et relatif à la

suite r,, r^ . .., r,,, . . .) de l'ensemble S », l'ensemble de tous les
points intérieurs (au sens strict) aux cercles s^\

Supposons maintenant que l'ensemble S ait tous ses points dans un
domaine D^ (2). Nous désignons par B^ l'ensemble des points du
domaine D, duquel on a exclu l'entourage de M. Borel, d'indice h
(et relatif à la suite n,^, .. . , /^ .. .)de FensembleS. L'ensemble B^
contient certainement des points de D, pour h assez grand. Il est d'un
seul tenant (:î).

B^' est un ensemble parfait.
Nous appelons « domaine B » l'ensemble des points dont chacun

(1) Pour la démonstration de Pexistencû des cercles A-i?5, voir le livre cité de M. Borel
(nous substituons la notation B'^ à la notation C'^ introduite par M. Borel).

(2) Comme d'habitude nous appelons domaine tout ensemble connexe de points inté-
rieurs, sauf toutefois lorsqu'il s'agit d'un « domaine B » qui, au contraire, peut ne pas
posséder du tout de points intérieurs,

(3) Pour la définition des domaines BW, et par conséquent du « domaine B », on
suppose en général que S est partout dense dans une partie de Di. Mais il est évident
que ceci n'est pas indispensable. Rien n'empêche, d'ailleurs, le lecteur de faire cette
hypothèse dans la suite.
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appartient à un B'7^ correspondant à une cerlaine valeur de //; d'une
façon précise, un point P sera di t intérieur à B,s i pour une certain.e
valeur Ai de A, et par conséquent pour toutes les valeurs À > À , ,
P appartient à B'^. Un « domaine B » n^es t pas parfait.

Rappelons maintenant la définition des fonctions monogènes.
La fonction /(^) sera di te monogène dans le « domaine B », si :

i° fÇs) est cont inue dans B (c'est-à-dire continue sur tout B'^;
comme B^ est parfait, cette continuité est,alors uniforme sur B^).

2° ^, étant un point de B, l'expression

f(^)-f(.^)

tend uniformément vers une limite f\s,) lorsque ^, appartenant
à B^, ^2 tend vers z , tout en restant dans B^; c'est-à-dire quel que
soit £ > o on peut lui faire correspondre un nombre o tel que l'inéga-
lité [ ^ 2 — ^ i <^o entraîne

fW-f^^ f^ <£,

^ i et ^2 étant dans B^.
La valeur de /^.i) est év idemment indépendante du d o m a i n e B^

envisagé, car tout point de B^ appartient à B^ avec A, > A.
On suppose que f^s) est continue dans B.
Les fondions monogènes, au sens de M. Borel, jouissent des pro-

priétés tout à fait analogues à celles des fonctions holomorphes.
Mentionnons les faits importants suivants :

Les fonct ions monogènes admet tent dans B une formule de Cauchy
semblable à la formule de Cauchy de la théorie des fonctions
analytiques.

La monogénéité entraîne l'existence des dérivées de tous les
ordres (1).

3. Avant de répondre aux quest ions que nous nous sommes posées
dans le n ° l , introduisons la définition suivante :

(^^^lel lYredeM.Borel .
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Soit 83 rensemble des points singuliers de la fonction o(^)==2rf^ <o'~/'"'î-
Soifc S^, un sous-ensemble dénomb râblé de Sa dont les éléments sont

numérotés dans un ordre bien déterminé (').

Nous dirons que c?(.y) est, à l'entourage B (relatif à la suite

ri, r\, .... /y, . . . )

de [S^; S^] près, d'ordre k dans le demi-plan <Jl(.?);>a, lorsque, à
chaque couple de nombres positifs £ et co, et à chaque entier posit if h,
on peut faire correspondre une constante P == P(£, co, À), telle que
l'inégalité
( m) | o (o- -t- it) | < P ( 11^-^

ait lieu en tout point du demi-plan c%(\y)^> a extérieur à l'entourage
de M. Borel d ' indice /^/(relatif à la suite r,, 7-2, . ..) de l'ensemble S^
et extérieur à l'ensemble des cercles de rayon £ autour de tous les
points de Sç—S^( 2 ) .

Nous n'excluons pas le cas où les deux ensembles S^ et S^ coïn-
cident, c'est-à-dire lorsque l'ensemble Sç— S^ est vide.

Des fonctions o(^) == ̂ d,,e~1^ possédant la propriété indiquée
(avec k f ini) existent, comme nous le verrons au n° 4.

Cette notion généralisée de l'ordre d'une série de Dirichlet^ dans un
demi-plan, étant introduite, on peut, en conservant les notations du
théorème de la page 875, le compléter de la manière suivante :

( !) C^est-à-dire que Pou suppose, comme à la page 378, qa^on a fixé, cPiine manière
définîtive, les indices des éléments de Sç. Soient ei, 0.2, ... ces éléments.

(2) La constante P doit être la même, lorsque s, <-o et h sont donnés, quel que soit.
rentourage de M. Borel d^ndice h (relatif à la suite r.i, /•;>, ...) de S®.

C'est-à-dire que, la suite /•i, r.^ .. *, vérifiant les deux conditions (a), de la page 378,
étant donnée, Pînégalîtô (m) doit avoir lieu avec la môme constante P (co; h et, s étant
donnés) quels que soient les cercles ^/h}, des rayons y')^ autour des points e / i , définissant

Pentourage d^indîce h de M. Borel (à condition, bien entendu, que ces cercles ne se

coupent pas et que leurs rayons r^ vérinent les inégalités

1 ! 1 ! ' ! 1 1 ! 1 1 1 1 1 1 1 rn <- r^<- rn\• 1 1 1 1 1
.̂ i <^ < ̂ )^ ^ r^<- rn\'^ l < rn < ̂  ]

Ann. Èc. Norm^ (3), Lï. — FASC. 4. 5o
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Si F'abscisse de convergence uniforme V^ de la série
60

f(s}==^ane-'-'\
n==i

et l'abscisse de convergence simple Cç- de la série
se

^(.î^^&^-p-"-',
//;-== 1

sont toutes les deux finies ;
S'il existe deux sous-ensembles dénombrables S^(ai, a^, . . ,) et

S!,(p,i,(3a, . . .^respectivement des ensembles• S/- et S^i tels que les deux
fonctions f (s) et g(s) sont respectivement^ à V entourage B (^relatif à la
suite r,, 7*3, . . ., /^ . . .) de [S^.; S/] et de [SI; S^j pm-, d'ordre k
et l dans les demi-plans cK Çs) ^> -y et cR (.s") > 3 ̂  o ;

5f l^ égalité
a/+?/•=: a/4-p/

nalieii que si i =j;
Si

__ ̂  lo^r//
. » == liiTi .————- •< -4- co;

/ ^^\0^\^^\

•Si D est un domaine borné contenu dans le demi-plan cR.(^)^>Ay^,
s'il contient un point du. demi-plan cîl(^) ^> U/-4-C^ et ne contient
pas d'autres points de S^. que ceux de l'ensemble ï/^ composé des
points a/-+- P(;

Alors'y la fonction
w ,

^(^-^^a^y^-"^

où r est un entier positif supérieur à k + / + 3jo? est mono gène ̂  au sens
de M. Borely dans le « domaine B » formé dansï) avec les points de S/^
gui y sont situés et avec la suite r^ r^y . , ., r,^ ... ( ' ).

(1) C'est-à-dîre que le « domaine B " en question est formé en enlevant de D les pojnts
intérieurs aux cercles dont les centres sont / les points de Sy g situés dans D. Le rayon
d^un tel cercle autour de chaque point ot^-h [3^, faisant partie de D, est /^A}. L^ensemble
des points de ^j'g contenus dans D et le domaine D jouent dans cette construction le
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Remarquons que les points de S .̂ peuvent constituer un ensemble
partout dense dans un domaine D| contenu dans D. Le domaine Di est
donc, a priori^ d'après le théorème de la page 37?, interdi t au prolon-
gement analytique de VÇs). Par le théorème que nous venons d'énoncer
on voit que, de toute manière, on peut prolonger F(.y) dans un
« domaine B » faisant partie de D, par Pintermédiaire d'une fonction
lïionogène de M. Borel.

Nous avons posé dans le théorème que nous venons d'énoncer o^o,
uniquement pour ne pas faire intervenir, comme singularités possibles
de F(^), dans le demi-plan tR(.y)^>A^,, les points de S/-. Le fait que
ces points n'interviennent pas, dans le sens précisé, résulte du
théorème de la page 375.

Ceci ne constitue d'ailleurs pas une restriction.

Démonstration du théorème 1. — Soit A un domaine complèteîïient
intérieur au domaine D, et soit d la plus petite distance d'un point
quelconque de A à un point quelconque de la frontière de D.

Désignons par S^===S^— SI. l'ensemble des points de S^ qui ne
sont pas contenus dans S1,.

Soit IX. un ensemble composé de domaines jouissant des propriétés
suivantes :

1° Chaque point de la frontière de D^>. est à une distance inférieure
ou égale à <" soit d 'un point, au moins, de S ,̂ soit d'un point de la
droite a == o.

2° Tout point de la frontière de D^ est à une distance supérieure
à (— de tout point de Sy et de tout point de la droite cr= o.

3° D^, ne contient que des points du demi-plan <:?l(.y)>o, cet
ensemble contient tous les points du demi-plan cîl(,y) > ïL4- ^-

même rôle que S et D,) jouaient, à la pa^e 379, pour la construction du « domaine B » qui
y intervient.

e'i ,= «.mi -+- [^ni {i = i, a, .. .) étant les points de Sy .̂ situés dans D, la suite r\ ̂  /'/^
r'^ ==ï r^ ..., :.r[^ /„,, ... jouo dans la construction du « domaine B » de Renoncé le
même rôle que la suite /•i, rg,..., r,^ ..., à la page 379, jouait dans colle du « domamô B »
qui y intervient.
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4° En désignant par Ln la longueur totale de la partie de la fron-
tière de D^, comprise dans la bande n— ï ^ ï ^ 72, on a

L/,<M (n=o,±:i, ±:-2, . . . ) ,

où M est une constante indépendante de n.

Un tel domaine existe, comme on s'en rend facilement compte (').
Traçons autour de chc^que point p/- de SI un cercle de rayon -^—

Soit <o(/?., i) ce cercle.
Soit r/, la courbe, qui peut être composée de plusieurs branches,

constituant la frontière de l'ensemble î)^, obtenu en excluant de
l'ensemble D ,̂. les points de tous les cercles co(/?, ?").

Soit E/, la par t iede I\ qui est la frontière du domaine faisant partie
de J)^ et contenant les points du demi-plan cKÇs) ^> lig. + <- (2).

On constate facilement, en vertu du théorème de Cauchy, que si c
est une quantité positive supérieure à C^, alors

œ ^/(-")^«)^ == ̂ f^f^-.}^^
dèsqueûl(A')^>U/--4-c .

Soit, en effet, D^(T) la partie de Dy comprise dans la demi-
bande —ï<^<;ï, cr<^c, formant un domaine, et dont la droite
c7===c(—T<^<^T) consti tue une partie de la front ière; en désignant
par K(T)la frontière de D^(T), on a évidemment, pour<?l(.y)>U/-+C5

/ f^—^ëi^-^—^Q-
^ K ( T ) lÂf

II suffit maintenant de remarquer, qu'étant donné l'ordre de crois-
sance des modules des fonctions f{s) et ^'(^), et la grandeur du
nombre r, lapartie de l'intégrale étendue le long des segments ̂ =—1,
t= T, formant partie éventuelle de K(ï), tend vers zéro avec -• D'où
la formule (/).

( 1) Voir par exemple le livro ciLé de M. Bornsfccin, pa^e 208.
( 2 ) Nous supposons que renLîiT positif h est suffisaniment grand et que la quanl/îtô

positive cl est suffisamment petite/pour que les raisonnements employés au cours de
oette démonstration soient vakîble.s.
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On a, (Tautre part, pour cïiÇs)^> U/--4- c,^ •̂/,.,-.,,,»)̂  = ̂ .̂ '•̂ ,̂,,-.,.-«..,
-É'-'-'-C^^"."*'"'»'-"^)^

«m . '- ;

comme c ^> C^, on a, d'après une formule connue,
r! f"'-4-^ . du v - . / /....

^—: J ,̂ ( ? / ) (^ttl1 -——, = ̂  (.A,,— ^,,,Yb^~==^[^
>^iJi-^ !i ^</.,

et, par conséquent, pour c^(.y) ^> Uy •+ c,

^ / • î r^"" • . - du
F^)^^a^e-^=-. / ./(^-")^l^)^-Ï-

' * - • < . ' — i •x
n == l.

Le prolongement analytique de F(.s") ( ' ) est donc donné, en dernier
lieu, par l 'intégrale

r î F ,. , du
^.^,,,s--.),,</,^.

C'est l'étude de cette intégrale qui nous fournira la démonstration de
notre théorème.

Envisageons l'ensemble de tous les points s de A, vérifiant toutes les
inégalités

|^^y,,|=|^-^-p,.|^r^>^; (Y,,=a^+M-

D'ailleurs, quel que soit le point a de S/-—S}, quel que soit le
point P de S^,.— S^ et quels que soient les entiers ; ety, on a, lorscpe
s est un point quelconque de A,

\s—a—^\>d, \s•~-a—!fi^\>d, | .ç—a,—|3|>^.

De même, si i^j, on a, quel que soit le point s de A,
/ ,. ^ ! ! : ! , , ! l^~a , -p / |>^ . , . 1 - . ,

Soit u' un point de la courbe E/,. Étant donné les propriétés de la

(1) Dans une partie, a a moins, de son domaine cPexist6nce.
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courbe I\ et celles de sa partie E/^ on voit qu^il existe, soit un point p^
tel que

K-^l-^^^

soit un point ? de S^,— SI., tel que
./-p|^,

soit, enfin, un point T de la droite <j= o, tel que
. / ...d
\ U— T \<: —'

2

II en résulte que tout point s, appartenant à A et envisagé plus haut,
vérifie les conditions suivantes :
i° ^(.y—w^^cr,

a0 quel que soit l'entier q
],-^aJ^>r^,

et, enfin, 3° quel que soit le point a de S/-— Sp on a

[ 5 _ ^ _ o c | > ^ (1) .
1 \^ ^ \ f

En tenant alors compte du fait que les fonctions f(s) et^(.v) sont
respectivement d'ordre généralisé k et l dans les demi-plans ffi(s) ^> y
et (îl(^)>o (2) , on voit que, pour toutes les valeurs de s vérifiant
l'ensemble d'inégalités,

|^-y,|==[^-a,-j3,|> ̂  (/'=i,^...},

et pour toutes les valeurs de u intervenant dans rintégrale

f/(s^u)^)^
•̂

On a
/ (^—^)^(^)1<A.1^|^^,

QÙ A est une constante indépendante de u et de s.

<0 Sr|^—T)^^aloi\s^(^—^)>A^4-^—8—^^ H^-4-^
(2) Voir l'énoncé du théorème pa^e 38a.
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Quelle que soit la quantité positive v, on constate, d'après la rela-
tion

•'"w^-
que la série

V——^ Ip.r
convergé, et à plus forte raison que les points ^ sont isolés.

En désignant alors par E/,^ la partie de la courbe E/, comprise dans
la bande n — i < ^ < ^ , et composée uniquement des points de la
frontière de D^, et par 1\ l'ensemble des courbes E/, ne contenant de
points d'aucun ensemble E/^, (n=o, ± i, ±2 . . . ), on peut
écrire

ff^-^^W^
' w M

=Ï ( jc^^^^^+f^—^^^^-S A/l+B;
n^^ Ehîn vk • n=-oo

et on voit que les inégalités suivantes ont lieu

i^i<,^^_,.^<^^; (i.i>.) c),
V. ac

2 TT A ̂  r,i______^ p ̂ s ï'q ,
\^\ <-^ZT~————r, Y——^-<"^|pJ^'

<7=.i ^Ip./l- ^?^ 'y^1

Par conséquent l'intégrale f /(/ - ̂ )^(^)^ P6111 ètre e^isag^^
comme la limite d'une suite de fonctions continues de la variable s
tendant uniformément vers cette limite lorsque .v, restant dans A,
vérifie toutes les inégalités

, \ s — ^ — ^ \ > r ^ } • { m = = . l , 2 , ^ . )

La fonction V(s) est donc continue dans cet ensemble parfait de
pointa.

Soient ^ €3 . . . /^, . .. ks indices des points 7,= a/+ pi de
£/,. qui sont situés à rintérieur de A. Soit SA l'ensemble de ces points,

(1) On prend le signe — si n > o et le signe -+-si n < ô.



388 • ' S. MANDELBEOJT. ' .

On voit facilement que si n ̂  m, alors

1 ^n —— ^n 1 ̂  ̂  . !

car si le contraire avait lieu, comme -y^ == a^ -4- p/^ se trouve dans A,
le point

^n-^^n

se trouverait; dans D, ce qui est contraire à l'hypothèse fai te surD.
Soit A, un domaine, contenu dans A, de diamètre au plus égal à -

et dont la distance d^un point quelconque à un point quelconque de
la frontière de A est au moins égale à d. Si ^ et p' ne sont pas tels
qu'on a à la fois

a/ = a^ P7 = ̂  (^ =1 ,3 , . . . ) , .

alors^ oc' étant un point de Sy et ?' un point de S^ on a
l^-a'-^O^.'

SoitAa l'ensemble des points de A , , vérifiant les inégalités suivantes :

1 ^ - ̂  - (3.J > ̂  > ̂  (m = i, 2 . . . ).

Comme plus haut, on peut voir que si lit est un point quelconque
de E/,, on a pour tout point s de Aa

(R(s-uf)>r+d,
2

! ' I^-^-^J^ <^;

et
^ • \s^af--^[^

pour tout autre point de y /de S^.
Soit maintenant Dy un ensemble composé de domaines et construit

d'une manière analogue à celle que nous avons employée pour la cons-
truction de D^ en substituant à PensembleS^ l'ensemble Sy—2^ à la
quantité d, la quantité ̂  et aux nombres S et Hy respectivement y

-e tHy. 1 ^ - : ' , , ^ ! . - - , , \ .
Traçons autour de chaque point a^ de 2^ un cercle de rayon ̂ .
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Soit co(//, m) ce cercle. SoitDy l'ensemble oNenu en excluant de D/
tous les poin ts des cercles co(A, m). Soit R/, la frontière de D/.

Tout point s du demi-pian <%(.?)> y-4- d , vérifiant toutes les
inégalités

(^ ) ' l•ç-a^l>^ (^-==.1,2, ...),

et, quel que soit le point y/ de l'ensemble Sy — S^, les inégalités

(^) l^-aq:?^,
2

est, évidemment/à une distance supérieure à ^ de tout po in t de K/,

différent d'un point d 'une circonférence co(A, m); il est à une

distance supérieure à -^ de tout point R// faisant partie de la circon-

férence co(A, m). Il est, enfin, à une distance supérieure à 7 de tout

point de la droite a == ^ "+- ^ -
Si .̂  et .̂  sont deux points d\m domaine connexe R, dont la

frontière est la courbe C, et si fÇs) est holonriorphe dans le domaine R
fermé, alors

(.) ^^^-fw
=^\.-—(Ç-!^±^-Çl^-ds\-f'f^ ^2^ |_^, — .s'.2 \J<; fs—^i Je s—^ ) J^ (s—s, y- J
= ^ - ̂  Ç f(^ds

•-S7:/ J^(^ — S.^(S—S^)

Supposons que s^ et s^ sont situés dans un domaine K, contenu,
lui-même, dans un des domaines de D/-, et dont le diamètre est infé-
rieur à €- ' Balayons chaque point de la frontière deK par un cercle de

rayon . .SoitKi le domaine ainsi agrandi. Soit enfin IL le domaine
commun à Ki e t D / et contenant les poin ts^ , et ^2. Le diamètre de K^

Ann. Rc. Norm., {3}^ LI. — FASC. 4. F ) ï
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ne dépasse certainement pas ^ d. Par conséquent, d'après ce que nous
avons vu plus haut, la frontière P de Ka ne peut pas contenir des
points de plus d'un cercle co(A, m\ les autres points de P sont donc,
soit des points de la frontière de K, , soit des points de la frontière
deD/- .

Si, en plus, les points de s^ et ^ s^ trouvent dans le demi-
plan iR(s)^> c- + y et vérifient les conditions (c) et (rf), leurs dis-
tances aux points de la courbe P, qui ne sont pas points des circon-
férences co(A, m), sont non inférieures à g? et leurs distances aux

points de celui des cercles co(À, m), dont les points font éventuel-
lement partie de la frontière de Ka sont non inférieures à -^r;-

En employant la formule (<?), on voit, diaprés ce qui précède, que
si S ] et ^ font partie d 'un domaine D dont le diamètre ne dépasse-
pas ~ î et qui est tout entier dans un des domaines de Dy; si ces points

font partie du demi-plan cK(s) ̂ > y +• c- et vérifient les conditions (c)
2

et (rf); si, enf îny il existe au moins un point de 2^ dont la distance
à A', ne soit pas supérieure à ^d alors, rinégalité suivante a lieu

fS^l^l -y/(,,) < p., 1,, -^1 (L+ -) I,, |-,
"1 —— ^2 \ rfnJ

où £ est une quan t i t é arbi trairement petite, positive, donnée d'avance;
où Pi = P(£, A, d ) et L==L(rf) sont des constantes; et où enfin i est
l'indice d^un certain point de 2^ se trouvant dans le cercle de
rayon id autour du point s\ (').

Comme
• l im —"==1^ _ 'liro (3^ -'r^^Go,

• ' nt~=^y, r^iiii m-^-'-^ n • '

( l ) Si l^ensemble S^ ne possède pas de poînt dont la distance à s\ ne soit pas supérieure

à 2 cl, Pinégalité que nous venons d'écrire subsiste i en y supprimant 1(5 terme -— ) *
v " /^/
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oïl voit que
^<:C,\^\^

où C est une constante.
On peut par conséquent écrire

^-^^ - n^") < N i., - s, i ; ̂  i-w^
où N = N(s , h, d) est une constante,

On voit donc, d'après ce qui a été dit à la page 388, que si Si et .?2
font partie de l'ensemble Aa, et si u est un point quelconque de E//,
alors

f(s, —îz)-f(^--u) ( S — H } <• N 1 s — s 1 1 u\^^——„——————————————————————— —— j ^_^ ̂ ^ —— ( ( j <^ ^^ ^ ̂  —— ^^ \ \ U \ r .
• .Ç.) — À'3

où Ni == N, (s, À, rf) est une constante.
Posons maintenant

171 {s^^, ̂ -uF^s)==
,, , . , . du
s-u{s— u ) g'(ii)——;

on a évidemment
F^)-FW_^^

S.\ — «S *>

û?^( À ' , , — U ) — / ' ( A \ > — / / - ' ) /•/ / \ / \ ww

^î.^——=ir— -^-'^-M^"^ri r f(^—^}—f(^-
^ ^ i j p , . ^.—^3

En employant la méthode qui nous a servi pour la démonstration de
la continuité,de F(^) dans Pensemble B^ formé dans A, on peut
établir, en tenant compte de la dernière égalité, l'inégalité suivantey
qui a lieu dès que ^i et ^3 se trouvent dans Aa :

F(^)~F(^ ) .„F,(^,) <À]^.-^| .
S, —— 5o

Il résulte de cette inégalité que l'expression
F(^)-F(^)

^ —- ^

tend uniformément, dans le sens précisé lors de la définition de
5i.
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la monogénéité, vers V / ( s ^ ' ) = F i (^ i ) , lorsque .y, appartenant à un B^,
^2 tend vers ^i tout en restant dans le même B^.

On démontre aussi facilement que F(.$-) est continue dansB1^.
Ainsi notre théorème est complètement démontré.

4. Nous allons maintenant construire un exemple d'un groupe de
deux séries de Dirichlet :/(.$•) et^(^)jouissantde toutes les propriétés
exigées par les hypothèses du théorème que nous venons de démontrer.

L'ensemble 2^, sera partout dense dans un domaine D ( , ce domaine
fera partie de l'ensemble des points singuliers de la fonction F(s\
mais cette dernière pourra être prolongée, par l 'intermédiaire d^une
fonction de M. Borel, dans un « domaine B » formé dans un domaine D
contenant Dr

Soit E le carré dont les côtés sont respectivement donnés par les
égalités (les égalités qui suivent donnent les droites sur lesquelles se
trouvent ces côtés) :

i i i
cr==i, t-==. y? 0"==: i-{---5 t •=—• -. '

4 ^ 4

Soit Y I » Ta? • • • ? T^ . . - une suite de points constituant un
ensemble S partout dense dans E.

Soit ri, ra, . . . r/,, . . . ( ^i <^ ^ ) une suite de nombres positifs véri-
fiant les conditions (û) de la page 378.

Désignons par Si l'ensemble dénombrable de points ai , a^,. . . , a/,,...,
définis de la manière suivante :

OZ(an)= (ï/l) ( ^==1 ,2 , ...); |a,,|r/,==^; J(a,,)>o.
^ ' ' 1 ! / ' -,

Soit 83 l'ensemble des points p i , (Sa, . . ., ?„, . . ., teisque a^-h ^n==^n"
On a évidemment pour tout n :

^^(a^=^(i3//)^^
îi , , LJ-

et si n^ k, on a
I 0 t i 1 ^ ^ ^ 1 ^ —— ^ 1|a/,4-pA|==|a/,-4-yA.—a^|> — — — — ^ Z - — — — — - — 2 .

• n ' k 'n

On voit donc que l'ensemble Sa composé des points 0^-4- ^(/IT^ /r)
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est isolé, il est situé dans la bande i < (K(s) < i + ̂  et aucun- de ses

points ne se trouve dans le carré E, dont les côtés sont parallèles aux
axes, concentrique an carré E, et dont la longueur des côtés est

„ 2égale à « *
Rappelons maintenant les deux propriétés suivantes de la fonc-

tion <C(^) de Biemann :
i° La fonction

E(^=Ç^)- -^——

est entière;
2° Quel que soit le cercle autour du point s == ï, de rayon r, et quel

que soit le nombre positif a, il existe une constante L==L(a,r) telle
qu'à l'extérieur du cercle précédent et dans le demi-plan ûl(^)>a,
on a

|Ç(.î)l<LH-
Sidonc on pose

^ ( ^ ) = = Ç ( ^ 4 - i - a / 0 ,

^( .? ' )==Ç(.Ç+i - P//),

on voit qu'il existe une suite de quantités positives L, (tendant vers
Pinfini) et telles que, pour ^(^o, et \s-^\>^. d^ne part, et
\s— p, > r;;, d'autre part, on a respectivement :

\fn(.S)\<Ln\t.

\ ^ , (S } \ <Ln\t\.

Soient maintenant dn et/. (n=i , 2, .. .), deux suites telles que les
séries

2|^,|L,, l\l.\L,

convergent, et posons
oe 1 1 1 : • . ce - 1 . . .

/(.<)=^^/,,(î)==^^Ç(..<+i-^),

^S)=^ln S-nW=^ln Ç(.;+I-|3^.

7t=l •. . 71=1.. • . •

Chacune de ces fonctions est développable en série de Dirichlet
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proprement dite :
00 OG "

^(<ç) =^aft ̂  ̂ ^an <s>"'lost/^•^
7i==i , n==:i

co oo

^) = ̂  ̂ '̂"^ ̂  z^<r'lo?m"s'<

m == l m == i

ces séries admettant la même abscisse de convergence absolue :

c -r-3
^ — ^ — 4 "

On a évidemment :
s/==s,, • s^=s,, ^==s.

Si l'on exclut du demi-plan <3l(.y)^(S==-y== o, les cercles de rayon /^
autour des points a/,, on a dans ce même demi-plan :

\fW <fJ^\cl,.\L\t\=:(^ < f ^\dn\^n \\t\='N t\.
^ n = l /\ / /= i /

De même, si l'on exclut de ce demi-plan les cercles de rayons r'^
autour des points (S^ on a dans ce même demi-plan :

/ so -
[.^) <( 2 1 / / / I L / / • ) ^ l^^ '^ l - .

\n^'\ /

Les deux fonctions fÇs) et^-(^) sont donc, à l'entourage B (relatif à la
suite r,, 7-2, . . .), respectivement aux ensembles S^== S/1 et Sl= S^
prèsy d'ordre k e t / (^i, ̂ i) dans le demi-plan ^l(.?)^8=y= o.

On voit, de plus, que
— lo^r//

/? == lin-i .——-—- == i.
iog | ̂ n \

Si, enfin, on pose D == Ei , on voit que tous les points de D sont
•1 ! ' ï

situés dans le demi-plan ^0)^ï >A^.= y ; D contient des points du

demi-plan <;%(^)>ZLy4-^=e^+^==2.J, et ce domaine ne con-
tient pas d'autres points de S/^que ceux de 2^.= S.
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Les fonctions / et g- vérifient donc toutes les hypothèses de notre
théorème ( { ) .

La fonction
'•/l »S __ ^

F«) =^ aA«'e-'"^==^ a^,
»==l • /î=l

OÙ

by= ^ (îo^,~logmy-^==^ (log^V"/^,
IoSTO<log-rt m</ï

est monogène dans le « domaineB » formé dan s D====E, , avec les points
de £^.== S et avec la suite r,, /\>, . . . .

En reprenant les notations du n° 3, on voit que
' ^ , 6 ! F „ , . . . du
^ ( S } =: ———: \ f(S— I I } ^( U.} —— -,

• ' ^J^ ' l l ' .

où E//, est formé par la droite a== l (d== ï-) et les cercles oj(Ay z") de
b \ .4 /

rayons -̂ - autour des points ^,.
Or, on a pour chaque entier i :

'•f.
g[ u) =V /,/ Ç(.ç -i- i.-- p/,) =: ——— + E(,ç.,+. t ~ p,) + V /,,,Ç(5 -+- i — ;6A

—w ty -1" p^ -"'"""// == i n

où 17 signifie que la somme est étendue à tous les indices n-^-iy et où
E(^==S;(^-——.

\ / • \ / ,ç ——— f

Comme on a, poury" == z,

1 ?/- ^-1 == 1 y/ - a/ -i- ^/ -- 7^ i > 1 1 ̂  I — i ^ / 1 - 4—^-'•^-'•i^.
on voit que/ lorsque h est suffisamment grand, il n'existe dans le
cercle fermé co(À, i) aucun point p/ tel quey ̂  i.

( î ) Que a, -+- p; 7^ oc.j -4- ?/ lorsque i, ̂  j\ on le voit d'après le procédé même que
nous avons employé pour fornier ces points.
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On voit, d'autre part^ que la fonction

^-.
^)=^ /(.—)^)^

5-^

est holomorphe dans le demi-plan (K(s) ̂ > ^,
On peut par conséquent écrire, en désignant par C/ la circonférence

du cercle ûi)(A, i), l'égalité

^-< l̂;x,w^
où ê^Çs) est une fonction holomorphe dans le demi-plan ^(.y)^>^1

Cette dernière égalité peut encore s'écrire de la manière suivante :

F(:^=^(^-4-6I^—/(^-p,) .

On a, d'autre part,
00

f{s— (3;) ==^ dn Ç (s - (3,.-|- i — y.,.}
• fï,=Ï

-= €/^[s -\- t — a/:— p/-) —^ an Ç(.ç + ï — |3/— a//)
y.

=: ——f—^- +1^-^ + ^ .„ ^^, g^ „.(„ y ^ ç^ „.(- j „. .̂...- a,/).
•s»' -11~- ff.i — p/ • Ad

y

Comme l'ensemble des points de la forme ?/:-+- a^, où n^ ^ est isolée
on voit immédiatement que lorsque s est dans E) les opérations sui-
vantes sont légitimes :

F^M+c.ri;^^^^^---"'-^
L ^=-1 ^ . f= i , . , ,

! ! , , BC , ! - , - , —11 . ,'

; ' +2^2^ç('-hI^(3^an>^'
! ! , ! . ! ,• , 1 1 ! ^ 1 1 ' ' , 1 1 1 1 1 - 1 , i^î l '• - , ! / ! ! J 1 1 , !

D'ailleurs, comme les points ?/4- ̂ n\n^iy sont extérieurs à E^et
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comme E(s} est une fonction entière, on voit que

^)=<&(^6SV^——L__=^)+6îV^——,
^ ft! s~^-^ - ^ PJ s—y,

où $(.?) est une fonction liolomorphe dans E|. D'après des résultats

dili i
bien connus, la fonction

2 Cli
P̂? ^"-T.

admet tous les points de E == D < comme singuliers, car la série

2 dili
jr

converge.


