
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

GEORGES GIRAUD
Sur une catégorie d’équations fonctionnelles

Annales scientifiques de l’É.N.S. 3e série, tome 52 (1935), p. 109-130
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1935_3_52__109_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1935, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1935_3_52__109_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SUR UNE CÀTÉ(xORIE

D'ÉQUATIONS FONCTIONNELLES

PAR M. GEORGES GIRAUD.

Sous le nom Adéquations intégrales de troisième espèce^ M. Picard a
étudié ( ' ) des équations

r 1 1
(1) A ( ^ ) / ( ^ ) + À f K{^y)f(y)dj-=^{x),

J^

où A(^) est une fonct ion holomorphe qui a des racines simples entre
a et 6; en posant A(x\f(x) == F(.r), il trouvait l'équation

(2) F^^)^^^^-^^?^^^^^^

L'intégrale qui figure dans cette dernière équation n'aurait ordinai-
rement un sens que pour des fonctions F s^annulant en même temps
que A ; mais si l'on exclut de (a, 6) des intervalles infiniment petits
qui ont pour centres les racines de A, la limite existe pour toute fonc-
tion F continûment dérivable, et c'est ce qu'on nomme, avec Cauchy,
la valeur principale de l'intégrale, ou simplement l'intégrale princi"
pale. Plus généralement on peut, avec M. Picard, exclure des inter-

( l ) Emile PICARD, Sur les équations intégrales de troisième espèce ( / J l r în . scient. E G.
Norm, sup., t. ^S, 1911, p. 459-47^)<

Ânn.. Éc. ^orm., (3 ) , LU. — FASC. 2. l5



ï 10 GEORGES OIKAUD.

valles infiniment petits que les racines de A partagent dans des, rap-
ports donnés.

On étudie ici des équations qui généralisent Inéquation (2) dans un
champ a m dimensions. On considère un noyau G(X, A) qui est con-
tinu excepté quand A vient sur une certaine variété 3Ti à un nombre
quelconque de dimensions; 3TL peut même comprendre plusieurs
variétés, ayant différents nombres de dimensions^ et comprendre en
outre des points isolés ; cette variété ou cet ensemble <71X est indépen-
dant de X. La nature de cette discontinuité est précisée,de façon qu'il
y ait lieu à une intégrale principale ( ' ) ; l'équation associée généralise
l'équation (ï). On retrouve les théorèmes de Fredholm; on voit aussi
ce que deviennent les résultats de M. Picarde dans le cas où l'on fait
varier les régions d^exclusion qui interviennent dans la définition des
intégrales principales.

Il n^est peut-être pas inut i le de remarquer que le procédé mis en
œuvre ici peut être considéré comme un cas particulier d'une méthode
dont d'autres cas particuliers ont déjà été utilisés dans la théorie des
équations intégrales. Si

(3) ' p(x)-).r G (X ,A )P (A ) ^VA= / (X )
Jô

est une équation donnée, ses solutions appartiennent aussi, moyen-
nant des hypothèses très générales, à l'équation

/» (w) [~ /•> (m] -j
(4) p ( X ) + À / H ( X , a ; À ) - G ( X , ^)-1 H ( X , A ; À ) G ( A , 2 ) ^ V J
, ^6 L 1 ! ! ! ; , 1 1 1 1 , 1 1 . 1 ! ! . ^<S • ! ! ! ! ! 1,, 1 1 J „

xp(2)rfV3=/(X),+Àr H(X;A; Ày/CA)1^-^, •
Je,

d'autre part, si l'on pose

(5) • p(X)=:p,(X)^À f H(X,A^)pJA)^V^" .
1 , ^ 1 1 1 ! • ! l l i l l i 1 1 . , 1 1 1 1 • ! ' 1 ^6 , 1 1 , ' ! ! 1 1 1 1 1 ! ! .' ' ' 1 ! ' 1 1 ! ! 1 ,

(1) Un cas où G est discontinu quand A vient en X, de façon à donner lieu à une
intégrale principale, est étudié dans deux articles : Équations à intégrales principales,
étude suwie c^une application {Ami, scient. Éc. Norm. sup., t. 51, 1934, p.25i-372);
Équations à intégrales principales d^ordf'e quelconque {non enew
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on trouve que toute solution de l'équation

(6) p , ( X ) 4 - À f ' [ H ( : X , ; £ ; A ) - G ( X , S )
L ^. . 1

- -Â f \Cx(X,A)H(A, :3 ;À) l^vp(Sl ) .^V3=/(X)
^6 J

donne, par la formule (S), une solution de (3), pourvu toujours que
certaines conditions très générales soient remplies. En particulier,
si H est le noyau résolvant, les noyaux

(7) H(X, S; À ) — G ( X , £ ' ) - - À r ' H ( X , A ; ' Â ) G ( A , £) ^V.,, ,
^6

(8) H(X, S : ; À ) - G ( X , S ) - À f G(X, A ) H ( A , S ; - A ) ^
^6

de ces équations (4) et (6) sont identiquement nuls. Mais on peut
aussi se proposer de choisir H de façon que ces noyaux (7) et (8)
rentrent dans une catégorie pour laquelle on sache trouver la solu-
tion. Il est souvent inutile de considérer l'équation (6).

En particulier si G(X, S) est cont inu quand les deux points sont
distincts,et admet une limitation OfL/^X, S)] (À>o;L==dis-
î.ance des deux points; 0, symbole de M. Landau), on peut prendre

, H(X, s; A)=G(X, a)-+-î.G^(x, a)^...-^^-^^^^^), ,
où les G'^ sont les noyaux itérés; les noyaux (7) et (8) se réduisent
à —^G^'^X, S), et ils sont continus si (jo-+- i) h surpasse m. On
peut donc alors trouver les solutions des équations (4) et (6) à l'aide
des séries de Fredholm. C'est ce qu'on appelle, depuis Fredholin, la
méthode de l'itération; elle peut servir aussi pour d'autres types de
noyaux.

Si maintenant G(X, S) est un noyau continu quelconque, on peut
trouver des fonctions U/,(X) et V,<(S) (71 == i, a, . . . , p)telles que la
différence 1 ! ^ ! ! ! , ! 1 1 , . . !

: , G•cx,a) l-•^u,/(X)v^(2)=G,(x,a): l. - 1 , ,
1 , ! . ! ! ' n-==.\ - 1 1 , • ! 1 1 . - •

soit inférieure en valeur absolue à un nombre Y] arbitrairement choisi;
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si Y] est assez petit, la série

' . VÀ^G'^X,^),
n = •> » ! -

où les G^ sont les noyaux itérés de G i , est convergente quand À
est inférieur à un nombre donné R. Si l'on prend H égal à la somme
de cette série, les noyaux (7) et (8) sont des sommes de produits de
fonctions de X par des fonctions de S. On peut ainsi suppléer à
l'emploi des séries de Fredholm. On sait que ce procédé est dû à
M. SchmidL

Une autre application de cette méthode a permis de traiter le cas
de certains noyaux G, discontinus quand les deux points coïncident,
et tels que l'itération ne conduise pas à des noyaux bornés (^ ).

Pour des équations dont le noyau G présente une discontinuité
quand les deux points coïncident, cette discontinuité donnant lieu à
une intégration principale, la même idée a été mise en œuvre, mais
alors les intégrations superposées ne peuvent se permuter qu^à condi-
tion d'ajouter un terme correctif, de sorte que les équations (4) et (6)
ne sont plus exactes. Dans le travail actuel, au contraire, ces équa-
tions sont exactes.

1. Hypothèses. — D a n s l'espace à m dimensions (m^i) considé-
rons la variété

(i) ^a^/a^i»^. . ., tp) (p<m; a=i, 2, ..., m),

qui se réduit à un point si p est nul. On suppose que les /a sont
définis quand (t,, . . ., ^p) appartient à un certain champ <3, borné et
fermé, et l'on suppose que, dans ce champy les dérivées des/^
remplissent des conditions de Hôlder, c'est-à-dire que, si ç est l'une

( l ) Validité de la théorie de Fredhoîm pour certains noyaux non bornés (Bull. Sciences
math., t. 57, 1933, p. 327 à 334); Sur ccr laines équations de Fredholm à noyaux non
bornés {Butl. Sciences math., t. 37, 1933, p. 391 à 4oi). Les résultats du premier de ces
articles sont partiellement compris dans ceux qu'ont obtenus M. Frédéric Riesz (Àcta
Mathemaïica, t. 4-1, 1916, p. 71 à 98) et M. Schauder {Studio Mathematîca, t. 2, i93o,
p. i83 à 196).
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quelconque de ces dérivées, on a, quels que soient (^i, . . ., Sp) et
(^0 . . . , tp),

{ / t ](2) 9 (^, 5,, ..., ̂ ,) — 9(^, ̂ , .., ̂ )=0 ( [(^-- ^+...-}- (^- t^V j
•(o</r^i),

À étant constant, et 0 étant le symbole de Landau ('). On suppose en
outre que les —.;—^—-y jacobiens des fonctions f^ prises p à p ne
s'annulent simultanément nulle part. lînfin l'on suppose qu'à deux
systèmes distincts de valeurs des paramètres t^ . . ., ^ correspondent
toujours deux points distincts.

Considérons dans l'espace une région & bornée et fermée, conte-
nant des points de (i). Soit F(X) une fonction donnée d^un point X
de ô, continue quand X n'appartient pas à (r). Pour indiquer nos
hypothèses sur la fonction F quand X vient sur (i), nous imaginons
qu'on forme m fonctions/a (^i? ^ 2 » • • • ? tnl) qm coïncident avec les /a
aussitôt que t^^ == . . .== ̂  = o et que (^, ^3, . . ., ^p) appartient à <3' ;
on doit en outre faire en sorte que, si (^, . . ., tp) est assez voisin
de e et si t^^, . . ., tm sont assez voisins de zéro, les dérivées des f^
existent et remplissent des conditions de Hôlder, et le jacobien de
ces m fonctions est partout positif; il existe une infinité de systèmes
de fonctions/^ Nous supposons que, si l'on exprime les coordonnées
de X au moyen des paramètres ^, . . . , trn par les formules

'JCy.—— J a. (, ̂ lî • • • î ^fnjf

on a
F(X) =z Fi(/.], . . . , tp^ ^4-1, . . . , tm) -t- Fa(^, . . . , tp^ ^4-n • • • î ffn)^

la fonction Fi étant homogène et d'ordre p—m par rapport aux m— p
dernières variables ^+,, . . . , t^, et étant cont inue tant que ces m—p
variables ne sont pas nulles ensemble; quant à la fonction Fa, on sup-
pose qu'elle est sommable. Les fonctions F^ et f\ sont donc continues
dès que tp-n, .... t,n ne sont pas nuls ensemble; en outre on suppose
que les dérivées de F, existent et sont continues quand ^4-1, .... t^

(1) La notation, z == 0(j) signifie, cTaprès M. Landau, que "̂  esfc borné.
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ne sont pas nuls ensemble; on a alors cer tainement

^ ^J o[(^-i +• • •+ ̂ "J (/^).^ ~~ ï r ^_^n( OL(^,+...+^) 2 J (^>p),
car on constate que ces dérivées sont homogènes par rapport à
^,-M, . , . . . , tmy les unes avec l'ordre p—m, les autres avec Fordre
p — m — i. Enfin l'on suppose que l'intégrale

/.(/ra—p)
(3) j F^(/^,, . . . , ^0,

étendue au champ
7«. m

^< ̂  ^ Aa,p(<,, . . . ,</ ,) fa^fKÇ2,
a,==:/-'4-i ^==/?-n

est identiquement nulle; les Aa,p sont des fonctions données, qui
remplissent des conditions de Hôlder, et qui sont telles que la forme
quadratique qui figure ci-dessus, soit définie positive (on a d'ailleurs
Aa,|3==A^a); on laisse t^ . . ., ^ constants pour l 'intégration.

2. Changement de paramètres. — II importe de prouver que, si ces
hypothèses sont remplies par la fonction F, elles restent remplies quand
on change deparamètres. Soient

^==^(^11 . . • î ^ m ) (a==ï ,2, . . . ,w)

d'autres fonctions, telles que la variété
x^=gî,{u^ . . .,^/, o, . . ., o),

soit la même que (i); on fait en outre sur ces fonctions et leurs
dérivées les mêmes hypothèses que sur les/a et leurs dérivées. Nos
•hypothèses nous assurent que, dans un certain domaine qui contient
la variété (i), t^ ^2? . . . ,^ sont des fonctions de x^ ..\,x,n^ les
dérivées de ces fonctions existent et remplissent des conditions de
Hôlder, et le jacobien n'est pas nul ; donc, siz/p+i, .. ., Urn sont assez
voisins de zéro, les paramètres î^ . . ., t,n sont des fonctions de
u^y . . . , Um, les dérivées de ces fonctions existent et remplissent des
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conditions de Hôlder, et le jacobien n'est pas nul. Si l'on remplace
les fa par ces fonctions dans Fa, on obtient une fonction de u ^ , . .., u^,
qui satisfait aux mêmes hypothèses que F^. Faisons la même substi-
tution dans F,. D'après nos hypothèses on a, pour n^>p,

m

tr,(l^ . . . , Up, Up^ . . . , U^) — ^ Ma ——L ( ̂  - . , ̂ ' 0, . . . , 0 )

a =^4-ir ^-j
=OL(^,4-...+^) ' /J ;

par suite

Fi(/i. . .., f-m) — FIJ ^,(^i? . • ., ̂ ,0, .... 0), . .., tp{u^ ..., 1^,0, . ..,0),

m

^ <^^»4-i / v
J^ My.-^-(^, ..., (̂  0, ..., 0), ...,

a=/7+i
w. j

^ ^t^ l \ 1^ ^aj^-(^i, . . . î ^^ 0, .. ., 0) j

a=/?+i a J.

[ h ̂ -p— m "1

==0 (^,+...+<) t2 J;

la différence qui figure au premier membre remplit donc, relative-
ment à u^ . .., Um^ les hypothèses énoncées à propos de Fa; dWtre
par t / l e second terme de cette différence satisfait -aux hypothèses
énoncées à propos de F|, et en particulier à l'hypothèse relative à
Fintégrale (3), pourvu seulement qu'on introduise, au lieu des Aa,p?
les fonctions

fn m
v^ '"c^ àtv âtQ .

(4) B,,p(«,, ...,.^)= ^ ^^;^A^5'
"(•=.?+ •l 0==/?-+-l

les paramètres Up^,, . . ., Urn devant être pris nuls au second membre.
Notre assertion est donc prouvée.

3. Intégrales principales. — Soit & une région fermée et bornée de
l'espace. Dans cette région, nous supposons qu^il existe des variétés
jrip(o^p <^)? oùp est le nombre des dimensions de chaque variété ;
on suppose que ces variétés sont deux a deux sans point commun;
pour une valeur donnée de p , on ne suppose nullement que 3Xiy soitd'un
seul tenant. De plus on suppose que, pour tout point M de 3Tl^,
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l'ensemble des points de Jlt^ dont la distance à M" n'est pas supérieure
à une certaine longueur indépendante de M, rempli t les hypothèses
énoncées au paragraphe 1 pour la variété (i); il n'y a donc aucun
point multiple. On nomme JTl l'ensemble des variétés Dll^; Jll est
supposé intérieur a <ê. On considère une fonction F(X), continue
quand X est situé dans S en dehors de Jll, et qui, dans une petite
région contenant des points d'une seule variété 3Ti^ se comporte
comme la fonction F du paragraphe 1.

Partageons les OTLp en régions, de façon que chaque point de .m
soit intérieur à au moins une région, et que chaque région admette
une représentation paramétrique. iNous considérons ces régions, dont
le nombre est fini, et ces représentations comme fixes. A chaque
région, nous attachons aussi un système de fonctions f^ Nous dési-
gnons par cr un nombre positif tel que, pour tout point M de c)U, il
existe au moins un système de fonctions /;, parmi ceux que nous
retenons, telque les paramètres ̂  ̂  . . . , ^ correspondants soient,
dans toute Phypersphère de centre M et de rayon 6a, des fonctions
bien déterminées de x,, x^ . . . , ̂  le jacobien de ces fonctions
étant partout positif.

Nous allons définir une fonction o(M, P) d'un point M de 3]t et
d'un point P dont la distance à M est au plus égale à 20. Pourcela.nous
attachons un poids aux diverses représentations paramétriques valables
en M; toute représentation qui est valable dans toute Phypersphère
de centre M et de rayon égal à 6cr, a un poids égal à un (il y a au
moins une représentation de cette sorte); celles qui sont valables
dans une hypersphère de centre M et de rayon r compris entre 4<j
et 60-, reçoivent un poids égal à^"^^ fonction nulle p o u r r = = 4a,
égale à un pour r== 6o-, et croissante dans l ' intervalle; les représenta-
tions qui ne sont pas valables dans toute Phypersphère de centre M et
de rayon 4c^ reçoivent un poids nul . On remarquera que toute repré-
sentation dont le poids n'est pas nul, est valable aussi au point P.
Soient ^, .. ., î^ o, . .., o les paramètres de M et t,, . ... ^ ceux
de P dans une quelconque des représentations dont le poids n'est pas
nul; en introduisant les fonctions Aa.p correspoûdantes, nous multi-
plions S^pAa,p(^ . . . , t'^t^ par le poidsdelà représentation, nous
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ajoutons tous les produits analogues qui proviennent des diverses
représentations, et nous divisons cette somme par la somme des
poids : le résultat est, par définition, la fonction © (M, P). Par rap-
port aux paramètres de M, cette fonction remplit une condition de
Hôlder; par rapport aux coordonnées x^ . . . . x,n de P, elle remplit
une condition de Lipschitz (c'est-à-dire une condition de Hôlder avec
l'exposant un); cette fonction est partout positive ou nulle, et elle est
bornée.

Cette fonction 9 (M, P) nous sert à définir une fonction ^(P) po^r
tous les points P dont la distance à Jfl est au plus égale à CT. Pour
cela, nous nous donnons une fonction positive ^(,M) d'un point
de JTL; cette fonction (JL doit remplir une condition de Hôlder, avec un
certain exposant k. Pour tout point P dont la distance l à 3TL est infé-
rieure à a, nous calculons la borne supérieure de

^(M)o(M' , P) 2 / ~ L ( M , P)

le point M variant dans la région définie par L(M, P)<^ ̂ l (on désigne
par L la distance des deux points); c'est cetîe borne supérieure qui,
par définition, est la fonction ^(P). Cette borne supérieure est atteinte
pour au moins un point M de cette région. La fonction 4(P) es^ evî"
demment nul le sur 3TL, et positive partout ailleurs; cette fonction est
continue.

Soit encore /(P) une fonction continue valant O^1). Nous excluons
de S l'ensemble défini par

^(PXïT-exp^P) (^>o) ,

et nous étendons à l'ensemble restant, qui est fermé, l'intégrale

Ç FrfV [ûîV=:û?(^ ...,^)].

Nous allons voir que, quand Y] tend vers sérOy cette intégrale tend vers
une limite indépendante de/et de la fonction ^ qui intervient dans la
définition de 4'.

Considérons d'abord, pour run des 3Ti^ la région où les fonc-
tions /; permettent de définir t,, t^ . . ., ̂  comme fonctions bien

Ann. Éc. Norm., (3), LU. — FASC. 2. I^
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déterminées de x^ x^, . . ., x^. Je dis que, si P est dans cette région,
la différence

d / (P ) -^.(^ .. ., ^) :Ŝ  Aa,^(:<, , . . . ,^)^ î3

vaut O^-4-71'), pourvu que k soit au plus égal à h. En effet, si N est un
des points de 3Ti^ dont la distance à P est égale à /, ^(P) est au moins
égal à ;j-(N)y(N, P); si ̂ (P) est plus grand que cette valeur, il existe un
point M de 3Yip, situé à une distance de P inférieure à 2l, et tel qu'on
ait^(P) < ;Ji(M)o(M, P); mais on aL(M,N)^L(M, P) + L(N, P) < 37;
on en concluty sous la condition k^h^

^ ( P ) - ^ ( N ) ^ ( N , P)=:0(^),

car les ^ valent 0(1) quand a dépasse p . Mais la distance de N au
point P, dont les paramètres sont (t,i, . . ., tp, o, . . ., o), est au plus
égale à L(N, P)+ L(P, P , ) ; donc L(N, P , )==0(/ ) ; par suite

^(P,)9(P,, P ) - p L ( N ) o ( N , P)=0(r"^).

Enfin ç(P,, P)—2;,,?A^.3(P,) Vpvaut 0(/2^); donc
- +(P)~^( î \ )^a ,pAa,p( r - \ ) ^?=0(^),

ce qu'il fallait démontrer.
Nous pouvons ramener l'étude de l'intégrale proposée à celle de

f F,(P)D(PJ^(^ ..., ^),

avec
• r \ / p \ _ a ( ^P.{ , . . ., ^c/^ ) .

v - d{^ ...,'^)?

car la nouvelle fonction intégrée ne diffère de la première que par une
fonction sommable.

Nous allons montrer maintenant que Tintégrale étendue à la région

^(P)<^exp/(P)<^(P,)^Aa,p(P,)^^

tend vers zéro avec Y]. En effet, puisque/est borné, les ^d'indice a
supérieur àp valent ô(ïi), et par suite, pour nos points P, l=Q(r\)\

/donc 1 1 1 : 1 1 . ' ^ 1 l i l . 1 ' -,\1 ' ^ - 1 1 1 ' : " \ , -1.' 1 ' 1 ' , 1 ! , i 1 - 1 ' ; : , 1 / : . , 1 : 1 1 ^1' 1 1 / 1 1 1 ^ . 1 ! . • 1 ^ 1 1 : 1 1 : 1 ;
; • ; •' :,, : ' 1 ; - ^(P,) I^ A^p (Pi ) i^ - ̂ (P)=Q<y^). ' / ^ . ; • : •:
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Par-conséquent, pour tous ces points P, ;j-(Pi)Sa^Aa,p(Pi)îa^3
varie entre deux limites r^Çî +ûr/1) et r f ( i -h br^')y où a et 6 sont
certaines constantes. En intégrant dans le domaine

^(i + a'^) < ̂ (P,) Ia^A^(p,Ua ̂  < yrd 4- ̂ ),

par rapport à ^.+.1, . - . ., ^, on trouve un résultat 0(r/'), qui reste tel
après l'intégration relative à ^, t ^ y . . ., tp : la limite est bien nulle.
On démontrerait de même que l'intégrale étendue au domaine

pi(PO 1^ Aa ^Pi) ̂  ̂  < ̂  exp/(P) < ̂ (P)

tend vers zéro avec T^.
On prouverait de même que les intégrales étendues à chacune des

régions
yf-< ^.(PJ Ia,?A^(P.O 4. ̂  < ̂  exp/(P)

et
-^ exp/(P) < ^(P^) Ia,8(P.O ̂  ̂  < ̂ S

tendent vers zéro avec T] .
Nous partageons la région des points dont la distance à 3U est infé-

rieure à a, en régions partielles de façon qu'une même représentation
paramétrique, à l'aide des fonctions/a, soit valable dans la totalité de
chaque région; JYi ne doit nulle part être tangent à la frontière d'une
région, et cette frontière doit remplir les mêmes conditions de régu-
larité que 3Tl,^,. Il nous suffit de prouver que la partie de Finté-

rifn} - • •L •grale \ FJV qui correspond à chaque région, a une limite bien
déterminée, pour une fonction ;J- donnée, quand Y] tend vers zéro.
Nous remplaçons, pour chaque région, la fonction F par la fonction F(,
l'élément riV par D(P,)rf(^ . . ., ^), et la région d'exclusion par

^(/.,, . . . ,, tp) 2a,p:Aa,p(^,'. . . î ^) ^a ̂  < ̂ \ ,

ce qui suffit a notre objet, d'après ce qui vient d'être vu. On peut
trouver une constante positive X telle que, pour les points Pi de <m
dont la distanceà la frontière de la région est supérieur à ÀTI, tous les
points P obtenus en associant aux paramètres ^ ,^ , . . . , ^de P( un
système quelconque de valeurs de t^, .. - , ̂  satisfaisant à l'inégalité

^.(P,) 2a,pA^(P,) ̂ p<^ Co <^< 0.
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on ait toujours un point P du champ d'intégration dès que 'q est assez
petit. Si l'on intègre par rapport à^+ i , . . ., t^ on trouve O(logïj)
quand, pour la valear de Y] considérée, la distance o de P| à la fron-
tière est moindre que AT;; si au contraire on a?^^o, le résultat de
cette première intégration ne dépend pas de Y] et vaut0( logLo — log5)
(Lo supérieur au maximum deo ); l 'intégration relative à Pi donne
finalement 0(ï] logvj) pour les points P, de la première sorte, et une
quantité bornée pour les points de la seconde sorte. Remplaçons T] par
un nombre C<C^ et calculons la différence des deux résulats; pour la
région S<^yj, le second résultat est O(T] logrj •+- ^log^); pour la
région O^XY], le second résultat est égal au premier; la différence
finale est donc 0(ïj logï] -h ÇlogQ, ce qui est infiniment petit avec Y],
comme nous voulions le démontrer.

Nous allons voir enfin que cette limite est indépendante de la fonc-
tion [j-. En effet on peut remplacer ;x par un sans changer la limite,
car, en intégrant d'abord par rapport à ^4-15 . . ., ^m dans chacun des
domaines, la différence des résultats est nul le pour chaque point P, ,
sauf pour ceux dont la distance o à la frontière est inférieure à XT]
(X étant convenablement choisi) : pour ceux-ci l'on obtient 0(logï]),
d'où 0(ï]logïi) après l 'intégration finale; la l imite est zéro, et notre
proposition est entièrement démontrée.

Définition : cette limite est ce que nous nommons la valeur principale
£ (m)

de ^intégrale FriV, ou plus simplement l'intégrale principale.1 • .̂ . ' 1 ' • .
On voit que l'intégrale principale dépend des fonctions Aa,^

4. THÉORÈME. — Si la fonction ï satisfait aux hypothèses du para-
graphe 3, et si p(X) remplit une condition de Hôlc/er, la fonction
F(X) p ( X) satisfait aux hypothèses du paragraphe 3.

Il suffit de le démontrer pour un domaine partiel dans lequel un
système de paramètres t,, ̂ , . . ., tm du type déjà introduit, est utili-
sable. Soit X, le point (^/a, . . . , t^ o, . . . . o). Nous écrivons, avec
la notation du paragraphe 1,

: • lp(X)F(X).=p(X,)F,^;...^^ 1 ' , - . : 1 1 :

4-[p(X)-p(X,ï]F,(^ ...,^)+p(X)F,(^'..:,^).
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Le premier terme du second membre est du type de la fonction F,
du paragraphe 1, et les ternies restants sont du type de la fonction Fa
du même paragraphe. Le théorème est donc démontré.

5. THÉORÈME. — Soit O)(A) une fonction positive y continue aux points
de &—ÛTL (§ 3) et sommable dans &. Soit H(X, A) une fonction
continue quand A. nappartient pas à JTL et qui remplit les conditions

• ! . _ iH(X,A)]<û)(A)/ •
' ]H(X, A^-H^Y/Ay^û^A^tX, Y).

Je dis qu'on a
/»(//-?) /»(/») y*^) r»{m}

(5) / F (X) ^ H(X, A)^V^Yx= / / F ( X ) H ( X , A)^Vx^.
Jff '/<5 Jô J&

Dans les deux membres, les intégrations relatives à X sont des
intégrations principales. Introduisons la fonction ^ (X) du para-
graphe 3, et soit ê ("q) le domaine <§ dont on a exclu la région

^(XX-^ (^>o) . .
On a

/»(/«i /.(/rt) /•»(/") /»(//<()
^6) \ F(X)J H ( X , A ) ^ V A ^ V X = » / F(X)H(X,A)JV^V^).

^6(7]) ^& ^6 ^<S(Y;)

/.(w)

Si Y] tend vers zéro, nous allons voir que f F(X)H(XyA)â?Vx
J&w

tend vers une limite quand A n'est pas sur 311, et la différence entre
Pintégrale et sa limite, est le produit de oj(A) par une fonction qui
tend vers zéro avec r;, uniformément par rapport à X et à A. Écrivons,
dans un des domaines partiels, la fonction intégrée sous la forme
indiquée auparagraphe 4, savoir

i ï (X^A)F , (^ , . . . , ^ ) + [ H ( X , A ) - H ( X , , A ) ] F , ( ^ , . . . ,^ )
-1-H(X, A)Fa(^ ..., ^).

Dans l'intégration du premier terme par rapport à ^+1, . . . , ^ « , la
fonction H(Xi , A) peut sortir du signe d'intégration; il en résulte que
la différence entre l'intégrale dansée) et sa l imite vâutoo(A)0(Ti logï]).
Comme les termes restants sont sommahles dans ô, notre affirmation
est vérifiée.

Si l'on intègre cette différence par rapport à A, on a donc un infini-
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ment petit, 'puisque co est sommable; le second membre de (6) tend
donc vers celui de (5).

D'autre part le premier membre de (6) a une limite qui, par défini-
tion, est le premier membre de (5).

Le théorème est démontré.

6. Validité des théorèmes de Fredholm pour certaines équations à
intégrales principales. — L'ensemble JÏt de variétés étant défini
comme au paragraphe 3, et les fonctions Aa,p étant données une fois
pour toutes, soient V,,i, Va, . . . , V// un nombre quelconque de fonc-
tions linéairement indépendantes données, qui satisfont aux hypo-
thèses faites sur la fonction F. Soient U,,, Ua, ..., U<y d'autres fonc-
tions données, linéairement indépendantes, qui remplissent dans S
une condition de Hôlder. Nous posons

<y

(7) G,(X/A)=^U,(X)V,(A).
1 1 , ! ' ! ! ' ïf=.\

Soit maintenant co(A) une fonction positive, continue aux points
de &—JTl, et sommable dans &. On donne une fonction Gy(X, A)^
continue quand A n'est pas situé surJTl, et qui satisfait aux inégalités
(3) |G,(X,A)|<^(A),
(9) |G,(X,A)-G,(Y,A)|<û)(A)L^X,Y) (o</^i).

On pose
(10) 1 G(X, A)=G,(X, A)-+G2(X, A)., • .

Enfin on donne une fonction /(X) qui remplit dans ê une con-
dition de Hôlder, et une fonction ^'(X) qui satisfait aux conditions
imposées dans le paragraphe 3 à la fonction F, et l'on considère les
équations a intégrales principales

(") P(X) -^ r G(X,A)P(A)Û?VA=/(X),
1 , 1 _ / 1 . , 1 1 1 ^ Je 1 - . 1 : 1 1 • ! ! ! 1 ! , , ! , ! ! : ' ;1 , 1 1 1 1 ,

/ï{rn)

(12) ^ ( X ) ~ À / G(A,X)a(A)^VA=^(X)/
; 1 1 . 1 ,: 1 1 1 1 .,, 1 ; , 1 . \1 - Jô , 1 1 1 , ^ , ' / ' , , 1 1 1 ; ! /;. 1 1 1 1 ; ' 1 , : , 1 - 1 , 1 ' 1 - . ,1 ,11 . 1

dont les i nconnues sont p et a; p doit remplir dans & une condition de
Hôldery et a-doi t remplir les conditions imposées à la fonction F du
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paragraphe 3; X est un paramètre. On dit que ces équations sont
associées l'une à l'autre.

Soit H(X, A; X) le noyau résolvant de G^X, A), c'est-à-dire une
fonction méromorphe de A, à pôles indépendants de X et de A, iden-
tique à G,, pour A == 0, et qui satisfait à l'identité

. ^(w)
(13) ^-p.) H(X, A; À ) H(A, S; p.) ̂ = H(X, £; /) - H(X, S; pi).

v ô

Cette fonction H s'obtient immédiatement comme quotient des séries
classiques de Fredholm; par exemple le coefficient de X" dans la
série du dénominateur (fonction déterminante) a sa valeur absolue
inférieure à

i / - /l(w) \
^{^i ^7''

et par suite cette série converge quel que soit A; la convergence du
numérateur se vérifie immédiatement aussi, pourvu que A ne soit pas
sur JTl. On a évidemment
(14) H ( X , A ; À ) = 0 [ c o ( A ) ] ,
( r 5 ) l i ( X , A ; À ) - H ( Y , A ; À ) = 0 [ ^ ( A ) J L ^ X , Y ) ,

les constantes impliquées dans les symboles 0 ne dépendant que de A.
Si la fonction p satisfait à l'équation (n), elle satisfait aussi à

l'équation
p ( X ) + }^TH(X, £; I) - G(X, £)

-À F H(X,Aî 'À)G(A,a)^YJp(a)^Vs
Je J

=f(X)^^ r^(X/A;}Q/(A)^,
Js

qui s'écrit aussi, d'après (i3),
• , . . . ^n)r - ... 1 , ! ^ 1; - ! . !, '. ,•. 1 .
(x6j p (X)~^ / G.(X,a)

, / Jô L. : 1 1 ^ ^ , - 1 ' 1 - , • ' : 1 1 1 , 1 , ' ! ,,•
• • • ^ : +À^ ( / / ) H(X.A ; •Â)G, (A ,a )JvJp(£ )^Vs l

/ ' 1 1 1 1 1 l l i 1 1 : ! ! 'm, 1 1 1 1 1 : 1 1 ; 1 1 1 1 1 • l i 1 1 1 ;; 1 1 ; 1 1 - 1 1 1 1 J 1 - - 1 1 1 1 1 1 1 : 1 1 '1 1 '1- '
1 1 1 : 1 ' . ^ / (X^^À^ 'HtX^Aî 'À^A)^^ 1 1 ' . 1 . ' • 1 ; ' 1 ; 1 . -r11.'

• , ; ! 1 1 - 1 1 ! ! ! -'s , , ' , 1 1 1 , ! ! 1 1 . ^ ' ! ' 1 ! ' 1 1 , ' 1 1 1 - • . / 1
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pour déduire cette équation de l'équation (n), il faut intervertir Fordre
de deux intégrations, mais, diaprés (i4) et (ï5), on en a le droit
(§ 4 et 5). Si l'on pose maintenant

/^(w) '
(17) p ( X ) = p , ( X ) 4 - À / H ( X , A ; À ) P , ( A ) ^ V A , ,

JG

un calcul analogue montre que toute solution p , de l'équation

(18) p,(X)-^ f^[GKX/a)+À ^ ^.(X^H^A^X^vJ
Je \_ Js J

p,(a)^V2=/(X)

conduit, parla formule (17), à une solution de (i i), pourvu toutefois
que pi remplisse une condition de Hôlder, car la fonction en remplit
alors aussi une. Or les noyaux de ces équations (16) et (18) sont ana-
logues à G ) , car

G^a)-^/^ H ( X / A ; À ) G , ( A , S ) ^ V \
J s

==V [u , (X)+Â ^ H(X, A; X) U , ( A ) ^ V A | V,,(S),
n=tL • ^ ^ ^ J !

q ! ,

==^U;,(X; À) ¥„(£),
n-=:ï 1 1 ' ! ! !

G^X^ Î+À f 'GaX^A Î Ï ^A .a îÂ ) ^ ^ •
! ! ! ^<s ^ ! ^ !

=VU,(X) [v,(Sl)-+-À ^ )Y,(A)H(A,a;^)^vJ
L J<^ J72 == 1 , ! . • , —

' , , ! ^7 ! ! ! ! 1 1 1 , ^ ! ! !

=^U,,(X)V*,(£;X).
rf=î 1 1 1 1 1 , - ! ! 1 '. , .! !' - 1 , 1 1 1 -

II est immédiat que les U^(X; X) remplissent des conditions de
Hôlder, et que les V^(2; A) remplissent les conditions du para-
graphe 3. Ces équations (i6) et(i8) se résolvent par le procédé même
qui réussit dans le cas particulier ou les fonctions V/, et Y,*, sont som-
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mables. La solution de (16) est du type
/^) q

p(X)= / (X)+À^ H(X,A;A)/(A)^V.,+^^(}.)U;,(X;}.) ,-

et les bn sont données par les équations

brW-^y.b^l) f 'IL;(A; À)V,(AWV^
v^ J6

pW ^[tn\ ^(m)
= / "Vnfd^^A / V,(2) 1 H(S, A; ^) /(A)^V^Va,

«/6 Je Js

On voit que, si la solution de ces équations existe^ les &//(/.) sont
des fonctions méromorphes de ?i dans tout le plan; la solution existe
d'ailleurs certainement quand À n'est ni un pôle de H ni un zéro du
déterminant de ce système (du reste les coefficients des inconnues et
les seconds membres deviennent des fonctions entières si l'on mul-
tiplie les deux membres de chaque équation par la fonction déter-
minante relative à Ga). Sauf pour ces valeurs de \y qui n'ont certaine-
ment aucune valeur d^accumulation. Inéquation (n) n'a pas d'autre
solution que celle de cette équation (16), qui peut s^écrire

(19) p(X)=/(X)^-À f^N,(X,A;À) / (A)WVA,
JQ

où N) est une fonction méromorphe de X, avec des pôles indépendants
de X et de A; quand X a une valeur fixe autre qu'un pôle, Ni est un
noyau d'intégrale principale du même type que G; pour X===o , N i
est identique à G. La solution de (18) est du type

^
p,(X)=/(X)+À^c,(À)U.(X),

: , , , 1 . . ! n-=\

où les c,, sont donnés par les équations

CnW-^y.c^W ^mV^A)V^A.•,r)dV^= f Y:(A;Â)/(A)â?V^
-— . JE 1 , ' ! ^ ^ , J^ 1 1 ^ ^ ' ! ! ^ . , , !

qui donnent pour les Cn des fonctions méromorphes de 1; en portant
Ânn. Èc. Norm,, (3), LL — FASC. 2. ^ Ï7
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l'expression obteniie dans (1.7), on obtient une fonction

(20) p(X)==/(X)-^ F N, (X,A;Â) / (A)^V^
Jô

qui est certainement une solution de (i i), sauf pour des valeur excep-
tionnelles de À; ce qui a été d i tde N, peut être répété pour N3. Il en
résulte que les fonctions méromorphes N, et N3 sont identiques, et
leur valeur commune N satisfait aux identités

N(X,S;}Q-GO',S)=X f ^(X^A^G^E)^
Js

=À. f G(X,A)N(A,a ;^V^
^6

qui entraîneritque la fonction (19) satisfait effectivement à ( ï i ) et que
cette équation n'a pas d'autre solution, excepté quand À est un pôle
de N. De ces identités on peut déduire, comme pour les équations de
Fredholm, l'identité

^(M)
(^ i ) 0-^) 1 N(X, A; F )N(A, E Î ^ ) ^ = = N ( X , 2; }.;)-N(X, 3; p.),

^6 , , . ! • ^ !

qui comprend les deux précédentes comme cas particuliers; en effet
la fonction N étant, pour X fixe, du même type que G, on constate que,
toutes les fois que deux intégrations principales se superposent dans
le calcul, on peut les intervertir, et le calcul est donc tout pareil à
celui qui intervient dans la théorie de Fredholm.

Pour l'équation (12), il est inutile de reprendre tous ces raisonne-
ments, car on constate immédiatement que, si ^ n'est pas un pôle du
noyau résolvant N, la fonction

'C^) . o - ( X ) = ^ ( X ) + X f N ( A , X ; À)^ (A)â?VA 1 1 1 1 :' ' 1 ! ; !
 1 , 1 1 1 1 ; 1 1 1 , 1

 , ! !
 • 1 .

 J^ 1 \ 1
 1 1 1 1 '1 1

 1 ^ 1 1 1
 1 1 . • 1

 ! , ! . ! ' •'

est du type voulu, et elle satisfait à l'équation (12), qui n'a pas
d^autre solution.

Si X est un pôle de N, Fétude se poursuit toujours comme pour les
équations de Fredholm, à l'aide de l'identité (21).
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On parvient ainsi aux trois théorèmes fondamentaux :
Si \ r^est pas un pôle du noyau résolvante les équations (i i) et (12)

ont chacune une solution et une seule.
Si A est un pôle Ay du noyau résolvante les solutions de l'équation

homogène correspondant à (i i) sont des combinaisons d'un nombre fini
de solutions linéairement indépendantes; il en est de même pour les solu-
tions de l'équation homogène correspondant à (12), et le nombre des
solutions linéairement indépendantes est le même pour les deux équa-
tions.

Pour que Inéquation (i i) soit soluble quand À est un pôle \^ du noyau
résolvante il faut et il suffit que f soit orthogonal à toute solution 6 de
Inéquation homogène associée^ c'est-à-dire qu'on ait

,(m)

(28) | /^V==o;
Jô

de même^ pour que (12) soit alors soluble^ il faut et il sujffit que g soit
orthogonal à toute solution cp de l'équation homogène correspondant
à (i i,), c'est-à-dire qu'on ait

(24)
/*(/«,»

j ^y,rfV==o.
Jô

On remarquera que dans les conditions (a3) et (^4) figurent des
intégrales principales.

7, Changement des domaines à1 exclusion. — II peut se faire que,
si l'on exclut de & des champs autres que ceux du paragraphes,

^m} •
l'intégrale \ FrfV ait encore une l imi te ; cette limite est alors ordi-
nairement différente de l'intégrale principale. Si la fonction p remplit
une condition de Hôlder, il suffit d'écrire Fp comme au paragraphe 4

/>(m)

pour voir que, dans des cas assez généraux? Pintégrale f FprfV a
aussi une l imite pour les nouveaufx domaines d'exclusion, et cette
limite estégale àla somme de l'intégrale principale et de

_ /-w
Z, y//prfS/,+.29op,
—'J.m..11 1 1 1 . 1 -
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où y? est une fonction d'un point de <JTCp(p===i, 2; . . ., m— i), et rfS^y
est la mesure euclidienne d'un élément de JTip; Ço est une constante
attachée à un point de Jllo, et la dernière somme est étendue à tous
ces points.

Nous sommes alors amené à considérer, au lieu de l'équation (i i)
du paragraphe 6, une équation

r^ ^ ̂  r^
(a5) p ( X ) - À / G ( X , A ) p ( À ) ^ A - À , X S^W/ ^P^

JQ "w ^a^ ^O'\t.0 v = i p == l . /)

i] N

— À ^ ^Uv(X)^p (M. )= / (X) ,
V == 1 7l == 1

où M|, Ma, . . . , M^ sont les points de 01to; 9v,// est une fonction d'un
point de Jtlp, pour toutes les valeurs employées de v et dep; les b.^n
sont des constantes.

En regardant ces fonctions <pvj, et ces constantes b.^n comme arbi-
trairement données, sous la seule condition que les y^/, soient con-
tinus, nous voulons rechercher de quelle façon la solution p dépend
des ^^ et des b^n. Nous introduisons pour cela la même fonction
H(X, A; À) qu'au paragraphe 6, et nous remarquons que p doit
satisfaire à l'équation.

(,6) P (X) - ^V^ (X ; -A ) r'Y(a)p(a)^Vs^ y6
rn-i ^ N 1

+Y f 43^P^+V^p(M/0^|=^J^ ^ J
+ À f H(X, A ; ?0/(A),^

./^

ouïes fonctions U^ sont les mêmes qu'au paragraphe 6. Pour résoudre
cette équation, on remarque que p a nécessairement la forme

: ! . : ; ! ! ! ! -(m) . ! ' ' ! 1 . , , . 1 ! , 1 <ïr ' 1 1 . ! . • / 1 1 , , 1 - 1 1 . 1

p ( X ) = / ( X ) - h ^ ^ H(X,A;}.)/(A)^+rVc.(î.)U;(X1 - 1 ! J<s1 • / 1 1 ' . .< . ! 1 ! —• 1 1 . , ! ! ! ! . ! '
1 1 , 1 ! , ! ! ! 1 ; , , , !, • ! ! . . 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 , V = 1 1 ; 1 , : ! • 1 .

Les c^ sont donnés par un système d'équations du premier degré,
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savoir
i r ,.w '"-' /.(/»

c,(7.)-}.Vc,().) / U;(A;).)V,(A)^V.,+y { cp.,/,U; rfS/,
.̂  L s /^•^

I'1
+^^,.U;(M,,;/.)

«=:!

=f V,,/^V+). fV,,(S) r H(a, A; ?.)/(AW\A<A'S
»7<$ t7<5 »/<5

^T ^) /.'/^ . /- l m} ~|
+S { 9^/^+À/ ?^(S) ^ H(E,A;Â)/(A)^Y^S,—L^ J^ J^ J

N r ^m) i
+S^,. / (M/O+U H(M.,A;}0/(A)^Vj ., ^ . L - Jô J

Multiplions les deux membres de chaque équation par ^fonction
déterminante relative à Ga : tous les coefficients et les seconds
membres deviennent des fonctions entières de X, et le déterminant du
système .est'égal à un pour X=o. On voit ainsi bien nettement que
les c,/(Â) se présentent comme des quotients de fonctions entières, la
fonction du dénominateur étant indépendante de v. Ce dénominateur
et chacun des numérateurs sont des sommes d'un nombre fini de
termes, dont chacun s'obtient en intégrant dans un certain domaine
une fonction qui contient au premier degré les 9 ,̂ et les b^n qui
correspondent a chaque valeur donnée de v.

Quand \ n'annule pas la fonction entière du dénominateur, l'équa-
tion (â5) n'a pas d'autre solution que la fonction qui vient d'être
trouvée. On démontre d'ailleurs toujours par la même voie que cette
fonction est effectivement une solution, c'est-à-dire qu'on change
d'inconnue en employant laformule (17) du paragraphe 6. C'est
l'extension du premier théorème de Fredholm aux équations du pré-
sent paragraphe.

Si o annule la fonction entière du dénominateur, il est bien certain
que réquation homogène relative à (s5) possède des solutions non
identiquement nulles, et que celles-ci sont des combinaisons linéaires
d'un nombre fini de solutions linéairement indépendantes. On pour-
rait étendre le second et le troisième théorème fondamental de Fred-
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hohn, en remplaçant l'équation associée par un système associé
d'équations (').

8. Solutions nulles sur i?îl. — Si la fonction p, qui remplit une
condition de Hôlder, s'annule identiquement sur X, il est'évidenf
que l'intégrale principale, au premier membre de l'équation (a5), se
réduit à une intégrale ordinaire, et que toutes les intégrales d'ordre
inférieur à w, ainsi que les P(M/(), disparaissent : cette nul l i té subsiste
donc de quelque façon qu'on choisisse les 9 ,̂ et les ^/,, Pour voir
si cette nullité se produit pour une certaine valeur de À, on peut sup-
poser que tous les <p^ et tous les ^n sont nuls, c'est-à-dire se placer
dans le cas du paragraphe 6. En écrivant que p est nul sur X, on a
une équation entre X et un point variable de X, et l'on cherche les
solutions indépendantes de ce point variable. C'est seulement dans le
cas où X se réduit à un point, que la question se ramène à trouver
les racines d'une fonction méromorphe de A seul : pour toutes ces
racines, si elles existent, l'intégrale qui figure dans l'équation donnée
est une intégrale ordinaire.

0) Sur certains problèmes de Dirichlet et de Neiimunn, Journal de Math., H, 1932,
p. 889 à 4i6, spécialement Chap. I, § 8 et 9, p. 397 et 398.


