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RECHERCHES

SUR LES ' • - •

FONCTIONS POLYHARMONIQUES

PAR M, MIRON NICOLESCO.

Introduction.

J'ai consacré? depuis 1930 (1), une série de travaux à l'étude des
fonct ions harmoniques d'ordre supérieur ou fonctions palyharmo-
niques, suivant la dénomination des géomètres italiens (2). Je reviens
maintenant sur cette étude pour la compléter en quelques points
essentiels.

Le présent Mémoire est divisé en deux Parties. La première
contient le résultat de réflexions provoquées par la lecture d'un beau
Mémoire de E. Almansi, datant de 1899 (3). Ce Mémoire contient,

( î ) MÎBON NICOLESCO, Extension du théorème de Gauss aux fonctions harmoniques
d'ordre p {Comptes rendus^ t. 191, 1930, p. 5i5).

( î ) Voir en parUûulier. MIRON NICOLKSCO, <2, Sur le.? fondions harmoniques d'ordre p
(^Bulletin de la Société mathématique de France^ t. 5.), îg'h; p. 75-8;), CE &, Sur les
fonctions de n variables, harmoniques d'ordre p ÇlèuL, t. 60, iQ^a, p. 129-151) .

(3 ) E. ALMANSI, Suir integrazwne deW equaziune differenziale A*2" =o (Annah dî
Matematica^ b^ série, t. II. 1899, p. i"5i).

Âwi. Êc. Ao/w., (3), LU. — FASC. 3. ^5
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entre autres, le développement d'une fonction harmonique d'ordre?,
régulière dans un certain domaine, suivant des fonctions harmoniques
ordinaires (d'ordre i). Cette première Partie est divisée en trois
Sections. Dans la première, nous rappelons le résultat de E. Almansi,
avec quelques précisions dans la démonstration et une légère extension
consistant dans la transposition de cette démonstration à l'espace
à 7i dimensions. Dans la seconde section, nous montrons que ce déve-
loppement est unique. D'après cela, se donner une fonction harmo-
nique d'ordre p y régulière dans un certain domaine, équivaut à se
donner p fonct ions harmoniques d'ordre x , régulières dans le même
domaine, et cela explique, mieux encore que l'ordre de l'équation
différentielle, pourquoi, pour déterminer une fonction harmonique
d'ordre p dans un domaine, il faut se donnera fonctions sur la fron-
tière de ce domaine. Dans la troisième section, nous étendons aux
fonctions harmoniques d'ordre? les résultats de Harnack concernant
les fonctions harmoniques d'ordre un.

La seconde Partie est consacrée à l'étude des fonctions harmoniques
de divers ordres dans un demi-espace. Une fonction harmonique
(d'ordre i), bornée dans tout l'espace, est une constante : c'est le
théorème bien connu de Liouville. Mais que peut-on dire d'une
fonction harmonique bornée dans un demi-espace ? Question à laquelle
nous essayons de répondre, en partant d'un théorème de M. J. Favard^),
après avoir établi quelques formules préliminaires et leurs applications
immédiates aux familles de fonctions harmoniques également bornées
dans un demi-espace. Nous étendons enfin ces résultats aux fonctions
poly harmoniques.

Une partie des résultats de ce Mémoire figure dans une communi-
cation faite au VIIIe Congrès de l'Association roumaine pour l'avan-
cement des Sciences (°), et dans une autre communication faite à la
Société roumaine des Sciences ( ( î).

( i) J. FAVARD, <Stii' les fonctions harmoniques presque périodique}; {T/lèse y Paris, 19^7,
eL Journ. de Mat/i., même année),

(a) Bucarest, 29 avril-a mai 1934 .
( 6 ) Séance du ï5 octobre 1934.
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PREMIERE PARTIE.
FONCTIONS POLYÏ-ïARMONIQUES DANS UN DOMAINE BORNÉ.

I. ~ Le théorème d'AlmansL

1. Soit ^(;r,,^, . . . ,.2/\) une fonction d'un point M de coor-
données (.r,,^, . . ̂ x,,) de l'espace à n d imensions* Nous poserons

//,
-^"^SS' A•t=A(A•'-l") (^=".,3,. . . ) .

t^.l

On appellera fonction harmonique d'[ordre p , toute intégrale de
Inéquation A^^o. Lorsque l'ordre de la fonction n' interviendra pas
dans renoncé, la fonction sera encore appelée poly'harmonique. Une
telle fonction sera dite régulière dans le domaine où elle est définie si
elle y est continue ainsi que ses dérivées partielles des 2p premiers
ordres (7) .

2. Soit u(x^ x^y .. ,, .y//) une fonction quelconque définie dans un
certain domaine D de l'espace à n dimensions où elle est assujettie à
être continue et à posséder des dérivées partielles continues jusqu'à
un certain ordre, déterminé par les calculs qui vont suivre. Soit
encore Mo(^,^» . . . , ̂ °) un point quelconque fixe intér ieur au
domaine D. Je poserai

/t
/^rrrMM^^^-^')^

1 ^'=1 ^

Nous nous proposons de calculer les laplaciens successifs du
produit y2// .

( ' ' ' ) On peut, d'après iin résultat, dû à M. WILKOSZ ( Comptes rendus, L. 174, lyii'-*.
p . 4 ^ 5 ) , exiger seulement que les dérivées partielles dY)rdre '2 p existent et soient finies
dans le domaine considéré.
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. On a, tout d'abord,
// ^

0(^0)=:^ Au -+•4^ (^•—>z?o)7^• ̂  2nu-

Mais
/i
^ . ... au au^(^-^)^=r^,

en désignant p a r — l a dérivée de ^.suivant la direction MM'o. Donc,
, , au{ i } . A ( ?^ u ) = r2 au -r- 4 r -y-; -h ^ nu.

Je dis que l'on a, d'une manière générale,
à^~~1 u

t a ) l1 ( r2 ̂ , '} == r'2 à/ u -+- À/ r —r-— -^ B, A'-1 M .

Supposons, en effet, cette relation vraie pour une certaine valeur de i,
nous allons montrer qu'elle ^st vraie pour la valeur ;'4-i-

^A/_ l ^

La formule (i), appliquée aux produits r1 i^u et r—^— donnera

A (r4 A' //-) == r"2 A'4-1 u -l- ^ /• ——z -r- a /i A' //,

, / àài-iu\ , / ^ , „. ^A'-^/X ., à^'al(r-f—)=^[1L^i--xr}^^)=
\ Ï==l /

donc, en prenant le laplacien des deux membres de la relation (2), on
obtiendra

A''4"1 ( 7-2 u ) = r2 A^'1 ?/- -(- A^.-i r (—u •~\- K,.^ A' u

avec

( 3 ) A^ i == A./- + 4, B/-.,., == B/- -h A, + 2 n.

Or, la formule (2) est ivraie pour z = = ï ; donc elle est vraie pour toute
valeur entière de i.

Les relations de récurrence (3) permettent de calculer A.;: et B/ en
fonction de i et de nielles donnent de suite
( 4 ) ' . A,==4^ Bi=9.i(n -l- 2 1 — a). ,
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II r ésu l te 'de la formule (2) que le produit, par r2 d'une fonc-
tion a^_, (M), harmonique d'ordre p — i, est une fonction harmonique
d'ordre p . Il en sera de même de l'expression suivante :

r2 ̂ _i ( M ) 4- it'p^i ( M ), •

où ^ , , _ _ , ( M ) est une fonction harmonique arbitraire d'ordre p — i .

3, E. AImansi, dans son Mémoire cité, s'est posé le problème
inverse suivant, qu'il a résolu par l'affirmative : Une fonction ?/p(M),
harmonique d'ordre p, étant donnée, peut-on déterminer deux fonc-
tions harmoniques d 'ordre?—i, //^ , (M) et ^_;(M), telles que l'on
ait identiquement

Lip ( M ) = /^ u'p^ ( M ) + lip.-^ { M ) ?

Le problème revient à trouver une fonction harmonique d'ordre p — r ,
soit u.^^ (M), telle que l'on ait

A^—1 ( Up -— r'1 ̂ -//-i ) == o.

Or, si l'on applique l'identité (2), on trouve

A^ a,= A ,̂. r àà^p~l ^ B,-. ̂  a^

C'est une équation différentielle linéaire du premier ordre en A7' '2/^..,,
dont une solution immédiate est, en intégrant le long du rayon MoM,

f* ' /' "U \
(5) A/-1 u'^ (M ) == .————— / p^-1-1 ̂  UpW d^ { ̂ ,= ——^ ),

-"v/?--l/ ' J o • " \ -^/;-( /

m étant le point du rayon MoM, à distance p de Mo* Vérifions que c'est
une fonction harmonique (d'ordre i), régulière au point Mo (8).
A cet effet, calculons la dérivée seconde de cette fonction suivant une
direction quelconque, issue du point M. Soit M7 7^ M. On aura, l'inté-
gration étant effectuée le long du rayon Mo M',

P ' ' .
, ^^u^(W}=-—————\ ^•l-l^-ll^(w/^^ '/' l v ; A^r^-^J^

(8) Dans son Mémoire cité, E. Almansi a omis de faire cette vérification. M. Paul
Montel a bien voulu m'indiquer la démonstration du texte.
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avec ^^M'oM' , m' étant le point du rayon MM', à distance a du
point Mo. En posant

r'
ç- -==. —0,, 1

F ' '

- o n obtient
/. /•

.l̂  ̂ «-, < M/ s =r -——!—— / o^ i-i A^-1 ̂  ( /^./ ) da. .
A^/^-^ > / K • '

On en déduit
,: A/^^--:^( IM /)—^- î^-t(M)

/-i / '
r= -,—————— / r/;. -i-' [.l/̂ l U.i/n/} -— J^-' Z / ^ ( / ? 2 ) ] <:/p.

A^r^J^ { L / / v j i

Faisons tendre le point M7 vers M suivant une direction quelconque.
En divisant les deux membres par

, , . - MM^m/// /^
P ' '

et passant à la l imi te , on obtiendra

( 6 ) ^•^-^^——r'p^^.^^^^)^
' ' dv A^ir^/'-1-' J^ i ch l

et, par un calcul analogue,
_ d^^^(M) _ r r ' - ,_^A^ ̂ (^>

\ / / / •> —— i /• •> • i , . — — " • • " ' (./. [^ •ci^- A^r^-^J^ t •̂•i l

Par conséquent,
A [Â/-^ ̂ ,_, (M )] =. ^ ̂  ̂ ^ f ^—— A[A^^(^)].^p:=o,

puisque la fonction ^(M) est, par hypothèse, hannônique d'ordrep.
Le calcul précédent suppose M^Mo. Mais, si l'on fait tendre M

vers Mo, on obtient des formules (5),(6), (7)

, , lim M^u^iM:} ,=——A/^>^rMo).
. ^ 1 . ; 1 - 1 1 M>-M^ 1 ' ' ; 1 ^ 1 ' 1 ^-i 1 , ! 1 1 1 1 1 • ' , , . , . , !

.' .' ^^^^^-.(M) ^ i d^u^M,) 1 ,
1 ; 1 1 1 . 1 1 1 1 > i>M«1 1 - • 1 ^1 ; 1 . " 1 1 ' 1 1 -B^—A^,, -, ^^ , > 1 1 [ 1 / ; / , 1 1 1 • \ , 1 : • 1

; \ 1 ^ 1 1 1 , 1 1 ^ 1 1 1 1 ^ ';,^A/;"211^„^;(M^ .̂1 / 1 , ï ^ ' . d^^u^M^ ., 1.,-
^ ,, ; ^ , M^Mo . • : ! ̂ :>, ~~~ ^p-i --' 2A^_i ^ T ï ^ î / , •
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la fonction A^"2^, (M) est donc régulière et harmomqiœ au point M.o.
La formule (5) constitue une équation aux dérivées partielles

en- ^_,(M), dont l'intégration permet de résoudre la question
d'Almansi.

4. De son premier résultat, Almansi a déduit un second : On peut
trouver p fonctions harmoniques d'ordre " i et régulières

<(,Vn, u'^M}, ..., M^(M), ...,

telles que l'on au identiquement

( 8 ') Uf, (-M ) = r2/^ «', (M ) -h r2^-'' u\ ( M ) 4- . . • 4- r 1 ff^' {M} -4- ut' t . M ).

Cette formule, fondamentale pour la suite, au même titre que la
formule de Taylor pour les polynômes, sera appelée formule
d'Almansi.

Remarquons que les conclusions de ce paragraphe, et, en parti-
culier la formule d'Almansi, sont valables, non pas dans tout le
domaine D, mais clans le plus grand domaine étoile Do centré en Mo et
contenu dans D.

II. - Unicité du développement d'Almansi.

5. La fonction /^(M), harmonique d'ordre p et régulière, et le
point Mo étant donnés, les fonctions

u\\M^ u',(M), ..., ^(M} • . -

harmoniques, déterminées de façon que l'identité (8) ait lieu, sont-
elles un iques?

Supposons que l'on puisse écrire l'identité (8) avec un autre
système de p fonctions harmoniques. On en déduirait, par sous-
traction,
(^ \ ! r^^p,+r^-^ÎÏ4-....^r^<^-!^+^

ç ' ^ y . . ., v^ étant des fonctions harmoniques régulières dans Do.
Posons „

^ ) , : . ,.r̂ -4 r', 4- /^-(i ̂  -4--. . -r- r^{1^ -h. ̂ -n == W^,. - , ; ,
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L'identité précédente devient
' r2 W/,_j -r- ̂ >} =s o :

Wp_i étant une* fonction harmonique d ^ o r d r e p — i . Appl iquons- lu i
l'opérateur A7'"'. On obtiendra

• 1 â^-^W^ ^ , -, •
A^, r ——J——— -T- B?- < A/ w P- i= ° ' !

d'où
.̂w...=^ (<,_,=^=ï^-,.).

où C ne dépend pas de r. Mais il dépend des autres paramètres f ixant
la position du poin t M par rapport au point Mo. C^est donc une
fonction du po in tJ f t où la droite M()M perce Phypersphère unitaire
centrée en Mo. It faudra donc déterminer cette fonction de manière
que la fonction suivante

/ — c^ ^ } i )
' r^'t' '

soit harmonique. Or, si l'on désigne par o le paramètre différentiel du
second ordre de Beltrarni sur Thypersphère unitaire, on a la formule
connue ( 9 )

âLi , n - i â\J ^IJ
-A L' —— "——"~ ""T" ———————" "~v— '"T" —;—',"' *r 1 /' ar àr1

Appliquons-la à notre fonction y. On obtiendra l 'équation
( i o) éC ( t?îl ) -4- kp^ ( hp^.^ — n -r- ^} G ( DVi ) == o,

qui sert à déterminer la fonction C(JTl). La conclusion est donc qu'il
existe une infinité de fonctions harmoniques d'ordre i, vérifiant
Videntité d^Almansi.

Mais, si ron exige que ces fonctions soient régulières au point Mo,
il faut évidemment que ^Np-\ le soit ; donc, finalement, il faut
que A^^W^i soit régulière au point Mo. Or;» cela est impossible, tant
que C^o. Il faut donc que la fonction C soit nulle ident iquement ;
d'où

• . .; ^ ! - 1 1 . ! ^ -A/^W^^o, 1 ; • , , . ! ^

(9) C/**? P111* exemple, G. BOITLIGANO, Fonctions harmoniques^ Principes de Picard et
clé Diric/ilet ( Mémorialdes Sciences ma thématiques, fasc. XL 199.6, p.'23).
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.c'est-à-dire que la fonction W^_^ est une fonction harmonique
d'ordre p— 2. Appliquons alors à Fidentité (9'') l'opérateur A^""2. On
trouvera

àA^'Wp^, o ^ '^A//-r ——^T——1 + B/—- ̂ -) ̂  /-i = ° ^
d'où

Â-W^^ (^^r^- V^"2".^-.,

C^ étant déterminée par une équation analogue à( io) . Comme W^_i
est régulière en M^, on aura (7=0, et la fonction W^-i est harmo-
nique d'ordre? — 3, et a insi de suile. On arrivera a insi , de proche en
proche, à réduire l'ordre de l'harmonicité de W^-i à l 'uaité. Alors^ en
appliquant finalement l'opérateur A à l 'identité C^), on trouvera

, àW'n—^ ^ r/, r — /— 4~ -2 n\\ ^-^ = o :

d'où
W^,: G'/-21

et f inalement W^i^^o. Un aura donc
7.̂ -.l p'^ 4- ,̂ --<.̂  4_ ^ _ 4- ̂ î^-^ -4. f^-1)^ 0 ; ,

d'où, en comparant avec ( 9 ) ,
^(M.'}=o

cl l'identité (9) se réduit à l'identité précédente. En appliquant à
cette nouvelle identité le même raisonnement que tout à l'heure, on
trouvera

(..(^--i5 (M) s= o

et ainsi de suite. Finalement, toutes les fonctions ^'(M) devront être
nulles identiquement; d'où le

THÉOKÈME 1. — La fonction u^M) harmonique d'ordre p, régulière
dans Do, étant donnée y il existe un système unique

u\(M}, <(M), ...,, ^M)

de p fonctions harmoniques d'ordre l y régulières dans Dy, telles que
3t6Ann. Kc'. Norm,, (3), LU. — FASC. 3.
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Fon ait

( ( ^ ( M } = r^-2 a\ ( M ) -4- • r^ u\ ( M} -r~.. . 4- r 1 ̂ -J} (M ) -4- u^ ( M '}

identiquement dans Do.

6. On pourrait affirmer, d'après cela, que la donnée d'une fonction
harmonique d'ordre p , régulière dans Do, équivaut à la donnée, dans
.un certain ordre, de p fonctions harmoniques simples, régulières
dans le même domaine, tout comme la donnée d'un domaine d'un
polynôme de degré? — i équivaut à la donnée dep constantes. Cette
comparaison montre quel sens il faudra donner à cette notion à'équi-
valence. L'étude des fonctions polyharmoniques ne se réduit pas plus
à celle des fonctions harmoniques que l'étude des polynômes ne se
réduit à celle des constantes.

Une autre remarque est nécessaire. Le développement d 'Almans i
n'est valable que dans un domaine étoile de centre M(,. Les théorèmes
dérivant de l'application de ce développement ne seront donc valables
que dans de tels domaines, à moins qu'on ne les démontre ultérieu-
rement, ou qu'on ne les prolonge dans tout le domaine considéré par
d'autres voies.

III. — Extension des théorèmes de Harnack.

7. Rappel de quelques résultats. — Nous nous sommes déjà occupé
des suites de fonctions harmoniques d'ordre p ( 1 0 ) , lorsque nous
avons étendu à ces suites les théorèmes de M. Paul Monte! concernant
les fonctions harmoniques d'ordre i. Dans ce paragraphe, nous
compléterons l'étude de ces suites ; en particulier, nous étendrons aux
suites de fonctions harmoniques d'ordre p les théorèmes classiques de
Harnack concernant les suites de fonctions harmoniques d'ordre i.

Rappelons quelques notions et résultats antérieurement établis.
Soit^(M) une fonction sommable quelconque du point M de l'espace
hn dimensions, déf inie dans le domaine borné D. Je désigne, respec-
tivement, par |j-o[^(M7); M ; p |, [j.i [ ~u(W); M ; p| les moyennes périphé-

• \ - ' { 1 0 ) : ^o^'MmoN-NICOLESCO,'/oc. c^.(3)'(Mémoire^). 1111,. '• 1 1 ^ 1 1 \ ^ ' 1 1 1 - .
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rique et spatiale de u relativement à l'hypersphère de centre M et de
rayon p, Ces deux moyennes sont liées par la relation intégrale
suivante :

^1=^ / p^^uM'i: M; ?]./?.,a, ' u i M ' } : M:

r int roduis la suite suivante de moyennes hypersphériques
^.(,, ^j..i, ^, ..., .̂, ....

définie par la relation de récurrence

^
f

( i l ) ^[u{Mf)•, M; r]== ^ ^"-^^[^(IM'); M; p'|</p (.y== l, -3. . . . ),
*'•' 0

et je pose encore

(r0 V î , .„.,.„,.,——,, ..., ——————
fl 4- 9. Il — °-jp — 'î /

i 1 ... 1

II H
n -|- '.:>- n -[- 9.p -- '".i

^//-i ^//-i

( n -{- 'i)^-1 ( n. -+- 'îp --, îi)/'-1

( i3) \ r \ ï /? n 1\ a( <z ; M ; r ï , ——- ?' • • • ) ———————
| // -+- '•I /< -4-2^» — 3 j

.̂o (^; M; r')

^.^i '( u ; M; /").

/< -4- 'îp — 3

I ...
//

/Z..4- '2

^_,(a; M; r ) rt/'-1

.̂ 4- ïp — '>.

nP-^
\n -4- a)^ ' [n -•{- îp — ^y"

Nous pouvons alors énoncer la proposition suivante, généralisation
des théorèmes de Gauss et de Ë.-E. Levi :

A. La condition nécessaire et suffisante pour que la/onc-
tion bornée n(M), supposée sommable dans D, soit harmonique
d^orâl^e p dam ce domaine, est que Fon aity dans Dp C 1 1 ) ? quel

( 1 1 ) Nous désignons, comme (nnibîtude, par D^ le lien dos contres des hypersphères
de rayon p, contenues dans T).
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Ç^ SOlt Ç, •

V p-(^; M; /•}, ———» • • • ) ———————
• 7 714-2 72, 4 - 2 / / — ^( j ^ t ^j^^—L————————————————————/——

/ n n \V i , ———, ... . ———————
\^ ' n -r- a n 4- '-s/-^ — 2 /

pourr<^fî(1^).

8. Une autre notion nous est encore nécessaire. D'après M. F. Riesz,
une fonction u(M.) est sousharmonique dans un domaine D, si l'on a,
pour tout point M de ce domaine,

uW}^[M,[u(W)', M.; r ] ,

r étant suffisamment petit (13). Si l'inégalité de sens contraire est
vérifiéey la fonction sera surharmonique dans D.

Si la fonction i^(M) possède un laplacien Au (M), la condition de
sousharmonicité peut être exprimée par l'inégalité suivante :

A M ( J V I ) ^ O ,

et la surharmonicité par l'inégalité de sens contraire ( 1 A ) .
Nous avons généralisé cette notion de la manière suivante; Nous

appelons fonction sousharmonique (Tordre p , dans un domaine D, toute
fonction u(M} pour laquelle on a, en tout point de Dp,

-, f .,_ , ÎL n 1n n
n 4- 2 ' ' ' '' n

n n

V p . { ( t ' , M; /• , ———, .. ., ——————^ ., . l . n 4- 2 ' n-^-ïp — 2( r 5 , ^ M ) ^ -———————————————————————l————--••
' V

n -1-2 /i '-4- 2/J — 2 ^

pour / •^p , p étant suffisamment pet i t .
Si l 'inégalité contraire est vérifiée, la fonction sera surharmonique

(^î) Voir toc. cit. ('2), Mémoire ^), OLI encore : MIRON Nicoussco, Sur une propriété
caractéristique des foriftions harmoniques d'ordre p et mr Inexistence des la p lodens de
divers ordres ÇjBuleUnul Facultcîtû de Stûnte din Cerriauti^ vol. VU, î933, p. '23Ô-a43).

(1 3 ) F. RIESZ, Sur les fonctions sub harmoniques et leur rapport à la théorie du
potentiel (premier Mémoire, A. cta niathematicay t. 48, 1926, p. 3*29-343).

( 'u) P. RÎESZ, loc, cit. (19), et PAUL MôNTBLy Sur 1rsfonctions ci/nvexes et lesfonctions
yousharmoniciiies (Journal de Math. pures et appliquées^ <)e série, t. Vif, 19°^, p. 29-60).



RECHERCHES SUE LES FONCTIONS POLYHARMONIQUES. 193

d'ordre p ( 1 5 ) . Avec cette terminologie, les fonctions sousharmo-
niques ou surharmoniques de M. Riesz seront des fonctions soushar"
moniques ou surharmoniques d^ordje i.

Pour les fonctions sousharmoniques- d'ordre p on a la proposition
suivante :

B. Si la fonction u{M), sousharmonique (Tordre p dans le domaine D,
possède des dérivées partielles continues jusqu à F ordre ap inclusivement,
on a dans ce domaine

(15) • (— Ï}P A^//.^o.

Réciproquement, si la relation précédente est vérifiée dans D, la fonc-
tion u(M} est sousharmonique d'ordre? dans ce domaine (^V

La relation
^(V) (- ['^A^^o

caractérise les fonctions surhamoniqueîî d''ordreï p.

9. Extension du premier théorème de Harnack. — Donnons, tout
d'abord, deux propositions préliminaires.

THÉORÈME I I . — Soit
? ^ ( M ) + ^ ^ ( M ' ) - I - . . . + ^ t , M ) - 4 - . ..

une série, uniformément convergente sur la frontière F d'un domaine de
Dirichlet D, de fonctions y possédant un laplacien à dérivées partielles
du premier ordre continues. Si la série des laplaciens

^I( ]M) _ A^(M) -i- .^.-4- A ^ ( M ) + . ..

converge uniformément dans D vers Une fonction à dérivées partielles du
premier ordre continues, alors la série donnée converge uniformément
dans D et le laplacien de sa somme est égal à la somme des laplaciens des

. termes.

W MIRON NICOLESCO, Sur les-fonctions harmoniques et sous harmoniques d-ordre p

{Comptes rendue t. 193, i93i, p. ïi^); ̂  ̂ ore* h€' cîi- ( î } (Mémolre &)•
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On a, d'après l'llypotlièse,

^ ( M ') = -- ——l-—— f G ( M ; P U ̂  ( P ) d^p 4-' /^ ( M ' s ,
( / Z — â ) C T - / / J , , ^

//'(M) étant la fonct ion harmonique prenant les mêmes valeurs
que ^(M) sur la frontière de D. Il résulte de cette formule que la
série

î "
converge uniformément sur F, donc elle converge uniformément
dans D. La même formule montre alors que la série

v-
^O'),

,v -= \

converge uniformément dans D.
Écrivons la formule précédente pour .y= i, 2, . . . 5 et ajoutons. Il

vient
p-

^ ^(,M)=^ ^ ( M ) + R P - ( M )

/ p. \ • p.
1 =- G~^~ / G(M; p) 2 A^(p) d^-^ ̂ (M) -i- -Ha(M).\ / t — 2,'cr//, JD \ —'• 7 -—"

\A=:i . / : i==t

OÙ
1 - 1 : 1 , / • R"- (M' )== y ^ ( M ) . . 1 1 1 •

Or, d'après ce que nous venons de voir, on peut prendre p- tel que l'on
ait, uniformément clans D,

: 1 . !, ^ • • ' . „ ,, . : 1 ^ lR U : (M)i l < l £, ^ ! ! ! , ; 1 ! , , 1

z étant donné, arbitrairement petit. Cela montre que l'on a, en dési-
gnant par / / (M) la somme de la série donnée,

1 1 ! /* f ^ 1 - 1 y..-' ' ' • i i '

( 1 7 ) «(M)=- (,;_^ ̂ j[ G'M; P)( ̂  ̂ (P) ) ̂ .. +^ ̂ (M);
: i l 1 1 1 ^ ' 1 1 ) 1 , '! . v==-i, • ,/ : 1 ^ — i , 1 1 ^



RECHERCHES SUR LES PONCTIONS POLYHAIÎMONIQUES. ÎQr

donc
se

(1 .8) lu{M}^=y Â^(M). • ' •

x

II faut remarquer que l'hypothèse que VA^(M) possède des
A' :=. •I

dérivées partielles continues du premier ordre est essenlielle, dans
l'état actuel des connaissances sur l'équation de Laplace, pour pou-
voir déduire de la formule (17) la formule (18).

THÉORÈME III. — La somme d^une série de fonctions harmoniques
d} ordre p, uniformément convergente dans un domaine D, est une fonction
harmonique d'ordre p ( ' ( î \

Soient -
u ' ( M ) -4- i / ' 1 ( M} — ... -4- ̂  ( M , } - - { - . .

une série de fonctions harmoniques d'ordre p, uniformément conver-
gente dans un domaine borné D de l'espace à n dimensions, et U(M )
sa somme. Il est clair, tout d'abord, que la série des moyennes hyper-
sphériques d'ordre i sera aussi uniformément convergente dans le
même domaine et représentera la moyenne d'ordre i de U(M'). On
pourra, par conséquent, écrire

•VI

(19) ^[UC.M"); M: /^"[^^^[^(M'); M; /•] ( /==o , i, 2, . . . ) .

Remarquons, en second lieu, que la relation (i4)? caractérisant les
fonctions harmoniques d'ordre p , étant linéaire par rapport aux
moyennes de divers ordres, peut s'écrire
( 'îo) f( (M) = CopLo -+- Ci ̂  --+- • - - -l- C/^i ̂ -i,

les G, étant des coefficients numériques indépendants de î i y mais dépen-
dant de n et de p.

Ces remarques faites, écrivons la relation (19) pour i= o, i, 2, ...,
p — i, multiplions respectivement par Go, C,, C^ ... ,Cp-i et ajoutons.

( t t ;) Dans les Mémoires cités ('2), nous avons admis celle proposition qui n'est nulle-
ment évidente.
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Puisque les fonctions ^(M) sont harmoniques d'ordre p^ et qu'elles
vérifient toules la relation (20), on obtiendra

'Co^U; M; /^^Ci^.itlJ; M; r ) -4-. . .4- C^i^-,i(lJ; M; / • )

' "^S ^(M'^::::::rl^M^
donc, en vertu du théorème A, la fonction U(M) est harmonique
d'ordre?.

La démonstration est encore valable pouryj = i ^ la formule (20) se
réduit alors à la formule de moyenne de Gauss et l'on obtient de cette
manière une démonstration très simple d'une proposition connue.

10. Nous pouvons maintenant donner l'extension du théorème
suivant de Harnack :

Si une série de fonctions harmoniques cowerge uniformément sur le
contour d'un domaine D, elle cowerge uniformément à l'intérieur^ vers
une fonction harmonique.

En voici l'énoncé :

THÉORÈME IV. — Si une série de fonctions harmoniques d'ordre p con-
verge uniformément sur le contour d'un domaine D de Dirichlet bornée et
s'il en est de même des séries des laplaciens successifs^ alors ces séries
convergent uniformément dans D vers une fonction harmonique d^ ordre p
et ses laplaciens successifs.

Supposons le théorème vrai pour les fonctions harmoniques
d'ordres i, 2, . . ,. p — i, nous allons montrer qu'il est vrai pour les
fonctions harmoniques d'ordre p .

En effet, soit
///J ( M ) ~i- ̂  ( M ) -4-.. . + il8 { M ) -i~ . . .

la série donnée, convergeant uniformément sur la frontière F de D et
telle qu'en outre les séries suivantes

V A ^ ( M ) , ^A^M), ,..., V A / ^ ^ r M )
' ^ == 1 , ! .<»• — •) ' s == 1 . . . .
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convergent uniformément sur F. Les termes de ces séries sont des
fonctions harmoniques d'ordres Sp — i, le théorème énoncé leur est
donc applicable. Il en résulte, en part iculier , que la série

y.A^îvn
y -= 1

converge un i fo rmément dans D vers une fonction harmonique d'ordre
p —i; donc, d'après le théorème II, la série

•aç

ÏU^M)

convergera u n i f o r m é m e n t dans D, vers une fonction harmonique
d'ordre p .

i l . Extension d'à second théorème de Harnack. — On doit à
Harnack un autre théorème i m p o r t a n t , concernant les fondions har-
moniques et positives :

Si une série de fonctions harmoniques et positives dans un domaine D
converge en un point de ce domaine, elle converge uniformément dans
tout le domaine vers une/onction harmonique.

Nous allons étendre ce théorème aux fonctions polyharmoniqiies.
Une fonction ^(M), harmonique d'ordre p dans un domaine D, sera

appelée complètement sousharmonique dans D, si elle satisfait aux
deux conditions suivantes :

i° Elle est constamment négative ou nulle dans D;
2° Elle est sousharmonique de tous les ordres <ip-
Ces deux conditions peuvent s'exprimer analyt iquement par les

p relations
( 2 i j ^ . -TyA'^M) ^ o {/.==:o, i, •î, . . . , / ? — i 1 ) , , ( A 0 / / = = / / ) .

Si les inégalités suivantes sont vérifiées dans D
( - î 2 ) , (- i^A^f iVD^o (f'==o, i. ̂  .... p — ï ) .

la fonction sera dite complètement surharmonique dans D.
Si la fonction / / (M) , harmonique d'ordre p, est complètement sous-

Ann. Èc. Norrn., (3), LU. — FASC. 3. ^



300 MIKON NIOOLESCO.

harmonique, la fonction — « ( M ) est. complètement surharmonique:.
les fonctions

A ^ ( M ) , A ^ f M ) , .... A/'-^^M)

seront alternativement complètement surharmoniques et complète-
ment sousharmoniques.

Soit
Up {M) = r^-2 n\ ( M ) -+- r2/^ u\ ( M ) - + - . . . -S-- r2 u^ {M ) + u^ ( M ) (/••== Mo M)

le développement d'Almansi d 'une fonction harmonique d'ordre p
régulière dans le domaine étoile Do de centre Mo. Posons encore

u^ {M ) = r^^ u} ( M ) -i- r^-^ u\ ( M ) -!~ . . . + ̂ -1 ( M ),
u^ ( M ) = r2/'-" u :; ( M1 ) -+- ^i1-^ u2 ( M ) 4- . . . -r- ^-1 (: M'),

;̂  ( M ) == r1 u} { M. ) •+- u^(M. ). , .
Alors :

THÉORÈME Y. — Si la fonction i/^(M) est complètement sousheir-
moniqiie^ les fonctions

/ /y;_i(M') , u^.AM}, .... u^{M.") ,

seront alternativement complètement snrhamoniques et complètement
sousharmoniques. De plus les fonctions

^(M), ^"1 (M), .,.., u [ ( M } , ,

seront^ dans Do, alternativement négatives et positives.

On a
( 28 ) u/, (, M ') = r1 ///,-,, ( M ) -4" u^ ( M ' ) .

Appliquons à cette identi té l'opérateur A'Çi <^p). On obtiendra

A' i^ ( M ') == r2 ̂  ti^ {M ) 4- A/ r0^ al^ + B, A^-2 a^ ;

d'où

(24) i'^u^^M)^ ^,f' r^à'u^/r

1 1 1 1 1 1 1 1 1 / 1 1 1 1 1 1 i ^ ! ! ' 1 1 1 ; 1 1 1:
, ! ! ^ . . : , • _ i——^^ j , ^+:l A^/^.,_,i ^/l (. / < ? — ï ) , ! ! ! ! ^

" ' . 1' -1- • 1 ! ! - . ! 1 1 • .'* '' 1 1 «- ' 'n1 1 1 1 1 - 1 - ' 1 ! ' ! ! ! 1
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et

( -25 ) A^-2 u ( M, •) == -,——L^— / r^ - '-1 A^-' //. /•//•.
. . ' A.^_,rV---^ /

La dernière relation montre que A^"2^, a, dans Û,>, le signe
de A^~1^, qui est celui de (-- ïy-2. Supposons alors, d'une manière
générale, que A' u^ ail, dans Dy, le signe de (—iy, la formule (24")
montre alors que A'-' u^, a le signe (— iV~ 1 , puisque A^^^M) a, par
hypothèse, le signe de ( — l y - 1 . Il en résulte f inalement que l'on
aura

{— l ̂ à' U^^ ( M ) ̂  0 !. / ==: 0, l. 2. . . . , p — 2 ' ( :

donc la fonction u^^ qui est harmonique d 'o rdre?—i , sera compté-
tement surharmonique . Même démonstra t ion pour les fonctions
///,.^, . . ., / /2 .

Pour prouver le second poin t , on n'a qiA écrire l ' identité suivante
u^ {M ) ==: //^ ( M ) •1— r'- f/^^ {'M. ),

pour remarquer tout de suite que ^(M) est négative dans Do. De
même, on aura

^--' ( M ) == it^ {M} — r 1 u^ { M ), ,

ce qui montre , d'après le premier point de la démonstration, que la
fonction u^~~ ' (M) est positive dans Do ; et ainsi de suite»

La réciproque de ce théorème n'est pas exacte. Il suffît, pour
s'en convaincre, de considérer le cas des fonctions harmoniques
d^ordre 2.

Nous pouvons maintenant donnerl 'extension annoncée du théorème
de Harnack :

THÉORÈME V I . — Soit
. , ! , ! M,, , M s , 1 M,, - . . , M/, ^ ! ! ! ,

une suite de p points situés dans un domaine borné quelconque D, et tels
que le plus grand domaine étoile compris dans D et centré en chacun de
ces points contienne tous les points suivants. Soit encore

^ ( M ) - 4 - ^ ( M ' ) + . . . - i - , ^ ( M ) ^ . . . , , •

une série de fonctions poly harmoniques ^ du même ordre p^ complètement
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sousharmoniques dans D. Si cette série converge aux p points précédents^
elle convergera uniformément dans F intérieur de D ( ' 7 ).

Supposons le théorème vrai pour les fonctions harmoniques
d'ordre p — ï , nous allons montrer qiTil est vrai pour les fonctions
harmoniques (Tordre 7.».

En posant MoM=7-, nous aurons, pour un terme quelconque ir' {M)
de la série donnée, le développement suivant :

u^(M)=r^>-î{^.V(M.} -4- r^-^uytM") 4-... 4- /•^^-'(M) -+- i/y ( M ) ,

ou bien

( -36 ) „„ u'J, ( M ) == r2 u^ ( M ) + uy ( M )

avec
^-i ( M ) = /^-4 f^1 ( M ) + r'1?^ uy( M ) -h ... 4- ̂ -1 ( M ),

ce développement étant valable dans la plus grande étoile D, décent re
M( , contenue dans D. D'après le théorème précédent la fonction //^(M),
harmonique d 'ordre/?— ï , est complètement surharmonique dans D|,
et la fonction u^ (M) a un signe constant dans D| , savoir le signe —.

De la relation précédente on tire
^ ( M , i ) = = : / / ^ ( M , 1 ) ,

ce qui montre que la série de fonct ions harmoniques

V u'y ( M >

converge au point M = M| . Cette série convergera donc uniformément
dans tout D. Elle convergera, en part icul ier , aux points

! M,, ! M';,, . . ., M/.

qui sont contenus, d'après l'hypothèse, (lans Dr Alors la formule (26)
montre tout de suite que la série de fonctions harmoniques d'ordre^—ï

^(^.,(;M')
*y==i ! ! 1 . . .

( i7) D'après une locution due à M. Paul Montel, rexpression dniu l'intérieur d'un
domaine T) veut dire : dans tout domaine fermé compris dans D.
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converge aux jo— î points précédents, et comme ces points satisfont
à la condition de l 'énoncé, la série convergera uniformément dans
l ' intérieur de Dr Donc la série donnée, somme de deux séries uni'
formément convergentes dans l ' intérieur de D, , sera uniformément
convergente dans l ' intérieur de D i .

Remarquons que la condition de l'énoncé, relative aux p points M , ,
AL, . .., M/,, est certainement remplie si ces points sont contenus dans
un domaine convexe intérieur à D; Soit alors D / u n domaine quelconque
complètement in tér ieur à D, ainsi que sa frontière. Montrons que la
série donnée converge uniformément dans D' fermé.

Si 2p est la distance à D7 de la frontière de D', on pourra couvrir
tout le domaine D/ avec un nombre fini d'hypersplières S, de ravon p.
L'ensemble de ces hypersphères débordera sûrement le domaine D\
mais on est assuré, par le choix de p, que l'on restera dans l'intérieur
de D. Si l'on pouvait démontrer la convergence uniforme de la série
donnée dans chaque hypersphère S, la convergence uniforme dans D'
fermé en résulterait immédiatement. Or, les hypersphères S se divi-
sent en trois catégories, dont une ou deux peuvent être vides : i° les
hypersphères S, contenues dans D, ; 2° les hypersphères S.j ayant une
portion commune avecD, ; 3° les hypersphères ne rentrant pas dans
l 'une des catégories précédentes.

Pour la première catégorie la convergence uniforme est démontrée.
Si S^ est une hypersphère de la seconde catégorie, et

" N u N,, . . . , N,,

p points quelconques de la portion commune avec une hypersphère de
lapremière catégorie, la convergence de la série donnée en çespoinîs
entraînera sa convergence uniforme dans toute rhypersphère S^,
d'après la remarque de tout à l'heure.

On peut, d'ailleurs affirmer, d'une façon générale, que la conver-
gence delà série donnée dans une portion convexe d'un domaine
convexe assure sa convergence uniforme dans tout le domaine.
Soit alors Ss une hypersphère de la troisième catégorie. Il existe une
chaîne d'hypersphères reliant cette hypersphère à une hypersphère de
la première ou seconde catégorie, telle que deux hypersphères consé-
cutives aient une portion commune. La série étant convergente dans la
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première hypersphère de celte chaine, elle convergera, d'après la
remarque que l'on vient de faire, uni formément dans S;,(.

La série donnée converge donc uni formément dans lY.

' • •/ SECOiNDE PARTIE.
FOKCTIONS HARMONIQUES BOKNÉES DANS lîiN DEMI-ESPACE.

I. — Fonctions harmoniques d'ordre 1.

12. Soit V/.(M) une hypersphère de centre M et de rayon /', S/.(M) sa
frontière. On désignera par (•n(/*) sa mesure, par ^(r) la mesure de sa
frontière. Le théorème de moyenne de Gauss, app l iqué à une
fonction ^ (MVharmonique donne

u ( M ] == —— f • u ( M'} da [ M ' ),
^(^)Js....^r l. ' • '

M / étant un po in t de S,;(M), da(W) un élément de frontière compre-
nant le point M'. On en déduira, par un calcul dû à M. ,1, Hadamard( '8) ,

(^ / (M)• o du ( M ) r"^ r
( '20 ) —.—— = ——— s îi ( x -h /• v. )a/ ac» ( i == i, 2,...,//.),

OX,, V,t\ /•) J ,M,'S , iM)

où j ' a i écrit ^(.z'+ra) pour u Ç a ' + r y ^ , ,r-4-/'a^, . . . , .z1 -j- ra^),
% , , a.^ . . . , a/, étant les cosinus directeurs du vecteur MM7, dw Félé-
ment angulaire solide de l'espace à n dimensions.

Supposons la fonction / / (M) définie dans un domaine D où elle est
régulière et bornée par le nombre L^. On déduira de la formule précé-
dente

ou ( M ) | n ,.
< —LD ! ( / == JL, ^, .... n ).à Xi \ ^ r

Or r est arbitraire, sous la condition que Thypersphère V / . ( M ) reste

(r ï>) J. HADAMARD, Sur l<îS problèmes aux dérivées partielles et leur significationp/ij'-~
dque {Thé Princeton Una'eryUY BuUetm, t.Xlït, 11° 4, avril 1^02., p. 49-5-%). Dans les
Mémoires antérieurs gavais attribué cette formulo à E.-E. Levî,
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comprise dans D. On aura donc f ina lement , en désignant par <5jD\M) la
distance du point M à la frontière de D,

. ou { M i n y(^9) ——— <———Li, ( z = i , 2 , ...^>.à^i | ÔD ( M i

II est essentiel de remarquer que la formule est valable quel que soit
le domaine D, borné ou non, à condition que la fonction u y reste
bornée. On en conclut que l'on peut énoncer, pour de tels domaines^
des théorèmes que M. Paul Montel a énoncés pour des domaines
bornés ( l i > ) :

THÉORÈME VII. — Des fonctions harmoniques également bornées dans
un domaine non borné quelconque, sont également continues dans l'in-
térieur de ce domaine.

THÉORÈME VI II. — Toute famille de fonctions harmoniques, également
bornées dans un domaine non borné quelconque^ est normale dans
l'intérieur de ce domaine; la famille formée par des dérivées partielles
de même nom, d'ordre arbitraire, y est aussi normale.

En particulier, ces théorèmes seront valables dans une bande,
c'est-à-dire la portion d'espace comprise entre deux hyperplans paral-
lèles, ou encore dans un demi-espace.

<» !

13. Appelons hypercercle toute intersection d 'une hypersphère avec
un hyperplan. Appelons aussi valeur moyenne d 'une fonction u(M)
d'un point M de l'espace sur un hyperplan, la limite, si elle existe, de
la valeur moyenne de u(M) dans un hypercercle de l'hyperpîan consi-
déré, lorsque le rayon de l'hypercercle augmente indéfiniment. Il est
évident que celte limite est indépendante du centre de l'hypercercle.

Avec ces définitions on peut énoncer la proposition suivante, que
M. Favard appelle « théorème des valeurs moyennes >. (2 t i) :

Soit u{x^, ^2, . . ., x'n) une fonction harmonique^ régulière et bornée

( ^ P A t J L MONTEL, 'Sur les mites infinies de fonctiony ( T/ièse et Annale}; de l'École
Normale Supérieure, 3e série, t. XXIV/1907).

( ' ^ ) J. FAVARD, loc. cit. (4) . L'auteur énonce son théo reine pour n ==-^ et // == '̂  mais ^
il est bien évident que le théorème est vrai pour toute valeur de n.



.;M)6 '" ! M.IEON NICOLESCO.

(feins la bande
ci ̂  .je i ^ b.

i" AÏ /û fonction ,— a ^<? valeur moyenne sur un hyperplan de la

bande, elle en aurci une sur tout hyperplan de la bande ̂  et cette valeur
moyenne est une constante;

2° Si ^(M) a aussi une valeur moyenne sur un hyperplan de la bande y
elle en aura une sur tout autre hyperplan intérieur^ et cette valeur
moyenne sera une fonction linéaire de x^

À- x,^-L

Une fonction harmonique, bornée dans un demi-espace l'est for-
cément dan s une bande contenue dans ce demi-espace. Par conséquent,
le théorème de M. Favard lu i est applicable. Nous allons cependant
montrer que l'on peut remplacer ce résultat par un autre plus précis.
Nous utiliserons ensuite le théorème de M. Favard pour donner un
autre théorème des valeurs moyennes, dans lequel on ne fera aucune
i ti.' i j ' - ' ^u
hypothèse sur la dérivée -;—•• I àx ;

14. Pour le p remie r poin ta i l suftira de pa r t i r de la f o r m u l e (29 ) .
Soit u(M')=HÇx^ ^2, . . ., ,r/,), une fonct ion ha rmonique , régulière
dans le demi-espace x^a^ où e l f e est bornée par le nombre L. La for-
mule (29) donnera, conformément a u x remarques faites au para-
graphe précédent ,

r3o ) / / 1 .

Supposons que la valeur moyenne de —^ sur l 'hyperplan < r , = = E ,
existe. Alors cette valeur moyenne existera, en vertu du théorème
rappelé plus haut, sur tout hyperplan x\ = '^\, tel que ^, ^> £ , .

Or si Pon désigne par [j.[u; E , ] la valeur moyenne de u sur l'hyper-
plan .z'i = ̂ , on a, d'après l ' inégali té (3o),

.N î'l ; <
nL
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et, d'après le théorème de M. Favard,

p. // : "^ \ ==. ;j.[ // ; '̂  ' ;== />•.

Prenons Ï\ tel que Fon ait

.//L <A .

.: i -— ( /
I I en résulterait

^1:^,]:<^

11 v a donc contradiction tant que kj^ o. On peut par conséquent
énoncer le théorème suivant , qu^on pourrait appeler « théorème des
valeurs moyennes dans un demi-espace » :

THÉORÈME IX. — Si la dérivée -y— d'une fonction u harmonique,

bornée dans le demi-espace a^ ^a, a une valeur moyenne sur un hyper-
plan intérieur à la bande „ elle en aura une sur tout autre hyperplan
intérieur^ et cette valeur moyenne sera nulle.

Siy de plus'y la /onction u possède une valeur moyenne sur un hyper-
plan intérieur^ elle en possédera une sur tout autre hyperplan intérieur^
et cette valeur moyenne sera constante.

15. Mais ce théorème, comme d'ailleurs le théorème de M. Favard;
part d 'une hypothèse relative à la dérivée (—^ pour en déduire un
résultat pour la fonction u. Nous allons le remplacer par un théorème
ou in te rv ien t , seule, la fonction u.

Voici , tout d'abord, le théorème pour une bande :

THÉORÈME X. — Si la fonction ^(.r,, «z*^ . . . 7 ̂ ), bornée dans la
bande a^x^b a une valeur moyenne sur deux hyperplans inté-
rieurs ^ (====EI? ^i=^i» elle en aura une sur tout hyperplan inté-
rieur ^,==/, et cette valeur moyenne sera une fonction linéaire de ï j
soit
^3n p . [ ( i ^ t \ =k i - ^ / .

De plus la dérivée —u- aura une valeur moyenne sur tout hyperplan
-~ 03C.\

Ann. Éc. Norm., (3) , LU. — FASC. 3. '̂
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intérieur^ "et cette valeur moyenne sera une constante y soit

^•'^-
Démonstration. — Supposons que l 'on ait démontré le théorème

pour la bande E i ^ ^ i S E ' , . Alors la dérivée —^-5 possédant u n e valeur
moyenne sur un hyperplan, d'ailleurs quelconque, de cette bande,
elle en possédera une sur tout hyperplan de l à bande a.^x^b, en
vertu du théorème de M. Favard. Et; comme la fonction u admet une
valeur moyenne, sur rhyperplan x^ == ̂  par exemple, elle en admettra
une en vertu du même théorème, sur tout hyperplan intérieur à la
bande a^x^b. Il reste donc à démontrer le théorème pour la
bande ^ i ^ ' i ^ & i î le théorème de M. Favard pouvant servir, comme
nous venons de le voir, à le prolonger dam' toute la bande initiale.
Soit donc

Une parallèle quelconque à l'axe des x^ percera les hyperplans .z', == E , ,
x^=^\ aux points 0 etO7 . Considérons un hypercylindre circulaire de
rayon /'et d'axe OCY, coupé par les hyperplans considérés suivant les
hypercercles G et (7. Appelons, respectivement, K la portion de la sur-
face de rhypercylindre comprise entre les hyperplans.Ti ==Ei,^ =t—£
et K7 la portion comprise entre les hyperplans .2-1== t+ s, x^ = $',.
Appelons aussi T et F' les hypercercles suivant lesquels l'hyper-
cylindre est coupe par les hyperplans .r, == / — £ et .2*1 == t •4- £. Dans le
domaine l imité par G, K et F, appliquons la formule clé Green à la
fonction zz(M) et à la fonction de Green G{x^ ; t ) relat ive au segment OCY
et au p o i n t a i = t, définie, comme il est bien connu , par les relations

(33) : (Jr ( ̂ '^ 5 t ') == <

( X^ -"

(^1 -

-1^)
'/'<^1--

-^'
H', •"

( '̂f"1 -•i.
^

•" Ï\

•£ ' .
" il

~ 5

1

si

si.

.z'i

^•i --

<, t;
i.

On aura
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Or, G ne dépend pas de .2*2, A'y, . . ., <z^. "De plus, G est nul le en 0,
donc dans tout C: par conséquent, la formule précédente devient

(.34

Appliquons,, de1 même, la formule de Green à la portion comprise
entre K\ T\ G'. On aura, par suite de remarques analogues aux précé-
dentes,

On en déduit

()x,

JG ou \f{ —— - (j- —— ( { y -=_ o.
., \ àx. àx. I

que l que soit c>o . Cela étant , a joutons les re la t ions (34) et (35) et .
faisons ensuite tendre £ vers zéro. On obtiendra

„ /1 " ̂  f^^^i—il ( uch- [ G^^h-r- fG^Y/o-4- f ^/ç-=o,^36) ^——^ CudŒ l

Ï, -ïJr ^ --^C' -^ €h • -4:. (h J^

Ko, K;,, ro étant les l imi tes de K, K\ F pour c=o. Or, l'inégalité (33)
donne

fl ( // — l ) , . / Ct — ^—————- L, ' si. j :, S——— 3
^ ^i -" ^ . ' ! ' "" '-tdu

7h // ( // — i ). . ^ a 4- /^
————— L. si ^ '̂., -_' ——— "/. .,. ' ' — r"»

On en déduira
r ., du .( K ; ) / ( x . ch

• / / . nv
r r . d i i ./ G . c h

'h.' /h

<^ // ( /l — l i (,^ " ^ ) ï^( ' / /—i < / ' i

où vv- . i ( r ) représente la mesui-e d'un hypercercle de rayon r (égale à
la mesure d'une hvpersphère de même rayon, de l'espace euclidien
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à n •— i d imensions) , et
, , ^7(\-,i(/'i,^,^____

la mesure de sa périphérie.
Cela étant , dans la formule (36) divisons partout par i1/,-,^) et

tairons augmenter /• indéfiniment. On aura, par hypothèse,

Uni ——!—— / // der = A, lim ——!—— f u da = B ( A, B < oo ) ,
/•^ x ^-1 ( î ' > ,/(; /•^ ^ ^-1 ( r > J<7

et, d'autre part, l ' inégalité (37) montre que les intégrales
i r,, du , \ r r. du———— | G- — da, ———— ( <,x' ,1-- ao-^//-..i ( /• ) J^ ch ( ',/-.! ( /• » J^, dv

tendent vers zéro. Il viendra donc, f inalement,

lim——!—— f uch ES u[ // ; t \ ==-- ^—4- A. 4- —^ B = kt••^ /,{i i / ' } f i i - ; -i ,, _ ,. ,,, — _>

et la première partie du théorème est démontrée. On en déduira

^•[^ /- ] ^/..
r^ ~ t '

mais les opérateurs Ç et ;j- sont ici permutables ( 2 1 ); donc

r ^^ /i / '^ ^—5 / =::: /^1 L^i J-^==/
ce qui démontre aussi la seconde partie du théorème.

On en d é d u i t aisément le théorème correspondant pour le demi-
espace :

THÉORÈME XI. — Si la fonction harmonique uÇx^ ; x^^ ... 5 x,,) bornée
dans le demi-espace x^a^ a une valeur moyenne sur deux hyperplans
quelconques', intérieurs au demi-espace^ ces deux valeurs moyennes sont
égales. La fonction u possédera^ deplusy une valeur moyenne constante
sur tout hyperpicm intérieur au demi-espace^ et la dérivée ——possédera
une valeur moyenne nulle sur tout hyperplan intérieur.

("21 ) J. FAVARD, toc. ciL (4) , p. n .
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II. — -Fonctions harmoniques d'ordre p.

16. Nous établirons; tout d'abord, une inégalité analogue à l'inéga-
lité (2 2). Partons, pour cela, de la formule (20). En mult ipl iant les deux
membres de cette formule par r"""1 et intégrant entre o et r, on
obtiendra

lf.(M}==: Go ̂  ; 4- G, ̂  -r-. . . -" C/,-i [J.^

L'expression de Pune quelconque ;j^j d-, M; r'\ des moyennes sera,
en vertu de (n),

/^-' r 1 ' d r , r^dr. r ^ ^ d r ., ., , ^-' r dr, r^dr. Ç^^dr^ 0, ^, ;M.: / '1=:——— / —- / —^. . • I —— I
1 j <'-^J« ^ J, ^ J, ^ Jy,

^[^;M;r]=

rf® étant l 'élément de volume et <^ === ^(i). On en déduira, par la for-
mule de dérivation de M. Hadamard,

^^^- rr±lr^...^\^^rr^ J/-,-, ( u^du.
S . i M i. àx, F/ / . / -" j . /•, J,. •, J, '"' • 'J.

a,, a^, . . ., a/, étant les cosinus directeurs du rayon de Phypersphere-
uni té V i (M) , aboutissant à l'élément âfco. Si donc on désigne par L^ la
borne supérieure de \u(M.)\ dans le domaine D, on aura

/ f='i, -^ . . . , / / .
^=i. •^ . . . , / / .

<^
àx i <\€jx,\ \n — i / (\/ r

où cr/, == <7//( i). En posant

K/;=^[|C..K/; = ̂  ! C,,! -h G,.( „ • // ~- i ( // — i V^

on aura donc, quel que soit i,
(àu(M' ) l^
—-i—— < — ̂( ^/•

d'où, comme plus liaut f 2 2 ) ,

au {M}
àxi

K^ T
^ê^M)^-(38)

( î î ) L'expression de la constante Kg du Mémoire cité ( : i) ^ doil êtrc remplacée par
l'expression trouvée îcî. De même, l'exposant / z — i de SD(M) doit être supprimé.
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Les remarques faites au n° 12 s'appliquent ici sans aucune modifi-
cation. La formule (38) est valable quel que soit, le domaine D, borné
on . non; elle sera, en particulier, valable dans une. bande où u est
bornée, ou encore dans un demi-espace, si u y est bornée. On en
déduit tout de suite que l 'on pourra énoncer pour de tels domaines des
théorèmes analogues aux théorèmes Vil et VIII :

THÉORÈME XII. — Des fonctions harmoniques d'odre p, également
bornées dans un domaine non borné quelconque^ sont également conti-
nues dans r intérieur de ce domaine, et les dérives d'un même ordre,
arbitraire^ y sont aussi également continues.

THÉORÈME XIII . —Soit
- / / , ( M ' ) , ^ ( M ) , . . . , ^ ( M ) ' . . •

une suite de fonctions harmoniques d'ordre p, également bornées dans
un domaine non borné quelconque. Si cette suite y converge^ elle conver-
gera uniformément dans V intérieur du domaine vers une fonction u(M)^
harmonique d'ordre p. Déplus, toute dérivée partielle de ^/(M) conter'géra
uniformément vers la dérivée de même nom de u(^M ).

Des théorèmes correspondants pour les domaines bornés ont été
donnés dans notre iMémoire cité (2) b (théorèmes III et IV).

17. Si dans la formule (38) on suppose que le domaine D augmente
indéfiniment dans tous les sens et que le n o m b r e L n reste borné, on
obtient l'extension suivante du théorème de Liouville :

Une fonction harmonique d'ordre p, bornée dans tout l'espace, est une
constante.

Une question tout analogue à.celle que nous avons posée pour les
fonctions harmoniques ordinaires se pose alors pour les fonctions
harmoniques d'ordre? : que peut-on dire d'une fonction harmonique
d'ordre p, bornée dans un demi-espace? .

Nous allons, premièrement, résoudre la question pour une bande,
à l'exemple de M. Favard, en énonçant une extension du théorème
des valeurs moyennes aux fonctions harmoniques d'ordre? :
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THÉORÈME XIV. — Soit u{x^ x.^ . . ., a?/,.) une fonction harmonique
d'ordre py régulière et bornée dans la bande a^x^b.

ï ° Si les fonctions su ù'a mes

, o ^ ^-' H à^-^U . f)i/^/U
( 0 9 ) —.——5 J^-1^. —-——, A/'—^/, ..., ————3

^'l ' ^Z-i <ÀZ-i

où q^p, admettent, chacune, une valeur moyenne sur un hyperplan delà
bande, elles admettront une moyenne sur tout hyperplan intérieur. Ces
valeurs moyennes seront des polynômes en ̂  de degrés respectifs

0, I, 2, ., ., ( 2 < 7 - 2 ) ;

2° Si ^-'1 u a aussi une valeur moyenne sur un hyperplan intérieur,
elle en aura une sur tout autre hyperplan et cette valeur moyenne est un
polynôme de degré 2</ — ï en x^.

Le théorème est vrai pour q == ï ; c'est le théorème de M, Favard;
carA^"1 // est harmonique d'ordre ï. Il reste donc a ie montrer pour q^> ï
quelconque, en le supposant vrai pour q — ï .

Rappelons, tout d'abord, cette extension de la formule de Green
donnée, pour m ===2 par E. Mathieu (23):, et pour m quelconque par
A. Gu tzmen 2 " )

D est un domaine de l'espace à n dimensions, de frontière F,
Appliquons cette formule, avec m '=== y, aux fonctions suivantes :

IJ -= ^-'J ff, Y = 'c^~\ ,,
( •2 (] " - '2 t .

harmoniques d'ordre q. Cela donnera
^2<y-a.y-t>

^ V = ——^—————,, A'/-1 Y = ï ,
( 'îq -•il- 'îs — 7. \ \

(*23) É. MATHIEU, Mémoire sur l'équation aux dijférencen partielles die quatrième
ordre s\^u et sur V équilibre d'élasticité cV un corps solide {Journal de Mcith. pures et
appliquées, 2e série, t. XjY, 1869, p. 378-421).

( 2'') A. GUTZMER, Remarques sur certaines équations ciii^ différences partielles d'ordre
supérieur (ihid., ^ série, t. V'ï , 1890, p. 4û5--4^)-
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e( la formule (4o ) deviendra
^ r/ov^A^^lJ ^.€là^-iV\ ,

^ 2 J, ̂ >>v ————— - ̂ ^--7--) ̂ == ot

/.=n

Soit^i == Eo rhyperplan sur lequel on sait que les moyennes de là
suite (39), qui s'écrit maintenant

^A'/^U . , , - ^-nj : , à\J
(. 3q • ) —,—— ? AV- ' U, —.——, A^--2 IJ, ..., . Al.1. ——,

<^À2•., <//•., .̂Z-.i

existent, et .2', = $ un autre hyperplan, arbitraire, de la bande consi-
dérée. Je prends pour domaine D une por t ion d'hypercylindre circu-
laire, de rayon r quelconque, dont l'axe coïncide avec l'axe des x^
cette portion étant limitée par les deux hyperplans considérés. Je
désignerai, respectivementy par Co, C les hypercercles, sections de cet
hypercylindre avec les hyperplans x,^='i^ x^^=Ï et par K la portion
latérale de la frontière de cet hypercylindre.

Cela étant, appliquons la formule (^o') au d o m a i n e ainsi cons t ru i t .
On aura

y y" r<M^-q]^ y g/- /•
^ ( '2 Cf -- 3 A — '>. } \ J . , ÔX, ^ ( -^--1)1 J

^V (h.

__ ^--^2 . ^^^y-,»,^J ^ ,̂-...-1 ^
.. y ——:—;———i —^—— f(rj -4- ^ —^——^ ^ A^'IJ <fv

^aà { 'A (f ~ o. /. — 9. ) S J^. ,̂7,",i , , Ad ( 9. /. -1- l ) ! J^,

, y' i. /••^A^-'IJ ,, ,, , , f^U .4- 7.—————^————- 1 ———-——— ^.^/-.^.-^ ̂  ̂  i _^—^^
^ { 2 y - -î À - r» ) î J^ r/v ' J^, .̂y,i
/, ̂  o

Divisons partout r7,/^l( /•) et faisons tendre /• vers l ' inf ini . Dans le
premier membre/les intégrales étendues à K por tentsurdes fonctions
bornées ; elles t endent vers zéro avec • I- Les autres intégrales tendent ,
par hypothèse, vers des limites finies; car, le théorème est vrai
pour q—i et les fonctions de la suite (397), sauf la dern ière , -ont une
moyenne sur tout hyperplande la bande. Par hypothèse aussi, y— <
une valeur moyenne sur Fhyperplan x\ === H(» . Donc

1 1 1 1 , 1 1 1 1 ' '" OV 1 , 1 ] ' ' ^ ! , 1 1

^^^1
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existe et il est facile de constater que c'est un polynôme de degré 2 q— 2
en ^; car, dans le premier membre, après le passage à la limite, les
termes du plus haut degré sont

py-2^-2 r ^A7-^-1!} 1 ?2À-1

^,^-a)!4 .̂. '^ (aI-Di^1^1

(À ==o, i, . . ., ^ — 2), ( A = = i , 2 , ' . . ., q -- ï ) ;

ils sont tous de degré 2 q—2.
Pour démontrer la seconde partie du théorème;, nous prendrons,

dans la formule (4o),
U=A^-^, v=_i]!Z_.

( a y 1 — ! ) '

Ces fonctions sont encore harmoniques d^ordre q et l'on aura
,-/.2//—2,s-—l.

^ V = ——^î—————-, A^-11 V = ̂ .
( a q — '2 s — i)l

En appliquant la formule (4o) à ces deux fonctions et au domaine
hypercylindrique considéré, on obtiendra

tf—\ y — i .
_ - S2<jr—2À—l /"* / )A<7—À—lTT '«-̂  ?2À /*_y—iiL-^—-7 | ——-^-+-y-^— f A'^U^
^(2<7-2À- I ) ' J , ÔX, ^(ï^)lj
Â==0 0 À==:0

Y»1 ^-2À-1 /"^Ay-'^U, ^ Ê^ r . ' . T T ,
^l^^.A-^J,——^———

-y I. f^^-^^-^^^fu^;
^ ( 2 ^ — 2 A — I ) Î J ^ 1 ^
A == 0

d'où, ea divisant partout par a^_i(r) et faisant augmenter le rayon r
indéfiniment, on trouvera que a[U; S] existe et est donnée par la for-
mule

/7—1 Y.lq—'-l\—\ F f)\q—h—\ TJ ~] .<- ,̂ ';2/.

^^-^^^-^[^^^^^^^
À==() A==(ï

V1 ^-2A-i r^A^-^U . 1 y? ^ r A > T - -ï
^(.^^--z)^[-^—^J"2(T^

LedegrédeuJ^———; Ç | est, par hypothèse, à À; donc le troisième
L ^• '̂i J

^UTÏ. /?c. Norm., (3), Lit. — FASC. 3. . 29
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terme du second membre est un polynôme de degré iq — i en i;. Le
degré de ^[À^U; Ç] en ç est, par hypothèse, 2 ( g — À ) — i . Donc le
dernier terme est un polynôme de degré 2 q — i en ^ et il en sera,
finalement, de même de a[U; ^].

Le théorème énoncé est démontré.

18. Nous pouvons maintenant .donner l'extension aux fonctions
harmoniques d'ordre p de notre théorème.

THÉORÈME XV. — Supposons que la/onction u{x^ x.^ . . ., x^) har-
monique d'ordre p^ bornée dans la bande a^x^b^ ait une valeur
moyenne sur deux hyperplans intérieurs x\ == E.) , rr|==^ et qu^il en soit
de même de ses laplaciens successifs

A^, A^ ^, . . . , A/'-3 u.

AlorSy la fonction u^ ses laplaciens successifs et les dérivées par
rapport à x^ de ces fonctions auront^ chacune., une valeur moyenne sur
tout hyperplan intérieur x^ == t. La valeur moyenne de la fonction u
sera un polynôme de degré ip — r en t.

Reprenons les notations et le domaine du théorème X. Posons
^*p^

G^^^t)^ G(.x-, ; .ç)G(5;/)<-/ .<?
•si

et, d'une façon générale,
\ r^ ; . !

Q^x, ; t } -==. / G(^, ; s) G'^ ( .ç ; t) ds ( i=. 2, 3, ... ')
J^ , < .

avec G 1==G, Q'\x^',t} est, d'après M. Volterra, la puissance ^èm(î de
composition de seconde espèce de G(.T| ; t), relativement à l'inter-
valle ($,, ̂ ). Il es tévident que G'est cont inue dans(^, ^) ,que l'on a

à^G^x^t} ==G^(^,;Q,à^ . — ' ' - 1 5

quel que soit i. D'où
à^G1^', t'} _
. 1 àx^1 ~ot
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sauf pour ^, == t. Enfin, G^, ; r) = G^, ; 0 == o, quel que soit i (2 U) .
Cela étant, nous appliquerons la formule (4o)aux fonctions

U ( M ) = = : u ( M ) , . Y(M)==G^(^^ )

dans le domaine limité par G, K, et F. Dans ce domaine la fonction G1'
est harmonique d'ordre?; donc la formule (4o) donnera

VffA^^"1--^^^"1^^
~ ^c v àx^ àx^ !

-/y f(^à^~iu^^^^^^^^^— -4 \ dv dv /
V1 f / ̂  n r à^P-^ u . . à^P-1-1 GP\ -— Y 1 A^ G^ ——,——— — ̂  a ——.——— } de- = o.^Jp\ •̂1 -̂1 y
A=0

Or, on a
^Qp^Qp-k

et, d'autre part, G1 ne dépend pas de a^, ̂ , . . ., x^ et il est nul en 0,
donc dans tout G. On aura, par conséquent,

VfA^^^^^-^^
^c ^ ^^ , ^

^ f/^ ^A^-^-1^ ,̂ ^G^A,— y I ( GP-^ ——.——— — A^ u ——— de = o.
^JjA àx, àjc, }
À=0 1

Si l'on applique maintenant la formule (4o) à la portion d'espace
comprise entre K7, P, C^ on trouvera

^ / A À àG^1 ^ r ^., ^àà^-^ii ,— > g AÀM 1 1 1 1 . , acr-i- > / G^-7-——ï——ao-^J àx^ ^J^ dv
À==0 " À==0 A'

^ f/^.^A^-'1-1?/ ., ^G^V,
-j- Y \ (GP-^———-3—————A^————û?<7==0.^Jr\ à^ àx., )

').==o , 1

Ajoutons les deux relations etfaisons tendre £ vers zéro. On obtiendra,

cas ) c^ MIRON NICOLESCO, Fonctions de Green cVorcIre p ( Bidetinul Faculiàtii de Stûntô
din Cernàuti, vol. Y, ïQBa, p. 206-211).
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en désignant par Ko, K^ ro==r, les limites de K, K^ F, F,
/? — 1 , y° — 1

«•) Ï^ {— ^ ^GÀ+1 r A / / v f „, , ̂ -À-1 u ,
G/'-7- ————-———— (̂ o-^ —-^—— l ^ucla-— 7 I^ .̂,, Je' .̂41 ^c

^
À==0\=0

/'=' „•sr,Q^-A d^^u
^

puisque l'on a

JCT== 0,

,. [àG^^-^ s; 0 (X^4-1^,— £; ^)1Lim ————?-————— — ————-.————— — o ,
£ - > . O L 1̂ ^t J-^=^

pour toute valeur de X, sauf pour la valeur X == o, pour laquelle cette
limite est égale à l 'unité.

D'après la formule (38), si la fonction u^ harmonique d'ordre p
dans la bande a^x^b, y est bornée, ses dérivées partielles du pre-
mier ordre seront bornées dans l'intérieur de cette bande. En appli-
quant la même proposition à ces dérivées, on déduira que tous les
laplaciens de u sont bornés dans l'intérieur de la bande précédente
(en particulier, ils seront bornés dans la bande ^^i^S'i)- Désignons
par L^-i la borne de A/^"-^. On aura alors, pour la somme

G/^^-l"^
ch

une limitation analogue à la limitation (36); seul L sera remplacé
parLp^_i et G par G^. Si donc, dans la formule (4i)? on divise par-
tout par ^_, (7-) et que l'on fait augmenter le rayon r indéf in iment , on
trouvera, en posant

lim ——-— I A^ u da == À) .
r>.^-i(r)J.

lim , ,^r^ ^n-î(r)/A'i/(y
^ u do- = B)

(ces limites existant par hypothèse) et en tenant compte de la remarque
précédente,

,. i r , . . v fàG^\ Alim——^ l u da= u,\u' t ==—^ —,——) A),
^^(r)Jp r[ î J ^\ ôx, /z.,=^àx.^ /.r,=t

Â==0

^— 7ç)(^\

^Z^ ̂ ~^)^^
A == 0

•Â- 0 À — O

B),
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Cette formule démontre bien l'existence de ;j.[^; t], et en donne
l'expression. On voit que c'est un polynôme de degré 2 p — i en t.
Pour démontrer l'existence des valeurs moyennes pour les laplaciens
successifs et leurs dérivées par rapport à a*,, il suffira simplement de
faire encore remarquer que l'on a ( 2 1 )

(43) ^[^l]='^^iu')^ (/=o,i^..,p-i).

Le degré de chacune de ces moyennes par rapport à t en résulte
aisément.

I/existence des valeurs moyennes est ainîi démontrée pour l'inter-
valle ^ ^ ^ ^ ^ . Pour prolonger le théorème d'existence dans toute la
bande a ̂ t^b, il suffira d'appliquer le théorème XIV : on vient devoir
que les fonctions

àâP-^u . à^^u ou
——.————? A^~' U^ ———-.————f " • • î -»——î liôx.^ " dx\ àx^

admettent, chacune, une valeur moyenne sur l'hyperplan x^=^t
(a <^ ^(^^?) <^ 6). Donc, en vertu du théorème cité, elles admettront
une valeur moyenne sur tout hyperplan intérieur à la bande a^î^b.

c. Q. F. D.

19. Passons maintenant aux fonctions harmoniques d'ordre p ,
bornées dans un demi-espace. Nous avons alors la proposition sui-
vante :

THÉORÈME XVI. — Soit u(^^ ̂  . . ., ̂ ) une fonction harmonique
d^ ordre p, bornée dans le demi-espace a^x^. Si cette fonction^ ainsi
que ses laplaciens successifs

, A^, ^u, .. ., A/7-1 u

admettent une valeur moyenne sur deux hyperplans intérieurs du demi-
espace^ alors la fonction u admettra une valeur moyenne constante sur
tout hyperplan intérieur. Ses laplaciens admettront une valeur moyenne
nulle sur tout hyperplan intérieur,

En effet, d'après le théorème XV, p.[p-; t] existe pour t > a, et c'est
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un polynôme de degré ip—î en t. Mais, d'autre part, on a, si L est
la borne de u dans le demi-espace considéré,.

|^ ;f] |<L.

Le polynôme en t considéré est donc borné, quel que soit t<^ a, c'est
donc une coûtante. Pour le reste du théorème, on tiendra compte des
relations (43).

Remarquons, pour finir, que le théorème que nous venons d'établir
peut se généraliser de la manière suivante : '

THÉORÈME XVII. — La fonction u étant supposée régulière-dans le
demi-espace considéré, si le rapport ^

(^-a)?

oùq^2p—i, est borné dans V'intérieur de ce demi-espace, [/.[«; t] est
un polynôme en t de de gré q.

Car, si l'on a

on aura
\u\<L{^-a)f,

\y.[u;t] <L(?-a)'/,

donc le polynôme p.[u ;t] de t doit croître au plus comme ^5 c'est par
conséquent, un polynôme de degré q.


