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SUR L’HYPOTHESE DES FIBRES

DANS LA

THEORIE DES FILS KLASTIQUES

Par M. J. HAAG.

FORMULES GENERALES.

1. Enoncé du probléme. — Les théories élémentaires de la résistance
des matériaux reposent, comme on sait, sur I’hypothese des fibres. On
consideére le corps élastique comme décomposable en petits cylindres
paralleles, indépendants les uns des autres et 2 chacun desquels on
applique les formules de I’extension. On admet implicitement que
chaque fibre n’est soumise a aucun effort latéral, ce qui est, en
général, manifestement faux ('). J’ai montré, dans un précédent
Mémoire (*), dans quelles conditions les formules habituelles de la
théorie des fils élastiques infiniment minces, déduites des raison-
nements approchés de la résistance des matériaux, peuvent étre consi-
dérées néanmoins comme une conséquence rigoureuse de la théorie
mathématique de I’élasticité.

Je me propose, dans le présent travail, de rechercher dans quels cas

(’) Cf. Bouassk, Résistance des matériaur, p. 103.
(%) ). Haae, Extension de la théorie de Suint-lenant awr fils c/mlzquec (Ann. Ke.

!\orm. 3e gérie, t. XLVI, mai 1929).
Ann. Ec. Norm., (3), LIl. — Fasc. 4. v 42
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Uhypothése des fibres est théoriquement correcte, pour un corps de dimen-
sions quelconques.

2. Nous allons d’abord préciser, tout en la généralisant, la notion
de fibre.

Considérons une famille de plans P, dépendant d’un seul paramétre ¢
et leurs trajectoires orthogonales F. Dans I'un des plans P, soit P,,
tracons une courbe fermée I' et considérons la surface S engendrée
par les courbes F qui s’appuient sur I' (*). Nous supposerons que le
corps élastique est limité, d’une part par la surface S, qui sera appelée
sa surface latérale, et, d’autre part, par le plan P, et un autre plan P,
de la famille des plans P; ces deux plans seront appelés les plans
de base.

On peut aussi considérer le corps solide comme engendré par
I'aire ', quand P roule sans glisser sur son enveloppe, depuis la
position P, jusqu’a la position P,. Dans ce mouvement, il faut sup-
poser que la caractéristique D de P ne pénétre jamais & Iintérieur
de T, sans quoi la surface S présenterait des points de rebroussement.

Prenons maintenant une aire infiniment petite, intérieure a I' et
construisons, & partir de cette aire, un corps défini comme le corps
précédent I’a été a partir de I'. C’est un tel corps, infiniment délié,
qui sera appelé une fibre.

En passant ala limite, nous désignerons aussi sous le nom de fibres
les courbes F intérieures & S, c’est-d-dire appartenant au corps
élastique.

3. Voici maintenant les trois problémes que nous allons nous
poser :

ProsriMe 1. — Déterminer la déformation et la loi de forces de telle
maniére que Ueffort sur la surface latérale de chaque fibre soit normal a
cette surface. '

ProsriMe 1I. — Déterminer la déformation et la loi de forces de telle

(1) Cest ce que les géomeélres appellent une surface moulure. Dans le Mémoire pré-
cité, j’al employé improprement P'expression de surfrce canal, qui convient seulement au
cas ou I' est un cercle.
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maruére que Ueffort sur la surface latérale de chaque fibre soit identi-
quement nul.

Prosuime lI1. — Les conditions du probléme 1 étant supposées réalisées,

déterminer la courbe T' de telle maniére que Ueffort sur la surface laté-
rale S soit nul.

t. Tenseur fondamental. — Nous emploierons une méthode ana-
logue a celle du Mémoire déja cité, reposant sur les équations
générales de I’élasticité en coordonnées curvilignes.

Prenons comme courbe de référence une fibre quelconque (') F.
Soit O I'un quelconque de ses points, dont nous supposerons que
I’abscisse curviligne a été prise comme paramétre ¢. Menons la tan-
gente Oz, puis, dans le plan normal P, deux axes rectangulaires quel-
conques Oz et Oy, invariablement liés & I'(®). Les rotations et
translations du triédre Ozxys sont

ps ¢, 0, 0, 0, I,

p et g désignant deux fonctions données de z.

Appelons maintenant («, y, o) les coordonnées d’un point M quel-
conque intérieur aI'. Nous prendrons pour coordonnées contrevariantes
de ce point (*)

' =, =y, xt =t.

Si ces coordonnées augmententinfiniment peu, le déplacement élémen-
taire de M a pour composantes cartésiennes
(1) dz', dz*, hdz®,

en posant
h=1—+ py — qz.

(1) Dans mon précédent Mémoire, j’ai snpposé que cette fibre étail le liew des centres
de gravité des seclions droites ; nous nous aflranchissons icide cette restriction.

() Dans mon précédent Mémoire, j'ai pris pour axes les axes de Frenet de F. On peut
aussi traiter le probléme actuel avec ces mémes axes; les caleuls sont un peu plus
compliqués.

(3) Cf. loc. cit., p. 110.
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On en déduit
ds* = (dx")* + (dx*)* + h*(dx®)?;

d’ou

(2) Sn=—8n=—1I, G =12, S

.,
Il
g
I
87
0
|
)

Le discriminant a pour valeur
(3) g=hz,
et les composantes contrevariantes du tenseur fondamental sont

23— ol — 012 — 0,

U
-
e
o
¥y

([l) 5"“:5."22:1,

5. Déformation de la fibre de référence. — Produisons une dé/for-
mation infiniment petite. La fibre F devient une certaine courbe F,, et
le point O vient en O,. Nous définissons encore la position de O,
sur F, par la valeur de ¢ qui correspondait au point O avant la défor-
mation. Menons O,z, tangent & F, et prenons, en outre, deux axes
rectangulaires O, z, et O,y tels que les rotations du triédre O, 2, y, 5,
soient p—+p,, ¢ + ¢,, 0, p, et ¢, désignant deux fonctions infiniment
petites de . Les translations du méme triédre sont évidemment o, o,
1+ e, e désignant la dilatation linéaire de la fibre de référence.

Remarque. — On peut, sans cesser de remplir les conditions
ci-dessus, faire tourner les axes O,, v, s, d’'un angle infiniment petit,
mais constant, autour de O, z,.

6. Connaissant les fonctions p,, g¢,, e, il est facile d’obtenir, par
des quadratures, les équations de la courbe F,.

Soient a,, b,, ¢,; a,, by, ¢»3 a;, by, c,;, les cosinus directeurs
de Ox, Oy, Oz par rapport a des axes fixes. Chacun des systémes de
fonctions (a,, a,, a;), (b,,b,,b;), (¢,,c.,c;) satisfait au systéme
différentiel

dx . dy ds
717+qz__0, a2 " PE=0, 27+p~v'—qx;o.

Aprés déformation, les neuf cosinus subissent les accroissements
infiniment petits o, 3,, ..., 73, et 'on a, en négligeant les infiniment
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petits du second ordre,

do, N .

ar T 9= s

do,,

_(77' — Py =piay,

do,

w7 Py — A T= Q) — Py Q.

En remarquant que 'on connait I'intégrale générale des équations
sans second membre et appliquant la méthode de la variation des
constantes, on trouve

(5) a;=Be¢; — Cb,, Bi=Ca; — Ac, v.=Ab; — Ba,;,
en posant
4
A :/ (e, + g ax) dt,
0
) l
(6) B:f (prby+ g0, dt,
0

At
C:f (prey+qy¢2) de.
AU

Les accroissements que subissent les coordonnées du point O pendant
la déformation sont ensuite donnés par la formule

4
(7) wI:/ (ea, + Be; — Cb,) dt
<o

et celles qu’on en déduit par permutations circulaires.

7. Si I'on appelle { la troisiéme translation du triedre Ozys, la
caractéristique D du plan normal Oy a pour équation
(8) | £+ py —qr=o.

Le rayon de courbure R de F en O est donné par

r2
>

R:=

P+
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Apres déformation, il subit 'accroissement AR donné par
' AR __ PP+ 994
(9) R~ g

Soit o I’angle polaire de la binormale, compté a partir de Ox. On a

Les composantes du vecteur vitesse du point décrivant ['indicatrice
des binormales sont, en désignant par des accents les dérivées par
rapport a ¢z,

M & . . . ] ™
Si I'on oriente la normale principale par 'angle ¢ — 5 la mesure

algébrique du vecteur précédent suivant la normale principale
est — ¢’. Le rayon de torsion de F est donc
P . & &gt
o qr' - pq’

Aprés déformation, on a

(10} AT Pt 94 | P VST i 12
L P+q qp — pg )
8. Déformation des sections droites. — Considérons maintenant

an point M quelconque du corps élastique, défini par les coordon-
nées (x, y,t) avant la déformation. Aprés la déformation, il vient
occuper la position M'. Projetons M’ en O, sur F, et appelons ¢ la
valeur de ¢ qui correspond a O, comme il a été expliqué au n° 5.
Soient d’autre part (', ¥/, 0) les coordonnées cartésiennes de M’ par
rapport aux axes Oz, | 5, définis précédemment. Il est clair que la
déformation est entiérement déterminée si ’on se donne, outre les
trois fonctions p,, ¢,, e du n° 5, les trois fonctions suivantes :

(11) u=ux'— z, p=3"— ¥, w=1t— .

Il est & remarquer que, d’aprés leur définition méme, ces trocs fonc-
tions doivent s'annuler identiquement pour x =y = o.
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9. Accroissements des composantes covariantes du tenseur fonda-
mental. — Ce sont les quantités que jai appelées ¢, dans mon précé-
dent Mémoire. D’aprés les formules (2), tous ces accroissements sont
nuls, sauf

Spm=2hhy,

B8

en posant

(r2) ‘ hy=e—+ p,» — q, .

10. Galcul des efforts élastiques. — En appliquant les formules (1 0)
de mon précédent Mémoire, on a

du av
T“—._-M—i—zp.a%, T22:)~9+21¢a&,
. " Ow _
(13) { Tyy=M g+ 2ph L/l 27 TPV qu+ w(p'y—q'x)+ /z.l] s

T el d_() ! n-(zi_"‘ ’r - I dl( (r()‘v) 'F —_— E)_{f — ()(".
w= M\ ooy ) W=\ g TEE ) = 9y Iz)

/

Dans ces formules, 6 représente la dilatation cubigque, donnée par la
formule (')
du dv  Ow . hi4+pev —qu+w(p'y —q'x

x f— 74 9F
(14) J——()‘zr +()~)'+ ot h

Considérons maintenant un vecteur dont les composantes carté-
siennes sont «, 3, y. D’apreés les formules (1), ses composantes contre-
variantes et covariantes sont

o
al=o o= =4
? ] n?

i

Yh.

=, o, =, o

Si «, B, vy sont les cosinus directeurs de la normale a un élément
plan intérieur au corps élastique, les composantes covariantes de
Ieffort élastique correspondant sont

T, =T, o' + Tyuct + Tyt
Ty= Ty, ot -+ Tyscr* + Tyy 0%,
T,=Ty, ot + Tyo02+ Tyt

() Appliquer la formule (5) du Mémoire cité.
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Ses composantes cartésiennes sont donc

To=T, 2+ Tnp + Ty %’
(19) Ty=Taya + Ty + Tuy %’

. Ty~ Tyup

I.= B L 7 220 + T, %

PROBLEME 1.

11. Conditions du probléme. — Si 'on appelle N I'effort normal
qui doit s’exercer sur un élément plan quelconque paralléle 4 Oz, on
doit avoir, quels que soient «, 3,

T.=Na, - T,=NB, T,=o.
D’ou les conditions
(16) " Tp=Ty=T,=o0, T,=Tu=N.

Sil'on pose

les formules (15) se réduisent a

T.=Ne,  Ty=Nf, T.=N7.

On voit que N’ représente l'effort normal exercé sur un élément
paralléle a 20 y.

12. Intégration du systéme (16). — D’aprés les formules (13), on
a d’abord
' du _ dv du __ dv
dx — 0y’ dy = Ox

Donc, les fonctions u et ¢ sont des fonctions harmoniques conjuguées.
On a ensuite '

due Ow oy dw
(17) 3 T8y =0 3_t-+g57:0
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du t()v‘ i he : < ; ses: d
It e o bOHt&US@l arﬂ]Dnltub conjuguees; aonc

dx ch‘ _(}}' 0537 ] a‘)— ,-ﬂ- *g._p("a:;_)—‘o

/

Or, les fonctions

Comme g=A* et que % est une fonction linéaire, ces équations
s’écrivent
0*(hw) 0 (hw) 2 hw)
ozr oz dy

D’outl’on déduit, enserappelant que wdoit s’annuler pourz=y=o,
(18) how = A (x* -+ 3?) +2Ba + 20y,

A, B, C désignant des fonctions quelconques de z.
Portant dans (17), il vient

du

on =qgA(x*— ) —2pAxy —2A0 — 23 (pB+¢C) — 2B,

(19) )
E)% = pA(xr*— ) +2qgAdaxy +a22(pB+q¢C) — 245 - aC.
Pour x =y = 0, u et ¢ doivent s’annuler identiquement; il en est
N 4 0
- donc de méme de %‘7’ et d—j On en conclut que B=C = 0. On a donc
(20) how = A (x*+ 1*).

Les formules (1g) donnent ensuite, en intégrant par rapporta ¢,

_ u==a(x*—»*) — 2bxy +mx+ P,
(21)

p=0>(z* —)*) +2axy-+my+Q,

ou P et Q désignent deux fonctions harmoniques conjuguées, indé-
pendantes de t, s’annulant pour =y = o et ol a, b, m désignent des
fonctions de ¢ vérifiant les relations

(22) qgA=ad, pA=1, 2A—=— - m'

13. Remarque I. — On peut ajouter des constantes arbitraires aux
coefficients a, b, m, car cela ne fait que modifier les fonctions P et Q.
En particulier, si I'un de ces coefficients est constant, on peut le sup-

poser nul.
Ann. Ec. Norm., (3), LII. — Fasc. 4. 43
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Remarque II. — Inversement, on peut ajouter 4 P et Q deux poly-
nomes harmoniques conjugués -quelconques, du second degré et a
coefficients constants. Cela revient & ajouter des constantes 4 a, b, m
et 4 négliger une rotation infiniment petite du triédre O, y,5,
autour de 0,z, (n°5). En particulier, st P et Q sont a'es polynomes du
second degré, on peut les supposer nuls.

Remarque III. — Supposons que 'on fasse tourner les axes Ozy,
de I'angle constant o, autour de 'origine. Soient (z’, ') les nouvelles
coordonnées du point M(z, y) et «/, ¢ les nouvelles composantes de
son déplacement élémentaire. Posons

z + 1y =3z, u—+iv =g, P+iQ =1Z,
Z+iy'=73, W+ =, P4 iQ'=7
Ona
'=1e", z=2z'ew.

Convenons de plus de définir P’ et Q' par la condition
Z="17"e".
Les formules (a1) équivalent a

=(a+1)5*+ msz + L.

D’ou I'on déduit

=% (a+ i)z +ms' + 1.

Les formules (21) subsistent donc aprés le changement de coordon-
nées, sous la seule condition de faire subir le méme changement aux
Jonctions P et Q (') et la rotation — o aux coefficients a et b, consi-
dérés comme des coordonnées cartésiennes.

14. Cas on les sections droites restent planes. — Ceci arrive
pour A = o. Les formules (22) montrent alors que les fonctions a, b, m
sont constantes; on peut donc les supposer nulles, d’aprés Ia
Remarque I du n° 13. Les formules (21) se réduisent 2

w=>, p=Q.

Les coordonnées 2/, y' du point M’ sont indépendantes de z. On en

(*) Ceci revient & considérer comme fixe le point représentatif de I'imaginaire 7.



(O

THEORIE DES FILS KLASTIQUES. 2

conclut que la trajectoire de ce point est orthogonale au plan 0, y,.
Autrement dit, les fibres restent des fibres aprés la déformation.

15. Calcul des forces. — On a d’abord, d’apres (14),

X H du
) f—— 4 o 28
(23) 7_h+“0$’
en posant
d(hw)
H= =
Jdt

“+py - qu + I,

ou, en tenant compte de (20) et (21),

(24) H=A"(2*+ )*) + (pb — qa) (z* — »*) + 2 (pa -+ gbrxy
+=m(py — qx) -+ h+pQ —¢qP.

Les formules (13) donnent ensuite

H du

oK I — PR .

(25) l\_.l.—h —|—2(/.—r—,¢)()w,
. , H du __ d+2u 2 (32 +2p) du
P (| . — N — —_—
(26) N=(x+ 2;;)11 ~+ 3}'0;1; = N 5 I

Calculons également les composantes cartésiennes X, Y, Z de la
Jorce de volume. 11 suffit d’appliquer la formule (11) du Mémoire déja
cité. On trouve immédiatement, en tenant compte de (16),

| AX=¢g (N~ N)— /LQ,

dx
4 : (7 . JN
(27) IRY :J)(l\ —ﬁ)_ll_c_i;,
ON'
' /lZ_.——--%.

Il est & remarquer que, /4 ne s’annulant jamais (n°2), N, N', X, Y
et Z sont toujours finis.
Le probléme I est maintenant enticrement résolu.

16. Cas ot les forces de volume sont nulles. — Ce cas particulier
est intéressant, parce que, dans les problémes ‘pratiques, on néglige
généralement les forces de volume devant les forces de surface.
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32
D’aprés les formules (27), on doit avoir

ON . ON , IN
(28) hso =¢(N—N), h—“’—P(N —N), T

En éliminant N — N’ entre les deux premiéres de ces équations, on a

ON ON ]
Poz+ q()a =0
d’ot
(29) N=f(h),
puis
. . N
(30) N'= [(h) + hf'(h) = d(:/j ),

En remplacant N et N” par (25) et (26), on en déduit que H et sont

des fonctions de la seule variable A. Comme (d) est une fonctlon har-

monique, c’est nécessairement une fonction linéaire de A; il s’ensuit
que u et ¢ sont des polynomes du second degré en z, y et, d’apres (21),
-1l en est de méme de P et Q. En vertu de la Remarque Il du n°® 13,
nous pouvons dés lors supposer P = Q = o.

D’apres (24), H se réduit alors & un polynome du second degré en
x, y, donc & un trinome du second degré en A, soit

H=oah*+Bh+ 7.
En identifiant les termes du second degré, on obtient trois equatlons
linéaires en a, b, A’, d’ou I'on tire
(31) ] a=—ogq, b=—ap, Al=o(p*+ ¢?).
La formule (26) devient
(32) N'=oaa(32+2p)h+ (h+2p)p+2h(m—2a) +(h+2p) %
Cette fonction doit étre indépendante de .

Premier cas. — Supposons que p et ¢ ne soient pés des constantes.
La variable 4 dépend de z. Dés lors, N’ doit étre indépendant de 4.
Ceci exige a =y =o0; puis

N'= (% + 21)B + 2Am = const.
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‘Les formules (31) nous donnent maintenant a=b=o0;: d’ou,
d’aprés (22), A=o0, m= const.; donc 3 = const.
D’autre part, on a, d’aprés (25),

N=728 + 2(} + u)m = const.

La formule (30) exige que N'=N; donc 3 = m.
En achevant I'identification de H avec mh, on a enfin
pi=¢,=o, e—im.

D’autre part,
u= mx, p=my.

Onen conclut que la déformation considérée est la déformation homo-
thétigue bien connue, correspondant 3 une compression uniforme du

_corps solide. Cette déformation satisfait évidemmentaux conditions I,
quelle que soit la maniére de choisir les fibres.

Deuxiéme cas. — Supposons les fonctions p et ¢ constantes et non
toutes deux nulles. La variable 4 est indépendante de z. Pour que N’
ne dépende pas de ¢, il faut d’abord que o soit constant; donc aussi«
et b, d’aprés (31). Mais alors, A=o, d’aprés (22); donc «=o,
d’aprés (31). :

D’autre part, la formule (25) donne

N=14 +2B+20+p)m.

En portant les valeurs de N et N’ dans (30) et identifiant, on obtient

Y=o, 3 = m = const.
On retombe sur le cas précédent.

Troisiéme cas. — Supposons p =g = o; autrement dit, les fibres
sont rectilignes.

Revenons aux conditions (28); elles exigent que N soitindépendant
de z, y et que N soit indépendant de z. La formule (25) nous montre
ensuite que H doit étre harmonique, ce qui, d’apreés (24), exige que A’
soit nul. Mais alors H se réduit au polynome linéaire /4, et 'on en
conclut, comme précédemment, que P et Q peuvent étre supposés
nuls.
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Dautre part, d’aprés (22), a et b sont des constantes. En vertu de la
Remarque III du n° 13, nous pouvons, par une rotation des axes Ozy,
supposer, par exemple, & =o. En annulant les coefficients de y et
de = dans N, nous obtenons

ha(d +p)
pP1=—0, oy = aats ) 7y [l
Moyennant quoi (26) devient

N (3R 2p)

5 ax + (h+2p)e+ 2hm.

Pour que N’ ne dépendent pas de ¢, il faut et il suffit que

%+ ap)e+ 24m = const.
e

On a d’ailleurs, d’aprés la troisiéme formule (22),

m=—2At -+ m,, m, = const.;

donc la dilatation linéaire e est une fonction linéaire de ’arc t.

D’autre part, I’axe instantané de rotation du triédre O,z,y,5, a
pour équation = — = const.; il est fixe. On en conclut qu’aprés
déformation, la fibre de ré ' férence devient circulaire,
~ Dans le cas particulier ot N= o, e et m sont des constantes; donc

A =o; c’est le cas de la flexion simple, que nous retrouverons au
n® 21.

PROBLEME 11.

17. Calcul de la déformation. — Il faut avoir identiquement N= o
ou, d’aprés (25), :
- Jdu
(33) /.H—%—fz().—i—p)hr-}-;c:o.

Egalons les laplaciens des deux membres :

oh u  Jdh Ou
3 A ! — — — —_— -
MA 4 (b + ) (dx =t 3y dxdy) =o
Cette équation peut s’écrire

A/
ht-p 7

02 '
4 i ) —
(34) ,)xd),(9° pu)
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St les rotations p et q ne sont pas toutes deuz nulles, on en conclut que

du 0 .
5;—; et 5; sont du premier degré en , y; donc, u et ¢ sont des poly-

nomes harmoniques du second degré. Il en est de méme des fonctions
P et Q, qui peuvent dés lors étre supposées nulles, en vertu de la
Remarque II du n° 13.

L’équation (33) s’écrit alors
(33) AA/(22+y2) 4+ (pb —qa) (2 — 3 +2h(pa-+qb)ey+Lm(py—qx)

+Ae+py—qg o)+ 20+ @) (1+ py — gx)(2azx — 2by + m)=o.

Annulons les coetficients de x* et y* et retranchons les équations

obtenues; il vient
pb —qga=o.

En annulant le coefficient de xy et combinant avec I’équation ci-

dessus, on obtient
a=—0b=—o.

Les équations (22) donnent ensuite
A =o, m = const.

En achevant 'identification de (35), on trouve

(36) py=— ﬂ_‘*/\‘_’:’ﬁ mp, g, =— g’]—\;—;——z—ﬁmq, e—=— 2-(—)\—;‘—“—)-»2;

d’oti, en portant dans (g) et (10),
AR AT _

R =nm, - —E€.

'F

La nouvelle fibre de référence est donc entiérement déterminée. Quant
aux fonctions u, ¢, &, elles se réduisent a

U= mux, Yy=nmy, W=20.

Donc, chaque section droite reste plane et se déforme homothétiquement
sutvant le coefficient de Poisson.

18. Il est aisé, d’aprés le n° 6, d’obtenir les équations de la nouvelle
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fibre de ré férence. Posons, pour simplifier ’écriture,

3h+awp
—————%————‘ m=~r.

)

La premiére des formules (6) s’écrit

4
A= /:f (pays+ gay) dt.
0

Or, on a
" p=-—(a.cy + b, +c.cly), g=a,ay+ b,b, + ¢, c};
ou
A
A— k/ (bacl, — c,b,) dl.
0

Sil'on appelle x,, v,, 3, les coordonnées du point O par rapportaux
axes fixes, la formule (7)s’écrit, en faisant une intégration par parties,

xy=exy—+ Bs,— Cy,
L
[ L vy b 305 = oty iy 5] .
0

Posons
a K=z} + »} + 53.

Nous obtenons, en remplacant e par sa valeur en fonction de m,

A
= 2y + By — Cyo+ hea K/ o/f K' 2! d
0

et les formules analogues.
Quant a la formule qui donne A, elle s’écrit

4
A=k f (75— <) ¥ dt.
“ 0
19. Loi de forces. — L’équation (26) donne, en tenant compte

de (33) et (36),

N'=Ee,
E désignant le module de Young. Donc, les efforts sur la section drotte
sont exactement les mémes que dans le probléme classique de Iextension
d’un cylindre.
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Les formules (27) donnent ensuite

X:~—Ee%, Y—_—Eelz

/L’ Z—=o.

On en conclut que la force de volume est une répulsion (si e > o) ou
une attraction (si e < o) exwercée sur le point M par I’axe de courbure D.
Ee

Ceute répulsion a pour valeur - en appelantd la distance de D a M ().

Malgré sa simplicité, une telle loi de forces est tout a fait artificielle
et ne présente aucun intérét pratique.

20. Cas des fibres rectilignes. — C’est le cas particulier p =¢=o,
laissé de coté au n° 17.
L’équation (34) nous donne d’abord A'=o0; donc A = const. La
: R TIEPEN 1y . . )
formule (24) se réduit 2 H = A, et équation (33) nous apprend que Z)%

estun polynome linéaire. Comme précédemment, nous en déduisons
que les fonctions P et Q peuvent étre supposées nulles. D’autre part,
d’apres (22), a et b sont constants. Par une rotation des axes (n° 13,
Remarque IIT), nous pouvons supposer b = o; d’out

(37) w=a(x*— y*) + mu, p=aax) -+ my.
En achevant I'identification de (33), on obtient

(38) [)120, (]1: @(_)\Tﬂ}, e:_gﬂfi%;f—_ll_)'

(1) Les forces de volume appliquées au cylindre élémentaire compris entre deux sec-
tions droites infiniment voisines admetlent unc résultante dont la mesure algébrique sur

la normale principale est
Ee : _ EeSd:
fff—;hd.l)d)’dt—— R )

en appelant S I'aire de chaque section et R le rayon de courbure algébrique de la fibre de
référence. Cette résultante est appliquée au centre de gravité de la section droite
moyenne. Si la fibre de rélérence passe par ce centre de gravité, on voit qu'elle se com-
porte comme un fil parfait, dont la tension serait constante et égale & ESe et qui serait

ta A . ., ESe . ) S
soumis & une force normale égale & — | par unité de longueur. Les équations intrin-

séques des fils parfaits sont bien vérifiées pour un tel fil.
Ann. Fe. Norm., (3), LIl. — Fasc. 4. A
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Enfin, la troisiéme équation (22) donne

m=— 2A¢ -+ m,, m,= const.

La fibre déformée est un arc de cercle dont la courbure est o = q,; sa
dilatation linéaire est une fonction linéaire de t. Rappelons qu'on a
obtenu une déformation analogue au n° 16 (troisiéme cas).

21. Cherchons la loi de forces. La formule (26) donne
N'=E(e —px).
On a ensuite, d’apreés (27),

X=Y=o, 7Z—=-Ee'.

La force de volume est une force constante paralléle aux fibres. Dans
le cas particulier ou cette force est nulle, A=o0; on retrouve tous les
résultats classiques du probleme bien connu de la flexion simple, traité
par Barré de Saint-Venant (').

Si la fibre de référence passe par les centres de gravité des sections
droites, les efforts normaux s’exercant sur une section équivalent & la
force ESe appliquée en O et & un couple, dont le moment a pour

composantes
L=- ECp, M =EByp, N =o,

en appelant B le moment d’inertie de la section droite par rapporta Oy
et C le produit d’inertie relatif aux axes Oz, Oy (?).

Le probleme II est entiérement résolu. On voit que la seule solution
pratique est celle de la flexcion simple.

(1) Cf. Lecornu, Cours de Mécanique, t. 11, p. 386. Les équations (1) de cet ouvrage
différent des formules (37) ci-dessus par la présence d’un terme en z dans u et dans w;
mais cela tient & ce que l'auteur utilise des axes fixes, tandis que nous rapportons le
corps déformé & des axes mobiles. La courbure o calculée par les formules de Saint-
Venant est bien d’accord avec la deuxiéme de nos équations (38), si I'on suppose z infi-
niment petit. :

"~ Pour le eas oit A n’est pas nul, voir mon Mémoire déji cité, p. 129.

(*) Ces formules sont bien d’accord avec les formules (49) de mon Mémoire déja cité,

quand on y suppose ¢ = o et 8 = o.
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PROBLEME III.

22. Condition générale du probléme. — L’équation {33) ne doit
plus étre vérifiée identiquement, mais seulement surT. Cette équation
s’écrit

. - oP
(39) ,, 2(h =+ 9)3‘;.'*“1’“2“(/&: F,
en posant
: ) 7] S opP
(40) Hi=2(h+pm)z -d—;—i—l.l), l’l.l:zz(}.—f—lx))?; + 20,

(h1) F=2 [— A + Br +4m ga — Apbl+ )2 [ =2 A+ Bh+4- 4y pb — hqa]
—2@Bh4aop) (pa+gb)zy +x[— 4+ wa-+ 3h+2p)gm kg,
= y[4(A 4+ )b — (3h2p)pm —Ap,] — 2(h+ p)m — le.

En tout point intérieur a I', on a

, P .
(42) 2(h+p) gy gl -1

h

N=

23. Cas ot P et Q sont des polynomes du second degré. — D’aprés
la Remarque Il du-n° 13, nous pouvons supposer P =Q = o. L’équa-
tion (39) se réduit & F = o et ne peut représenter qu’une ellzpse. Soit

9

io

Z

;C— "B-__; —I1=0 '
I'équation de cette ellipse. Nous allons démontrer que 'on peut mettre
le polynome F sous la forme F = SG, S désignant une fonction inconnue
de t. Les équations d’identification s’écrivant

G=

1w

o

g — M+ (Brh+4p)ga—ipb= E’

(43) ) — A+ (Br+4p)pb —rga= %,
\ pa—+gb=o;

Ay =4 (A+p)a— (3L +2p) gm,

(44) Api=04(A+ )b~ (3h+2ap)pm,
e =S — 2(A~+ ) m.
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La troisieme équation (43) donne, d’apres (22),

(45) ab = k = const.

Eliminons maintenant S entre les deux premiéres :

(46) MA'(a2— () + pb[ (B + 4p) 2+ ha?] — ga[(5) + 4p) a* 4 KB ]=o.

St Uellipse T est un cercle, « = et 'équation ci-dessus se réduit &

) pb—ga=o.

En la combinant avec la troisiéme équation (43), on voit que @ et b
sont nuls, st les rotations p et q ne sont pas nulles toutes deux. Les for-
mules (22) donnent ensuite A= o. Dés lors, les équations (43)
montrent que S=o; donc F est identiquement nul; I’équation (39)
devient une identité; on retombe sur le probléme II. Ce cas particulier
doit donc étre écarté; autrement dit, la courbe I doit étre une véritable
ellipse. ,

Nous placant dans cette hypothése, multiplions (46) par 2A et
intégrons, en tenant compte de (22) :

D(5h 4 G) B2+ hot] — a2[ (B + 4 ) e+ 1B ]
Mot — 2)

= ky,

(47) VA2

k, désignant une constante.
Nous avons dés lors la solution suivante :

On choisit'arbitrairement a en fonction de z; on en déduit b= =

on a ensuite A par (47); puis p et g par (22) et m par une quadrature.
En retranchant les deux premiéres équations (43), on a

2a2ﬁ‘4

o2 — ﬁ‘l

Les formules (44) donnent enfin p,, ¢, e.
La dé formation est entiérement déterminée.

S=

(BX+2p) (pb—ga).

24. Cherchons la lof de forces.
On a d’abord, d’aprés (42),
: : F SG

N:——-—:—- _—

3 h
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soit
.l“" ).'_’
N=2%" (33 ) b______“%_ﬁjﬁl
[ — 5
o ——ﬁ( +o2pllga—p 1+ py —qx

Pour que D ne coupe pas I', on doit avoir constamment

[)-2(32_*_ ,]-:12 <1
ou, d’apres (22),
A2 B0 4+t

11 suffit, pour cela, de choisir la constante %, suffisamment grande,
aprés qu’on a choisi la fonction « et la constante £.

Ayant N, on a N’ par (26) et la force de volume par (27).

La loi de forces obtenue est trés artificielle, ce qui enléve tout
intérét pratique a la présente solution.

25. Revenons maintenant aux équations (43) dans ’hypothése,
précédemment écartée, ou p et ¢ sont nuls, c’est-a-dire dans le cas ot
les fibres sont rectilignes. Ces équations se réduisent a

S=— AA at=— LA’ B2

Si I'on ne veut pas que S soit nul, ce qui nous raménerait au pro-
bléme II, il faut que « = B, c’est-a-dire que I' soit un cercle.

D’autre part, les formules (22) montrent que a et b sont constants.
En utilisant la Remarque III du n° 13, on peut supposer b =o. Les
formules (44) nous donnent alors :

i A
(48) pi=o, gqu=31Ep)

et, en utilisant la troisiéme formule (22),
1 X + [ __m
(49) e=(am —amiE),  A=—T0

On obtient la solution suivante :

On choisit arbitrairement la constante a et la fonction m. On a
ensuite p,, ¢, ¢ et A par les formules (48) et (49). La déformation est
alors par faitement déterminée.

Il est & remarquer que la fibre deformee est plane, puisque p, est
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nul. On peut s’arranger pour qu’elle ait une forme quelconque en
choisissant convenablement la fonction m. En particulier, elle devient
un arc de cercle si e est constant, ¢’est-a-dire si ’on prend

A+ P
VI

m=0C, e+ C,e~ '+ Cy; C,, C,, C;=const.; wi=

926. Cherchons la loi de forces. La formule (42) donne d’abord _
N=—F=—8G=12A (2*+ y*— a?).

On a ensuite, par la formule (26),
[ ’ 2 2 n Ao ’
N’_(l—i-zp.)A (224 »2) ﬁ—E(e—qlx) —rxar
E désignant toujours le module de Young.
On a enfin, par les formules (27),

_A4op 2p(31+21.4)m,

X=am"z, Y=2im"y, Z 3

m” (2 + y*—o?)+
La loi est assez simple, mais encore artificielle.

Nous allons maintenant rechercher systématiquement toutes les autres
solutions, en commencant par envisager les cas particuliers, en ce qui
concerne la forme de la fibre de référence.

27. Cas des fibres rectilignes. — On a p=¢ = o et il en résulte,
d’apres (22), que a et b sont constants.
L’équation (39) se réduit a

(50) 2(1+H)S_EZF.

En dérivant par rapport a ¢, il vient

OF

(SI) a’z—ov

puisque P ne dépend pas de ¢.

28. Supposons d’abord que cette équation soit vérifiée identiquement.
Les coefficients de F sont constants. En utilisant la Remarque I du
n° 13, nous pouvons supposer que les coefficients de = et de y et le
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terme constant sont nuls. En appliquant ensuite la Remarque 111, n°13,
nous pouvons encore supposer b = o. On a finalement

F=1%a(x*+ 3%, - a=const.,
avec les conditions A = — at et
A+ =
(52) p,=o, g.=4 71a, e= -2 7“771, m=at*+ 3,

ol (3 désigne une nouvelle constante.

, . . .. . P .\
La courbe T' étant arbitrairement choisie, la fonction g—; est entie-

rement déterminée par la condition (50), d’aprés le principe de
Dirichlet. On en déduit P, 2 un terme de la forme — ny prés, que I'on
peut d’ailleurs négliger, d’aprés la remarque du n° 5.

En définive, la déformation est entiérement déterminée. Signalons
que, d’aprés la premiere équation (52), la tibre de référence déformée
est plane; c’est d’ailleurs une développante de développante de cercle,
si a % 0; c’est un cercle, si « = o.

La lot de forces peut étre obtenue par les formules (42), (26) et
(27). Mais elle dépend de P, donc de la forme du contour I.

29. Supposons maintenant que [’équation (51) ne soit pas vérifice
identiquement. Elle doit représenter I', qui est donc un cerclé. En
ajoutant une constante convenable & m, on peut supposer que F

. P . .
s’annule sur T'. On en conclut que la fonction g; est identiquement

nulle. En appliquant la remarque du n° 5, on peut-ensuite supposer
que les fonctions P et Q sont également nulles. On retombe dés lors
sur la solution particuliére du n° 25.

30. Cas ou le corps est de révolution. — Il est caractérisé par la
condition que p et ¢ soient constants. La fibre de référence est un
cercle. Si I'on appelle R son rayon et si 'on dirige Oz vers son
centre Q, on a '

p=0o, q:%-

ﬁ’aprés (22) et la Remarque I du n° 13, on peut prendre b6=o0. On a,
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en outre,

(53) A=Rd, m + 2 Ra = m,= const.

L’équation (39) devient
(54) tz(i~4—p\(x—R)§§+1P:-RF.

En dérivant par rapport a ¢, nous retombons sur (51).

31. Supposons d’abord que cette derniére équation soit wérifice
identiquement; autrement dit, les coefficients de F sont constants. En
considérant les coefficients de z* et de y2, on voit immédiatement
que a est une constante. D’ou I'on déduit, en appliquant (22) et la
Remarque I du n° 13,

A=a=o, n = const.

En choisissant convenablement la valeur de m, on peut annuler le
coefficient de « dans F. Enfin, en appliquant la remarque du n° 5, on
peut également annuler le coefficient de y. Finalement, F se réduit &
une constante, soit Akg.

Les hypothéses que nous venons de faire entrainent les conditions
3h+op ”

A+
- am, £

2

(55) - pi=o, ¢, =— e=—hkqg—2 .

Ces formules nous montrent que la fibre de référence reste circulaire
apres déformation.
L’équation (54) s’écrit maintenant

” + 9P S — W
2(h-+p) (& - R) 5 +AP=—12L,
En portant 'origine au point Q et posant
(56) ‘ P4 k=P,

elle devient
N )

(57) 2(h+pa 4P =o,

Nous sommes ainsi conduits au probléme d’analyse suivant : Etant
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donnée une courbe fermée T, ne coupant pas Oy, trouser une fonction
harmonique P', continue a 'intérieur de T et vérifiant (57) sur .

Jai donné (') la solution générale de ce probleme; elle comporte
deux constantes arbitraires.

Si I'on posséde une solution, on choisit le point O arbitrairement
sur Quz et 4 'intérieur de I'. La surface S est engendrée par la rotation
de I" autour de Qy. La constante 4 est la valeur de P’ en O. On choisit
arbitrairement la constante m et les formules (53) déterminent la
nouvelle fibre de référence. La déformation dans chaque plan méri-
dien est enfin donnée par les formules (21), en calculant P par la
formule (56) et ramenant I’origine en O.

32. Supposons maintenant que I’équation (51) ne soit pas vérifiée
identiquement. Elle doit représenter I', qui est donc une ellipse.
Comme p =250 =o0, F n’a pas de terme en xy et I'on peut supposer
I'ellipse rapportée & ses axes. Si 'on garde les notations du n° 23, on
doit avoir

F=SG+F,,
S désignant une fonction de ¢ et F, un polynome du second degré a
coefficients constants, ne possédant pas de terme en xy. Observons
d’ailleurs que I’on peut retrancher une constante arbitraire S, de la
fonction S, en ajoutant S;G a F,. En choisissant convenablement S, et
ajoutant une constante convenable 2 @ (n° 13, Remarque I)), on peut
abaisser F, au premier degré. En ajoutant une constante convenable
4 m, on peut faire disparaitre son terme en « et en utilisant la remarque
du n° 5, on peut faire disparaitre son terme en y. Finalement, F, se
réduit & une constante Akg et on est ramené au méme probleme
d’analyse que précédemment, avec cette seule particularité que I est

une ellipse.

33. Cas des fibres planes. — Supposons que les rotations p et q
soient liées par une relation linéaire et homogéne, & coefficients
constants. L'axe D garde une direction fixe; le plan P enveloppe un
cylindre; les fibres sont planes. Prenons Oy paralléle & D; nous avons

(1) Comptes rendus, 198, 1934, p. 1337; J. Math. p. et dppl., 1936.
Ann. Ec. Norm., (3), LI, — Fasc. 4. 45
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p=o. Daprés (22), la fonction b est constante. On pourrait la
supposer nulle, comme au n° 30; mais il est préférable de la laisser
provisoirement indéterminée.
L’équation (39) s’écrit
oP
(58) 2(7\+1J.)5;—-—q111_F.

En dérivant par rapport a z, divisant par ¢ et dérivant une nouvelle
fois, on obtient '

) J /1 JF\
(59) D—t-(—r}—, —(—)—t->__o.

34. Supposons cette équation vérifiée identiquement. On en déduit

(60) F=_gF,+F,

F, et F, désignant deux polynomes du second degré a coefficients
constants. Portant (60) dans (58, on obtient les deux conditions

(671) 2(7\—4—;1.)%5 =F,, H,=F,,

qui doivent étre vérifiées sur T

Nous aboutissons & un nouveau probléme d’analyse, dont je n’ai pu
trouver (loc. cit., probléme IV) que des solutions particuliéres.

Les polynomes F, et F, étant supposés connus, il reste a procéder a
I'identification de (60). Ce calcul, qui ne présente pas de difficultés,
permet, dans le cas général, de déterminer, par des quadratures, la
fibre de référence et sa déformation.

35. Supposons maintenant que ['équation (59) ne soit pas vérifiée
identiquement. Elle doit représenter, I', qui est donc une ellipse. Si
I’équation de cette ellipse est G=o0, on a

F=8G+¢F,+F,,

S désignant une fonction de ¢ et F,, F, des polynomes du second degré
a coefficients.constants.

Sur I, on a encore (61). Mais cette fois, I' étant une ellipse, on
peut affirmer que, si F, est du second degré, P est nécessairement un
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polynome harmonique du troisiéme degré (*). Il est facile de voir que
I'équation (58) représente alors une cubique ayant ses trois directions
asymptotiques réelles, donc indécomposable en une droite et une
ellipse. Dés lors, les fonctions P et Q sont du second degré et I'on
retombe sur la solution du n° 23.

36. Gas ou les fibres sont sphériques. — Supposons que p et ¢
soient liés par une relation linéaire et non homogéne, a coeflicients
constants, que I’on peut mettre sous la forme

(62) I '+'PJ'(; — JXy=0,

xz, et y, désignant des constantes. Cette relation exprime que le
point Q(x,, y,) du plan Oy est fixe. Donc, les fibres sont sur des
sphéres de centre Q. : 4
On pourrait prendre Q sur Oz par exemple. Nous ne le ferons pas,
afin de ne pas détruire la symétrie des calculs et aussi afin de pouvoir
particulariser les axes par la suite.
L’équation (39) peut s’écrire, en tenant compte de (62),

(63) : pK.—g¢K,=F,
en posant
(64) I\'——z(7+x)(;z‘——x)g£+7p Ko=2(2+p) (¥ — )QE_,_)Q
4 1= S oz (L) L ) U Jo oz .
Dérivons (63) par rapport az:
oF

K, — ¢ K= 5

De cette équation, combinée avec (63), on tire

(65) K,=F,, K,=F,,

(1) D'une fagon générale, si une fonction harmonique prend, sur une ellipse G = o,
les mémes valeurs qu’un polynome F de degré p, cette fonction est un polynome de
degré p. On voit, en effet, trés facilement qu’on peut trouver un polynome Py et un
polynome harmonique P tels que I'on ait identiquement

P = GP,+F.

D’aprés le principe de Dirichlet, le polynome P est la fonction cherchée.
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en posant :
, oF , JOF
PEF—p5 9F—=q95;
. ; ot Jt
(66) PLZ——-;—————-,—" Fb_,': - "
P7 —9p Pg —9p

Si I'on dérive de nouveau par rapport a #, en remarquant que p”,
q” sont, d’aprés (62), proportionnels a p’, ¢, on obtient I’équation
unique v '

0 F o OF v
(67) 55 (' —pa) + 5 (pa"— qp") =o.

37. Supposons d’abord que cette équation soit vérifiée identiquement.

On en déduit que F, et F, sont des polynomes du second degré a coef-

ficients constants et 'on tire des formules (66)
(68) F=pF,—¢F,.

Posons
Fi=ai*+2bizy + iy + dix + e: y + fi

En identifiant les termes du second degré dans (68), on obtient
trois relations, qui, multipliées par A et intégrées en tenant compte
de (22), donnent

— A (B + )@ — hb*=2(a,b — a,a) + const., -
— A2+ BA+ 4p) 0> — ha*=12(cy b — c,a) + const.,
—(3h+ap)ab= b,b—b,a + const.

On en déduit que a, b, A sont des constantes et peuvent étre sup-
posés nuls (n° 13, Remarque I). La troisi¢me formule (22) montre
ensuite que m est également constant et peut aussi étre supposé nul.
Dans ces conditions, F se réduita — AA,. Donc, F, et F, s’abaissent au
premier degré et 'identification de (68) donne

(69)  Apy=—pes+qe;,  Aq=pdy—qd;, he=—pfi+qf..

Si I’on connait les constantes d;, e, fi, la déformation de la fibre de
référence est déterminée. 1l est d’ailleurs facile de vérifier que les rota-
tions et translations p +p,, ¢—+¢,, 1 +e du triedre O,z,y, s, sont
liées par une équation linéaire a coefficients constants et 'on en
conclut que les fibres restent sphériques aprés la déformation.
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Il nous reste & examiner les équations (65). En portant 'origine
au point Q, elles s’écrivent

L ) . ) :
(70) 2(7».-&—#)4&;;—%/.1’:14,, ‘),lll\-vf—"-Li)'az—*—/.Q:FA_,,

F, et F, désignant les polynomes linéaires déduits de F, et F, par le
changement d’origine.

Ces relations doivent. étre vérifides sur I'. Nous sommes ainsi con-
duits & un nouveau probléeme d’analyse, que j’ai également étudié
(loc. cit., probléme II), mais dont je n’ai pu trouver la solution géné-
rale. Je signalerai seulement que si F, et F, sont des polynomes
conjugués, c’est-a-dire si d,=¢, et e,=—d,, P et Q sont des poly-
nomes linéaires et les égalités (70) et par conséquent (39) sont véri-
fiées dans tout le plan. On retombe sur le probléme II du présent
Mémoire. '

38. Supposons maintenant gue U'équation (67) ne soit pas vérifiée
tdentiquement. Elle doit représenter I', qui est donc une ellzpse. En
conservant les notations du n° 23, nous avons les identités

F,=S5,G+ G, F,=S,G+ G,,

G, et G, désignant des polynomes du second degré a coefficients cons-
tants et S,, S, des fonctions de ¢.
" On dozt avorr, surT,

- K, =Gy, K,= G,.

En portant 'origine au point Q, on retombe sur le probléme d’ana-
lyse du n° 37, avec cette seule particularité que I est une ellipse.
Les polynomes G, et G, étant connus, on a '

F= SG—l—pGi—qG.l.

En effectuant I'identification, on trouve d’abord quesi I estun cercle,
on peut supposer a=b=A=m=S=o0 et 'on retombe sur la
solution du n° 37. '

Si T estune vérttable ellipse, on peut, par des quadratures, calculer
les fonctions a, b, m, A, S, p,, ¢, e; on sait donc déterminer la défor-
mation, sous la seule réserve de savoir calculer les fonctions P et Q.
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39. Cas général. — Nous supposons, cette fois, qu’il n’existe
aucune relation linéaire a coefficients constants entre p et q. Dérivons

deux fois (39) par rapport & ¢ :

, OF , , o*F
pile= = gp  pH= gL =G

Comme p'¢"— ¢'p” n’est pas nul, on en déduit
(71) H,=F, H,=F,, -

en posant

4_1)/(///___ qll)/! / ot I IE 4

U S L S 4
'2""p/(///__(//[)//\/ ot q BIE

En dérivant par rapport & ¢, on obtient I'unique équation

n ! /A

OF 0*F °F
p /209 B /AN ANl N AN S Sy gy . J—
(72) (P"¢"—q"P") 57 +('9" = q'P") 5 + (P4 —9'P") G =o-

40. Supposons d’abord que cette équation soit wvérifice identi-
quement. Les polynomes F, et F, ont leurs coefficients constants et
I'on a :
oF .
5i =P F,— ¢'F,;
d’ou, en intégrant,

(73) F=pF,—¢F,+F,

F, désignant un nouveau polynome du second degré a coefficients
constants. En portant dans (39), on obtient les trois conditions

. oP
(74) H,=F,, H,=F,, 2(h+ ) y i F,,

qui doivent étre vérifices surT'.

On aboutit & un nouveau probléeme d’analyse (loc. cit., pro-
bléme IIT), dont je n’ai pu trouver la solution que dans le cas ou I' est
une ellipse, ce qui revienta considérer la solution particuliére du n°23.

Si I'on possédait une autre solution,de ce probléeme d’analyse, on
pourrait, en effectuant I'identification de (73), calculer les fonc-
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tions 4, b, m, 4, p, q,, ¢, ¢'est--dire achever la détermination com-
pléte de la déformation.

41, Supposons maintenant que I'équation (72) ne soit pas vérifiée
dentiquement. Elle doit représenter I', qui est donc une ellipse. On
doit encore avoir (74) sur cette ellipse. Mais deux de ces relations
sont identiques aux relations (61). On en conclut, comme wn’ 39,
que l'on retombe sur la solution du n* 23,

42, Conclusion, — Les trois problémes que nous venons d'étudier
admettent tous des solutions plus ou moins simples, mais pour
lesquelles la loi de forces présente généralement un caractére artifictel.
Les seuls cas qui puissent vraiment se rencontrer dans la pratique sont
les cas classiques de la compression uni forme (pour le probléme I) et
de la flewion simple (pour le probléme II).



