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ÉTUDE

DU

MOUVEMENT D'UN FLUIDE PARFAIT
^ D É P O U R V U D 'ACCÉLÉRATION

PAR M. EMILE MERLIN.

Introduction.

1. C'est un cas banal que celui d'un fluide se mouvant à la manière
d'un solide, d'un mouvement rectiligne uniforme. Mais on peut se
demander si, en dehors de ce cas, il existe des mouvements de fluides,
que nous supposerons parfaits, pour lesquels chaque particule conserve
sa densité et soit animée d'un mouvement rectiligne uniforme, c'est-
à-dire se meuve comme si elle était entièrement libre. Ceci ne signifie
pas qu'aucune force n'agisse sur le fluide. En effet, désignons, suivant
l'usage, par p etp respectivement la densité et la pression et par X, Y, Z
les composantes, suivant trois axes de coordonnées rectangulaires, de
la force agissant sur Punité de masse, au point de coordonnées x, y , s.
Les équations du mouvement exigent que Pon ait

î=^ %^- î^-
Les composantes de la force par unité de volume seront les dérivées

partielles d'une même fonction de a;, y, z. L'effet de la force sera
simplement d'assurer en chaque point du fluide la pression représentée
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par cette fonction, pression qui pourrait d'ailleurs varier avec le
temps.

2. Appelons a, b, c les coordonnées d 'une-par t icule à,l'instant
initial et/i (a, 6, c\ f^a, b, c), f^a, b, c), les composantes de la
vitesse constante qui l'anime. Les coordonnées a?,j, z, de la particule
à l'instant t, s'écrivent
(i) x ==a 4- tfi (^, b, c), y = b + tf^ (a, b, c), z = c -4- tfs (a, b, c).

Les trois fonctions/i, /a, /3 devront satisfaire, quel que soit ty
à l'équation de continuité

B^j^_
D ( ^ ^ c ) ~ •

En vertu des équations (i), l'équation de continuité deviendra

f(0^^ ̂  ̂  ̂ \ ̂  ,JP(A^) ,. P(/3./l) , P^/n/.)]
Y^ ^ d e / ' L^^) D ( ^ a ) • D ( a ^ ) J

, / . ' . , • , , . ^P(^^^)^,
. 1 1 , 1 . ^ , ! ! • +£ "n^Tï^T1-0- 1 1

Conime elle doit avoir lieu pour toute valeur de t, on devra satisfaire
aux équations

W ^f+f3-0-• àa àb àc

1^ D(^/3) , PC/^A) , ^(yi^)^..,1 / D ( ^ c ) " T ~ D . ( ^ a ) D ( a , À ) '

m P^J^)^,
V 4 / D(a ,^^)

La dernière exprime que l'indicatrice 1 des vitesses, obtenue en
menant par I^origine des vecteurs équipollents aux vitesses des
diverses particules du fluide, est un point, une ligne ou une surface.
Si 1 est un point, toutes les particules sont animées du même mou-
vement rectiligne uniforme, nous retrouvons le cas banal.

3. Si 1 est une ligne, on écrira .
':,'—;-;,1,,- ^=9,CÀ),;, ^=1^(^)^,^ ^^^(À)^ :• ^ , 1 ; , 1 1 , 1 , : 1 1 ;

où X est une certaine fonction de Oy b, c.
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La seule équation à satisfaire sera l'équation (2), qui devient
^cpi àt d^ à\ do 3 à7.
"̂ T àci -+- ~dT 'al) + ~cT/~. 1jc :o.

Elle exprime que la tangente à 1 au point pour lequel le paramètre À
a une valeur déterminée A., , est parallèle au plan tangent à la surface S
qui a pour équation

À (a, b, c) ==Âi.

La surface S est donc un cylindre. Or les lieux des points pour
lesquels la vitesse est la même sont précisément les surfaces À ==const.
et la vitesse qui anime les points d'une telle surface est le rayon
vecteur du point de l 'indicatrice 1 défini par la valeur de X qui
détermine la surface. Donc, pour obtenir le mouvement du fluide^ on
tracera dans celui-ci une f ci mille de cylindres^ à un paramètre, on consi-
dérera un cône dont le sommet est un point fixe 0 et les génératrices des
droites parallèles auoc génératrices reçulignes des cylindres^ et l'on déter-
minera V arête de rehaussement 1 d\ine surface dé^cloppable dont les
plans tangents sont parallèles aux plans tangents au cône. A. tout cylindre
de la famille on fera correspondre ainsi un point de I. Cela étante à
V'instant initialy on communiquera ausc particules de chacune des traces
cylindriques du fluide^ une vitesse égale au rayon vecteur du point de 1
qui correspond à cette trace. A la condi t ion de définir la force et la
pression ainsi que nous l'avons indiqué plus haut, le mouvement du
fluide se continuera sans accélération.

Dans le cas particulier où les génératrices des cylindres sont paral-
lèles à une direction fixe A, le fluide sera animé d 'une translation
rectiligne uniforme dans une direction perpendiculaire à A, tandis
que chaque trace cylindrique glissera sur elle-même parallèlement à
ses génératrices rectilignes avec une vitesse constante, variant arbi-
trairement d 'une trace à l 'autre. Si les cylindres se réduisent à des
plans parallèles, ceux-ci glisseront arbitrairement les uns sur les
autres, avec une vitesse constante.

4. Envisageons l'hypothèse où l'indicatrice 1 est une surface et,
tout d'abord, supposons la surface plane. On ne nuira pas à la géné-
ralité du résultat, en prenant le plan des a, b parallèle au plan I, c'est-

Ann. Eu. Norrn.. (3), LV. — FASC. 3. ^9
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à-dire en faisant/;i constante. Les équatioîis (2 ) et (3) à satisfaire
s'écrivent

àfl^àà^^
àa ~àb ~~~ '

.5-v P(Ti^).-,,
(^ D ( a , À ) -°'

La première permet de poser
,/,, . ào /. - à^
( 6 ) ^àP ^-fa

(p étant une fonction de a, b, c, qui devra satisfaire l'équation (5),
danslaquelle/i et f^ auront été remplacées par leurs valeurs (6);
<p devra donc être solution de l'équation

. ! ^cp ^cp / ^9 Y_
(7) IW W ^\J^àb) ~~°'

L^équation (7) n'est autre que I/équationdes surfaces développables,
en coordonnées û, 6, op.

Pour communiquer au fluide un mouvement de l'espèce, on consi-
dérera une famille simplement infinie de surfaces développables^
dépendant d\m paramètre Cy à savoir

r.==cp(a, b, c).

On projettera les génératrices de chaque développable sur le plan paral-
lèle au plan des ab, ayant pour cote la valeur du paramètre c qui définit
la développable envisagée. On obtiendra de la sorte une congruence reçu-
ligne G, que nous supposerons plongée dans le fluide. Les droites A de G
sont les lieux des particules animées d'une même vitesse. Pour une de ces
droites A, la vitesse s^ obtiendra de la manière suivante. On mènera par
l^ origine 0, un segment OE parallèle à la normale à la surface dévelop-
pable de la famille qui contient la génératrice rectiligne dont A est la
projection y en un point quelconque de cette génératrice; l'extrémité E du
segment se trouvant dans le plan c==— i. On projettera OE en OE7 sur
le plan des ab et l'on fera tourner dans ce plan (W autourde 0 de 90°
dans le sens de l''axe des b vers ï'axe des a, pour amener OE/en QW.; OE!'
n'est autre que la composante parallèle an plan des ab de la vitesse
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commune à tous les points de à. La composante suivant l'axe îles c est
évidemment la constante /;i.

5. Etudions à présent l'hypothèse où rindicatrice I est une surface
quelconque. Désignons par a, (3, y les coordonnées d'un point M de I,
par À, ^ deux fonctions de a., b, c et par 9,1, ç^ 03 trois fonctions'de A
et de ;j-; les équations de 1 s^écriront

(8) a = 9i (A, p0, p := 920., p), y = ̂ (A, (a).

L/équation de condit ion (3) s^écrira, puisque /'i, /_», /';; ne sont,
autres que c p , , ©2., 93 où À et ;JL sont remplacées par leurs expressions
en fonct ion de a, b, c,

(9)
D(9^ y:}) D ( ̂  p' " ) , D(9^ 9,1) PC/. , ^.) D( '9 , , 9.j D( À, ;j.') _ ^

,D ( \, /-'. ) D ( b, c ) "^ l) { A, p, ) D ( c, (.f,-) D i /., y . ) I ) ( / / , //) 0'

Appelons l la ligne qui a pour équations

( lO) Â ( C 7 , b^ C) ==: Ci, fJL(^ , &, C) == Ça,

Ci et Ça étant des constantes. Les lignes l sont les lieux des particules
du f lu ide qui sont animées d'une même vitesse^ qui se déplacent donc
comme des fils rigides. Elles forment une congruence G. Les équa-
tions (8) et (10) établissent entre la surface 1 et la congruence G une
correspondance dans laquelle à chaque point M(À, y.) de 1 correspond
une ligne l de G pour laquelle Ci et Ça ont respectivement pour valeurs
les coordonnées curvilignes A et p. de M.

L'équation (9) exprime que la tangente en un point quelconque de
/ est parallèle au plan tangent a i au point M correspondant à /. Toute
ligne l du fluide qui se comporte comme un fil rigide est donc plane et
située dans un plan parallèle au plan tangent à V'indicatrice au point
qui fixe l^ extrémité du vecteur définissant la vitesse commune à tous les
points de l.

Cherchons ensuite à interpréter l'équation de condit ion (2), qui
s^écrit ici

r)cp-t à\ ià^ à)_ (^ €rh à^.â^ à^ à^ _ ^9; à^ _ ,
(u) ^T rfo"1" à~k Jb • à), àc â^. àa 1 à^ àb ^ à^ àc "~<J'
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Posons

c2» ^y^. S(^)'=G•
Sur la surface 1 choisissons pour sens croissant des arcs des lignes

coordonnées, celui suivant lequel croît le paramètre variable. Appe-
lons ̂  Farc de la ligne coordonnée le long de laquelle A varie seul et
s^ l'arc de la ligne le long de laquelle p< varie seul, on aura

(i3) • cls,=\/EcÛ^ d^_=\/Gdp.,

les radicaux étant pris positivement.
Appelons N/ la demi-normale à la surface }c = C^ dirigée dans le

sens des Ci croissant, N2 la demi-normale à la surface [j. == Ça, dirigée
dans le sens des €2 croissant, on a, dn^ désignant un déplacement
dans le sens Ni et dn^ un déplacement dans le sens N3,

(r4)

d\ _ / / ̂  \ 2 / aï y f à^ '
^"""V \~àaJ ' ^ [ ô b ) '^[âc.
-^-i/^^-V Y <

^=vW<ïH^)'-
les radicaux étant pris positivement.

Désignons par Ti et Ta respectivement, les demi-tangentes posi-
tives aux lignes coordonnées de 1 le long desquelles À ou p- varient
seuls. En vertu des équations (12) et (i4)? Inéquation de condi-
tion (n) s^écrira

VÊ^ L cos (N , ,T , )4 -v / G^cos (N„T , )=o , ,
u/î^ CiTi^

ou, en vertu des équations (i3),

(15) ^cos(N,,TO+^cos(N^T,)==o.

On peut se donner arbitrairement rf^ et dn^ sur les demi-normales
N^ et N3, on en déduira dl et dy., d'où A'i et ds^. Faisons dn^ = dn,,
alors l'équation (ï5) devient
(16) " ^ iCos(Ni/I\)- t-^cos(Nâ,T2)==o.
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Donc, l 'équation de condition (2) exprime que, si l'on se déplace
infiniment peu et de même sur les demi-normales aux surfaces \==Ci
et [L= €2 et dans le sens des C^ et Ça croissante les arcs correspondants
des lignes coordonnées de 1 se projettent sur les demi-normales qui leur
correspondent suivant des éléments égaux et de signes opposés.

Ainsi, dans l'hypothèse où Findicatrice 1 est une surface,la déter-
mina t ion du mouvement du fluide dépourvu d'accélération revient à
la détermination d'une surface 1 et d^une congruence G de lignes
planes l telles que l'on puisse établir une correspondance entre les
points de 1 et les lignes de G, jouissant des propriétés suivantes :

i° la ligné l se trouve dans un plan parallèle au plan tangent à l au
point M qui correspond à l-,

2° ayant tracé sur 1 deux familles simplement infinies de lignes
À = = C . , , [ j .==Cy, auxquelles correspondent deux familles de. surfaces
de la congruence G et, considérant les demi-normales aux surfaces
À = = C i , a = C a , dans le sens des Ci et C^ croissant, à des éléments
infinitésimaux égaux de ces demi-normales correspondent des arcs
infinitésimaux sur 1 qui se projettent sur les demi-normales qui les
définissent, suivant des éléments égaux et de signes opposés.

Si cette dernière propriété a lieu pour un système de lignes de
coordonnées sur I, elle a lieu évidemment pour tout autre système et,
sans nuire à la généralité du résultat, on choisira, dans chaque étude
particulière, le système le plus avantageux.

CHAPITRE I.
ÉTUDE DU MOUVEMENT QUAND L'INDICATRICE ÉTANT UNE SURFACE,

I.ES FILS R.IQIDES SONT DES DROITES.

6. Nous écarterons le cas où l'indicatrice est un plan, ce cas ayant
été étudié précédemment. Plaçons-nous dans l'hypothèse où la
congruence G est rectiligne, c'est-à-dire dans celle où les lieux des
particules fluides qui se meuvent comme des fils rigides sont des
droites. Nous distinguerons trois cas, suivant que le lieu des images
sphériques des droites de G est une surface, une ligne ou un point.
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Dans le premier cas, menons par l 'origine des droites parallèles
aux droites de la congruence et déterminons leurs intersections P
avec le plan a== i . Nous choisirons pour paramètres A, p-, les coor-
données de P dans ce plan, de sorte que les équations de G s'écriront

(17 )
b==. À^-t- 9 (A. f ^ ) ,
c == [j.a -t- ^ ( A , [J.).

En différentiant chacune d'elles par rapport à a, é, c, et résolvant
les équations obtenues par rapport aux dérivées de À et de y,, il v ien t

/ ./ à^\ ào f à^\ rÀp
•— À (û4- — ) -+-U— , — ^ f f+-^ H"7-^à7. \ à[jj ' à[j. à[j. ___ t \ à}. ) àh,

' à c i — — — — — — — T ) t âa— ^ D „ î

à^ _ ̂
(18) ^ ^^"^^ ' 1 ^^-_^.

r^ "~ D î àb - D 5

ÔQ . ^9., — — . ' a + —
<7À _ ^p. . ô[J. _ ^/ ^
~àc^~~W~' . ~ à c ' ' ~ D î

dans ces équations, on a posé

n / ^\ ( à^\ à^ à^D == [a -h -.̂  a -4- T — ,-t , -.
\ <)// \ ^J./ à[j, à).

L'équation de condition (î î) devient
ào, F , / c)^\ à^ 1 (h, F / à^ \ , ^1—— — À ( a -+. T ) + ̂  T -}- ——. — ^- a 4- .Y ) + À -J"6?À L \ ^p-y ^'j ^/J- L \ C 'À/ ^ l

<)cpo / <MA ^cpo ^1' 6?(p., ^® ^eps / ào)
_L- ,-„T-" j r/ —L, T 1 __ T -. _T_ __ _^J " T _i T" ( /, 1 _ I,—j— .—-_— . ̂  _^,,,,i. -^ , ,—_—— . —— —_— _- .„„ _^— ^__ , â 4- ̂  ==0.^À \ ^^y ^^ àt à h à[j. à\j. \ à h

El ledo i t être satisfaite en tous les points d'une droite quelconque
de G, donc quels que soient a^ À, p«. On doit donc avoir

, , , • ! ào.. • . à^^ àr^ . àm^
(iq) 1 , ^w^^+-^^lJ-'-Tl:==:oî• ^ ' '<7À à/, à^ • ^^
/ . <?cpi / . ̂  à<^\ ^©1 / ^<p , àtll\
(20) ^ < ^ Â ^ • + a — - ) 4 - ^ — ^ ^ !

/ à/. \ âp. ' àpj à[M\ • ai à^)
l l ' ^<ps ̂  " <?9s ̂  ^9.3 ^9 ^9.z ^9_/..' . , ^x'^.^-^^^1^^.^:^^ . ' - , , ,
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ce qui rev ient à exprimer que la deuxième propriété géométrique a
lieu au point où la droite A d'équations (17) rencontre le plan des bc
et au point à l ' i n f i n i .

Désignons par C une fonction de A et de a et posons

(' 2 1}
^=^

à^C
à\ ày.î

•l 'équation (1,9) s'écrira
à ( , à^C à€\ à ( ^C
^ V2- />^^ -h •àpi) + ̂  [^~^W^

Appelons JTl u n e fonction de A et de u., l 'équation précédente sera
équivalente aux suivantes

(2-â)
aï ô[j. à[j.
(^.e- ' â.e

jrà^ ~^ 7ïL
^J^

?3-^^

à3}L
.^?

à3}'L
"^r'

Rapprochons les équations (21) et (22), nous obtiendrons pour
équations de I, en vertu de (8),

— <jsJO " 1 1 ' ! !
a~~' ât à p. ' ,

(23) ^à^àf^^^^n\,
1 <7U V ^À /^1

_ ̂

' ~~ ^À '

àe
àp.

• c — ;m .p,

Dans l'équation (20) substituons à ç^ ©2, 9^ les expressions four-
nies par les équations (21) et (22), il viendra

(24)
à^n à^ ^(jg^-Qu) ̂  ^(x^-hJii) ^9 __ à'- <m ^ç
^^ ^F à^ àV- à^ ai ôy, ô\ à^ à7.

Q.

Exprimons la première propriété géométrique, c'est-à-dire le paral-
lélisme de la droite A et du plan tangent à 1 au point M de coordon-
nées X, ;^; il vient

-• • - D( 92.93) .D(9^9 i ) , D(9i .<h) .
. D(À^) "hl D ( À ^ ) , ^ D(À^) ,~ ^ 1 ,
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ou, en tenant compte des expressions (21) et (22),

(25)
^rnl ^\m
^"^î2" "̂ I2'

à'C à^C' ^2 <m \ a ^2 ^ ^2 Dît <^ C1 ^ DUj
,àlàp,) ô^- àV- àV1 à[L1 àV- à^

Revenons à l'équation (24), que nous écrirons sous la forme sui-
vante

à [ ô^n , à'1^ (FOR N
—— | —————— m _4-_ ____ m .4— ,_____ m

^V^À^-* à^ 1 • àr- \
" ̂ à^^t

â7. \ à^- à^
à7' €

~^àTà^

^ô^}
_ à^€
~^W~àp.

et posons, 9t désignant une fonction de X et de ;J-,
à^^ <^r _ à^ât

T~~2^^;'W 07^ op. T 1 ai à^

L'équation précédente deviendra
à [à^c^-Dn)
^[——à^——^

à r à^Xi
^["i^9

c^-OVi
jr^y' à^'\

'àT

à^
^n
^rj-

On aura donc, ^ désignant une fonction de À et de [j^

(27)

àî(^}t-+-
à"^

à^3Xi
àhàij.

^)-—y -i-

o 4

à^orc
ôh à[j.

à^ ( .m —
^

+e}^-
à(^ ~i-

àl
à(^^r

à^

91)

91}

.̂ llMontrons que jrjj ne saurait être nu l . En effet, admettons un instant
que cette dérivée seconde soit nulle. En vertu de l 'équation (35), on
en déduirait

^r.m-4- ^) à'n f? — OVL)(28)
ai2 à^

D^où, par exemple,
f)î (jrc -+- .€)

àr-
Calculons les dérivées par rapport à X de a, ?, y,tirées des; équa-
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tions (28), il vient

6?a à" € _ ^ ( .€ -4- ^1t ) _
àî. """' à}-:- à^ ~" d/.2 à [ j . ~ " 0,

^Ê — A ̂  !̂,£ . (?J11 \ — ' à3€ — '
J\ — ̂  V" ̂ 7 -r '̂ r / ~" /' J/Fô^ ~" OJ

^ï _^ f):! •^ ^2 (' •€ ~t~ l)11 ) __
fJx ~~ ̂ IT^ô^ ~ î ) } ^ ~ ' 0 '

L'indicatrice 1 cesserait d'être une surface. Le cas où le second
facteur de l'équation (28) serait nu], conduirait à la même con-
clusion.

Cela étant, le système formé par les équations (27) sera équivalent
à celui que l'on obtient en conservant la première et en lui adjoignant
celle-ci multipliée par^—,""/' L j augmentée de la seconde multipliée

6̂ 11 , , , i. . . ,par .-, . > c est-a-dire la suivante1 <^À à\j.
^ ^ ( ̂  4-. jrc ) à'1 ( .^ — 3Vi ) /^l^VI
L ^ J ^ ~ i ~ [ àt ()pJ J?

_ à' ( € —jrc) ^(^4-gr.) à^oR à^î— yc] .
~ ~ à ^ ^ À " t ' 5 r ^ i ^ ' ,

Or le coefficient de ç n'est autre que le premier membre de l'équa-
tion (25). Les fonctions .£, DTi, 91, ® doivent donc satisfaire à la
condition

^2 (^ __ ^t) ()(^ ̂  ff^ ^i^ ( j { ^ __ ̂ ) ̂

(^9) . ——^5————^——+^^:——^——-°'

Les équations à vérifier sont donc les équations (26), (29), (26) et
la première des équations (27).

Pour obtenir un fluide de l'espèce considérée, on se donnera arbi-
trairement deux fonctions ® 4- 9'C et £ des deuoc variables "X et [x, on
choisira une solution 3YL de l'équation de Monge et d'Ampère (25);
V équation (29) fournira ensuite S — ̂  par une quadrature, l'équa-
tion (26)' et la première des équations (27) donneront les fonctions 9
et'^y et, par suite, grâce aux équations (17) , les fils rigides^ lesquels
seront animés de la vitesse (y^, Ça, Ça) déduite des équations (21) et (22).

Ann. Éc. Norm., (3), LV. -- FASC. 3. ^
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7. Cherchons l 'équation différentielle des asymptotiques de la
surface I. A cet. effet calculons les coefficients D, D^ W de cette équa-
tion. Il vient, en vertu de (a3),

(3o)

D —

T\f

\ D =

D^

^€-
à^ à[j.
à^

àr- à^
à\€

àtà^

à^
âr' à^

à5^
àr- à^
à^C

ai à^
à^e

à\ à^
à^

<fA2 à^
à^e

à^â^

^(.^•4-^1)
à^à^
à^OVi
^ ày.

^(^ —0-\Z)

à^-

à\m
â7. à^
^\m
à7. à[î.

^{.G—OXi)
à^

^(,j[?--J1Ï,)
à^

â^orc
à7. à[î.

^(^^jrc)
à^

^(,e +,m)
àr'

à^^ 4-^1)
âr-

à^DVi
à\à^
^Jîl
àV-à^

^(x-'+jrc)
à^

à^rc
à\ à^

^(.C —DU)
ai à^

^(.C -+-^îl)
^À2

f}2^!
à\ à^

D'autre part, de l'équation (a5) on déduit par différentiation

^(je+jn.) c>'(.g—jn) ^(.g—jiz) ^(.jg+jit) ĵn, ^sj^ ^
^3 ^î <^<^2 ^—+2^^3^^^^;-OJ

^(j?+JU) ^(ff—yti) ^(.g—jii) ^(^^.3^) ^jiz ^j^ _
à^ày. àp2 • à^ f)r- +ïàTàyî~â^â|J.~o'

Par suite, multipliant la première des équations (3o) par àî(£'~.''>1<').

la deuxième par 2 ̂ —f la troisième par - ̂ ^^^^ et ajoutant, il
vient
(3i) ^£r-^u)D4-2^lD/-^(^t^lD'/-oà^ " ^ ^ à ^ à y " ^———U-o.

Écrivons à présent l'équation différentielle des asymptotiques, après
l'avoir multipliée par (-^j\ et y avoir remplacé D' par sa valeur
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tirée de l'équation (3i), nous aurons

/6^Yn /^ à'^ <H^-^)-n r /( '3T—— •t3 ^•" — •3T-—— ———T———— D <^A ^l^\<7À<7p.y àKâu. au.- [

à^- <m ^ ( x" + .m ) „ , / <r- .m y , ,
-+- ^ ^ ——^——- D"" ^À ^ui 4- ^ . • D " f/a2== o.<7À<7|J- <?À2 r \à/.à'^} l

Remplaçons dans le dernier terme ( — - — ) par sa valeur déduite de
Inéquation (^5); Féquation différentielle des asymptotiques s'écrira

/ 2 , F à2 <m ^ c /? - ̂ n ') l f ^ on ^ ( /- - ̂ iz •s.-, „ , 1
( 32 ) -.=——- <r/Â — ———Y-,—— d[j. . D rfA -+- ———,-:;——13" cî^ = o^

[ à / . à[M à^ i | [ à h à[j. à/^ |

ou tout aussi bien

F ̂ lm r à^( ̂  — •m ) / 1 F ̂  ( ^ ~ lm î î. /- ^'tm ^" ^ '( 33 ) ^r-y- ^Â — ———^——- du. ———.——— L) dl. — D' dp.
' l ()7.à[j. op.- l J [_ ()[j^ àhà^ '

Considérons les asymptotiques que l'on obt ient en égalant à zéro le
• premier facteur. Les paramètres directeurs des tangentes à ces asymp-
totiques se trouveront en différentiant les équations (23)et en tenant
compte de ce facteur nul et de l'équation ('25). Il vient

- à^e .^ à^ ,
dy. == ^ , , ci). -+- .̂ . ^ «^,à^ô^ ôkà]^ i

- , / à^ ,. à^ , \
dÇî == À -^——— dh + .. . ^ d[î. .- \à}î,à^ à^à^ r /

/ ^€ - ^x" , \
cly == a ^ „ . • d). + .̂ . „ du. .4 l \àV- au, <7À c/p2 l /

Nous voyons que les paramètres directeurs des tangentes asympto-
tiques considérées sont i, À, ;j-. Ainsi les fils rigides du fluide en
mouvement sont parallèles aux tangentes asymptotiques d'une famille
de l'indicatrice des vitesses.

Il est certain qu'il existe une autre solution pour laquelle l'indica-
trice est la même et ouïes fils rigides sont parallèles aux tangentes
asymptotiques de la seconde famille. C'est ce qui apparaîtra d'ailleurs »
plus loin d^une manière tout à fait évidente.

8. Donnons un exemple, en prenant pour G et Jll les fonctions
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suivantes

(34)

EMILE MERLÎN.

€ = ̂  A^. -yiog^ ̂  OR == À^.

Comme on s'en assure aisément, l'équation (2$) est vérifiée et
l'équation de condit ion (29) devient

i à(':î +<9ï) à^ —^t)
H- .̂ à^

& désignant une fonction arbitraire de X et de p-, on y satisfera en
posant

,^, ^-^=ç.(35) ^+^==^—, ^-^=—1 ^p. ^Àà^ ai

L'équation (26) et la première des équations (27) fourniront les
fonctions 9 et 6. En tenant compte de (34) et de (35), il vient

(36)
— àzël à^ àîêî

îp - ljf àTà^ ~ JFày. 4" âTàp. '
^s.

W + ^ ^ P - ^ Tai à^

II s^ensuit que l'indicatrice 1 est définie par les équations

(3?) a = = À , P = ~ 4-X-h-log^ T = = — ^ ,

et a pour équation en coordonnées cartésiennes
^ ^_ ^^»a

Les équations (17) définiront les fils riçides A et s'écriront, en vertu
de(36),

; _ , à^S, à^S. à^Q
^-À^-^ ̂ ^^^^^^I^^

(38)
, à^ëî à^

^^^-^^r^j4-^^^;'
Calculons les déterminants D, D\ W en partant des équations (37),

l'équation différentielle des asymptotiques de 1 prendra la forme

idi - - d^ ) ( d\ + x- ̂ u.} == o.
\ P- / \ F- r /
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Appelons asymptotiques de la première famille, celles que l'on
obtient en égalant à zéro le premier facteur et asymptotiques de la
seconde famille, celles queFon obtient en égalant à zéro le second fac-
teur. Les asymptotiques de la première famille auront pour équation

celles de la seconde,
p.=Â^\

y.=/^_e-\

k^ et Z-a désignant des constantes. En remplaçant dans les équa-
tions (37), p. par ces valeurs, on obtiendra pour équations de ces
asymptotiques

/ a==l a = A ,

( 89 ) 1 (3 == ^ 4- a A 4- log À-, et 6 == ̂  -4- logA-a,

( Y=~/^ , Y==-Â-,^\

Ce sont des courbes tracées sur des cylindres droits du second
degré, parallèles à l'axe des y, et leurs bases paraboliques sont super-
posables par translation. Les tangentes aux asymptotiques de la pre-
mière famille ont pour paramètres directeurs i, À -+-2, — p-; celles
de la seconde famille i , À, p-. On vérifie que les fils rigides sont paral-
lèles aux tangentes aux asymptotiques de la seconde famille.

Pour obtenir la solution pour laquelle les fils rigides sont parallèles
aux tano-entes aux asymptotiques de la première famille, il suffira de
choisir pour £ et 311, les fonctions suivantes

^^^-al^-" riog(-p.)^ .m=--}^.

On voit sans peine que l'équation (2$) est vérifiée. Les équations
de 1 s'écrivent

a=}.~3, (3=^-À-4-log(-p) , T==p,, .

OU
p-^-a-

C'est bien la même indicatrice que celle que définissent les équa-
tions (37). L'équation différentielle des asymptotiques est toujours
la même. Considérons celles qui forment la première famille. Les
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paramètres directeurs de leurs tangentes sont i, X, ;j-; et dans la
nouvelle solution les fils rigides sont parallèles aux tangentes asymp-
totiques de I, de la première famille.

9. Plaçons-nous maintenant dans l'hypothèse où les droites A de la
congruence G ne présentent qu'une inf in i té simple de directions,
et mettons les équations de la congruence sous laTorme

(4o)
( b = / i (A ) 04- ̂ (1, V-}.
I ç==i /J}.) a.-}- ^(1, p.).

De ces équations, on déduit par différentiation
, <?4/ , âo , / , ÔQ\ , ( „ à^_ / _L 4- /„ _ — /J al. 4- —r 4- / ai^ + —

à'A _ 6?p. à\j. à\j. _ \ ' à h ) l \ - àh,
àa~ D àa'~~ D

^ ._ / à^\
érk_à^_ 1 à^ _ V 2"+" à7j^
àb~ D ? àb ̂  D ;

<?<p /, ()(û
—— T . ^[' 4-. T

<?/. __ ày. à^ _ i â7. ^
~àc~~~!T"' ~àc " " D ;

D étant égal à
f , à<p\à^ / „ à^\()cp
al\ -^ -1- } - ' - — [ cfl^ -\- — }— -^ 1 àk ) à[j. \ - àh j.à[j.

L'équation de condition (i i) prend la forme
Api / à^ , àQ\ ào^ ( ,, , , „ , à(û , ()^\-^(-/l^-+-/2^)4-^:(-^/2+^^-/°-^4-/^)

+^^-^(^,+^}-(^^+à^(al\+^}==o.ai à^ à^ \ î à h ) àk ày. à[j. \ ^ àA )

Comme elle doit être vérifiée quels que soient a, X, ;j-, on en déduit les
deux équations suivantes :

(4ï) " ^ ^ -^ /^^Z /^4-^^^1^0 ,
•à[i. 1 à^ - à^ - ày.

(^\ ^f i ^ ,./ à ( f \ à ( ? i ( , àcf . à^\\^2 ) —— ( — /^ -Y- 4- /y — \ 4- —-—( — /^ —L ,4- / —1 • .
àh \ à^ ày.j à^\' ' ai ai)

Ô^ a <^ (Jy^ ̂  ^^3 ^? ^?3 ^Ç_"^À" j ] j . ~~ "^ î "~ ''(?r ̂  "+' "̂ r ji=:0.
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L'équation (4i) intégrée par rapport à ;J-, devient, en désignant
par / une fonction de À,

/',, (93— /s9i) —• ^ ( cps— ^pi) =:L

Remarquons que, si l'une des dérivées l'^ .̂, est nulle, / ' , par
exemple, les droites A sont parallèles à un plan que Fon peut prendre
pour plan des ac. On aurait alors Z, == o.

Nous étudierons a part ce cas particulier. Supposons donc tout
d'abord l\ et l'^ différentes de zéro et posons l== 2^^^ Z.j désignant
une fonction de À. L'équation précédente s'écrira

^(?3-^?l-^^)=^(^-^9l-+-^4).

Appelons l\Ï.^i, la valeur commune des deux membres, ç,, étant
une fonction de À et de ;j.. Nous-aurons en résolvant par rapport à ç.>
et y3
(43) 9s= ^?1+^ ( ? 4 — — / 3 ) . ' P:'.̂  /291l+ //:>((^..4- /3)•

Utilisons ces valeurs dans l'équation (4.2), cette dernière prendra
la forme
/,^ / / / à^ ,/ à^\ 1 ' , „ à^ ^à<û\ / „ à^ à(û\ào^(44) (/-^-^^^ l+(/'^-/^)ff l l+(/]^-/2^}-^

/ àw „ à^i \ àvf, ,„ „ „ à^ , , „ , „ ,,)àcf> __"^v2^""^^^"^^^^13^"'^23 '^23^"
Calculons ensuite les paramètres directeurs de la normale à l'indi-

catrice I, il viendra, en tenant compte des équations (43)
D(cp,,tp3) /„ „ , 7 " , n , / ' ̂  /" / /' / ' ' } / ^1

'Da^ r^V 1 ^ 4 ' ^ 9 ^ 1 ^ ' " 1 3 " 1 ^ 2 ^
+(^+/ÏT.-/;^-^/,)^^

-(l'^l'^+l-^+l^l'^Y0^
( 1 ^1 . /// _1_ /" 7 -L- // // '\ // ^Q:)A

^v2^ 2?' a - v ^î

,̂(,̂ ,.,̂ ^ ,;,)^_,.^^,
^^='^^-('••^^+'••^-^•-'.f•)%-



^4o EMILE MERLIN.

Exprimons le parallélisme de la droite A et du plan tangent au point
qui lui correspond sur I, nous aurons

[ (^^-^^)?.~(^^+^^)^-(^^+/^3)^]^=0.

Si •— ==o, ©,, est une fonction de la seule variable À, fonction que
nous appellerons l^

Si — est différente de zéro, on devra écrire
(/Ï^- i,i\ ) 9,== (/; i,^i\ î'^i'^iAi^wr,.

Remarquons que, si le coefficient de 04 est différent de zéro, o/. est
une fonction de A seulement et que nous nous trouvons dans le cas
précédent. Supposons donc qu'il n'en soit pas a ins i , alors

1̂ ^2 —— ^2 ^\ ̂  °?

et, par suite, en intégrant et désignant p a r p et q deux constantes,
4==p/i-+-<7.

Les droites de la congruence seraient parallèles au plan
c -=pb -\- qa.

Ce cas étant réservé, nous pouvons admettre que y 4 est indépendante
de p., et écrire les équations (43) sous la forme

(45 ) o. = ̂ i <pi -+- h, ^3 ̂  4 ?.i 4-1^ ,

en désignant par Zy et /e deux fonctions de X. Introduisons ces valeurs
dans l'équation (42), celle-ci s'écrira

•^^^r,)=^(i'
à^ v 2 • 1 e / ày.

(46) •^(^^+^)=^(^^+^).

Reprenons l'interprétation géométrique des conditions du problème.
Les droites restent parallèles à une même direction quand ^ varie
seul; la surface correspondante de G est un cylindre C, qui coupe le
plan des bc suivant une courbe F, le long de laquelle p- varie seul.
Soient A une génératrice rectiligne de C, Q son point d'intersection
avec T. La surface C admet pour normale Ni , suivant une notat ion
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définie plus haut. La surface [x==consL admet pour normale N3. En
vertu des équations (45)? les lignes A = const. sur 1 sont des droites D
parallèles aux droites de G. A A correspond sur 1 un point M et,
lorsqu'on fait varier [j-, M décrit une droite D, laquelle coïncide avec Ta.
La condition géométrique (16) exprime, N^ étant normale à A et par
suite à Ty, la perpendicularité de N,t et de Ti. Ainsi Ni est perpendi-
culaire à T i , à T.j et à la tangente ï en Q à F, tangente dont tes para-
mètres directeurs sont o, ^ 9 , -ï. Ti , Ta et T sont donc parallèles à un
même plan. C'est cette condit ion géométrique qu'exprime l'équa-
tion (4.6)...

On sait que la condition nécessaire et suffisante pour que l'indica-
trice 1 soit une surface développable est que Fon ait

(47) ^ ̂  /.

Supposons que 1 soit une surface développable, appelons Zla valeur
commune des rapports qui figurent dans l'équation (47)» la condition
(46) s'écrira (^-'•^)'B.+"=»•
Or Ci ne saurait être égale à une fonction de A seulement, sans que
l'indicatrice 1 se réduise à une ligne. On a donc

m '^-'-t—
Réciproquement/si l'équation (48) est satisfaite, on a, en vertu

de(46)
,, àb ,/ ^9

(49) /^-^=oî

et, 9 et ̂  ne pouvant être indépendantes de ;ĵ  sans que G cesse d'être
une congruence, on en conclut la relation (47), et la surface est
développable.

' Cela étant, si l'indicatrice 1 est une sur face réglée gauche, le premier
, Aruï. Éc. Norrn,, (3), LV, — FASG.^. ; . . , , ;/ • , ;: . 1 3I ' .



^42 EMILE MERLIN.

membre de l 'équation (48) est différent de zéro, et les équations de l
s } écrivent

// ̂  // ^?/ ^ . 0 ^ -
a == — ———————T- ï

// ̂  // ̂s ^ 2 ^
// ̂  -^ // ^2

^-'•TQ-'"1 <)p. 2 â[j.

• ' 1 1 /' ^„// ̂
, 5 ()u. <t ^u- ,T ̂ T^r^16-1 ^p. 'i ^p-1 1 ' 1 ! ! ! , ; '4

jL^* fils rigides sont définis par les équations (4°)» dans lesquelles ç
et 4' ̂ ^ rf^ fonction!! arbitraires de À ̂  rf<? p-.

10. Si l'indiôatrice I est développable, on devra satisfaire aux équa-
tions (47) et (48). Comme les coefficients directeurs de la tangente à
la trace du cône directeur sur le plan a = i / sont i, /',, ^ et ceux de
la tangente ï a F, o, Ç^ <-^ il résulte de l 'équation (48) que ï est
parallèle à la tangente à la trace du cône. Or, cette dernière tangente
ne dépend pas de [J-. Donc tout le long de F, la tangente reste parallèle
à elle-même et F est une droite parallèle à la tangente à la trace du
cône.Les surfaces C sont des plans. La normale Ni à G étant aussi la
normale au plan tangent à I le long de la génératrice D correspondant
aux droites de G qui sont dans C, ce plan tangent à I est parallèle à G.

La solution du problème s^obtient ici simplement. On.se donnedeux
surfaces développa blés S et S' ayant même cône directeur. On coupe S
par un plan CT, dans lequel on trace une infinité simple de courbes C^ et y
sur S7, on trace également une infinité decourbes• C'^ Entre les courbes C^
et C. on établit une correspondance. Les droites rigides du fluide sont
dans chaque plan tangent à S, les parallèles à la génératrice de contact.
La vitesse de V une quelconque A de ces parallèles s'obtient en déterminant
f intersection Q de A et de -G5\ (,) se trouve sur une courbe C^ à laquelle
correspond une courbe C^qui coupe la génératrice de W parallèle à A en
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un point (Y. Le segment joignant un point fixe 0 à Q" fournit la vitesse
du fil rigide'A.

11. Examinons l'hypothèse, réservée plus liante où les droites
rigides sont parallèles à un plan. Nous choisirons ce plan parallèle
à celui des ac. Par suite /i=o. Comme ^2 ne saurait être constante
sans que les droites soient parallèles a u n e direction fixe, cas que nous
examinerons plus loin, nous pourrons faire l^==7.. Les équations (4o)
de la congruence G s^écriront

(5o} À=cp(7.,^), ^=:Àa-h^(}., ^1).

Faisons /, = o, 4==^ '^dans . l 'équation (4î\ il viendra ^-p == o;
Ça ne contient donc pas [x, mais elle contient A, sinon elle serait cons-
tante et nous aurions affaire à un cas déjà examiné plus haut. Nous
écrirons, /désignant une fonction de A,

La condition de parallélisme de la droite (5o) et du plan tangent
à I, s'écrit

1 1 ! 1 ! 1 , ! ! ' • à^i^<khi^^.i' , ! ! 1 ;, ! . • ! " 1 . . 1 ' 1 1 1

ày. à^

D'où,^3 désignant une fonction de À,

Enfin Inéquation de condition (42) devient

,,, , „ à^ à(Q „ à^
(5i) 1 f - — — œ l ^ l — — ^ — = o -• à[^ ' ô\^ <7p-

On en déduit que ç contient jx, car si ç ne contenait pas p-, en vertu
de cette équation (5i) même, 4 n econtiendrait pas p non plus et les
équations (5o) ne définiraient pas une congruence. Faisons donc-ç == p,
l'équation de condition (Ôï) donnera

: (5^1^^;.1 ,1 ' 1 1 , ; ' - 1 11111^=1; /11|-11^ ^ ' 1 : . ' 1 ; , 1 - 1 1 11'-,, ::.1;1;,.^ ,
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Les équations de 1 et de G s'écriront

.-r^ -rlx-1^ ^'
(i) (3=/,

^(4; -/^
b==y.,

(G)
c == eu. 4- 4^

OTÎ obtiendra V indicatrice des vitesses!^ en traçant dans le plan des bc
une directrice T : ? ==7(X), y === ̂ (X), À désignant le coefficient angu-
laire d'une droite variable, du plan des ac. î sera lasur'face réglée
admettant pour plan directeur le plan des ac et pour directrice F.
Les fils rigides s^ obtiendront en traçant dans le plan des bcy une
famille de courbes C\ de paramètre ~ky ayant-\j. pour abscisse et
^fÇk, y.y pour ordonnée. Par les divers points d'une courbe C^ quelconque,
on mènera des droites D parallèles à la génératrice A de 1 ayant pour
coefficient angulaire À, ce seront les droites rigides du fluide. Aux
différents points Q d^une courbe C,̂  on fera correspondre^ sur la géné-
ratrice A de coefficient angulaire X, les points Q7 pour lesquels
^ == y T — ̂  ^ ̂  vitesse commune à tous les points d'une droite rigide D

sera déterminée par le "vecteur joignant le point fixe 0 au point (Y.

12. Il nous reste à étudier le cas où les fils rectilignes rigides sont
parallèles à une direction fixe, que nous prendrons pour axe des a.
Les équations à satisfaire décrivent ici, 9-1,92, ys étant trois fonctions
de b et de c,

D'où
^^.àSl^-r^ 1 ^^Pa) , ,
àb ' àc ~~ ? D(/^) —1

^- ^-^
y désignant une fonction de b et de c vérifiant l'équation

^ ^1 _ ( JÈ]L '
ày- àc"- {à b a c . :0.

Lesfilsrigides sont desdroitesà parallèles à une direction fixe. Pour
obtenir la vitesse qui anime les particules d'une de ces droites., on consi-
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dère une surface développable quelconque 2. Au point d'intersection de A
avec S, OTi w^7î  ?a normale. Par un point fixe 0, on trace un segment
parallèle à cette normale et se projetant sur la direction fixe suivant une
longueur constante. On projette ce segment sur un plan passant par 0 et
perpendiculaire à la direction fixe et l^on fait tourner^ dans ce plan, la
projection de 90° autour de 0. Le vecteur obtenu est la composante de la
vitesse perpendiculairement au fil. Quant à la composante parallèle au
fil, elle peut être choisie quelconque,variable d^ un fil à Vautre.

' CHAPITRE II.
' ÉTUDE DU MOUVEMENT DANS LE CAS GÉNÉRAL OU L^INDÏCATÎUCE EST UNE SURFACE.

13. Prenons pour indicatrice I, une surface quelconque et rappor-
tons-la à un système (Se coordonnées curvilignes orthogonal, d'ailleurs
quelconque, de paramètres A. et p.. Au point M de 1 attachons un
trièdre mobile Mxys, Mœ étant tangent à la ligne coordonnée le long
de laquelle X varie seul dans le sens croissant, Mj étant tangent à la
ligne coordonnée le long de laquelle p- varie seul dans le sens crois-
sant, Ms étant normal à I.

Dans un plan parallèle à M.ry, considérons une courbe C variable
avec M. Quand À varie seul, M décrit M>, et C engendre une surface Sa
de la congruence G formée par les courbes C. De même, si avarie seul,
M décrit M^ et C engendre une surface S,,. Quand A et p sont constants,
la courbe G est décrite en faisant varier un nouveau paramètre v; de
sorte que les équations de C s'écriront

' ^^^(^P^)»
(53) J - y=:^(À,p.,v),

• - ^=^ (A^). . • 1 1 1 ' 1 l l i l . • ^ 1 , 1 1 , ,

Les translations et rotations du trièdre seront A, o, o, p^ q ^ , r, ;
o, C, o,p2. ̂  r^ ^ 1̂  formules de Codazxi s'écriront

, » àp^ àp^A^+Cp^o, -j^- ̂  = î r,-r^

i àA. àq^ àq^
(54) < ^=-c^' ^--^=:=rlPÎ-pl''î)

i àC ài\ àf\
r ï = = î ^ ' -àv.-^^P^-^-
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Appelons D,,.,,, D i y , D,^ les composantes du déplacement d'un point
de G quand A varie seul; D^.Da^, D^ les composantes du déplacement
quand p. varie seul; Dy.,., D;^ 0:5,- les composantes du déplacement
quand v varie seul, et par D.,., Dy, D; les composantes du déplacement
quand À, (JL, v varient. On a

(55)

(56)

/
D^=

D,,=:

D,,=

D2,,=

D,,.=

D,., =

1 D.,,==

D,,.=

, D^=

D.,=
D, ==
D, ^=

(A

('••
(;-,
(y.^ -

(c

(Pâ^2——

^1

^^

^S

'̂ 7
0;

Dl..
D .̂
D,,

-4-^

^ 1 —

f|,^s --

•4- /'s

</y,

^,

+D,,,-
+D.
+D

+

//

^/l ^1 ̂

/2

^

^

sy"
25'

—— /'l

^4-

+î-»-

-p..^-+-

^•+

+.D;
4- a

^-4-

^
f)\
à^

' ffî.

à^
' ày.

^
~ ày.

,i")

y'i

à^\
<n.)

')<//,,

\fl.;

j dy.,

à^,\
à^}

)^;

r//.,

dy.,

^7)

(58)

Considérons un point m de C, intersection de S^ et de 82- Désignons
par a,, p i , 'yi les cosinus directeurs de la demi-normale N, à S/ en m,
prise dans le s'ens des X croissant, Les conditions d'orthogonalité,
d'une part, de N { et de la courbe m^ décrite par m quand u. varie seul,
d'autre part, de N, et de la courbe C s'écrivent

( 5 . , r)^a,4-D^.|3i-4-D^Yi=:o, :

: , D3.yai4-D3ypi ,==o.

Déplaçons-nous sur N ^ à partir de m dans le sens positif et dési-
gnons par dn^ ce déplacement. Les composantes de dn^ sur les
trois axes du trièdre mobile seront a, dn^ ^\ dn^^ ^ dn^ Dans les
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équations (58), remplaçons D.,., D,., D^ respectivement par ces compo-
santes et ajoutons les équations obtenues en multipliant la première
par a,, la seconde par P., et la troisième par vi , il rient, en tenant
compte de ( 59),
(60) , D^ai4-D^p,i4-D^y,i=^.

Des équations (59) et (6o) tirons a , , i l .viendra
B-^Dg,.

( 61 ) 1 1 1 a.i==————-dn,,

en appelant A le déterminant
ï)i.z- Dn. D,,, 1 . _ ;
D^ D,,. D,,. .
D.,,. D,, D^

Soit de même N2 la demi-normale à S^ en m, prise dans le sens
des [j- croissant. Désignons par a.^, ^, y^ les cos inus directeurs de
cette demi'normale. Les conditions d'orthogonalité, d'une part, de N2
et de la courbe rn\ décrite par m quand X varie seul, d 'autre part,
de N.j el de C, s'écrivent

(62)
Di.,,a2 -+- Di,.i3.^ -|- D.i,,Y2== o,
D3.,:a..i4- D^^.pa ==o.

Déplaçons-nous sur N-j, à partir de m dans le sens positif d'une
quantité dn^. Le déplacement dn^ aura pour composantes sur les axes
du trièdre mobile ^dn^ ^^dn^ y^^a- Dans les équations (58),
substituons ces valeurs à D;,., D,., D,-, mult ipl ions la première par a.̂
la seconde par (îa, la troisième par y^ et ajoutons, il viendra, en tenant
compte des conditions d'orthogonalité (62),
(63) D2,,,a3-i-D2r(32-1-ï)^y.2=^2. , 1

Tirons ?,> des équations (62) et (63), nous écrirons

(64) ' ! ' -11 .1^1=1-D^I^. •.: ; , , ^: 1 1 1 ; 1 : 1 1 1 1 ; : ,

Le cosinus a, est le cosinus de l'angle formé par N, avec lademi-
tangente M.yà la ligne M>. décrite dans Te sens des À croissant et ̂  est
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le cosinus de l'angle formé par N3 avec la demi-tangente My à la
ligne M^ décrite dans le sens des p croissant. D'ailleurs, l'arc ds^ qui
a pour demi-tangente MX, vaut KcTk et l'arc ds^y qui a pour demi-tan-
gente My, vaut Cdu.. Rappelons-nous maintenant la condition géomé-
trique traduite par l'équation (i5), en tenant compte de ce qui pré-
cède et des équations (61) et (64); elle s'écrira

A d7i D^z D^y H- C dy. D^ D3.̂ =: o.

Les équations (55), (56) et (57) permettent d'écrire cette relation
sous la forme suivante

4 ^2 / , , à^\ r^à^ ( , , à^\A^(^-^^+^}+C^^

Remarquons quejes rotations et translations sont indépendantes
de v, et intégrons par rapport à cette dernière variable, la condition
s'écrira, en vertu de la première des équations (54),

(65) ' A.ps^+2Cp^^i~C^^f+2A^^4--9C^^^^

Û(A, ^) désignant une fonction arbitraire des deux variables X et pi.
Nous voyons que, si la relation (65) est vérifiée quels que soient À,

;j-, v, les deux conditions géométriques du problème sont vérifiées, à
savoir la condition que les courbes G soient planes et situées dans des
plans parallèles aux plans tangents à Pindicatrice, et la condition (i5)
l iant les éléments l inéaires de l'indicatrice aux éléments normaux
aux surfaces X = const. et ;J- •== const. de la congruence.

Donnons-nous arbitrairement l'indicatrice I, le plan variable
s -=.^Çk,, ;x) de la courbe G et la fonction Û("X, ^), la condition néces-
saire et suffisante du problème sera que les fonctions ^, et ^2 de ?^,
p-, v, lesquelles ne sont autres que les coordonnées se et y de la
courbe C rapportée aux axes mobiles, vérifient l'équation (65). Ainsi
la courbe G est une conique.

14. Plaçons-nous d'abord dans l'hypothèse où l'indicatrice ï n'est
pas développable. Cherchons le point de contact du plan z = ̂ {\, ;j-)
avec son enveloppe,, lorsque À et ^ varient. A cet effet, écrivons la
composante D; suivant l'axe des z du trièdre mobile du déplacement
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subi par un point de coordonnées relatives a?, y, -s variable avecX et ;x,

D^ (?,}- - ̂ r 4- ̂ J û0 -r- (po- ~ ,̂  •+• 3-) 4^

Taisons-y ^ == ^, et exprimons que le déplacement Ds est nul, quels
que soient rfX et J[JL, on aura deux équations qui définiront les coor- •
données oc et y du point de contact M, à savoir

àbp^y—q.x-^- ̂  ==o,

à^
• , pây~<7^-4-^==o.

Comme 1 n'est pas développable, p^ q^ — q^ p^ est différente de zéro
et M'est déterminé.

Si l'on tient compte de la première des équations (S4), on voit que
les équations précédentes sont celles qui déterminent les coordon-
nées x et y du centre de la conique (65). Ainsi, le centre de la conique
coïncide avec le point de contact du plan z === ̂  avec son enveloppe, que
nous appellerons S.

Écrivons l'équation différentielle des asymptotiques de l'indica-
trice 1

. Açl^s--t~(Açâ--Cpl)^À^—C^^2===o.
Comme

<^cosû)==À<^ cîs sin co == C d^ ;

co désignant Fauffle que fait la tangente à une ligne tracée sur la sur-
<D ° - . .. . COSû)

face avec l'axe MX, on voit que dk et dy. sont proportionnelles a —^-

e[SJLn^ et que les angles qui définissent les tangentes asymptotiques
sont donnés par l'équation

Ap3 sin^ûo-h îsCpi sinûi» cosûù—Cqi cos2^)^: o.

Nous trouvons réquation qui fournit les directions asymptotiques de
la conique (65). Ainsi, les coniques que Von obtient en faisant varier û
ont des asymptotes parallèles aux directions asymptotiques de la sur face 1
au point où le plan tangent est parallèle au plan de la conique.

Concluons donc : Dans le cas où V indicatrice des vitesses est une sur-
face non développable, on obtiendra un fluide sans accélération de la
manière suçante. On considérera deux sur faces Ï et centre lesquelles on

32Ann. Éc. Norm., (3), LV, - PASQ. 3.
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établira une correspondance par plans tangents parallèles. A. tout point M
de ï correspondra ainsi un point AF de S. Dans le plan tangent à S en W,
on tracera une conique C, admettant pour asymptotes les parallèles
menées par W aux directions asymptotiques de 1 en M. Les coniquesC,
qui formeront ainsi une congruence G, seront les lieux des particules qui
se comportent comme des lignes rigides du fluide. Les particules qui se
trouvent sur la conique C définie dans le plan tangent à S en W défont
être animées d'une même vitesse^ égale au segment ayant pour origine
un point fixe 0, le même pour toutes les coniques, et pour extrémité le
point M de 1 qui correspond à W.

Supposons que, partout, on réduise C à ses asymptotes, dans
l'hypothèse où celles-ci sont réelles, c'est-à-dire, où l'indicatrice 1 est
à courbures opposées; les fils rigides seront alors des droites. Nou^s
aurons deux solutions distinctes, suivant que nous considérerons les
tangentes en M7 à 2, parallèles aux tangentes aux asymptotiques de la
première ou de la seconde famille, ainsi que nous l'avions prévu au
Chapitre I. Nous retrouvons comme cas particulier une solution que
nous avons examinée par la première méthode. Là, le problème dépen-
dait de l 'intégration d'équations de Monge et d'Ampère, ici, il dépend
de la détermination des asymptotiques d'une surface.

Désirons-nous que les fils rigides du fluide soient partout des
cercles? Les directions asymptotiques de l'indicatrice devront être des
droites isotropes.Par suite, l 'indicatrice sera une sphère.

Si l'on veut que les fils rigides soient partout des hyperboles équi-
latères, les directions asymptotiques de 1 devront être rectangulaires
et la surface I-sera une surface minima.

Proposons encore que les fils rigides soient des ellipses ou des
hyperboles semblables, les lignes asymptotiques de rindicatrice
devront se couper sous un angle constant.

D'une façon générale, si les axes des coniques rigides sont fonc-
tions Fun de l'autre, l'indicatrice sera une surface de Weingarten,

15. Comment le fluide se comporte-t-il si l'indicatrice des vitesses
est une surface développable ne se réduisant pas à un plan? Pour
répondre à cette question, traçons sur la surface les trajectoires ortho-
gonales des génératrices rectilignes.
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Le long de ces trajectoires, nous admettrons que a varie seul, tandis
que nous prendrons pour ')., l'abscisse, comptée sur chaque généra-
trice rectiligne à partir crime même trajectoire orthogonale. Les rota-
tions?, y , r seront nulles et A sera égale à l 'uni té . Les formules (54)
de Codazzi nous apprendront que q^ est nul le et qu'en outre

p^-== Wi, r.i'== ma, ' G == rn^ A -4~ .̂3,

m,, ma, m;} désignant trois fonctions de ;j..
Utilisons'les formules qui font connaître les composantes suivant

les axes nwbiles d'un déplacement résultant de la variation de p- seu-
lement. Nous trouverons que la caractéristique du plan j==o a pour
équations
(66) . y =: o, m^x — /H] z -r- ^2^ + TÎZ^~==- o.

Les mêmes formules nous apprennent que la caractéristique du
plan z = ̂  a pour équations

à^
(67) ,s==^, Wij-4- ^~==:0•

Ceci établi/écrivons l 'équation de la projection d'un fil rigide sur
te plan des .TJ? en introduisant dans Inéquation (65) les valeurs
actuelles des rotations et translations, et en appelant^etj les coor-
données courantes, il viendra

/N.ij'2-!- 2^ y 4- ï(jn^^m^}.^x=^Q^ p.).

La surface développable ne se réduisant pas à un plan, m, est diffé-
rente de zéro, et Inéquation précédente prend la forme

/ ^v
( ^p. 1 z /^À+w-î <^ f-i \

(68) \y-{--^) ^——n——m.^^'^'

dans laquelle 7 représente une fonction quelconque de A et de p..
Nous voyons que le fil rigide est une parabole ^==4- ayant pour axe
la caractéristique (67) de ce plan.

Si, dans (68\ nous faisons ^==o, la parabole sera tangente au
1 , . ' ! 1 1 . ! , '-. .. 11 - 1 7 ,̂ À'-h JH^ à^ 1 1 iplan des y z et aura pour directrice la droite •x^' " ̂ —' ^-» s == ^.
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Le mouvement du fluide s'obtieâidra donc de la manière suivante.
Soient une surface déçeloppûble 1 et une surface quelconque S. A tout
point M de 1 faisons correspondre le point APd'intersection de la nor-
male- en M à î avec S. Considérons une génératrice rectiligne g de I.
Par g menons le plan m perpendiculaire à ï; lorsque l " on passe de la
génératrice g à la génératrice infiniment voisine^ GJ a pour caracté-
ristique une droite g'\ qui coupe MM7 en N; tandis que le plan II mené
par W parallèlement au plan tangent a une caractéristique A. D'autre
party CT coupe S suivant une courbe qui admet la tangente W r î ! . Par le
milieu î^ du segment MN, menons un plan perpendiculaire à IVFT et
coupant le plan tangent suivant une droite d/. Cela étant, considérons
dans le plan II la parabole tangente au plan normal à g en 51, ayant
pour axe la droite A et pour directrice la droite d qui se projette suivant
d\ ainsi que celles qui s^n déduisent par une translation parallèlement
a A. A chaque point de I, faisons correspondre une de ces paraboles^
C par exemple. Les paraboles C ainsi choisies seront les fils rigides du
fluide et la vitesse dont une de ces paraboles est animée est égale au seg-
ment ayant pour origine un point fixe 0 et pour extrémité le point! M de
Vindicaîrice 1 auquel C est attachée.

Si ^ = o, la parabole dégénère, ainsi que le montre l'équation (68),
et devient une droite ayant pour équations

- , z=m, j==:^(X^),

m désignant une fonction quelconque de p- et y une fonction
quelconque de X et de ;̂ . L'indicatrice 1 sera encore une surface
développable quelconque. A chaque génératrice rectiligne, on fait
correspondre un plan parallèle au plan tangent à 1 le long de cette
génératrice. Les droites menées dans ces plans parallèles, parallèle-
ment aux génératrices correspondantes, sont les fils rigides du mou-
vement.

On dira encore, et d'une manière plus précise : Considérons deux
sur faces développables de même cône directeur. Choisissons l'une d'elles,
I, pour indicatrice des vitesses. Menons dans chaque plan tangent de
Vautre surface S des droites parallèles à la génératrice de contact : ce
seront les fils rigides. Pour obtenir la vitesse de Van d'eux, on détermi-
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nera la génératrice g de 1 qui correspond parallèlement au fil considéré,.
et Von établira une correspondance, entre les points de g et les 'droites
parallèles situées dans le plan tangent "à S le long de la génératrice g1

parallèle à g. La vitesse cherchée est égale au segment allant d3'un point
fixe 0 au point de g qui correspond au jîl en question.

Nous retrouvons la solution à laquelle nous étions parvenus au
numéro 10.

16. Il nous reste, en terminant, à examiner le cas où Pindicâtrice 1
est un plan. Nous choisirons dans 1 un système de deux axes de coor-
données rectangulaires OiX et 0^ [j-, et nous attacherons le trièdre au
réseau formé par les droites de 1 parallèles à ces axes. Les rotations
seront nulles et les translations A et C seront égales à Funité. L'équa-
tion de condition (65) s'écrira, en désignant par x etj les coordon-
nées ^i et ^4,
,. , ' à^ à^ û(Â,p.)
(69) — .r + — j == ———-±—'" àh ày^ a

Les fils rigides seront des droites ayant pour équations, Inéquation
précédente jointe à la suivante, z === ̂ .

Imaginons la surface S obtenue en portant sur M^, à partir de M,
un segment MM^ 4/• Le plan tangent à S en W a pour équation

<M> ô^z—a» == — ^'-h — y.* à\ à^

L^équation (69) nous montre que les fils rigides sont les droites du
plan s === ^ qui sont parallèles à l'intersection de ce plan avec le pian
tangent à S en M".

Le mouvement du fluide ^effectue donc de la façon suivante. Cho i-
.sissons une surf ace quelconque S et un plan quelconque ©1. A chaque
point M de vs faisons correspondre le point W de S situé sur la normale
à xs issue de M. Traçons le plan tangent à S en W et déterminons son
intersection avec le plan mené par W parallèlement à ŒT. Dansceplan
considérons une parallèle quelconque à cette intersection. Toutes les
droites obtenues de la sorte'5 supposées plongées dans le fluide à f instant
initial constituent les lieux des particulesr animéesde'lamême vitesse:
La vitesse commune aux particulesî situées' sur une' même droite est égale
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au segment ayant pour origine un point fixe 0 et pour extrémité le
point M d'où. Fon est parti pour la définir. Il va de soi que les droites
choisies doivent se suivre d'une manière continue.

17. Si l'on compare la solution que nous venons d'obtenir à celle
que nous avons donnée au numéro 4, il semblera qu'elles soient bien
différentes, particulièrement dans la manière de déterminer la vitesse.
Pourtant elles sont équivalentes.

Pour bien le voir, rapportons le fîl rigide à u n trièdre rectangulaire
fixe, dont l'origine 0 se trouve sur la droite menée par 0, perpendi-
culairement à or, et dont les axes Oa et Ob sont parallèles à 0, À, 0, [M.
Appelons So la cote de 0,. Le fil rigide aura pour équations, a, b\ a
désignant les coordonnées courantes,

à^ . ., à^,, . • ^rÀ,uL)
/ , • , -^-(a— /.) + —L (b — u.)== ——'-^~^^(70) < o^ ày, , l / 2

1 , .:' c==.So+ ̂ .
Posons

/ , . Q i\ àa\à^ ( âa\à'L
(71 ) ^=-(À+^)^^^~^^5

a étant, tout comme 0, une fonction quelconque de A et de [J-. La pre-
mière des équations (70) s^écrira
/ , à^ à^ , àa- à^ àa- à^
( 72 ) - . -rf ^ + -T- ^ + T- -7- — -T-- -T == 0.^ ^p- ày, àh àA à[j.

Or c étant regardé comme un paramètre auquel nous donnerons
une valeur constante quelconque, on déduit de la seconde équa-
tion (70) liant X et [M pour la valeur c du paramètre

^ n à^ ^1 , - T clh •+• — aa=: o.
' 1 1 1 1 , , - âh • . à^ i 1 , ! ^ . .

Dans (72) remplaçon-s ̂  et j1 par les différentiel les d[j. et —rfX,
qui leur sont proportionnelles, elle prendra la foroie

(7^) • • , . ; ' ,;• , a d j j . — bd^-^ da-= o.

Cela étant, considérons l'infinité simple de plans
.('74)11-1 . 1•.1•:1:111 1 • 1 1 1 - 3^-- l^a+AÔII-- lcr( l}.,;pL},• l - ' 1 1 1 / ,1 1 1 1 ,1 ' . . , .
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où a, 6, z sont les coordonnées courantes et où À et p. sont liés par la
seconde des équations (70), dans laquelle s, est une constante et c un
paramètre auquel on donne une valeur constante. La caractéristique
du plan (74) s'obtiendra en adjoignant à Inéquation (74"), l'équa-
tion (78) ou mieux (72). La surface développâble, enveloppe des
plans ^74), aura pour équation

z=:^(a,b^c),

obtenue en él iminant À, ^ e n t r e les équations (74), (j^) et la
deuxième des équations (70). Nous obtiendrons ainsi une famille de
surfaces développables dépendant d'un paramètre. Cette famille sera
d'ailleurs quelconque, puisque ^ et a sont des fonctions quelconques
de A et de ;j- La projection d'une génératrice rectiligne sur le plan de
cote c aura pour équations, les équations ^==c et (72), où À et ;x
auront des valeurs constantes liées par la seconde équation (70).
Ainsi les fils rigides s'obtiennent comme au numéro 4.

D'ailleurs, on trouve, en vertu de (74) et (78)
àQ ! àa\à^ /, dcr\<fA
^='!^(a+^)^+(6-5À}^=-

1|= ^fa^^y^4-(^^^=Â/^^ob \ ày.} àb \ à k j àb

Nous avons vu que la vitesse du fil rigide (70) s'obtient enjoignant 0
au point M de coordonnées À, ;j-, ^; ses composantes /„ /a, /\
suivant les axes de coordonnées sont donc

yi.=A=

^=F=-

j ^ z z z z ^ .

0(0

àl^
à(f
àa

Ce sont bien les composantes de la vitesse^ que nous avons obte-
nues au numéro 4.


