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ETUDE SUR

LA DÉTERMINATION DES SINGULARITÉS
DE LÀ

FONCTION ANALYTIQUE
DÉFINIE P A R U N E S Ë R I E D E T A Y L O R

PAR M. ARNAUD DENJOY
(Paris).

1. Dans un Mémoire paru en 1929 (1) , M. G. Pôlya indique un
moyen de mettre en évidence une partie des points singuliers de la
fonction analytique /(^) définie par un développement de Taylor
donné
(ï) , f,(^=^-+-a^+...^a^l-{-..., . • ' \

ou plus commodément de la fonction g(^) définie par l'élément
Cfi C/r,

; î^ ) • • ! , , 6'U ( 3) = ̂ 0 -»- T - + - • • • + -:.-« ;+ •

Soient Co le cercle de convergence | ^ j =Ro de cette dernière série,
So la région infinie de Co. Pour chaque valeur de 9, considérons la
droite A(6) d'équation .j== ^[^(Q^+AJ {t réel quelconque),
p(9) étant le plus petit nombre possible tel que, dans larégion posi-
tive A-^O) de A(9.) [obtenue en remplâçantp(6) par tout nombre plus
grand"], il existe une fonction holomorphe ^i(-s) identique à ^o(^)
dans la partie commune à A-^G) et a So. Par hypothèse, A(6) contient
une singularité de cette même fonction ^(^). La réunion de toutes
les régions A-^Q) forme une région infinie Q, renfermant la totalité

î ' ' ) G. POLYA, Luckel) uwl Sîn§uî(irUateîi von Poien^reiheiï (M<ft/h Zeitschrift. 29,
p. 55o-64o).
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de So et où la fonction g ' ^ Ç s ) est uniforme et holomorphe. Q est limitée
par une courbe fermée convexe V, éventuellement réduite à un seg-
ment de droite ou même à un point. Dans tout autre cas, V limite une
région finie B, ensemble commun à toutes les régions négatives A-(9).

M. Pôlya a montré que p(Q) a une dérivée à droite ^(Q -+• o) et une
dérivée à^gauche j?/(9 — o) [je montre que la.fonction ^(9), avec une
double détermination possible, possède en chaque point la continuité
unilatérale]. Sur une droite quelconque A(9), V possède ou bien un
point unique 1 ou bien un segment IJ selon que p(Q) a ou non u n e
-dérivée bilatérale au point considéré 6. M. Polya a montré (et nous
rattacherons ce fait à une théorie générale) que 1 et J sont les points
^[p(Q)+îj/(9 ± o)]. Ces points I, J (confondus sauf pour une infi-
nité dénombrablede valeurs de 9) sont appelés les points principaux
de V [situés sur A(0)]. Ce sont des points singuliers de g^ Tous les

A^B)

Fig.

points singuliers de ffo, étant situés sur Co, sont singuliers pour g, et
principaux sur V {fig. i).
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Le théorème fondamental de'M. Pôlya rattache la détermination de
la fonction jo(9) à l'étude de-la fonction entière

o) ' . ' ^)==i^i^
! ! p=(i

associée à ^o(^). En effet» pour chaque valeur de Ô, p(ô) est définie
par l'équation
(4) . , : , p(^}=nmhog|F(Àe-^)!.

. ^ ! 1 1 Asc ,A , , 1

Si r(6, A) est le plus petit1' cercle de centre —u=—he^{h^>o)
dans la région infinie S(6, A) duquel g ' o ( z ) est prolongeable en fonc-
tion holomorphe à partir de la région circulaire | ^ + ^ i ^ > À + B o ,
2(6, A) est totalement inclus dans Q, B eël dans la région finie de F.
Ce cercle contient au moins un point de V, et tous les points de V
situés sur F sont principaux. Il y a identité entre l'ensemble des
points principaux de V appartenant à des cercles r(6, A) et celui des
points où V possède une plus petite courbure positive (et non nulle).

2. Dans une Note parue aux Comptes rendus de rAcadémie des
Sciences de Paris (t. 204, 1937, p. i456), et dont M. Hadamard
a souligné le grand Intérêt, M. S. Mandelbrojt donne une règle
permettant d'obtenir tous les points de V situés sur Co, ou, par
une extension immédiate, sur F(0, A). Le procédé de cet auteur
repose sur deux fondements distincts :

i° Une remarque de nature géométrique que je rattache à un prin-
cipe générai (4-16); 2° un résultat de calcul dont l'intérêt est dans la
simplicité d'expression des formules utilisées.

Dans la dernière partie de ce travail, j 'applique le principe géomé-
trique dont M. Mandelbrojt a donné l'idée à des familles de courbes
dont la configuration dépend d'un paramètre. Des développements
analytiques, dont la simplicité rappelle celle des expressions de
M. Mandelbrojl, me conduisent à des règles fournissant, pour la fonc-
tion /(-s) prolongeant /o(^) dans Tétôile rectiligne de Mittag-Leffler
issue de rorigine, les points singuliers situés aux extrémités des
rayons de rétoile (36-43).

Mais auparavant j'étudie les conséquences fournies par le rap-
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prochement de la fonction de M. Pôlya et des coefficients de
M. Mandelbrojt (21-29),

Considérons les points principaux isolés de V (//'§". 2). Ce sont des
points ^=p^ tels que, dans un intervalle majeur (non extensible)
Si <^9<^Q2,Ia droite A(6) ne cesse pas de passer par un tel point. Donc

^(6 ' )=:pcos(^—^).

; . ! / ^ , ^ ' ! ! , , ! , ! ! Fig.!2. !

On vérifie que el{\p-{-1^)== p^'K V contient deux segments recti"
lignes majeurs Ç, ̂  tXa aboutissant au pomt Ç. Si ^•i(^) est de la
forme {z—Ç)P<p(^), y étant holomorphe et non nul au point ^ la
fonction

(5) ^(^^-ir^^i)^'(p 4- i+.a)
//==-! , ,

SI
ô;,+i(?/)=:ay,+t-h C^Op^-4-. . .-1- C^a^-/^l^/'+. . .+ C'^uPy

a pour exposant radial pa(9) le nombre j»(6) lui-même si 6 n'est pas
intérieur à l'intervalle 6, , 63 ou si, avec 9, < 6 < 62, a n'est pas de la
forme R — r (/'entier ^o). Au contraire, si a= (3—r, l'exposant pa(9)
est inférieur ap(9) pour 0, < 0 < 6^ et la droite Aa(9) :

^=e^a(ô)-4-ya(9±:o)]

enveloppe un arc convexe ^ ̂ remplaçant la succession des deux seg-
ments rectilignes Ç^ ^2 de V. Il pourra se faire que certains points
principauxisolés de V soient ainsi éliminés. Ils le seraient tous si ̂

: ' .!1 1 1 • 1 1 - • 1 . 1 - • ! , . ' . 1 1 1 : 1 1 - 1 1 1 , 1 ! -1, 1 , - 1 , 1 ' 1 - ' 1 1 1 ^ , . 1 ' 1 1 1 1 1 ; / , ;, ^0
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se prolongeait en une fonction méromorphe à pôles simples, dans
tout le plan sauf éventuellement à l'origine.

Ayant remplacé V par un contour convexe Va à l'extérieur duquel
les seuls points principaux de Y sont des points isolés, on peut
répéter pour chaque point principal isolé de Ya les mêmes raisonne-
ments. Généralement, on peut substituer a V une courbe convexe <&
limitant la plus grande région infinie danslaquelle ̂  est prolongeable

<bo
en une fonction méromorphe à pôles simples. On peut même résorber
des singularités isolées d'une nature plus complexe ('26-29).

3. Incidemment (23-25), j'examine une autre sorte de problème
dont il serait sans doute possible de trouver l'analogue dans maintes
questions. Une fonction ou même une famille de fonctions analy-
tiques étant donnée, le rayon de convergence de la série de Taylor
autour d'un point s^ variable est déterminé par une suite de coeffi-
cients de la série à modules prédominants. De quelle façon les rangs
de ces coefficients varient-ils avec ^o9 tel est le problème que j'étudie
dans un cas très particulier. La fonction g, (^) ayant pour développe-
ment dans S (6, À) la série ̂  ̂ ^> le rayon de convergence de
cette série, soitE(6, h) rayon de r(6, h), est de la forme A +p(ô) -4- ̂ {h)
et même À+p(6)+ ^"^(A). Ï](À) dans les deux cas tendant vers
zéro quand h croît indéfiniment. Il existe donc, pour s positif et h
donnés, des nombres N(£, À), N'(£, A) et des suites TI/,(£, A), ^/,(£, h)
tels que : i° pour tout entier n supérieur à N(£, A) ou à N'(£, h}
respectivement
(6) | Sn^(.u) I < [^ -+-F(^) + S? ou 1 ^+l(^) 1 < p +P(^ + ̂ TTJ ;

2° pour tout nombre n appartenant à la suite 7i/,(£, À) ou n^» /O»

(7) lâ^J^y^EA^J^e)--^" ou |â^(^)|>[A+p(^+^J-

Je me suis proposé- de rattacher aux propriétés de croissance de la
fonction entière F(^) associée à ^o(^) les valeurs des nombres N<£, h\
N^£, h\ n^ h\ 7^(£, h} pour h assez grand. Je montre en parti-
culier que les rapports ^, et X, de n,(£, h) et TI,(£, A) à A sont dans
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certains champs définis a priori par l'allure du rapport ( p|-1 log|F(^) 1
aux abords du rayon ç»=À^°, quand À croît indéfiniment.

Ces résultats, avec l'étude du principe géométrique (4-16) et les
considérations finales (36-43), constituent la-partie de ce travail où
j'appellerai plus particulièrement l 'attention du lecteur.

Je reviens encore (30-35) a Fétude de la fonction F((5) pour mon-
trer que son allure asymptotique sur le rayon v=\e~~'^, plus précisé-
ment la nature de la fonction ent ière e-^V^} le long de ce rayon peut
donner la partie singulière de g\ au voisinage du point principal
isolé C? si toutes les droites A(Q) passent par ^ p o u r Q , < 6<6^ . La
partie principale de ér-^F^) est un polynôme si Ç est un pôle^ une
fonction entière d'exposant nul si *€ est un point essentiel isolé de
^i (^). On peut décomposer F(^) en une somme de termes mettant en
évidence tous les pôles, ou tous les points essentiels isolés situés dans
la région infinie du plus petit contour convexe <D hors duquel cette
sorte de points constituent les seules singularités du prolongement
de gi(^Y On peut également reconnaître si dans un cercle de centrer,
^1(2) est prolongeable en une série absolument convergente
Sc^(^—^)°^, les a/,, étant réels, positifs ou négatifs. On peut même

„ 4- ̂  , - • 1 . ' ! !

considérer une fonction \ (s—^^(a), la fonction P(a) étant à
*/— w , • : ! .

variation totale finie dans le champ de tous les nombres réels et l'inté-
grale étant absolument convergente dans un cercle de centre Ç. Un
développement asymptotique correspondant existe pour F(^) et carac-
térise ce cas (1).

I. — Principe géométrique de M. Mandelbrojt.

4. Soit C(û, é) une courbe fermée simple de Jordan dépendant
continûment de deux paramètres a et b. L'un de ces paramètres b joue
un rôle spécial. Nous l'appellerons paramètre de dilatation. Si b croïty

( 1 ) La plupart des résultats contenus dans ce travail ont été publiés aux Comptes
rendus de l'Académie des Sciences de Paris, 204, 1937, p. 1 6 1 1 ; 205, 1937, p. 453; '206,
1938, p. 7^7: Plusieurs auteurs ont également corn rn unique; postérieurement à la Note
initiale de M. Mandelbrojt (S04-, 1937, p, i456)y d^mportantes Notes relalives à ces mêmes
sujets»' - 1 , 1 1 ' . • 1 1 . ! ! ! ^ ; ! 1 1 1 : ' 1' ^ . . ,, i', . ' ! . 1 1 -. . ' . 1 , 1 ; 1 , 1 1 : 1 1 , 1 1 , 1 '
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a restant fixe, Fune des régions S(a, 6) de C{a, b) croit. Plus précisé-
ment/si 6 <è\ S(a, 6)==S(a, &)+ G(a, é) < S(û, ̂ ).

Soit H un ensemble fermé plan donné. Pour chaque valeur de a ii
existe, en raison de la croissance de S(a, b) avec b, au plus une
valeur b == ̂ (a) telle que, si TÇa) est la courbe C[û, ^(a)j et si S(a)
est la région S[a, ^(^Xl»

i° S(û) est vide de points de H ;
2° F(û) contient au moins un point de H et généralement un sous-

ensemble fermé H(<a:) commun avec H.

^(a) est continue e.n a, d'après les hypothèses faites.
Le théorème que nous nous proposons d'établir est que, sous

réserve des mises au point nécessaires, la théorie élémentaire des
enveloppes est applicable à la famille de courbes r(â)à un paramètre.
L'enveloppe de r(a) est un ensemble fermé généralement non continu,
ayant en commun avec TÇa) certains points caractérisés de H(û).

D'une façon précise :
i° La fonction^ (a) possède unedérivée à droite^ que nous désignons

par ̂ {a -4- o), et une dériçée à gauche ̂ (a— o)^
2° Si ' , , , \ ; ' , . - , , : ,

(8) F(^j ,^ô)=o

est Féquation de C(a^ b\ et si
, , „ à¥ à¥
(9) ^^^^'^=^^a:àbî

^(a+o) est le minimum des valeurs de q sur H(a), ^Ça—o) est le
maximum des v.aleurs de q sur H(a). En sorte que les équations

(10) F(^,7, a^)==o, b==^(a)y

ô¥ , , , ,^F
10 ^-h^ (a4-o)^===o î

àF , / . ,àF
20 5a+-^(<2-o)^=o

définissent sur r(â) deux ensembles de points caractéristiques Qi(û) ,
Oâ(a), lesquels comprennent respectivement les ensembles H, (a)/
HaCa) inclus dans H(^) et où q atteint soit son minimuffî , soit son
maximum sur H(a). q(^, y , a, b) sera appelé le rang- du point (^,j)
sur C(<^ &). ,
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De ce premier point de vue, les points caractéristiques de F (a) sont
les points de H(û) où q est soit minimum, soit maximum, accrus de
tous les autres points de F(û) où y a des valeurs égales à ce maximum
ou à ce min imum.

3° V intersection de F (a + Aa) et de F(^) a son ensemble d'accumu-
lation quand Aa tend vers zéro^ respectivement inclus dans 6^ Ça) ou
dans 62(0) selon que û^a est positif ou négatif.

C'est un deuxième point de vue définissant encore comme points
caractéristiques de T(a) des points parmi ceux où q a respectivement
la valeur maximum et la valeur minimum qu^il atteint sur H(û).

4° Lf ensemble d''accumulation de Vi(a -|- Aa) quand Aa tend vers zéro
est dans H i ( f f ) ou dans H^(â), selon que Aa tend vers zéro par valeurs
positives ou par valeurs négatives.

Démontrons ces divers énoncés.

5. Les deux paramètres réels a et b varient dans un champ fermé D.
Quand le point M(.r, y) décrit C(û, b) et que (a, b) parcourt D, le
point («a^y) décrit un domaine D' et le point (*y,y, a^ b) parcourt une
variété fermée D^ à trois dimensions de l'espace IL, à quatre dimen-
sions. Soittî le domaine des points de U^ se projetant dans D etD^.

Soient SÇa, &) et S^a, b) les deux régions de D/ séparées par C(a, é).
L'inégalité 6<6/ entraîne à la fois que S {a, &) est inclus dans S(û, b1)
et que S^a, é) contient ^(û, à'). En changeant le signe de F s'il le
faut, on peut supposer que la région S(û, ^croissant avec b est définie
par F <o.

On suppose F(a?, y, a, b) continue dans SI. Cette hypothèse jointe à
celle-ci que F==o défimt un contour simple C(a, b) entraîne que
C^a, 6) et les régions S(a, 6), S^a, &) varient continûment avec a et b,

Dire que l'ensemble C(a, &) varie continûment avec a et &, cela
signifie que l'écart de C{a + Aa, b + A&) et de C(a, b) tend vers zéro
avec [Aa 4- A6 . (L'écart mutuel de deux ensembles est le minimum
des nombres p tels que tout cercle de rayon p ayant son centre sur
Fun contient un point de l'autre.) Au nombre positif 'r\^ donné on
peut faire correspondre ï^^i tel que si \^a\<^r\^ A & J < ^ Y ] ^ le
point (a+A^, b> 4- A6) étant en outre dans D, il est possible à tout
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point M(a?, - y } de C{a, b) de faire correspondre un point M'^, y)
de C(a+Aa, & + A 6 ) e t réciproquement, de façon ' que la dis-
tance MA'F soit inférieure à Tp.

On suppose que les dérivées -y- et jr existent et sont continues
dans û. Pour que la condition F(^, j, a, 6 )^0 entraîne

F(^ y, < ,̂ ^ -h A&») < o pour àb :> o,

/)Ti'nous supposons -^ <^ o dans û. Dès lors la fonction <y(«r, y, a, A) est
continue dans û.

Nous ne faisons aucune hypothèse sur l'existence ni a fortiori sur
la continuité des dérivées de F par rapport à x et à j ( l ) .

G. Nous considérons les valeurs de q comme ordonnant les points
de C(a, &). Les deux points M,i (;r,, ji) et Ma^a, y_>) étant sur C(^, &), '
si y ( ^ i , y i 5 û, ^Q^çK^?.}^? û? 6)5 nous dirons que Mi est antérieur
à M.^ sur C(û, 6) et que Ma est ultérieur à Mi sur la même courbe.
E étant un ensemble fermé situé sur C(a, 6), le point ou l'ensemble
initial de E, le point ou l'ensemble terminal de E sur C(a, 6) seront
respectivement formés des points de E où q est minimum ou maxi-
mum, a et b gardant les valeurs définissant la courbe C où E est
considéré.

Soient eQ.}==eQ., a, b) l 'ensemble des points de C(û, b) où
q(x, j, a, &) == À et ̂ (^) la partie de <?(/.) formée des points au voisi-
nage desquels ^—"X prend^es deux signes. Nous dirons que les points

(i) F(.r,y, a, b) s'annule avec la distance d{x, y, a, b) du point (.r, y ) à C( /< , ^)
et | F | est positif en même temps que cl. On suppose même que F a des signes différents
dans les deux régions séparées par C(a, b). Si F pouvait s'annulera distance positive
de C(a, b), il faudrait pour définir C(a, b} compléter la condition F == o par des inégalités
o/:(.r, y, a,b) < o. Nous n'analyserons pas ces hypothèses plus générales que celles
du texte.

D'après un théorème de M. Lebesgue, on peut toujours dônnir dans û une fonction
continue F nulle sur D", négative dans tous les S(«, b) et positive dans les S\a, b) si
le point (a, b) est dans D, possédant enfin hors de D" des dérivées partielles continues
de tous les ordres en .r, jy a, b. Une telle fonction F peut-elle, avec les hypothèses :
C(a, b) continue en //, b et §(a, b)<S(a, b ' ) si b < b ' , être toujours supposée mise

sous la forme o(x, j-, a)—b, -? existant et étant continue sur Ç(a, À)?

Ann. • J É c . Norm., (3), LV. -— FASC. 4. ^
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de (?(A) s'ont conjugués les uns des autres. Ceux de ^(X) seront dits
conjugués forts, ceux de eQ.) — ^O-) seront dits conjugués faibles.

Il nous sera commode de supposer que eÇk^ ay é) ne contient aucun
arc de C{a, 6).

Nous voulons montrer que les équations (10) définissent sur T(a) :
la première, l'ensemble ô-i (ci) des conjugués du point ou de l 'ensemble
initial H( (a) de H(a), la seconde l'ensemble 9a (<2)des conjugués du
point ou de l'ensemble terminal t-L(a) de ïl(a}.

Nous montrerons aussi que, Q', (a) et 9a(^) désignant les ensembles
des conjugués forts inclus respectivement dans 6 i ( a ) et dans ^(û),
l'ensemble d'accumulation des intersections de T(a) avec r(a+Aa),
quand Aa tend vers zéro avec un signe constant, est inclus dans9. i(û)
et renferme Q\Ça), si A^ est positif, est inclus dans Q^( a) et ren-
ferme 6^(â) si Aa est négatif.

Nous considérerons la division de C(û, b) par les points de <?(^.);
nousétudierons les positions mutuelles des arcs de CÇa + Aa, b + A6)
et de C(a, è), ainsi que l'intersection de ces deux courbes.

66. q(x^y^a,b) étant continu dans l'ensemble fermé il, à £ positif
donné nous pouvons faire correspondre 11,1 ==^i(e) de façon que si les
quatre différences ^ / — X y y—y, a1—a, ^—b sont en valeur absolue
inférieures à T j i , il en résulte [q^^y^ û7, è^—^(o;, y, o^ 6) [ <^ £
quels que soient (^y?^^) et (^Sj^^ 7 ?^) dans û. Si donc
[ji, == [JL, (à, &) et p<2 == ^2(a? 6) sont respectivement le minimum et le
maximum de qÇ^?y, ^, &) sur C(âr, é), ces nombres différeront des
nombres analogues relatifs à C(<3+Aa, ô+Aè) de moins de £ en
valeur absolue si \àa\ et ] A 6 j <^y]a=='y]2(£), ces dernières inégalités
entraînant que l'écart de C(â, é) e tdeC(a+Aa, b -+- A6) est inférieur
àï ] ,==y^(£) .

Si X <^ p-i ou X > p.2, ^(X, a, 6) n'existe pas.
L'ensemble ^(|J^, a, A) est l'ensemble initial de C(ay b); e{^, a, é)

en est l'ensemble terminal. ^(1^1) et ^(p-a) peuvent chacun ne ren-
fermer qu'un point. Ils ne sont formés que de conjugués faibles.

Si p^<^<^ ̂ , eÇk, a, 6) existe. Soit Ei (X, û, &) l'ensemble des
arcâ-intervâlles (extrémités exclues) de C(a, 6) où ç<;À, Ea^, a,&)
l'ensemble des arcs-intervalles de C(a, 6) où ^ >X. Ei(^ /â,&) n'existe
pas, non plus que Eadiûy û, 6). Pour (x, <^ 'À. < ^3, Ei et Ea existent.
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E<("Â., a, b} croît et E^, a, 6) décroît quand /.croît. Quel que soit A,
C(/7, &)= E.,4- e-+-Ei.

eÇ\,a,b') est la réunion des frontières de E, (A, û, 6) et de Ea(A,û, 6),
puisque e(\, a, b') est supposé non dense sur C(a, b\ e'(l, a, &) est la
partie commune à ces deux frontières. e'Q., a, b) renferme au moins
deux points, puisque E,('A, a, b'} et E.,(l, a, 6) existent Fun et l'autre,
et qu'en décrivant C(a, b) dans un sens invariable, on ne peut passer
d'un arc de l'un des ensembles E,('A, a, b) ou E.,('A, a, .6) à un arc de
l'autre sans rencontrer au moins un point de e\}^,a, b).

7. Considérons la position mutuelle de C(â+Aa, &+A6) et
de C(a, b\ Aa étant non nul . Supposons que le segment rectiligne
joignant (a, &) à (a+Aa, 6+A/>) soit dans D, ce qui aura l ieu, si
(a," b) est intérieur à D, dès que | Au et i A 6 j seront assez petits. Dési-
gnons par T le rapporta et par Au l'accroissement d'une variable u.
On a
(n) A F = = F ( . T , r , < ? + A f l , ^ - + A & ) — F ( . p , j ' , « , A )

=^(.^j,,^P)Aa+^(^y,^P)A&

=-Aa^(^,j,^P)[î(^J',K,P)-T],-

(a, p) est un certain point du segment rectiligne joignant (o, &)
à (û-l-Aû, b+^b').

Le signe de AF est celui de Aû[?(^, y , a, P)-T]. Supposons
|Aa <-»iï(£), |A6 |<Yi s ( e )

AFa(66) le signe de
^a[<j{sc,y,a,b)—i:-^-S£} (â't<l)

et aussi celui de
A a [ î ( ^ , J , « + A f f , & + A & ) - T + Q / £ ] ( ô / 2 < I ) •

i° II résulte de ceci que C(û, b) et C(û + Au, 6 -h A&) sont disjoints
n T < a, (û, è) - e ou si - < ̂  (a + Aa, è + A6) - s, ̂  a"^ quand
T > ;.,(a, 6) 4- s o" ^ > ̂ (û -1- Au, 6 + A6) + e (toujours avec [ Aa |,

|A61<^). : J ' •
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En effety si le point M(^, y) est sur C(a, 6),
F(^, y, a 4- àdy b -4- A^)== AF

a le signe de Aa[y(;z*, y, a, b} — T + as].
Si M7 «.y) est sur C(^+Aa, b+àb\ F(^,y, a, é)==—AF(^y, a, 6)

à le signe de —^ [qÇx^y , a+Aa, &4- A6) — T + S^j.
, Si.

. T •< ̂ .i (û;, & ) — £, OU T <; ^-i ( /;/ 4- A< ,̂ ^ -4- A& ) — £, P0111*' ' ̂ a ̂ > °^

C(a, &) est dans S^a+Aa, 6+Aé) et C(â+Aû, 6+A6) est dans
S(a, è). Pour A^<^o, C(^, &) est dans S(û+Aa, 6+A6) et
C(û + Au, & 4- A6) dans S^a, é).

Si , „ , ^ , -1 • .
T> ^2(0, À ) -h e, ou " T> ^(^.4-Aa, b 4-A^) + £,

on a des conclusions analogues, les régions S et S' échangeant leurs
rôles.

2° s étant supposé inférieur au quart de ^(û, 6) — ^i(a, 6), soitT
compris entre y.\ + s et ^3 — e.

L^ensemble E) ( r— s, a, 6), dont chaque point appartient à C(û , è)
et vérifie y (x, y , a, 6 ) < ^ T — £ , est en totalité dans S(a+Aa, &+A6)
si Aa^>o et dans S^o+Aa, & + A & ) si Aa<;o. C'est l'inverse pour
E^(T + £, ^, A), qui est en totalité dans S^a + Au, b -+- A6) si Au ;> o
etdans S(<2+Aa, 6+A6) si A û < o (y?^. 3).

Soit ^(T, £, a, é) l'ensemble des points de C(<7, &) vérifiant
• - "~^^(^J, ^^)^^-4-£. . • :

<?(T, £, a, è) est l'ensemble fermé obtenu en retranchant de C(a, 6) les
deux ensembles E ) ( T — £ , ^ 6) e t E a C T + s , û, &). Désignons par
<^(T,£, <2, 6) l'ensemble des arcs-segments de 0(0, é) contenus dans
e(^^ s, a, h) et ayant une extrémité frontière à E, (r— £ ^ û , 6)etrautre
extrémité frontière à Ea(r+ £, a, 6). ^(r, £, a, 6) renferme au moins
deux arcs-segments. Quel que soit le signe de Aa, les deux extrémités
d'un arc-segment de ^(/r, E) sont dans deux régions différentes de
C(a+Aa, 6+A&). Donc^ tout arc-segment constituant de e ' Ç ^ ^ i )
contient au moins un point commun aux deux courbes 6(05 b) et
C(a+Aa,è+A&).
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Au contraire^ tout arc-segment majeur (contenu dans nul autre) de
e(^, £, a, h') qui n'est pas dans ^(r, z) a ses deux extrémités frontières

S'icL.b)
S^a/+A<x,6+Ai^OL+A^À+AÔ^

C(a^

au même ensemble E, ( -—c,a , 6) ou Es^-h e, a, V), et Pon ne peut
a priori affirmer ni qu'il contienne ni qu'il ne contienne pas de point
commun aux deux courbes.

En tout cas, si
^ ( ^ ^ )_ ( -£< r<^ (a / ^ )—£ , 1 1 |Aa |e t [A^ |< - /3 , (£ ) ,

l'intersection de C(a, b) et de C(a+Aa, 6+A6) existe; elle est située
en totalité dans <?(T, £, a, b) et a au moins un point dans chacun des
arcs-segments e'Ç^^ £, û, h). .

On peut évidemment échanger dans oe qui précède les rôles des
courbes CÇa, 6) et C(â.+Aa, &+A&).

7 é. Supposons maintenant que Aa etA<S? lendent vers zéro, et de
façon que T tende vers une limite 1 contenue dans rintervalle
p,(a,è)<X<^(^6). ^ ,

Alors £ peut être suppose infiniment petit avec la borne supérieure
de Aa . ! ! ! ! 1 1 1 . . ! , ! , 1 ! • ' , , ' ! 1 ' 1/ 1 1 : 1 1 , 1 1 : /••. , . ;;• ! : ; 1
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<?(À, a-5 6) est l'ensemble commun à tous les ^ (À, s, a, 6) quand £
varie. D'autre part, sur tout arc-segment de C(a, b) contenant un
point de .^(À^ Oy 6) il y a, dès que £ est assez petit, des points de
E , ( ^—£, a, b) et des points de E2(À+ £? a, 6), donc des arcs-segments
de <?\X, £, a, 6). Donc l'intersection de C(û+A<3, 6+A6) et de
C(a, b) existe dès que Aa j est assez petit et l 'ensemble de ses points
d'accumulation, quand Aa prend une suite de valeurs tendant vers
zéro, est dans e(\, a, b) et renferme la totalité de ^(A, û, &).

Enfin, si àa a un signe constant, par exemple si Aa > o, dès que âa
est assez petit, E, ( À — £, <z, 6) est dans S(<^ + Ao, b -h A6), etc. (trois
résultats analogues).

8. Arrivons maintenant à la démonstration du principe généralisé
de M. Mandelbrojt.

H est un ensemble fermé donné, intérieur à D7. b == ^(a) est carac-
térisé par les conditions que S[ay ^(^yi ou 2(û) est vide de points
de H, tandis que C[a, ^(a)] on IiÇa) renferme un sous-ensemble
fermé (non vide), H Ça) appartenant à H. Le fait que ^(û) est déter-
miné et les hypothèses sur la continuité de C(a, b} en a et b montrent
que ^{a) est une fonction continue de a.

Soient Ài==À4((2 ) et •\^=^(a") le minimum et le maximum de
q[x^ y , a, ^(a)\ sur H (a). Tout point d^ccumulation de la suite
d'ensembles H(a-+-A(2), quand Aa tend vers zéro, estun point de H(<3)
parce que : i° H. est fermé ; 2° T(a) varie continûment avec a, comme
^(û) lui-même. Il résulte de là que, q(x,y, a, b) étant continu dans û,
tout élément limite, quand Aa tend vers zéro, d'un point du segment
numérique A, (u 4-Aû), ̂ {a -h Aa) appartient au segment À^ (a), \^a).
Donc

^ HinAi(a4-Aa)^Âi.Ca)^ ITm 1'^(a -4- àa)^^(a). /,
A^=:'»1 .1 1 „ 1 . 1 1 Aff^o 1 , ! ! , , ! ! •

Soit a' différent de a. ?(//), qui cont ient les points de H formant
H^) n'est pas en totalité dans S(a). De même ̂ (a') ne contient pas la
totalité de T(a). Si a! tend vers â^ la région S(û/) tend vers la région
S(a). Dès que S;^) et S(â) o^nt un point commun, on voit immédiate-
ment que r(û) et r(^ sont non disjoints. Si donc ̂ ==
les limites d'indétermination, de T quand Aa tend vers zéro, appar-
tiennent au segment ̂  [a, ^(a)], jj^[â, d/(â)J.
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Soit à démontrer l'égalité Ai (a) = ̂ / (a -+~ °)-
Tout d'abord, indépendamment du signe de Aa, dès que |Aâ| est

assez petit,
y., ( a 4- A^) >-/..i ( a} — s.

Soit Au ^> o.
Puisque E^T-^ £/a+A^(a)+-Aâ], s'il existe, est en totalité

dans S[a,^(û)] ou S(o), cet ensemble E, ne contient aucun point de
H (û+Aa). Donc

},t {a 4- A^') ^Â.(a -4- Aa) ^T -4- £.
D^où

: .. , Â , ( ^ ) — 2 £ < ,Ââ (^ - { -A^ )—£ < T, •

des que Au positif est assez petit.
D'autre part, E, [^—£, a, ^(a)], s'il existe, est en totalité dans

g r ^ + A ^ ^(û)-}--A^j ou S(a+ Aa). Il est donc impossible que
X i ( û ) < T — £ , sinon H(^) aurait un point dans S(a+A/z). Donc
T^(^)+£. . " ^ • ,

Finalement, T: tend vers X, (à). Donc ^{a) a une dérivée adroite
q/(a+o)et <)F ^F

, • ^^+oj=^(^=^^:^, . [^==d;(a)j,

la valeur du premier terme étant le minimum du dernier sur H(a).
On montre de même ̂ (a — o)=^(a). en considérant àa < o.

^Ça +Aû) e t X , ( û + A a ) tendent, comme T, vers À» (a) quand Aa
positif tend vers zéro. Donc la dérivée ̂ (a), susceptible de deux déter-
minations valables chacune unilatéralement, est cependant continue
unilatéralement en chaque point. Ce qui justifie les notations ^(a + o)
et 4/(a - o) pour la dérivée droite et la dérivée gauche de A(^).
L'ensemble des points de discontinuité de ^Ça) est dénombrable, et en
chacun Ceux d/(û + o) — ̂  (^ — o)<o.

Il est donc démontré que l'ensemble H, (a) des points initiaux de
H(<2) est donné solidairement avec tous leurs conjugués par les équa-
tlons ^F à¥
(10^1°) •F(^jv^^=o,,1 ••»=4(^), \^ +^^(i^l+o)=o• , ,, .

D'autre part/ -t tendant vers ^(a + o) pour Aa positif tendant
vers zéro, rensemble des points d'accumulation de riîitersection de
T(a+ Aa) et de F (a) est contenu dans t^nsemble ̂ [^(a+o)^,^)],
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ou ô î ( û ) , des conjugués sur r (^) des points ini t iaux de îi{a} et il
renferme l'ensemble Q^û) de leurs conjugués forts. [Si rensemble
initial H(û) est formé de points extrême's de r(a), les conjugués forts
des points de Hi(a) ^existent pas.]

Le rang des points de îiÇa+àa) sur TÇa+àa), rang compris
entre À 1(0-)-Au) et ?^(^ + ^a) inclusivement, tend vers Xi(^). Donc,
les points d'accumulation de la famille H(û -+-AO) quand Aa tend vers
zéro par valeurs positives appartiennent tous à Hi(^), puisqu'ils sont
dans H(â) et ont pour rang À^ (û).

Si âa tend vers zéro par valeurs négatives, on trouve les conclusions
analogues formulées dans l'énoncé du théorème.

Celui-ci est dès lors entièrement établi.

8 A. Le principe de M.Mandelbrojt est une réciproque du théorème
précédent :

Si^ l^ ensemble fermé H n étant pas donnée on connaît cependant la
fonction b=^(a) définissant pour chaque a la région maximum,
S (a, 6) vide de points de H, les équations (10) feront connaître sur
r(a) = C[a, 4^)] respectivement les points initiaux et les points termi-
naux de H(^/)==H. F(a), mais indistinctement avec leurs conjugués.

Bien entendu, ^(a) e^ ^es courbes -T(a) vérifieront toutes les con-
ditions analytiques ou géométriques établies plus hani,

9. Nous ajouterons à la théorie précédente quelques remarques
permettant d'en étendre l'application.

i° Pour que les théorèmes énoncés soient valables pour une
courbe déterminée r(a), il faut et i l suffit que les hypothèses de
continuité ou de signe, relatives aux configurations, aux fonctions,
soient vérifiées simplement dans la partie de û correspondant au
voisinage du point a, ^(a) dans D. H étant intérieur à D7, les iné-
galités supposées peuvent être remplacées par Inégalité sur la frontière
de D^Pareillement, les résultats relatifs à l'existence de ^(a+o),
aux ensemblesd'accumulation des points communs à T(a+Aa) et
à T(a) quand Aa tend vers zéro par valeurs positives, etc., supposent
simplement que4'(ûr+Au) est défini pour Aa >o. ^pourra donc être
situé à l'extrémité gauche du segment constitué par les valeurs qu'il
prend dans D.
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Observation analogue si a est l'extrémité droite du même segment.
2° La région S(a, b) qui, pour b = 6(û), est. la région S(a) de r(û)

vide de points de H, tandis que T(a) contient au moins un point de H,
a été supposée poissante avec h (sous réserve de précisions complé-
mentaires). Si S{a, b) est au contraire décroissante, quand .b croît, en
supposant S (a, 6) toujours définie par F<^o, on a jr ^>o.

Il faut, dans tous les raisonnements et énoncés, changer le signe de
Au. ^(a + o) et /s j / (a—o) s'échangent. Par conséquent, dans cette
nouvelle hypothèse, ^(^ 4-°) €st Ie rang de F ensemble terminalHa(û)
de H (a) [et de l 'ensemble conjugué Q^(a)], ̂ (n—o) est le rang de
l'ensemble mutai H, (a] de H(^) [et des points de Ô, (a)].

3° Le rang qÇx, y , a, b) =— ^--^Tr d^ point M(^ j) sur C(â, b)
est Indépendant d'une transformation ^(F), avec g'(o) == o;» effectuée
sur la fonction F nulle sur C(a, 6).

Si nous opérons un changement des paramètres a et b en c et d,
indépendamment de oc et de y, le rang de tout point M (x, y) d'une
courbe donnée CÇa, b) subit une transformation homographique indé-
pendante du point M sur C et ne dépendant que de la transformation
du système Ça, b). L'ensemble des conjugués d'un point donné
de CÇa, b) reste invariant.

Bien entendu, la transformation de {a, b) en (c, et) doit conduire à
une dérivée -jj de signe constant. Il sera nécessaire et suffisant pour

cela que — — q a ait un signe constantdans D. Il en sera ainsi pour

' a == c -{-" £ k ( c-, d)^ b = cl -r- £ h ( Cy ci},

dès que £ est assez petit (et indépendant de c et de d).
La transformation homographique étant de sens invariable, un

changement des paramètres a, b remplissant les conditions que nous
venons de dire ne modifie pas l'ordonnancement des points d'une
courbe C(û, &), sauf à l'inverser simultanément sur toutes les courbes
à la fois. Comme on pouvait s'y attendrey les éléments extrêmes de
H(a) gardent leur caractère.

Enfin, dans une transformation topologique du plan des*r,y, l'équa-
tion de la transformée (7(û, &) de C(a, b) est encore F(<z?, y , a, &)== o,

Ann. ÉG. Norm^ (3), LV. -- FASC. 4. 35
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où x et y sont exprimées au œovea des coordonnées x^ y du trans-
formé de M(,r,j). La définition du rang q montre que le rang de M
sur C(a, &) est égal au rang de M' sur C^a, b). La relation de conju-
gaison de deux points de C(û» 5) est topologiquement invariante (T).

10. Supposons que la courbe G(û, b) admette les équations para-
métriques

^=:.2?(&), a, b), y-=iy{(^,a,b'),

co étant par exemple l'argument d'un point décrivant le cercle trigono-
métrique, pendant que le point M(^, r) décrit C(a, 6). En tous cas, il
sera intéressant et toujours réalisable que le champ de variation de co
soit un segment indépendant de a, b, par exemple le segment
oSœ^2Ti. Le domaine û' fermé parcouru par le point (û, b, œ) est la
composition de deux domaines indépendants, savoir D où le point
(a/ô) se déplace elle segment décrit par û).

Nous supposerons «r et y doués de dérivées premières continues
en co, a, b dans û.

Supposons que la région S(a, &) croissante avec b soit la région
positive de C(a, b) parcourue dans le sens des co croissants. Le chan-
gement éventuel de co en 2 î i — c o permettoujours de réaliser ces
conditions. Le rang q en un point est la valeur de — en ce point si la
courbe y touche son enveloppe, quand la théorie élémentaire s'ap-
plique, b étant regardé comme fonction de a. On trouve

(9^) .y=,(.^,^)=,(co,a,&)=-^^:§^.

(1) II y aurait peut-être une intéressante étude topologique à faire sur les courbes
planes C(a, b) dépendant continûment de deux paramètres, et généralisant comme il suit
les conditions de Fénoncé : i

1° 11 existe deux nombres finis pii(a, b) et ^îÇa, b) tels que si

^A^^^^ ousi l i m — > ^ ( a , & ) ,
A^^-.ft *-<*' , • . , ,——— AAC//Aa==o i

Aû;==o'

la courbe C( a -+"Aa, b -h A^) finit par être disjointe de G (a, &).
2° Quel que soit le point MO, j) situé sur C(a, b), si C{a -+- Aa, À - f - A & ) contient M

et si |Aa|-4" | A& tend vers o, le rapport -.—tend vers une limite unique q appelée
le rang'de M sur G (a, b).

Dans quelle mesure la seconde condition est-elle indépendante de la première ?
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C'est bien la valeur de — . - ^ ^ 5 si l'on forme l'équation F(^,y, a, 6) ==o
de C(a, &) par l'élimination de co entre les expressions de .2? et dej.

^ . j , , , (M fax àr\ . . âM fax ày\Considérons le vecteur -3— ou .--? — ) 3 et aussi -rr- ou -r / ' - rr-r6?Gô \^ûù rlû)/ àb \àb àb J
Soit

<? *̂ à y A'r <^y _ D(^,j)
d(ù àb àb àw D((«L), b)

i J "* . ' Ï ^M A àmle produit vectoriel-.- / \ ^ •
L'hypothèse u <^ o entraîne S(a, b) << S(a, //) pour 6 <^ /Y.
Soit

- -^ ! ̂  -^
. AM=^Aa4-^A6-4-^ IAco+^(|AaÏ+|A&|4-|AG)|), .

oa db f/o)

la notation o(x) étant celle de Landau. Pour connaître la position
du point M'= M + AM par rapport à S(a,&) quand M est sur C(a,. 5),

nous considérons le signe du produit vectoriel ~j^ f\ AM. Le point M7

est dans S (a, 6) pu dans S^a, b) selon que ce produit est positif ou
négatif. On voit que si Aco est infînin) ont petit, de l'ordre de |Aa|+ \àb|
au moins, le produit vectoriel est mesuré par

. ' Pi^J)Aa+D^A^o(!Aa|+A^|). ! / : s : 1

D(c»}, a) D(c,), b)
OU

A / Aô

^(^-Aa • Ô£ L

avec â^i, dès que A < a j + A6 est assez petit, e positif étant
donné. La discussion fai teplus haut recommence, u remplaçant
àF. 1 ' ; ' l l i ' ' 1 - ' 1 ' 1 1 ^ 1 ' ! l l i •• ' 1 : 1 1 •

îd encore, ^(a+o) est le rang des éléments initiaux de H(o) et
^a—o) le rang des éléments terminaux de H (a), ou bien c'est
lïnverse selon que, la région I; (a) vide de points de H étant iden-
tique à S[a, 4^(0)], la régionS(a, &) croît ou décroît quand b croît, ,

Enfin, si l'équation de C(a, è) est mise sous la forme
^ . 1 1 ; , .1, : ' • ' 1 ; - 1 ;=:=^4-<7=^(1^1^),' 1 . • : 1 - 1 ' ; 1 1 1 1 1 : 1 1 / . 1 , ,
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on a

(9,3) //==- ^và b )

^^^
\àùù à a,

^1 !̂
' \àw àb

<Jl(w)+Zc3(w) désignant selon l'usage le nombre complexe (P.
Supposons que la courbe C(9, 6) soit de la forme z = e1^ ^(co, 6).

Alors
. . ! ^-^^•, ^^ às-^.

^G.) ^ <^ ^ ^ ^

(r2) ' àz âz ;-^ ^ ^ ^ àt ~(R\ï3àu)
I ̂  "r"5 x ,̂' 'îï, — ^7: '̂ i: " 1 ^ —^ àQ ^ au) àw àb àw àb' i f ̂  ^ç

J\^) àb^

Le rang y est indépendant de 9 sur la courbe C(ô, b). Pour une même
valeur de co, il ne dépend que de b.

Applications du principe géométrique.

11. Indiquons à quels exemples de courbes et de quelle manière
nous appliquerons le principe géométrique.

Comme famille à deux paramètres considérons les droites du
plan D(Q, b) d'équations

F('.z';,y, Ô, b}=xlcosQ•J^ y sinô — b == o ! ou ,s=:.-y."4- ir :==:(//•+- if}^/'0,

fêtant un nombre réel quelconque.
Nous pouvons appliquer nos résultats généraux, D et D' étant

le^ plans complets des (9, 6) et des (a-, y), diminués de leurs points à
l ' infini .

Soit A/ ou A^ô) la droite indéfinie s ̂ ^^ r étant réel quelconque.
Si nous prenons A/ pour axe des abscisses et D(6, 6) d'argu-
ment 9-+- - comme axe des ordonnées, t sera l'ordonnée du
po in t^^^^+ïys i tuésurDÇÔ,^) .

La région positive S(6, 6), ou F > o,de la droite D(9,é), contenant
les points de A^ correspondant à r=="h oc, donc la région négative
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de D(6, b} par rapport aux t croissants, cette région S(6, b) décroît
quand b croit. Le rang sur D(Q, b) du point ^ == <?^0 ^ avec t == b -+• à,
est,

-^)-(^)='-
Les hypothèses du cas général sont vérifiées à distance finie (9, ï°).

Aussi, H étant un ensemble fermé (borné) donné, soit 6==p(6) le
m i n i m u m des valeurs de b telles que l^ensemble H n'ait aucun point
dans la région positive de la droite D(0, 6). La droite A(8) d'équation

• xcosQ -^r r smQ —.p(Ô) ==o,

contient un ensemble H(6) appartenant à H, tandis que tous les autres
points de H sont dans la région négative de A(9). La théorie générale
nous apprend que :

i<> pfÇQ _j_ o^ et p^Q _ o^ existent quel que soit 6;
^o p^O-j-o) est l'ordonnée maximum À^(6) , p ' (6—o) est l'ordon-

née minimum À, (6) des points de H(6), ces ordonnées étant comptées
suivant A(6).

3° Les points de H(6) ainsi définis sans ambiguïté par ces deux
nombres ̂ (6 -h o) etjt/(6 — o) sont respectivement les points limites
uniques de l'intersection de A(6-+-Aôyavec A(6), et les positions
limites uniques des points de H(6 + 6), quand A6 tend vers o, respec-
tivement par valeurs positives et par valeurs négatives.

4° Non seulement p(Q) est continu, mais jp^ô) (avec sa double
détermination éventuelle) possède, en chaque point la continuité uni-
latérale îp^O 4- o) — p ^ Q — o ) est toujours positif ou nul.

Toutes ces propriétés se vérifient géométriquement avec une grande
facilité.

Si Pon trace sur chaque droite A(6) le segment 0(6) (généralement
réduit à un point) joignant les points extrêmes de H(6), l'ensemble
des a(9) est la frontière V(H) de ce que j'ai appelé la borne cowexe
de H (1 ), soit Bo(H). Les extrémités des segments 0(6) (confondues

0) La borne convexe (Tun ensemble borné plan et non linéaire E est Fensemble des
points x^hx^h^+hx^hx^ y^hr,-+-hy^J^r^hy^ avec kt>o
^ S 7^=1 les (^, yi) étant quatre points distincts quelconques appartenant à E, trois a
trois non alignés, tout au moins si E contient au moins quatre tels points. Sinon, on
annulera le coefficient k',.
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sauf pour une infinité dénonibrabl'e de valeurs de 9) seront'appelées
les points principaux de V(H).

SoitC==p^ un point principal isolé. Ce point est l'extrémité com-
mune de deux segments appartenant à V(H) et qui, dirigés a partir de *C?
ont pour arguments respectifs, Q , ( — ^ Ô a — 7 T ? avecÔi <^ f^^ôi + ^.

Alors pour 6^6^63, la droite A(9) passe par C e t par suite
j?(6)=== p cos(0 — 40- ^n vérifie que le point ^[pÇQ) -+- ^(6)]? carac-
téristique de la droite A(6) ne cesse pas, pour Q ^ ^ Ô ^ O a , de coïn-
cider avec Ç.

Nous allons retrouver les points principaux par une autre voie.

12. Considérons comme seconde famille de contours à deux para-
mètres vérifiant les hypothèses de l'énoncé, les cercles ayant leurs
centres sur une droite donnée, que nous prenons pour axe des x.

Soient — h l'abscisse du centre, R le rayon d'un tel cercle CÇhy R).
Considérons la région infinie S (À, R) de ce cercle. Elle décroît
quand R croît. Nous sommes dans le cas d'application de la théorie
générale. Le cercle a pour équation

x •+ iy =z == — h -+- Re^ (--T^^îr),

.̂R.» . -̂,, ^=.»

àz àz àz àz ...——:=:.— <R^\ - ^:^K.
</û> àh ? à^ àR

Le rang y(a), A, R) est donc COSOD, indépendamment de À et de R.
A une valeur de q correspondent deux points conjugués d'arguments œ
et —co, sauf pour q-==—i, ^=±^ définissant un point initial
unique, ou pour q == i, co == o, définissant un point terminal unique.

Done, si T(Â) est le cercle de centre —h et de rayon R(A) tel que
l'ensemble H n'a pas de point dans la région infinie S(A) der(À),
tandis qu^il possède au moins un point et généralement un
ensemble H(À) sur rÇh\ ̂  (h + o) et ̂  (À — o) existent l'un et
l'autre. Ils valent respectivement le maximum et le minimum de ces oo
sur H(A). C'est le théorème de M. Mandelbrojt.

Si les arguments extrêmes des points de H(A)surr(A) sont respec-
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tivementfa), pourle plus petit envaleur absolue, &)., pour le plus grand,

(i3) ^(A+o)==cos^, ^:(A-O)=COS&),.

1-2 6. Étudions la variation de R(A) avec h. Bornons-nous au cas
de/?>o.

Deux cercles r(A) et r(À') ont, nous l'avons vu, toujours au moins
un point commun. Donc, si o^h'<^ h,

_ ( A _ A ' ) $ R ( / i J - R ( / < , ' ) ^ / ( - A ^ R ( / t ) 4 - R ( A ' } .

En particulier, faisant À'==o et posant R(o)=Ro, .
- A $ R ( A ) — R , ^ / ^ R ( À ) + R O >

ou
-R^R(A)-/^Ro ^ R(A)+/^Ro (A>o). .

i° La condition R(À)==Ro+A, vérifiée pour une valeur de A(>o)
entraîne que T(h) et r(o) sont tangents au point Ro, S(À) conte-
nant S(o). Elle est nécessaire et suffisante pour que H renferme le
point Ro. Ro est alors le seul point de H(A), quel que soit h > o. Cette
condition équivaut à R'(+o) == i.. ' r^»\

2° Si o<A<Ro, la condition R(A)=Ro— h entraîne que I\A)
et F(o) sont tangents, S(o) contenant S(A). Elle est nécessaire et
suffisante pour que H renferme le point -R^. Vérifiée pour ^une
valeur de h elle l'est aussi pour toutes les valeurs de rintervalle(o, Bo) :
Cette condition équivaut à R'(o) ==— i.

3° Si À> Ro, la condition R(Â) = h - Ro_entraine_que H est formé
du seul point - Ro, seul point commun à S(o) et à2(À), qui l'un et
l'autre renferment H. Vérifiée pour une valeur de A, elle l'est pour
toutes les valeurs du champh > Ro. Elle équivaut à

l im[R(/ i)—A]==—ÎV
Aw

L'inégalité fermée (A'< h)
R^-R^)^-^, ou R(/l)-/^B(A')-A /,

montre que R(A) - h ne saurait croître quand A croît. Ce nombre étant
borné, soit ̂  'sa limite pour h infiniment grand. On a - Ro^oSK,.

On n'aurait ̂  = Ro que si constamment
R(/I )==A+R( | , po"1' ^>°-'
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le point Ro étant alors sur H, On n'a ;jLo== — Ro que si — Ro est le seul
point dont H est. constitué et alors R(A) ===[/?. — Ro [, R( / ? , )==A—R^,
dès que A^RO.

En dehors de ces cas, p-o est sur l'intervalle ( — Ro, Ro). ^-o est le
nombre que nous avons appelé jo(o) abscisse de la droite A(o) vers
laquelle tend le cercle r(/z) quand h croît indéfiniment. Posons

R(À) == h -4-p(o) -K u( h).

^(Â) tend vers o sans jamais croître. Si, pour une valeur h' de h on
trouve iiÇh') = o, le point pÇo) est sur H et sur rïA'), et il est le seul
point de tî(h.)y avec

R ( h ) == h -{- p ( o ) . pou r h > h/.

Soit^ =a. Le cercle C[h, h+p(o)+u] dépend de a et de u.
Pour Adonné , R = = À + p ( o ) + ^ et ^ varient dans le même sens.
Donc la région S(À, R) est décroissante en u. Quand a tend vers o, il
en est de même de u{h). Il est aisé de voir que l'équation de C(A, R)
a ses termes dérivables en a et u pour a=u=o, de façon que la
théorie générale s'applique en ce point (9, i°). L'équation de C(/^ R)
se met sous la forme

(.y-l- h")ï•^-J'ï==:[h -^p(o) 4- u^
ou

/ ,. , ^2•4- r 2—|/^(o 'J i 4- u\3-
^—p{o)—'u-^-———^——u v /———L=o,

2 h

F(^j, a, H)=^—p(o) — /-/. -{- ^—a-}-. . .=o,
•i

en négligeant les termes du second degré en a et u.
Le rang q est

_ à F ^ à ¥ _ y^
, • . , , àa' au 2 ! ' " ' " , ! !

Donc ?/(o) existe et si î^ ( / z )===^ [[j.,+£(a)], £(a) tendant vers o
avec a, [j^ est le maximum dey2 sur A(o). D'après le résultat obtenu
plus haut, p-i est le plus grand des deux nombres (éventuellement
confondus) j^^- o) etp^Ç — o).

13. Si au lieu de la famille C(^ ,R) des cercles que nous avons con-
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sidérés, ayant leurs centres sur l'axe réel, nous prenions les cercles
ayant leurs centres sur .taxe hidélîni d'argument Ô, cercles C(9, hy R)
d'équation

3 ̂  ̂ 0 j ̂  ,.̂ , _^ R^w ) ( i &) ! ̂  TU,

noas trouverions que, S(9, h, R) étant la région infinie de C(Q, h, R'1)
et R(6, À) désignant le rayon du cercle r(-9, h} contenant une
partie H(0, h) de H, tandis que H n'a aucun point dans l a 1 région
infinie S(e, A ) d e r < 9 , In,

^(AA+o) ^ ^ R ( ^ A - ~ o ) existent et sont respectivement les
ôh àh

cosinus du m i n i m u m et du maximum de | co | sur H(6, A).

2° R ( 9, h ) == h -4- p ( Q „) 4- ^^^^^ (' l } 1"lml &1? ( h ) = ° 1 1

[^(ô) é tant le plus grand des nombres p^O + o) etp'\0 - o).

Le dernier terme de R(6, À) décroît toujours, à moins que pour une
certaine valeur de h et toutes les suivantes [̂  (9) == ^(/i) == o. Ce der-
nier cas se présente si la frontière V(H) de la borne convexe Bo(H)
admet en un point principal une normale passant par l'origine [toute
droite rencontrant V(H) en un seul point étant regardée comme tan-
gente à V(H)].

La distance d'un point quelconque de A(9) à l'origine étant
p2(9^-l- y^ siy2 ̂  rordonnée de ce point par rapport à Faxe ^(6),
d'équation z=re^, on a toujours

(i4) ^2(^+^( l^)==p2(^)+2 / '^ :± :o)^Rï<

Observonsque tout point de H situé sur une circonférence r(8, h}
[en particulier toutpoint de H(o)J est un point principal de V(H). Mais
certains points principaux de V(H) ne sont sur aucune circon-
férence r<6, À). Cependant, la connaissance de la fonction R(0,A),
par l'opération1 • y/(6Q==.lim[R(M-)-- h]- , - '

1 ' ' ' ! A » ^ ! ! ! , . !

fournit les points ^[p(Q) + ̂ (6-0)] et e'0 [pW -+• ip\Q + o)]
extrémités du segment CT(6) pour toutes les valeurs de 9. On a ainsi tous
les points principaux de la frontière V(H) de Bo(H).

Ann. Éc. Nm-m., (î), LV. - FASC. 4. 3Ô
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L'extérieur de la borne convexe Bo(H) est identique à rensemble
des régions S(9, h, R) ne contenant aucun point de H. Si, en effet, M
est un point de ce dernier ensemble, par hypothèse M est dans une
région S(ô, hy R). Par M menons la perpendiculaire au segment
joignant M au centre —he^ du cercle C(9, h, R). Il est évident que
cette droite est totalement extérieure à la borne convexe Bo(H). Réci-
proquement, par un point W extérieur à cette borne passe une droite
indéfinie située à distance positive de Bo(H), et l'on peut évidem-
ment construire une circonférence séparant cette' droite et Bo(H),
Bo(H) étant dans la région finie de ce cercle. •

14. Inversion. — Si nous prenons l'inverse géométrique de la figure
par rapport à l'origine, avec une certaine puissance, i par exemple,
^ensemble H devient un ensemble H'fermé (sur la sphère de Riemann).
Les cercles 0(6, A, R) deviennent des cercles (7(6, A, B) de la forme

.___^__;— _^4-H^oï ( — TC ^ (x) ̂  7T ).

r(6, A) devient un cercle 1^(9, A) dont l 'une des régions 27 contient
l'origine et est vide de points de H, tandis que P(6, h) en renferme au
moins un. La réunion des régions S7 est identique à celle des
régions 5'(Q) de circonférences 0(6) passant par l'origine et contenant
au moins un point detT, tandis que ^(9) n'en renferme aucun point.
La frontière de la région ainsi obtenue est l'inverse géométrique V/

de V(H). Les segments (T(Q) sont remplacés par des arcs de circonfé-
rences S(9). Les points de W appartenant à rare-intervalle </(6) ne
sont décelés en aucune façon par la fonction R(9, À), d'où peuvent se
déduire au contraire tous les points principaux dé V^ inverses des
pointsprincipaux deV.

15. Considérons plus particulièrement la détermination au moyen
de R(6, h) des points de la partie H(o) ou Ho de H située sur r(o).
^ (Q, -h o) == cos (<p — 9), <p étant l^ârgument du point de H^ le plus

voisin du point Ro^0. La considération de ces dérivées pour h === o va
nous permettre d'obtenir une condition nécessaire et suffisante pour
que Ho se réduise à un point unique.
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6 étant un nombre réel quelconque, posons

^^ /., „ 2 Tîôâ==ô+ T- ^==ô-^

et soit I/, le point Ro^C/^'. 4).

Fig. 4.
Considérons la somme

S3^)=^R(^ . o) + ̂  R(^, -+- o) -h ̂  K(^ + o).

2'ÎT83(8) admet la période —
S'il n'existe dans Ho qu'un point singulier ^ == R(» e^,

S3( '^ )==.SCOS(^-—^)=0 ( Â - = = I , 2 , 3 )

quel que soit 6.
Je dis que si la condition 83(6) == o est vérifiée pour une valeur

particulière de 9, Ho ne contient qu'un seul point et dès lors 83 (6^) = o
quel que soit 6'f. Soit, en effet, C un point de Ho. S'il en existe un
second Î7 == B.o ̂ 2/, distinct du premier, chacun des trois termes
-rj-R(6/^ -ho) de Sy(6) vaut au moins cos(6/,—o), donc 83(9)^0.
Pour avoir S^(Q)==o, il faut que cos(6^—ç^cosÇO^—ç) pour
k== i,2,3.

Soit 1̂ . le point de Co diamétralement opposé à 1 .̂ L'hexagone
lirja^LJ^ est régulier convexe. Soit .̂ le symétrique de ^ par rap-
port au diamètre I/J^ D'après cos(6/,~ ç^^cos(6A—ç), ̂  est étranger
à l'arc-intervalle ^I/,^ et contenu dans Tare-segment n/,^.
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Quitte à augmenter 6 d'un multiple de ̂  ce qui ne change pas
Sa(9), on peut supposer Q^o^Oa. ^ est sur l'arc-segment I,T.^2.
Celui-ci contient donc l'arc-segment ÇF/Cy? donc aussi ^. Mais £7 est
étranger aux arcs-intervalles ^1,^, ^L^a et il est distinct de C. Il est
donc étranger a l'arc-segment l,^ ou I,r,L. Il y a contradiction.
Donc ^ n'existe pas.

Un raisonnement analogue montre que, si

. er,k=:9-{-^ ( r^3; i^r),

la condition S,.(Q) = = ^ ^ R ( 9 / . ^ + -o>==o ' e s t nécessaire et suffi-
k

santé pour que Ho se compose d'un seul point.
Si

^(^4-o)+^(^-o)=o

pour une valeur de 9, Ho se compose de deux points au plus, Symé-
triques par rapport au diamètre A' d'argument 6.

16. Nous trouverons plus loin un autre exemple de courbes
C(9, a, R) à trois paramètres, R étant encore un paramètre de dilata-
tion, en ce sens que la région S(6, a, R) est constamment croissante
(ou toujours décroissante) avec R .

Si nous donnons à l'un des deux nombres 9 ou a une valeur fixe, et
si nous faisons varier l'autre, nous obtenons une courbe à deux para-
mètres, R étant toujours de dilatation. Il en est de même si, entre 9 et
a nous établissons une relation, 9 et a devenant fonctions d'un même
paramètre a par rapport auquel ils ont des dérivées continues.
Supposons, par exemple,

dQ _jo^__ ,
COS V Slïl V

v étant fonction cont inue de a. A chacun de ces cas correspond pour
un point variable de C(9, a, R) un rang variable sur cette courbe. Car,
S(9, a, R), où a est donné, est croissant en R. Quel que soit le mode de
représentation de C, savoir F(<r,j,9,a, R ) = o o u ^ = ^ ( a ) , 9 , a , R ) ,
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il est visible que, si ̂  est le rang d'un point pour 6 constante a et R
variables associés, q^ le rang pour a constant, 9 et R variables associés,
q = <^ cosv+Çs sinv est le rang pour a et'R variables associés, q est
une fonction de co,a,R. Sur une courbe C(a,R) identique à C(9, a,R),
oj figurant dans ̂  et q^ varie seuL.û etR ont des valeurs déterminées.

Mais, S(9, oc,R) étant croissant avec R, il existe pour chaque sys-
tème de valeurs 6, a une valeur de R et une seule R==^(9 , a ) telle
que C[9, a, ^(9, a)] = r(6, a) contient une partie H(9, a) de H, tandis
que S[9,a,^(6,a)]====2(9,a) est vide de points de H. Il est évident
que, si 9, a ont des valeurs données 9o, ao, quelle que soit la façon
dont on associe leur variation en fonction de a, avec les conditions
9«)==9o, a(a,)=a,, la valeur R==^o) de la théorie générale
(R pour 6) sera toujours égale à ^(9o^ ^o)' I]L suit ^e lâ q^ ̂ ^ ̂
soit v fonction continue de a, la fonction ^(9,a)=p(a) a par
rapport à a une dérivée ̂ (û+o) et une dérivée p( a— o), égales au
minimum et au maximum respectivement (S croissant avec R) de

q==-q, cosv- t -^s inv sur H(9, a). On peut se borner à considérer
p^û+o), en remarquant que p^a—o) est donné alors par le chan-
gement de v en v + î"1-Donc

( i, 5 ) .- ̂  ( 6 -+• ri cos v, a -h n sîn v )y,~:+.o= i^111 ( ̂ i cos v •+• ̂  sin v )
/ ' , ' 1 1 .[^,js.uï*H(Ô/a)].

Bien entendu^ cette formule ne signifie nullement que le premier
membre soit de la forme A(9, a) cosv + B(9, a) sinv, comme ce serait
le cas si ̂  et ̂  valaient bilatéralement et étaient continues au point

ôv d(X
(9, a). Ceci ne se présente que si H(9, a) se réduit à un point (I).

Pour chaque valeur de v on obtient le point initial ou le point
terminal de H(9,a) (point qui peut ne pas être unique sur cet
ensemble) et en même temps tous les conjugués de ce point sur

(n 11 serait intéressaab d'étudier les fonctions u { x ' , y ) possédant sur chaque courbe
. , .. ^(^,y)—^(^,r)admettant une tangente continue au point (.r,r), une dérivée lim -—=====_=-^===—

, . - , ! , , , : , - - , ' ! 1 ! , _ y ̂ z — SL)~ ~r-\j - j )

( quand x ' , y ' tend vers .», r). On voit aisément que, si ^ = x ̂  •q cos v y f = j -+- 'n sm v,
il faut et il suffit que /Z(^-+-TI cosv, j-î-'n sin v) ait une dérivée droite par rapport à ^
au point r» == o, cette dérivée o)(.v,y,v) variant continûment avec v.
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r(9, a), ces conjugués étant relatifs à l'ordination définie par l'angle v.
Mais, on conçoit qu'en faisant varier v on puisse d'une part éliminer
toîil au moins une fraction importante de H(6,a), d'autre part éli-
miner les conjugués parasites. A pnori, si q^ et y 2 sont dérivables en co,
on peut en tout point de H(9, a) défini par un argument co, en prenant
pour v le nombre défini par -J^cosv+ -^sinv== o, faire qu'en ce
point le rang" q soit stationnaire. Il n'est cependant pas sûr que ce
rang sera maximum ou minimum absolu sur H(9, a), donc qu'il sera
égal à une valeur de ^"-(•+- o).

Par exemple, soit ^^^(—A+R^) le cercle C(6, A, R), R étant
le paramètre de dilatation, h et Q deux autres paramètres, et S(Q, A, R)
étant la région infinie deC. On a

<^ -—/n^iO-Hù) ^ — / ^ ()s —- /,z6 ^•_^6+tô)^-^i '. ^-^ 5 À — e ^ m-' J

^=^d j==R(_Â^+R)/ ^==^^=^m^ ^=^--^=m,
au àQ \ ' " au àh 3 àw àR

J(w^)==—ÀRsinco, . ^(Wa)==—RCOSG), ^(çç>^)=:î{.

D'où y^==Âsino) , ya==cosoL>. Si les accroissements donnés à 6 et h
sontï] sinv et Y]A cosv, le rang q relatif aux variables Y], R est

^==^^s iDV- i - ^3ÀCOS-U==ÂCOS(û i )—V) .

Donc .-^(6-h T] s inv , A+Aï] cosv)^=4-o .est le maximum de
Acos(û) —v) sur Iï(6, a). Il correspond au minimum de j c o — v j si ce
dernier reste au plus égal à'n;.

En faisant varier v, on est sûr d'obtenir ici tous les points de H(9, a)
et Fon éliminera sans peine leurs conjugués variables avec v.

II.—- Détermination des points singuliers d^une fonction analytique
donnée par un de ses éléments.

17. Soient
.A(^)=^o+a^+...-{- :^5%--^-...• (H<^-)?(0

\ ^o/
(2) ^ (^==^+^+. . .4 .^^ , . , ( ^K-Ro)
' . 1 1 1 . 1 1 ' ! 1 ! ! - "«» , - 1 1 1 1 \ ,s ^ - 1 , , „ ! . '.

deux éléments de fonctions analytiques en relation mutuelle évidente.
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Le problème de la détermination des points singuliers des fonctions
analytiques engendrées par ces deux éléments est manifestement le
même pour les deux fonctions.

Soient Fy et To les cercles de convergence respectifs des deux
séries (i) et (2); ̂  la région finie de F^ soit s 1 < ̂  So la région
infinie de F^ soit | z >B.o.

iNous envisagerons le prolongement de go(^) (on solidairement
celui de /o) dans des régions Q engendrées comme sommes de
régions S à connexion simple et vérifiant les conditions suivantes :

i° Chaque région S contient : le point à l'infini pour Q, l'origine
pour~Q\

2° II existe une fonction ^i(^S) [/.(^S)] définie et homorphe
dans S et coïncidant avec ^(avec/o) dans la partie commune à S et à
So(àS,).

3° Deux régions quelconques S^ , Sa différentes forment ensemble
une région à connexion simple (leur partie commune forme une région
unique). Cette condition sera en particulier vérifiée si les S sont
convexes.

De cette manière, si S, et Sa sont deux régions différentes, il est
visible que ^(s, S,) et ^(^, Sa) sont identiques dans la partie
commune à S, et à S^. Donc la fonction ^,(^) coïncidant en tout
point s donné de Q avec g,{z. S) dans toute région S contenant ce
point s, cette fonction g, (z) est uniforme et homolorphe dans Q.

Les mêmeà considérations valent pour la fonction /i(^) définie
dans le domaine Q' inverse complexe (^ = -Ij de Q.

Si une fonction analytique y(^) est définie et homolorphe dans un
ensemble ouvert Q limité par une courbe de jordan V, nous dirons
que COQ admet un point ^ de Y pour point singulier si, (^o0 étant
dans Q un arc-intervalle de Jordan (ensemble ne contenant n i ^ n i ^ o et
qui, accru de ces deux points, devient homéomorphe à un segment
de droite), le rayon de convergence de la série de Taylor de ç(^) au
point a de (^oQ tend vers o quand a tend vers C.

Nousdésignons par Ho(HOTensemble des points singuliers de
5"o(^)[/o(^)]. l issent surTo (sur T;).
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18. Considérons d'abord comme région variable S la région infinie
S(6, h, R) d'une circonférence C(6, A, R) d'équation z=et\- A-h Re^)
telle que dans S existe une fonction holomorphe ^(^?S) coïncidant
avec §*o dans la partie commune à S et à 2o- 2^ est évidemment une
des régions S. La réunion de tous les S forme une région Q où est
définie et holomorphe une fonction g ' i Ç s ) coïncidant avec ^*o(^)
dans 2o. Selon un raisonnement fait plus haut, la région Q est la
région infinie limitée par une courbe convexe V (exceptionnellement
réduite à un segment de droite ou même à un point). Évidemment V
est dans la région finie de Fo, accrue de Fo lui-même. Nous qualifions
encore de principaux les points de V par où passe une droite A indé-
finie dans les deux sens, non traversée par V et n'ayant en commun
avec V que ^ ou des points situés tous du même côté de ^ surA. Alors
tout point principal de *€ de V est singulier pour ^'i(^). Sinon il est
visible que Q devrait contenir *(.

Si HI est rensemhie des points singuliers de g^ H, est formé de
tous les points principaux ^ de V et en outre éventuellement de points
« secondaires » situés sur les intervalles 0(9) appartenant à V et le
long desquels la normale extérieure à V fait avec l'axe réel l'angle 6.

Tous les points singuliers de g^, formant H^, appartiennent à H,, et
sont principaux pour H, . Et de même, tous les points de H, situés sur
une circonférence F(6, À) de centre -- u ==— he^ et de rayon R(9, À),
telle que g\{z) soit holomorphe dans la région infinie S(6,A)der(6,A)
et non pas sur 2 -4- F, sont principaux pour H i . En ces points le carac-
tère de convexité du contour Y s'accroît de l'existence d 'une plus
petite courbure non nulle.

Deux solutions existent pour la détermination des points principaux
de HI. Celle de M. Pôlya (i) et celle de M. Mandelbrojt. A vrai dire
celle-ci ne fournit pas les points de Hi où la plus petite courbure de V
est nulle, donc les points qui, appartenant toujours à une droite A(9)
comme points uniques ou extrêmes communs à V et à A(9), ne sont
cependant sur aucun cercle r(9, A). Pour ces derniers points, il fau-
drait ajoutera la famille des cercles F(6, À) la famille des droitesA(Ô)
et appliquer à celles-ci le principe géométrique établi plus haut.

19. M. Pôlya considère la fonction entière de M. Borel, associée
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à^o(^)

^) 1 F(p)=a,4-a.r4~...^-^^1^-4--
ni

II définit jo(9) comme la plus grande limite de l log^A^'8)! quand
A réel positif croît indéfiniment.

Les points Ro^0 de Ho sont ceux pour lesquels p(co)= Ro. En ces
points p^o^r^. Lespoints de H,i situés surF(6, À), soit etQ(—h-J^Re/'fl}},
sont donnés parles valeurs de co, telles que la droite A(9+co)soi t
tangente a F. Ce sont les solutions de l'équation en co :

, ( i ô ) " ' hcosw-^rp(e -+• oj ' )=:R(@,A).

Sauf au point de contact de A(9 -+- co) avec F, la totalité d'une telle
droite est dans la région infinie de r(9,A) tandis que Y est clans la
région finie de r(9, À) ou sur celte circonférence, D,onc, la droite
A(9-+-OJ) contenant un point de H, , celui-ci est unique, et c'est le
point de contact, soit ^10 r(l)! [p(Q + oj) + ip^Q -+- co)]. p\Q + (o) existe,
est bilatéral et vaut h sinco.

La solution de M- Mandelbrojt permet de résoudre l'équation (16).
M. Mandelbrojt calcule par une formule simple R(Q, A) =R(z/).
Ensuite, Y) étant positif.. la dérivée — R ( ^ + Y] e^) pour ï]=o est le
nombre cos^ tel que g, (s) soit homolorphe sur rare de r(6,À)
limité aux rayons extrêmes d'argument v — d ^ v+^, tandis que
Fune an moin-s des extrémités de l'arc est singulière pour g\.
Excluons de r (9 ,A) cet arc-intervalle. Si v prend un ensemble de
valeurs partout dense, tout point d'holomorphie de g^ sur F(9,Â) est
sur un arc excla. L'ensemble H i ( 6 , À ) commun à HL, et à r(9,A),
correspondant à l'ensemble d e s s o l u t i o n s d e l 'équation (16), est
Fensemble commun aux arcs non exclus. Il est donc obtenu par
une suite dénombrable d^opérations, étant donné r(ô, A). La méthode
de M. Mandelbrojt permet de résoudre Féquation (16) posée par les
résultats de M. Pôlya.

Exposons la méthode de M. Mandelbrojt et montrons comment elle
fournit le théorème de M. Pôiya.

20. Tout au moins dans la région des points z vérifiant les condi-
Ann, Éc. Norm , (3), LV. — FASO. 4. ^7
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lions
|.s -+-îz 1 > ̂  -4- Ro (liz^he^),

OH a les égalités

0- M——^ a^

^'^-Z^i^T^^ •
0 . -

772, ao / /as

_^ ^m / u \'~•m_ y» dm y p^ u1'~z '^+^ v ̂  ÏTT^ - ̂ ^JL (,;;+//.)- z ̂ ^-1 (T~n^5
m==l /ï^=o

( 1 7 ) ...(^_V ^(M)
' . 7 ) ^-•'-Zjfs+K)"

0 '

avec

( 18 ) ôo = ̂  Sn^ ( ̂  ) == ai /^" -h C;, as ?/,"-1 •4-. .. -4- GÎ; a î u71-? +. .. -{- a î.

R(z^) ou R(6,À) est le rayon de convergence de la série (17). Donc

(i9) R(^)=R(0,,À)=TimV <W^)|.
' ! , ! /î 30 ! , ! . ,

Choisissant pour ^^——^) la détermination égale à r à l ' inf ini , on
aurait encore dans la région 5 + ^ | ^ > R o + A ,

(»«) (̂ )̂ .̂ =(,-.,.).ï̂ ^^
w==o

/'/<' so eo

^y î / u ^'"'""^-^V ^(^^ oc)
^L (^ 4-ir/)^\1 ^+^,y JiL(3+^)^

m==(» o

avec d^Çu, a)==ûy, /

(21) î ( u, a ) == C^a Oo ̂ <n+l -+-...+ C^g ap^ I^-P + .. . -4- a^y

en posant, pourp entier positif, et quel que soit x :
, ' Q/, ̂  ^ ( ^ — i ) . . .(.r—jp-}-i) _ ____r(^+i)____ ' , ••"

1.2., .p —~r(jr?+i)r(^—p+i)'
la seconde expression ayant un sens, quels que soient .r etp, en sup-
posant toutefois x non entier négatif, non plus que p, ni x — p .

Le rayonde convergence de la dernière série est

W . :, i- Ra(^) == Ra(^ A) =lim V \dn^{u, a) . : • - ; ,,
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M. Mandeibrojt, a considéré Ri (9, h) pour les valeurs infiniment
petites de A. Il a montré, comme nous rayons exposé plus haut, que la
dérivée de R(0, h) par rapport a h supposé infiniment petit donne les.
points de Ho. Pareillement, la dérivée de B(?.i) en un point quel-
conque, prise radialement, donne les points de Hi (6 , A).

Mais en considérant au contraire les valeurs infiniment, grandes
de h, les propriétés établies pour £1(9^) conduisent aisément à la
théorie de M. Pôlya. C'est ce que nous allons établir..

ïObù. Les nombres o/^,(^) ou o/^,(6, h) nous donnent R(Q, A).
p(6) est défini comme la limite deB(6, À ) — À pour À infini. La réunion
des segments G-(9) d'équation e^[p(Q) + it], p^Q —o^^p^O+o)
forment un contour Y convexe dont les points principaux sont singu-
liers pour g^ (^). Au surplus

.. R (^ /^ )^ :A-^•^(^^^ ( Q ) ' 4 " £ ( / l ^ l ims(/ . )=o,
"Si fï ît ao

|j<(6) étant le plus grand des nombres p^ed- o) e tp^ô—o). Plus
précisément, quel que soit h :
(28) ' [^^/^(^^-^^(^^^(^A)"'

et, si £ positif est indépendant de À, l'inégalité

(-23 bis) R 2 ( 0 , A ) < [ A - ^ - ^ ( Ô ) ] 2 4 - ^ ( @ ) - ^ £ . [h--> h,(s)]

a lieu à partir d 'une valeur Ai (s) de A.

21. Il faut montrer que si, pour chaque valeur de 6, nous posons

(24) ^(^)=lïm^ïog[Fa6-^) | ,

n/Q) et <7(6) sont égaux quel que soit 6.
Soit ¥(&) la courbe parallèle à V, extérieurement et à la distance s.

V(si) est l'enveloppe de la droite :
^cosQ-+-}"smQ=p{Q)-^^ l o u - z=x^iy=e^[p(9)-+-£-+-tt],

V(£) est donc la courbe
,5==^9 [J?(0)4-£-^^] avec p'(6-— o)$^j/(@-4- o)/
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Y(£) est convexe et intérieur au oercle ^ <^E.o-+-£. La longueur de
Y(£) est inférieure à 2 TC(RO+'£).

Soit Q(c) la région infinie de V(£). Dans Q<£) et sur ¥(&),
^(^)est holomorphe. Soit M^(£) Ie maximum de son module sur Y(£).
Soit — u ==—he^ un point quelconque du plan et G le cercle de
centre — u et de rayon h + /?(9) + as-

Le cercle G passe par le point ^°[p(0) + 2c], et quand h croît indé-
finiment, il tend vers la droite 2 = ^°[jo(9) 4- 2£ -}- zîj . Quand h est
suffisamment grand, ce cercle contient dans sa région finie la totalité
de Y(£). Ceci aura lieu pour

k>h,(e)^^ 1 , • .

À(£) étant indépendant de 6. Et dès lors la totalité de Y(£) est à une
distance de — u inférieure à h -+- p(6) -+- 2 £, rayon de G ; g'i (s) (z + uY
étant holomorphe dans Q(£)^ on a

, ^(?4=-— f ^(^x^-i-^)"^ , : . - .
2 ^ • T ^ ^V(£^

o^^(7^/'o} 1 < M\(£J ( RO-+- £ ) [A +_p(:6') -4- -^s]^- [A > Ai (s')]. ,

Pour simplifier les notations
(25 ) ï |â^(A^O ) |<M(£) [^4-p(e)-4-£] / ( [ ? Â > A ( Ê ) | ,

M(£) étant indépendant de n, d e 9 e t d e A ^ > A ( £ ) .
En divisant les deux membres de (a5) par À^, on a

a,-+. C^^+.. .4- C£^^^+.. .+^^—e < M(-e) [^£^±^Y

quels que soient 9, n et À ^> A(£).
Remplaçons Œ par ^ ( i — " I ) ( i — ^ ) " ( i — p ~ ) et soit À uni n -r • \ n/ \ n ) \ n )

nombre positif quelconque. Supposons que h et n croissent indéfini-
ment de façon que y tende vers IL À étant équivalent a -^ finit par sur-
passer À(£). Donc à la l imitêy
' / ! :' iFa^^i^MtÊ)^^0 '^ • \ .•
quel que soit À, M(£) étant indépendant de Q et de X.

Donc^(9)^p(e).
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22. Réciproquement, soit à moiitrerp^^ç^ô).
Nous supposons donnée la fonction F (v) ̂  I.€^—^, la suite des

coefficients a,, a^, . . ., a/, , . . . vérifiant la condition
i a.n^\ <M2(c' i (Ro-4-£)",

Ma^) étant indépendant de n^o.
On conclut immédiatement de là

. }V(l^)\<m,{s)eMR^,

quels que soient A et 6. Donc 7(6)^Bo quel que soit 9.
Considérons la fonction paire entière F(V) F(—^)==Û(V 2) don-

nant lieu à log |û(^)K2(Ro+£)vT^T+2logM(£) . Si Fon range
les zéros de û(a) par modules croissants, le 71° module surpasse kn2

( k indépendant de n). On en conclut log \QÇu) \ > — £ < / M sur une
infinité de cercles ayant leurs centres à l'origine ( l ) et croissant indé-
fînimetit. Par suite F(^) F(—^)>^~211 '1 dans les mêmes conditions.
On en conclut ç(6)+^(9 + '"-)^0' d?où ^C8)^-"11^ (lnd ̂  so i tQ.
Il existe donc toujours un angle ç==cp(9) tel que |y(6)=RoCosç.
Soit o^tp^Tî. ' ' - ! .

Pour faire un raisonnement convenant au cas où y(6)^o, il y a
avantage à considérer <p^= ^(Q, s) défini par

. • <7(6 1) -+-£==(Ro-i- ^icoso^. , ^ '' . , ^

On ne peut pas avoir 9'===^. Nous supposons donc O^Ç^T..
log|F(X^"9) l—^(Ro+£)cos9 / tend vers —oo quand À croît indé-
finiment, 6 étant invariable.

Soit J l'angle décritpar
s =-le^^~^1 si'o^û).^^^

Soient L et L/ les côtés de J définis respectivement par co = o! et û) = ̂ f.
La fonction

K(^îo)=log|F(À^9^ !).i-À(Ro^£)cos(9 /-u;) , ,,

est harmonique en x,y si <r==À cosa>,j=^sinco, sauf aux points

( i ) On trouvera une démonstration simple de ce fait dans ma Note aux Comptes
rendus de rÂcaclêmie des Sciences de Pa/'^(t.l93,i93i, p. 828).
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annulant F^') et où elle vaut —oo. Elle tend vers —oo pour A infini-
ment grand à la fois sur L(co == o) et sur I/(co == ç^). [/ouverture de J
é tan t inférieure à ri,, et |K(A,co) ( é tant inférieur à 2i(Ro+û)) À+const. ,
K(A,(o) tend uniformément vers ~ .00 dans J (Phragmen et Lindelôf).
En changeant co en —<o, on trouverait le même résultat dans
l'angle o ^ û o ^ — C D ' . Finalement, on voit que

log F ( } l ê - ^ ! o ^ t o ) ) j — À ( R o - ^ £ ) c o s ( y / — \w\)

tend uniformément vers —oc pour À infiniment grand si ( oo l^cp^ . De
là résulte l'inégalité y (9+co)^Ro c o s ( ç — j (D J ) pour J c o j ^ y . On en
tire, quel que soit co entre — TC et r. inclus,

(26) ^ (Ô+co)<^(6 ' )+2Ros iû -^s in ? ^^(0)4 -3Ros in i^ l .

Car, pour (co (^(p,
q(Q +,(o) -. ̂ (0)$Bo cos(y ~ | co |) — Ro coscp = aRo sinlïlsinfy — -l^iV2 \ 2 y

d'où rmégalitédans ce premier cas. Si, | û) [ > ®,

< 7 ( Ô 4- &3) — y ('(5) ^Ro( i ~ coscp) == aBo sin2 ? < aRo sin -i-Ï-L si n ? .
2 2 2

On déduit de là non seulement la continuité de ^(9), mais encore
que, dans tout angle bissecté par p=9i^° et d'ouverture suffisam-
ment petite, log(F(À^ ( 6 + a J ) ) |—À[^(9)+£] tend vers —oo pour
Â=+oo• Oî1 çn conclut l'existence d'un nombre M(£) ne dépendant
ni de À ni de 9, mais de £ seul et tel que
(27) |F(pér^°)| <M'(£)<?À^ ( 0^£]

quel que soit (; = À^0.
Ceci posé, soit C un cercle | v\ === X. On a

^±i=j- r̂ u
P1 2Z7rJç p^1

et, par suite,
r" /'-'=:/i --» •

^W==^f^\^C^p !«"-/'?"-..
1 1 L p^0 J ' .Le crochet vaut

W'vP••2;̂  P -
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On peut ajouter à cette somme lestennes ̂  —— qui, divisés par r"4'1,
n-r-l

donnent une fonction "holomorphe et ne changent pas la valeur de
l'intégrale. Donc

(28) Ô-1(^0==Î7Ï^B^^^ ^ •

Posons p^À^94-^. Alors d'après F(^| <M(£)^wô+tôi4-5], \ew\=/MCOSW

et l'inégalité (26),
( a g ) , ^ ; F ( P ) e"1' | < M (s) ^[A^-4-A.-^o^

avec
A(&))==— a/ is in2^ -4-^(^-hc»j) — q(Q} <2RoSiIlJ^I- — 2 À s i n 2 ^ = R o Z — /i -^

en posant
l (x) .

t^=. 2. sin -—- S 2.
2 ~

Tî 2 T-̂
Le maximum de A((L>) est inférieur à ̂  si À > ^ •

R2

Finalement si p === À + ̂ (9)+£+^|-

" • - |ô^(À^)|<^M(e)^

quel que soit À. p étant indépendant de À, le minimum du second
membre est atteint pour A== n ' Donc, d'après la formule d'approxi-
mation de la fonction F,

r , ! '. R2"]" ,____
(3o) | O \ ^ ( ^ ) ] < M ( £ ) A + y ( ô ) + £ 4 - ^ J V^-ÎT^

R
quels que soient n et h '>—• Donc

R ( 0 , A ) ^ + y ( e ) + £ + ^

et par suite p(9)^ç(9). Finalement p(6) =ç(6).
Le théorème de M. Pôlya est ainsi établi.

Étude de la suite ô^i (u) déterminant R ( w ) .

23. La définition même de ,R(u)=R(&, A) signifie q u e , a tout
nombre positif donné e correspondent : d'une part un nombre
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N = iN(£,^) tel que l ' inégalité ra> N(£, 11) entraîne ^ •
(3o^) • l ô ^ ( « ) i < [ ^ ( ^ ^ ) + £ ] ^

(Taiiire part une suite d'entiers ^,(s ,^) , n^(E, z / ) , . . ., n/,(s, r^,. . .
croissants, tels que pour n === T^(£, i^) on ait

' - | ô ^ (^ ) |> [R(0 ,A)—£]" .

Il est intéressant de rechercher si la connaissance des propriétés de
la fonction entière F(^) permet d'obtenir des indications précises sur
les fonctions N(s, u) et n^e,u) et de mettre en évidence certains
caractères d'uniformité dans le lien rattachant au nombre u ces divers
entiers N(s,^), /^(s,^). Il est remarquable que cette uniformité se
manifeste dans le rapport de ces nombres à h = \u (, pour un même
argument 6 de u.

i° La fonction p(6) = ç(9)é tant définie comme la plus grande
limite pour ~k infini réel positif/de^ log |F(X<?-^)(, nous savons que
R(^)==R(6,A)^À+^(0) , tandis que nous connaissons l'existence
d'un nombre M(£) indépendant de 6 et de h et tel que, pour toute
valeur de l 'entier n, la formule (3o) est valable si A> Ro.

Soit h >^. Alors

[(|)-[Â+^(ô;4-l]^2Ï7T1 ^4-1 ( U' ) J < M l ^ J h + /-•/ (Ô ; 4- ïl ^2 7T/Z.

- •i , / 1 ! - 1 - , : 1 ,

[ /^ V ,____~\ri

^\4/ V271^ tend vers i par valeurs supérieures quand n croît. Il
existe donc un nombre N(£, h} tel que pour n > N(£, h\

' ' 1 1 • ! ! 1 1 1 ! ! !

I ̂  1) \/'Î^1"[À ̂ p(6) -h'1 < h +p(6)+ s.
L, \ "+ / J L " J

Cette valeur de N est inférieure à celle qui correspond à l'inégalité

^KD^à °". ^»°;[\/¥M(l)]</^^-ï•»^•
Posons :

N ( £ , A ) =
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Telle est une valeur de N(£ ,A) à partir de laquelle (pour B>N)
l'inégalité (36 bu) est constamment vérifiée. Cette valeur de N n'est pas
proportionnelle, à h (pour £ donné), mais pour h in f in iment grand elle
est de l'ordre de h log/L

2° Nous allons constater que, pour £ et 6 donnés, la connaissance
de la fonction F(P) sur le rayon v==\e~^ ou plus précisément dans
un étroit voisinage de ce rayon va nous fournir des renseignements
sur les valeurs du rapport de n^, u} à A== | u |, 9 restant invariable.
Posons

^ àrt+i{u)~== U'1 A^.,^/). • , '

II existe, d'après la définition de p(ô)==y(9) à partir de F(P), un
ensemble non borné de nombres positifs J'J pour lesquels

l o g | F a / e ~ ^ e ) | > / / [ p ( Ç ) — £ ] 4 - l o g M ( £ l } .

Soit ÀQ== ob'1 ic' et E(£, 9) ou simplement E(c) l'ensemble
des ?L /^>Âç. Considérons dansE(£)rensemble E(£, A) des A' inférieurs
à un nombre donné A ^> X^. Si n et h croissent indéfiniment de façon
que j tende vers À^ A, le rapport de A/^, (A^'9) à F^7^'9) tend uni-
formément vers i sur E(£, A). Désignons par E/,(£, A) l'ensemble des V
de E(£, A) tels que hV soit entier. En désignant par hE l'ensenible
des produits des nombres d'un ensemble E par le nombre A» il est
évident que la suite des n==n^,u) pour lesquels |§n+t(^)|^>[R(^)—£j^
contient / À E / , ( ~ ? A ) et est inclus dans hE/^o, A), dès queÀ>A(£,A),
ce dernier nombre étant indépendant de A, mais non de 9. Le début
de la suite ^(^5 î l) possède donc une allure uniforme, puisque le
rapport de ces nombres à À tend à être indépendant de h,supposé de
plus en plus grand.

Mais si, h restant jîxe y 7î==/^.(£, u) croît indéfiniment, on ne voit
plus immédiatement qu'il puisse exister une relation simple entre
A^C^Vet F ( Ç er-'^Y Autrement dit, le lien entre l'ensemble des V
pour les valeurs infiniment grandes de )J et la suite des rapports
/ul8? ̂  pour les indices ^ indéf in iment croissants, h restant inva-
riable, ce lien, s'il existe, n'apparaît plus simplement.

Ann. Éc, Norm., (3), LV, — FASC. 4 38
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24. Posons

-log- 'FQ.e-^101) \ — Ï - I O ^ M ( £ ) ==p(ô) -h ^ ( & ) , A ) ,
À 'l ' À ' ' ' ' • . - , . •

^(ct>,A.) est mis pour ^ ( 9 , £ y A , c o ) ^ mais ne dépend de £ que par le
terme soustractif — ~ l o g M ( £ ) . Désignons enfin par m ( 6 , A , A , £ ) le
maximum pour I C O J ^ T ; de ÀCOS(O+z/ (<o , A). Nous avons, quel que
soit À,

On.^Çu) | < M ( £ ) ̂ é^H-^0^^1.

Nous'savons que
^(û j , X ) <p(Q-{- cxj) — p Ç O ) -4-e < aRosini^-L 4- £

2

quel que soit ci). Soit coi la valeur de o> pour laquelle ÀCOSCO+ ?^(œ, À)
atteint son maximum m(9,A,À, s), coi dépend de À, de A, mais non
pas de E. On a

^ }t .4- p ( 9) — g 1" <^ M ( g ) ^i ç\[//(0)4-Acos^i4-;/(c«>i)]

si 7i = /^(e, À) et, quel que soit X, pour 6, A, £ donnés.
Faisons

À - ( i + ô )

et remplaçons n î p a r la quantité supérieure /^""VsTxn.
Alors

A+^0)-£<^^e[£^)+c"8"3'l's)^^M

Divisons par h et prenons les logarithmes des deux membres^-^o^—î .).
+F'+'^(&)1) 4-CQseo,1(i +-0) 4~ ^ Iog[^ii^M(s)];

— . p ô — e / i \ à2

— — — y — — + o ( - - ) < -
A \^ / 2

+[^^-2si^2^](I+â>+^^^

Considérons uniquement les n,==.n/^E, u) supérieurs au nombre
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N(£^i) déterminé plus haut. Le dernier ternie de l'inégalité est
inférieur à 7^. Soit Ao'-^a2^ a étant indépendant de £ en sorte

que À est un nombre quelconque de l'intervalle ^ ï ~ a V 7 " )

à ^ ( i 4 - ( ^ \/ h ] Supposons que As soit grand. Alors, à une quantité
près négligeable par rapport à s,

— ( 3 -4- a^e < u{^^) — sÀsin^ — l .
2

Nous concluons de cette inégalité

a. ^^^—(S+a2)^

6. D'après ^(o),) <^ aRosin •i-ï-L-i-- £, 2sm a)l ' est inférieur à la
racine positive de l'équation en t

h— — R o ^ — (^.-^-a^errro,

soit
Ro4-V /K2•+•28^(/44-a ï ) - /e . /-————^

/ = -°——v ° ^———-————)- ̂ ^{/k avec P ̂ V8 -1- ̂  --

si &A est infîniment grand pour £ infiniment petit.
Donc, sensiblement

"-KVr
Nous aboutissons à la conclusion suivante :

A£ et n s! • ^a/i^ grands avec £~\ p^^ $^^ n^yU) soit tel que
si 7i==n^ l'inégalité \ S/^i (^)| > [A+jp(9)—e]'1 ^^ satisfaite^ il
est nécessaire quen posant X^. == /z/: £? a » ?^̂  soit dans ï'ensemble E^e, A)
û?̂  nombres \' vérifiant cette condition (A) :

S r̂ chaque arc de cercle \v\ === const., ûfo/î^ fe rayon \ 9 \ et l'angle au
centre vérifient les inégalités

(3I) -V^-^-^VI5 -Vl̂ r''9^
Ze maximum de -— log ^" surpasse p(6)—e, a, ^ Aûnï (We-
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pendants de c et de h (et de P, A^- a P^1 ètre choisi quelconque,
? en résulte.

Ainsi, connaissant F(>% puis À et £ é tant donnés {hs très grand,
pour £ très petit), l'ensemble des valeurs possibles des rangsn^ peut
ètre inclus dans un ensemble de valeurs hV se déterminant au moyen
de l'étude de F^) seul.

On peut aller plus loin.

"25. Quand h croît indéfiniment, les points de rencontre du cercle
C ( Ô , À , R ) de centre —he1^ de rayon R = = R ( Q , À ) avec la droite A
d'équation ^==^°[p(6)+ it] tendent vers les points correspondant
à t==±\/]M, y. étant le plus-grand des deux nombres p / 2(6+o) et
p^ÇQ—o). Donc, quel que soit /?,

R(^/l)^\/[^4-p(0)]s+^

et dès que À est assez grand,
•R(^A)<v/ [À+^(^T+^4-£<A4-p(^+^ .

Donc, pour h assez grand, on a, dès n > N^e, n),

|5^(^)l<[À+p(e)+^]/^.

D'autre part, il existe une suite d'entiers croissants n//(£, ^) tels que
si n == n^ ! : ! ^

. • !0^l(^)l>[^+^(6)+^!]M•

Caractérisons la suite n^ à partir de la fonction F(?). On a quel
que soit A et d'après l'inégalité (29)

]F[À^^11<M(^)^

avec - 1 - 1 ' , ^ - ! , , ,
A(&>) ==—2A sin^ï 4-^(0 +&)) —p(ô).

Donc
. ^ / \ i /————Tt/ï / ^ \ / ^N" '^h+p{Q)-hm(Q,h,\}+^']\S^{u)[<\/T^M^y^^ A^

m(6, À, X) étant le maximum de A(co) p o u r — 1 X ^ ^ ^ ^ -
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Puisque ̂ (Q + o) etp^ô —o) sont en valeur absolue inférieurs on
égaux (Tun égal) à \l[i, il existe un nombre positif TI ====T|(£, 6,A)<^
tel que si [co [ </fp il en résulte

p (h -4- o:» ) — p { ^ ) < ̂  ̂  JJL 4- c si il —— -

Donc, pour | co [ <^ Y], A,.,<^.
Pour | où | >TJ,

, , . , . j &-> j „- . j'îi) i "
A ( ( , ) } < — 2 /i sin3 -—- 4- 2 RQ sin ——-*2 à -

Le second membre atteint son maximum pour 2 sin -—i = — • Donc,
or»

si À> —^ le maximum de la seconde limitation de A(co) pour

| co| >> TI, est inférieur à — ih sin2 rL + ^R-o sin •rj <^ o- Donc

A('r,)) < v^——,
ik

quel que soit co entre —r. et +T.. Remplaçons s pa r—Fina lement
pour

A^^J^^A^s) / e t ' / ^ N ^ À I ^ 1 ,
^ ( ^ )

\4/
tel que pour

./«N/f.^-^lo^M^), ^ogV^M(.^)<^,,

on a
^^(z^KrA^^îeî+^^T' ^ pour h>h/(^ .n>W(ê,h).

25 &^. Considérons maintenant une valeur n^e, n) de n telle que

|ô^(^)i>y^^ ^
d-où " , „

r u—e l 7 1 /———^/£ \ /^^ ra )p+^)+A(œi)^
\h+p(9)+^\<^^^ ^

co^ étant la valeur de co rendant maximum
1 1 / 1 - 1 I A((x) l )== l •— 1 2/^ l s in â •^4- .^ .<(ût ) ) , . l l l l 1 , . 1 1 \ 1 1 1 1 1 1 1 ' „ , .
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si
u((ù)=u(Q, s. h, \, &,))

=^Iog |F(^ -0^) | -^ lo^M(^-^(^<p(0+a) ) -p (0)+^

Supposons n^^Çz, h) et faisons \= ——-(i -h^). Suppo-

sons A>£-3, en sorte que A-' sera comparable à ̂  au plus. Prenant
les logarithmes des deux membres après division par (A-}-p)V et
négligeant les termes beaucoup plus petits que — » nous trouvons

^ • — g ^ £ , ̂ 2 r//(^i) A . .ûji-n ,- s -
Ï^T^~i^<4^+T+[^^^3^-^
Faisons

\.'\<^
, .—.

en sorte que A est un nombre quelconque de l'intervalle n { i — ^ \ / ^2£~'\
^( , /ïs\ h{ V A /^A^^y-k)-
Alors

; //(^)>%^i (T^^^),
^o ^-g(4,-4.q^) ^(^,) ̂  k , ^ ^^

2 ( A + ^ ) - - . <';'^+7?• ^Tr^p^^' , ,
Or,

^ ( c^ ) < 2 \/u -}- g'sin ' ^r ' ,1 1 1 ' ' v i i

asin —j- doit donc être inférieur à la plus grande racine de l'équation
en t

^~2^p^7-+.^-~^^a/s)£^o.-
h

Donc sensiblement
^' I^^V^^+v^Vl^^; 1 '

En résumé, pour ç^, a^c ^ =he^, on ait
\ên+^(u)\>V(h-^p)^p.^E]n, [p=:p(e')]

moyennant n=n^u)\ il faut, en supposant
^>^ / (£ )4 -£~ s et n'k->W{^hy,
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que le rapport /4== ̂  soit dans F ensemble W{E, u ) des nombres 7'^ véri-
fiant cette condition (B) :

Sur tous les arcs de cercles ayant leurs centres à l'Origine et définis par
les conditions

( 3 2 j -"•'?< T-x^- -v^^<^')<^^^,

le maximum de ——log ! FMi surpasse ?(9)+ p——^, a^ ̂  ^ étant
M^)

indépendants de s. et de h, c/J pouvant être choisi quelconque, ^ ̂  V ^n
résultant.

Formules analogues à celles de M. Mandelbrojt.

26. Considérons le nombre
( 2 2 ) " 1 Ko, ( u ) == lim \/\ dn+ï ( ^, y. ) \.

n =;M

Dans la région infinie Sa(?z) ou S^ du cercle Ty.{u) de centre— ^ et
de rayon Ra(^), il existe une fonction ^•,.a(^)(non uniforme si a n^est
pasentier réel) coïncidant avec ̂ -"^(^ dans la partie commune à S»
et a S o ( j ^ ^> Ro), et ne possédant dans 2a(^) aucun point singulier
à distance finie. Au contraire la circonférence Ty,(u) contient au
moins un point singulier de ^i.a.Quatre cas sont à distinguer :

i° I/origine est dans la région finie de Fa. Alors ^(-s") est défini
dans Sa et les points singuliers de g ^ . a situés sur Fa (ils appartiennent
à V) sont des points singuliers de g\. Donc

R ^ ( z ^ ) = = R ( ^ ) > A = = ( % | . „ . ! ; . , •

On a encore Ra(iz)===R(z^), la valeur des deux nombres étant /i== u \
quand, 0 étant extérieur à Bo, Fa contient 0 et un point de V distinct
de 0. Ce point est singulier pour ^_a et pour ^i.

2° 0 est dans Sa et extérieur à By. Alors giÇs) est hoîomorphe à
rorigine. Si k^o est l'ordre du zéro présenté par ^v(^)au point 0,
aes t en t i e r aup luséga l àÂ .ônâenco re
' \ • 1 , ' / R a ( ^ ^ ) l = R ( ^ ^ < Â = = l [ ^ | . : l l l ; l l ' l ^ : ! 1 1 1 1 ' 1 1 " •11 1 1 '

< 3° 0 extérieur à Bo est sur Ta et Fa est disjoint de V. g^ est holo-
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morphe au point 0, mais non pas '̂"a ^i(^)- Avec les notations du
cas précédent, a est non entier ou entier supérieur à /r.

R ^ ( ^ ) = = A > R f ^ ) .

4° 0 est sur V et dans Sa- Alors g'\ (^) est au voisinage de 0(et hors
de V ) d e laforme ^a ç(5), ® étant holomorphe au point 0, sans que^'i
le soit. a est ou bien non entier, ou bien entier inférieur à l'ordre
(éventuellement nul) changé de signe du zéro présenté par <?(^) à

origine
R ^ ( / / ) <A=R(>}.

Soit Va la région formée par la réunion de toutes les-régions Sa(^)
pour toutes les valeurs possibles de u. Va peut encore se définir ainsi :
Soit Aa(0) la droite z = ̂ °[pa(6) + ̂ ] telle que, dans sa région posi-
tive A^(9) d^équation s = <^°(p-+- it), p>j^a(0)r t i*éel quelconque, il
existe une fonction holomorphe ^i.a(^) égale à une détermination
de ̂ g^Çs) dans la partie commune à A^ et à So.

Si l'on n'avait pas exclu l'hypothèse R(,===O, il aurait pu se faire
que ' s = o fût l'unique singularité de g^ {z\ et si ^•, ( s ) = z-^P^s),
P étant un polynôme de degré au plus égal à rentier positif q, alors
quel que soit a entier au plus égal à — q, ^'i.a(^) estholomorphe dans
tout lep lanàdis tance finie, Ra(^)==o, quelque soit^, etpa(6) =— ^
quel que soit 6. Mais, Ro étant supposé positif, pa(6) a encore pour
m i n i m u m — R o , cominej^O).

R a ( ^ ) — À tend en décroissant vers ^a(9) quand À croît indéfi-
n iment . Si y^= i^a(9) est le p lus grand des deux nombres p^ (6+0)
et p'^ (6 — o), Ra(^) vaut toujours au moins \/[h 4-^a(9)]2-^ p-a
et finit par devenir inférieur à \/[^-+-JDa(9)^â-+- p-a+ sque l que soit s
positif donné. Comparonspa(0( àjo(9).

i° Si jp(&)^> o, g^ ayant au moins un point singulier surA(6), un
tel point est différent de 0 et par conséquent est singulier aussi
pour^i.aC^) ' Alors pa(6)==p(9)>o. Et réciproquement.

De même, si p (9 )==o avec ^(ô+o)!—}- p'ÇQ—o)|>o,
A(6) passant par 0 contient au moins un point singulier de g\{jz)
distinct de 0.

Doncpa(6)=jo(8)=^^^
2° et 3° Si p(6)<^ o, c 'estque g\ (5) eàt holomorphe à l'origine.
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Soit k l'ordre du zéro (Â'^o) présenté par g^ po-ur s == o. Alors
pa(6) =p(Q) <^ o si a est entier inférieur ou au plus égal à k, et pour
toute autre valeur de a, pa(9) == o ̂ >p(9).

4° S ip(9)==o, jp^Q+o) ^^(O—o):^^ et si z^g-^s) vaut hors
deBo une fonction holomorphe à Porigine o(^), alorspa(Q)<^o=jp(^)-

Dans ce dernier cas il existe un angle (majeur)
Ô^ Q ̂  QZ (0 < 6'a — ̂  < 7T) OÙ p ( ̂  ) = 0.

V renferme deux segments de droite partant de l'origine et ayant pour
arguments 6 1 — ^ 634-^. Dans le triangle limité par ces deux côtés

et par unedroite d^orientat ion 6+ ^î et sur les deux côtés du même
triangle se rejoignant en 0, ^g'iÇs) se prolonge en une fonction
uniforme et holomorphe, même en 0. Si donc hors de Bo, au voisinage
du sommet 0, ^i(^)==-s^(^),r^ étant holomorphe non nul a l'origine,
a v a u t — p -+-r,r étant un entier non négatif quelconque et^aC^X^o-

27. Nous allons évaluer d^{iiy a) quand n et h croissent indéfi-
niment, de façon que le rapport - tende vers une limite finie A.
Reprenons la formule
(2l) ^+l(^a)==C;;îa^o^+l^•••+c^

Posons

A / s ofra-n ( Uf a )_ ^Ç1 r^n—p^ —o—a^i(^a)==———————— 7, ^n^Cip^U f .///^a ^

D'après l'expression
r( / î -+-a-4-ï) 'r^n.—p _

^/z-+-a —• .TT;^a ~~~~T(n —p + i)T(jy 4- a+i)

et la formule d'approximation

• r ( ̂  + i) ̂ /î^v/2 7rty [^(^)gï'aïid],
\ e '

1 1 . .1 ' 1 ! 1 , ! ! 1,, ! • , -^/•H-a 1 , . ! ' ! ,
C^équivaut, pour p fixe, TI croissant, à y^ ^ ^ _ ^ ^ - Donc,

A^(^a)=2:(^s.,),^^

• , ! ! „ ^=-1, 1 ,, . . • ^ 1 ^ \ 1 , 1 . ; - - ! • • ; 1 ' 1 1 1 ^ • -

Ann Éc. Norm^ (3), LV. — FASC.4. ^
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les c^.n étant bornés indépendamment de n et àe p y et chacun tendant
vers o quand n croît, p restant fixe.

Finalement, 6 restant invariable, si n et A croissent de façon que p
tende vers ^, A^-n(^, a) tend vers

V ^+1———— \P^ ^-^4-a.e = },a ̂ a8 p^ ( 7^9 )^

^=-1

en posant p=z^

(33) ' ^-Sr^:^)
p==~i

Fa(^) est le quotient d'une fonction entière par ^; Fa(P) est une fonc-
tion entière si a est entier nul ou négatif, diaprés p";—- === o, pour x

A \X)

entier non positif, ou encore si âo==o.
Limitons supérieurement le module de A^,(zz ,a) , supposant

connue une borne de ^ .a (^) (*0na

A^(^a)=^^(l+Iy'a^.a(^)^

G étant un contour fermé simple quelconque renfermant dans sa région

( /- \a
finie la totalité de Va et le point — u. Les déterminations de i + ̂  )
et de ^.a(-^ a) dans la région infinie de G et sur G sont associées par
la condition que, pour z inf ini , le coefficient différentiel de l'intégrale
vaut do ou le premier terme a£ non nul de go{^) •

Dès que À est assez grand, h^>hÇs.y^2—, le cercle ouvert
| z -+• u\<^ h +pa(9)+ s/contient à son intérieur la totalité de Va.
Soit Y la frontièredu fuseau bicirculaire commun à ce cercle et au
cercle 5 j.<; Ko+£. Désignons par Ç le point de -y ^e ^us proche
de —u, par x le segment rectiligne (C,—u). Supposant queTi sur-

( ^ \/Ï.+ÛL^ \/Ï.+ÛL

^/passe—a^ partie réelle de—a(a== a'+^'a^) en sorte que i +- j
s^annule pour 5===— u, nous constituons G ainsi : 1° le bord supérieur
de x parcouru de ^ b—u; 2° le bord inférieur de x de —u à ç; 3° le
contour y décrit dans le sens direct de Ç en C*
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- Sur x, nous posons
s = -^ fe^ = te^le-T-w et ^ ̂  ( z ) = ̂ a e-^9-^ ̂  ( ,s ).

/ -- \rt4-a / f \" alugil—--)
Sur le bord supérieur de x, ( i + ^ ) vaut ( i — r ) e

(Ro4- e<^t<^h) la détermination considérée de l ô g [ i — , j étant

réelle. Sur le bord inférieur ( i + ^ j vaut le nombre précédent
multiplié par É^"^ Finalement

T _ /̂ •n:a ? h / / \ /i-+-a
A^,(«.,a)=-——-——/ ( i - ï ) ^^'-"^^^(s)^

21 •a t/B^g \ " /4-^:^(I-t-^^aérl•ï(5Jrfs:=Il+L-
D'après i—^^^"^ si x est réel positif inférieur à i, on voit que,
^ tendant vers À y toutes les limites de | I , | sont inférieures en
module à

T -L- ̂  v." r^
l\c—— ^ e^t-^ ^,(-^° ) ]< ' / / .

[i7c ^Ko-i-2

Le maximum de ^oOOj 'pour • j ^ O R o + ' s est borné par un
nombre M(£),

f e-1 r-^ dt rv/ ̂  e-11^^ ( Ko + £ )l"'a'J
^Àdio+e)

quand 7i croît. Soit
" T l̂_ /^TW" , • •

A(a)==^±^(Ro+s)-< .

Finalement, à partir d'une certaine valeur de X, j [4 j < ———^~(KO+e)^
Sur y où^.a(^)est holomorphe en chaque point et où j^.a(^)| est

uniforme,
:i^(.^)i<Ma(£). • ,

La longueur de y est inférieure à 2ri(Ro+£),

, ̂  s nw^ h 4- ^(^^M^1^^1^1

6 r ^(0)^1^'^ ^t^ î<^+^__J e- .
M /î

qui tend vers ^a(e)+£3. Finalement, d'aprèspa(9)^—Ko,
1 A^,(^ a) ] <-M;(€) ̂ ^5^î ; . !
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quels que soient X et c, M.^s) ne dépendant que de £ (et de a par un
coefficient de proportionnalité).

' 28. Considérons la fonction Fa(<Q qui, après multiplication par ^
est pour toute valeur de a, une fonction entière de type exponentiel,
dont le module maximum, pour j ^ constant, a son logarithme de
Fordrede Roj^!, si I1 est infiniment grand:

^-Sr^:-^ Vf'.

Pour toute valeur donnée de 9, on montre comme dans le cas a=o
que le nombre jt?a(9) défini comme la l imite de Ra(À? 6 ) — A pour h
infini est égal au nombre Ça(9) donné par la relation

q^e)=i^^oë\iw^)\'
' • • A==« A

La discussion effectuée plus haut nous mène aux conclusions sui-
vantes :

i° 6 étant donné, si la relation ^(0)^>o [ou q^ÇQ)=o,
[ ^ (9+o) [+ [^ (6—oJ^>o] a lieu pour une valeur de o£y elle a
lieu quel que soit a.

Dans ce cas, en effet, la droite Aa(6) est indépendante de a. Car elle
passe par un point singulier de g\{^) autre que rorigine.

2° Si pour une valeur de 6 et pour une valeur de a, on a <?a(9) <^ o?
les nombres 6 où la même inégalité a lieu forment un intervalle infé-
rieur à TC, soit 6 i < < 9 < < 0 2 < ^ OI+T- Pour tous les nombres 6 de cet
intervalle, et pour toutes les valeurs et les seules valeurs a comprises
dans une même formule a == (3—r, r étant un entier quelconque
positif ou nul, <7a(6)<o.

Si Q, < 6 < 9s et sia n'est pas de la forme p —r, ̂ (6) = o. Si Q = 9,
ou6=62 ,<7a (6 )=o ,que rqueso i t a .

S i Ô 2 < ^ 6 < ^ 9 i + 2 T ^ ^ a ( 9 ) > o ^ q u e l q u e s o i t a
Dans le cas ainsi étudié, l'origine est un point principal de V,

V contient deux segments se rejoignant à l'origine et dont les argu-
ments sont 9 ,— --563 -p ^5 et autour de 0, gi Çz) === ^<p(.s'), ç(^) étant
holomorphe et non nul à rorigine.
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3° Si pour une valeur de 6 et une valeur de a, on a ç ra(9)==o ^t

ç^(Q)==o, il peut exister une famille de nombres p1—r, et il en
existe au plus une, et généralement aucune, telle ç?-r(9)<^o- Si p
existe, les circonstances sont celles du second cas, avec Q} <^ 9 <^ 82
et a ==== p — 7\ ou avec 9 === 61, ou 6 == 9a, a quelconque.

Le corollaire suivant se déduirait immédiatement du théorème de
M. Pôlya.

COROLLAIRE. — La condition nécessaire et suffisante pour que F origine
soit dans une certaine région limitée par une droite eî dans laquelle g^ (s)
est prolongeable en une fonction holomorpheg^ (2), ou rnéromorphe g^ (z)
ayant pour seule singularité un pôle à f origine ̂ f ordre de l^ origine par
rapport à g^ ou à g^ étant l'entier k^ c'est-à-dire : l'origine étant un
zéro d'ordre k pour g^ si k est positif ou nul, et un pôle d'ordre — k
pour g\ si k est négatif, cette condition est que^ pour une certaine valeur
de 9, et dès lors pour tout un ensemble de valeurs formant un intervalle,

îa108' 2 w^^'"<0;1 1 . ^ ^p-^i

tandis que la plus grande limite du premier membre est nulle quand on
remplace rentier k par k +1.

29. Soit a un point quelconque du plan, différent de l'origine.
Hors du cercle de convergence r(— a) dont le centre est a et le rayon
B(—â), et dans la région S o ( j ^ ] > R o ) , o n a [ f o r m u l e ( i 7 ) ]

1 1 1 • 1 , 1 n == » ! . ' ! !

1 1 1 1 1 1 1 ^ ! - . . ! ^ Sn{—a) 1 1 : ' ' 1 1 1 ^ ' ! ^
fy 1 i~ \ ,———— ^ .^__—————,—————————— , ! , ! ,

, ! ^ ; ,, !. , ! , ^'•-•^^jiù (s —ay1 ! - ! ! , ! / '
. ! ! ^ ! ! , ! , ! ' ! /î=o ^ ! . ! .^ ! 1 ! .1,. . 1 • , ^

avec
ôo(—<%)=ao. ôi(—^)=^,

ê^(-^)=^,-C^.a+...+(-i)^

Même si Ro = o (maïs s'il y a une infinité de coefficients Op non
nuls), la fonction

/ . : 1 ! : , ! 1 1 ! , .,, //==;ÎO ' 1 1 , - 1

^ ' ^ V ^4-1 (—• a ) ^
(5) , • ^^^=Z np+.a+x)" ' •

, , 1 1 . , 1 1 . - 1 . ^==-1 ,,. „ 1 ' 1 1 ' 1 1 , - 1 , :• ^ ! , ., ,, ! , ,

est, après multiplication par ^ une fonction entière de type exponentiel
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avec l'exposant R("û). Cette fonction correspond à là fonc"
11011 2'^^' holoœorphe et égale autour de l'infini à ^o(^+û).
Tous les résultats obtenus par le moyen de la fonction Fa(^) et pour
le caractère présenté par^(.j) à l'origine, nous fournissent, à l'aide
de la fonction Fa(^, ^), les renseignements analogues pour la
fonction g\(s) au voisinage du point a.

Posons go{a,s)==g,Çz + a),

^a(a,Ô)=lïm^]ogiFa(a,7.^^ et j?(a, 0,) =po(a, Ô).

La fonction ^(û, ^) réalisant le prolongement de 5*0(^5 ^) dans des
demi-plans limités par des droites A(û^ O)^^^^ 9)+^]
est ^i (^ + û). Soit a = p^. Alors

p(a,e)=.p(9}—pco6(Q—^).

Le contour V(a) correspondant à g^ (a, ^) se déduit de V par la trans-
lation figurée par la relation ponctuelle V ( û ) = V — a , C'est le
contour V quand l'origine du plan complexe est portée au poi«"t a.
On a ^.a(û, z) = z-^g^z -+- a\ si a est non extérieur à V.

Si a est sur V sans en être un point principal isolé,
p(a, Q-)=ip^(a, 0)==o,

quels que soient a et 6.
Si a est dans V, 0 eât intérieur à V(û), p(a, Q)=p^a, 6)>o,

quels que soient 9 et a.
Si a est extérieur à V, cas où §-4(2) est hôlomôrphe au point a,

oa si a est un point principal isolé de Y (supposons que V ne se
réduise pas au seul point a), il existe dans les deux cas un angle 67, O"
(O^ e^ e^ 71) tel que e7— ^ ô^ 7T soient les directions des demi-

2 2.

tangentes menées de a à V et parcourues à partir de a.
Alors pour tout & appartenant à l'intervalle O^ Q < 6^ p^a, 9)^0,

l'inégalité p<x(^y 6X0 ne pouvant avoir lieu que pour une famille
a == p —r(r entier positif ou nul). Au contraire, pour Q^9 <^9'4-2îCy
P a ( û » 9 ) > o , q u e l q u e s o i t a .

Supposons encore a extérieur à V. g\{s) étant hôlomôrphe au
point a, ? existe. C'est un entier^, nul si ̂  (â)^o, égal à l'ordre du
zéro présenté par g^ (j) au point a, si ̂  (^) ̂ o-
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En particulier, considérons le cas où
fo(z)=:a^a^z-}-.. .+â-^»4-... 1

est une fonction entière. g'o(^)==y1^ n'a d'autre singularité que
l'origine (Ro== o). ^i.oc(^i -s) est toujours singulier au point — a et
régulier au pointa si a=k—r(o^r^À'). Ici, Q^^— ?î O'^^i^- ^ :

1° paC^ 8) ==—pCOS(6—40° SI 1^ —4' ^7r3 et ^P^ (ïue solt ^

2° si [6 — 4 1 ^ ^paC^î 9)==o pour a non entier ou entier supérieur
à k; etpA--,.(^ 9)==— pcos(9 — 4)<C° pourr==o, i, 2, ..., À\

Soient ^-, ^-, . . . 3 \ • . • les zéros de fo(s). s,, tend vers o quand n
.Sj .3 2 •5/i

croît. Les ̂  sont les zéros de §'o(^)« L'ensemble des Zn est donc iden-
tique à l'ensemble des nombres a = çe1^ vérifiant la condition

s^ i'ç^^-^—p—^i-
/?=-!

tandis que si- n'annule pas/<,(^), le premier membre vaut o.
Cv

En remplaçant dans le premier membre le diviseur (jp+s)!
de §p.H (û) par (j^ 4- k) !, sans changer le reste de l'inégalité, on carac-
térise les nombres a tels que x soit racine d'ordre au moins égal

àAde /oOO.
Revenons au cas général oùRo>o , et supposons que a soit un

point principal isolé de V. On a cet énoncé :
Si /o(^) est méromorphe, tout pôle ^ de /o(^), tel qu'il existe un

cercle passant par ce point, et laissant l'origine dans une région
où fo(s) est proioïîgeable en fonction holomorphe, sera caractérisé
par la condition ^

p^-va , • • ' , " . '

ITm'Iog ^a/'+i(7 ̂ ^e-^ =o (ef<6<6'!).
1 1 ^=1» À ^ , ! A"1 1 ? - • . , , ,. , , - . , ! ! • ! ! ^ - ! .

, , ' ^ - /7=^1 . ! , , ^ ! . 1 ! . ,

Étude des points singuliers principaux isolés par la fonction entière associée.

30. L'examen de la fonction entière F(^) associée à g^z) peut
nous faire connaître la nature de la singularité présentée par ^4 (^)
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en un point ^ principal isolé du contour convexe Y. Rappelons qu'un
tel point Ç est ainsi défini, que sur un intervalle majeur 61 <^ 9 < ô^,
p(6) est linéaire en cos6 et sin6, jo(6)= pcos(6—^). Dès lors,
^= pe^.Les points ^ sont ainsi mis en évidence par la seule étude
de F(^'). Citons encore les deux formules bien connues :

(34) F(p)=^^,^)^^,

G étant un contour simple quelconque dont la région finie contient Y et

(35) ^(^)= F^^e-^d^
^Q

la dernièreîntégralè étant prise le long d'un rayon ^='Xe~/Q et ayant
un sens sis=e t\p+ ù) avec? >jp(9), donc si z est dans la région
positive de A(6).

Ces relations montrent que les deux fonctions F(p) et ^.i(-s) sont
chacune pour l'autre une fonctionnelle linéaire.

Supposons que, autour du point *C et dans Q, région infinie de V,
g-, se mette sous la forme A^—^)+B(^ ,0 de façon que/dans la
région positive d'une droite ^==^'°|jo,(6)+ it], ^(8) étant le plus
petit possible et inférieur àp(6) pour Q, < 6 < 6,, K{z ~ C) n'admette
que là singularité ^==^ et B(^ Q soit holomorphe. On peut
évidemment supposer en outre que A et B sont holomorphes en -s-
dans Q et n u l s à l'infini.

Alors, si F^^^L^+MP), avec

. , . L ( (/') = —— f A ( u) e^ du.
'^^Jc

L(^) est d'ordre exponentiel nul pour ô i<6 <6a, en ce sens que

. , ., . lim^log[L(À<?-^y[==o (0,<^<^) ' ! ! ,

et L(P) est d'ordre exponentiel négatif p , (6) —p(9} dans le même
interTOlleer<9<82.

Ainsi, pour v == A^0, 9, < 6 < 62, \ infiniment grand, e~^(v) possède
une valeur asymptotique L(P) ne dépendant que de la partie principale
de g, (s) au point ^L(P) ne changeant pas par l'addition à g\ (z) d'une
fonction holomorphe au point ^ [et dans un demi-plan contenant À(6)
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à son intérieur]; l'approximation de <?~^F(^) par ]€((-') étant d'ordre
exponentiel négatif pour toute valeur de 9 dans l'intervalle O.,iy 62.

Réciproquement, si, pour
^<0<^ et ^=^6-^,

^~^F(^)vautL(<1) à l'addition près d'une quantité d'ordre exponentiel
négatif, on a

^A=c

^(z)== L(p)e-t•(—: l^P4-^(.s),
^À^o

^(-J) étant holomorphe au point Ç et même dans la région positive
d'une droite z ^^[^(Qy-h u], avec pi <;jp(Q),en sorte que ^ est
intérieur à cette même région. Si Ç est une singularité isolée pour
l'intégrale constituant le premier terme de l'expression de g^ cette
intégrale fourni t la partie principale de g^ (s) au point Ç.

Appliquons ces considérations à divers cas particuliers.

31. i° Supposons qu'au point ̂  g\{s) ait un pôle d'ordre m,.

^(-)-iè-^(T^+---^^

^ Çz) étant holomorphe au point Ç et par suite aussi, dans la région posi-
tive d 'une droite ^=€iQ[p, (9)+A] avecp^6)<p(e) (6, <6<e,). La
partie principale de^i(^) au point Ç est représentée dans F(^) par la
fonction entière

^(^^^^[^^^^-•^(m^i)!^"1]-

tandis que 4'(-3') es^ représentée dans F(^) par une fonction entière du
type exponentiel, mais d'exposant jo(6) <;p(Q). Si donc 0(6) est un
nombre positif inférieur à p , (9)—jo^(6), L(^) est valeur-de ^-^F(^)
avec une erreur inférieure à e^^1"1, quand ^s'éloigne indéfiniment
surle rayon ^===À^8. D'ailleurs, cr(6) n^est positif qu'à rintérieur de
l'intervalle 61 <^ 9 <^ 82 et s'annule aux deux extrémités de cet
intervalle.

Ainsi, d'abord la fonction F(^) par l'examen de son exposantjo(&)
nous donne la connaissance du point Ç commun à toutes les
droites A(6) pour 0^ < 6 < 62, et ensuite la partie principale

Aîzn. Éc. Norm., (3), LY. — PASC. 4. 4o
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de'éT^F^') pour v. infini dans l'angle (—82, —6,1) nous donne la
partie principale du pôle présenté par ̂  (^) au point ^.

Réciproquement, si e~^FÇv) est la somme d'un polynôme et d'une
quantité dont Perdre exponentiel dans l'angle (— 63, — 9.i ) contenant
la direction — 6 est négatif, g^ (^) possède au point G un pôle dont le
polynôme susdésigné nous fournit la partie principale de g\Çz) au
pôleC.

Considérons maintenant la fonction
Fi (^ )= :F ( ' p ) — ^ L ( ^ ) .

C'est la fonction F(^ ^) relative à
k '-^ m

^=^)-2; ̂ jr
k=:i

Cherchons l'ordre exponentiel pi (6) de cette fonction dans l'angle
6 i < ^ 6 < ^ 6 2 . Si, dans un intervalle majeur (ô^ô^) contenant le
nombre 6 et inclus dans 61, 63, pi (6) est de la forme a ces 6 +6 sm6,
la droite ^==^9[p(6)+^p /(6)] passe par un point Ç, ûxe. On forme
^"^F^P), et l'on examine si, dans l ' intervalle 6', <^ 6 <^ 63 cette
fonction est la somme d'un polynôme et d'une fonctiond'ordre expo-
nentiel négatif. S'il en est ainsi, la fonction ^(^) possède un pôle au
point C i » et Fon a la partie principale de ^(-^) relative à ce pôle au
moyen des coefficients du polynôme désigné.

Toujours avec la même valeur de 6, on peut recommencer l'appli-
cation de la méthode.Soit qu'après un nombre fini d'opérations, on
trouve un exposant p,,(6)=jD^(6)== ^(6), soit que ces opérations se
poursuivent indéfiniment, on trouve à la l imite la valeur minimumCT(6)
telle que dans la région positive de la droite z == e^\^(^)+it\ \^.
fonction ^o(^) soit prolongeable en fonction méromorphe.

En opérant ainsi pour chaque valeur de 6, on obtient le plus petit
contour convexe ^ dans la région infinie duquel ^o(^) est prolon-
geable en fonction méromorphe. Cet exposé appelle toutefois diverses
observations.

31bis. D'abord, la méthode indiquée pour obtenir ^(6) exige une
infinité d'opérations ayant la puissance du continu, savoir une suite
distincte pour chaque valeur de 6. On peut, en réalité, obtenir $ avec
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une suite dénombrable d'opérations. Il suffît de se donner une suces",
sion de valeurs de 6 partout denses, par exemple, 6^=9+2^an ,
a étant un nombre irrationnel et n un entier positif quelconque.

Si les n premières valeurs de 6 ont mis en évidence des pôles Ç,
^/, .. ., ^-t) (dont certains peuvent manquer) et les parties princi-
pales correspondantes, on considère la fonction

k=:/i—i
F^ ( p ) = F ( p ) - ̂  e^ [ bf1 +.. . -4- b^[ p^ ]

obtenue en retranchant de F la somme des parties principales relatives
aux exposants successifs Ç, ^, .. ., <(("-l). F/,(^) est la fonctionnelle F
relative à

/i==rt--i
r Uk\ ^{k} -»^)=^)-2 [i-^^---^(i^}

A==o

Si, dans un intervalle O^, Q^ contenant 6 (intervalle pouvant ne
pas exister), F,^) est de la forme ^[L/^) -+- S(^)ô-a(6)lpl], L/,(9)
étant un polynôme, ar(Ô) pouvant être choisi positif, mais non indé-
pendant de —6, argument de P variant entre —6^ et —9^5 , et de
façon que S(P) soit borné pour chaque valeur de cet argument de P,
dans cette hypothèse, ^) est à la fois un point singulier principal
isolé et un pôle pour le prolongement de ̂ o^(^) en fonction holomo'rphe
dans la région positive de la droite normale à ra rgumen tQe t menée
parÇ^. .. : , / 1

II est évident que le nombre de pôles situés à distance positive de $
et dans la région infinie de<Ï»est fini. Chacun d^eux se manifestera dès
que n est assez grand. Car, si de l^un quelconque d'entre eux, soit T],
on mène les deux demi-tangentes à <Ï>, la bissectrice extérieure de cet
angle sépare de<î> un nombre fini de pôles. Si 6 est Fargument de la
bissectrice intérieure dirigée de $ vers le sommet "q de l'angle, une
suite de nombres choisis parmi les ô^ et tendant vers 6 finit par carac-
tériser un t^ identique àY]. Ainsi, une suite dénombrable d^opérations
nous donnera tous les pôles ̂ n) du prolongementde^o(^) dans <Ï>.

31 ter. D'autre part, si les ç^3 existant effectivement sonten infinité,
une question de convergence se pose. Dans la région finie <&, choi-
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sissons un point quelconque IQ. Si <&.est un segment unique, Ço sera

pris indifféremment sur ce segment. Si <& est un point unique,
^ sera ce point. De ^ |^+. . .+6^^-1] = e^'L^) on
retranche ^[p.^4-...+ P^^"1], le crochet étant formé des pre-
miers termes du produit ^'^"'"^L/^) développé suivant les puissances
croissantes de cet arrêté à un rangm^. tel que le reste, désigné par
^""^"^(ç1), soit inférieur as"" si ( ^ j <; 2". La série

ÛC^^FCp^-i^t^^Ft^j-I^^L^^-^

est une fonction entière. Son exposant dans une direction 9 quel-
conque est au plus égal au nombre în(6) tel que la droite D(6) définie
par s =^e[CT(6)+^ï] soit tangente à<I>('1). û(P)estla fonctionnelle F
d'une fonction ^(^)holomorphe hors de <Ï> et telle que^o(^)—^a(^)
se prolonge à partir de So et dans toute la région infime de <& en une
fonction méromorphe, ayant précisément pour singularités les pôles ̂ (ft}

avec les parties principales définies par l'expression asymptotique
de F(^). L'étude de û(^) pourra nous donner sur gaÇs) des indications
analogues à celles que F(P) nous a données sur ge (^). Et ainsi indéfi-
n imen t , transfîniment, si la nature de g'o(^) s'y prête.

32. Si ̂  (^) au point ^ possède une singularité isolée essentielle et
X" == w , ! ! !

Yâ^*/ .S ( ^ J!r \k +4^(^)7 une infinité de coefficients 6/c étant non
, Â-==l , 1 1 ! . ' ! ! ^ . ! ! " . , ! • , ! , :

nuls, et ^00 étant holomorphe au point Ç, ^é/, tend vers o quand k
croît, et

. w • ' ' .. •

e-^F^)==L(c)+Z((Q, LO^V—-6——-^»-',
, , • !1 ! , ! ! ! , ! . ! , <—— ^ /̂ "̂ . 1"—" ï j \ ' i i . i ^

( l ) II ne suffî t pas cependant de s^inquiéter de la seule convergence de la série. Une
correction ^(s) Lrop accentuée paurraii doaner une fonction Û(P) plus croissante que
ïe type exponentiel ou une fonction ^/(s) exagérément singulière aux abords de <i>.
On peut éviter cet inconvénient en rectifiant la partie principale polaire IV i——-}

de go.n(^) au point Ç^5 par soustraction d'un polynôme en —— 5 soit Z^, obtenu par la
. ! ! ! ! ! , ! ! 1:' , „. 1 1 1 ! . ! ! ! ! , 1 1 •1 1 JS ————— (gQ ! /

méthode de Runge et différant de ?n de. moins de n-^ dans la région formée des
points dont la distance à <& surpasse le double de la distance de Ç<^ à<Ï'. La fonction F
relatÎYô à ^o —S Z^ jouit des propriétés désirées pour Q(^).



ÉTUDE SUR LA DÉTERMINATION DES SINGULARITÉS DE LA FONCTION ANALYTIQUE. 317

J(^) étant de l'ordre de e-^, 0(6) > o1 pour 0, < 9 < 8,, ^ == le
La partie principale de L(^) est une fonction entière dont l'ordre expo-
nentiel est nul, en ce sens que lnn^lo§|L(X^0)] == o pour toute
direction 6. Réciproquement, si ^'^F^) a une partie principale L(p}
entière d'ordre exponentiel nul, dans un intervalle Q s < ^ 9 < C 9 2 avec
une approximation exponentielle comparable b e"^^,. cr(6) étant
positif dans le même intervalle, ^(^) admet 'C comme point essentiel
isolé, et la partie principale de g i ( s ) autour de t se déduit immédia-
tement de la partie principale L(9)de e~^F(^) dans l'angle 9i <^0<^62.

Ces singularités isolée^ pourront être réunies aux pôles du prolon-
gement de g o ( z ) , et l'on obtiendra le plus petit contour convexe ^/,
dans la région infinie duquel le prolongement de ff(s) est uniforme et
ne renferme que des points singuliers isolés, polaires ou essentiels.

Ainsi, le seul examen de la fonction F(^) attachée à ^o(5) donne
successivement les singularités uniformes isolées du prolongement
de ^(^) dans la région infinie ^ et les parties principales de ce
prolongement en chacune des singularités mises en évidence.

33. Examinons maintenant si Fétude de F(^) nous donne encore la
nature analytique de ^.i(^) et rexpression de sa partie singulière en
certains points C principaux isolés surV quand le prolongement de g^
autour de ^ n'est plus uniforme.

Supposons que, dans Q et au voisinage du point ^, principal isolé
de V, commun à toutes les droites A(Q) pour 6r<C6<^Ô2» la

' : 1 , • , ! ! //^-h ao ! ! ,

fonction ^(^) soit de la forme Vc^(s—Sy" t+^(^» avec les
! , ! . ! - . / m—ec 1 - ' ! ! '

précisions suivantes : À^ (6) étant la droite parallèle à A(8) et
définie par sa distance à l'origine, savoir^(6)1 inférieure àp(6) et
non diminuable, soit A";" la région positive de A^(9) , région conte-
nant A(8) et en particulier Ç. Soit Qi(^ 8) la région réunissant Q
et A"^(0). Voici nos hypothèses : -

1° ^(^) est définie et holomorphe dans A^(9)y et aucun a/» n'est
entier positif.

2° Désignons par a à la fois l'intervalle rectiligne accru du point ^
joignant ^ à sa projection orthogonale sur A,(6)y et aussi la longueur

.-~t6



3l8 ; ARNAUD DENJOY.

de cet intervalle : o < a ==p(6) —p, (0 ) < aR^. En retranchant, a
de A^(Ô), il reste une région 4^(6) — a, on l'argument de s — Ç variera
de 9 — ix sur le bord négatif de a à 6 + TI sur le bord supérieur. Nous
supposons que dans cette région ^i(^) est prolongeable en fonction
holomorphe g{s). Il en résulte que A ( ^ — 0 = ^ ( ^ ) — 4 > ( ^ ) est
aussi prolongeable et holomorphe dans A^(9)—a.

3° Les a/,, sont réels (on pourrait s'affranchir de cette restriction).
Bien entendu, nous supposons que certains a,/; sont non entiers
négatifs, sinon nous serions dans un cas déjà étudié, wa^ est
supposé positif, si m n'est pas nul. ao === Co = o. La détermination
de chaque terme c^z—^)^ est définie par cette condition que, sur
la demi-perpendiculaire à A(Q) issue de ^ et située dans A^Q),
l'argument de z — ^ est égal à 9.

Nous supposons la série Sc^ —Ç}^ absolument convergente
dans %4-, cercle d'équation \z—^K<i. Dans ̂  diminué de a, la
somme de la série est K{z—Ç). ^{z) est donc prolongeable indéfi-
niment dans ^-i- et toutes ses déterminations sont bornées dans tout
cercle s — ^ ^ o " — s < p .

Si nous groupons ensemble tous les termes où a^ a une même
partie fractionnaire, nous mettrons le développement sous la forme
S(^ —O^(^). Chacune des fonctions ji^s) est holomorphe
dans ^+, sauf au pomt C lui-même si juÇs) y possède un point
essentiel. jkÇz) contiendra une infinité de termes c,(^_^)7' à
exposants entiers positifs [le premier étant non nul, siy/,(^) est holo-
morphe au point G] dans le cas où \z — Ç)^y/, est holomorphe dans Q
et même dans Q^(Ç, 6) — cr. Dans la partie commune à B et à Af(T),

jk{^ a au moins une singularité afin de compenser celle du facteur
(z — ̂ \ par exemple,^) = (z — ^)-^Â/,(^), À/, étant holomorphe
dansQ,(ï,ô).

33 bu. Soit

S,(^)=^^(5~Ç)aw etS^^^^^-Ç)^.
m<^o m>o

Examinons les conditions de convergence absolue de la série
totale S, +S^ Posons ^=SIc^ j s in^a^<7i+ î .Lasomî ï i edes
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-v , „

modules de la série A(^ — ̂  est V ^ ^ — ^ j"1, à un. facteur près corn-
—— 30

pris entre z — ̂  et —-—— Pour TK^O, la convergence absolue de S,
' { ••S —— ^ j

dans tout voisinage de ^ exige l im~v /a^==o. Pour n^>o, la conver-
gence absolue de S^ pour j ^ — ^ 1 <^ a exige lim v^/i^^"1-

j^-i- »

On en conclut, si ^ — î j == p <^ a — £ < a — E.) < a,
k

___, ,, / c, \ 1 r- ^ iû(,Â,-

s^xS0^3-^4-6^^^-

quel que so i t / r^ i , ^(£1) étant indépendant de z,

34. Cherchons dans F(<7) les contributions de Si et de 83 respec-
tivement.

Dans la formule (34)? nous choisissons ainsi la partie du contour
d'intégration G située dans A^(8). £ étant un nombre positif inférieur
au quart de a, et £7 un autre nombre positif très petit, soit y le lacet
ainsi formé :

ï° Le segment o^ obtenu en d i m i n u a n t a de £7 à partir de î, et de £
à partir de A^(9 ) ; donc sur c^ iz=^i—çeï\ ^«^pO—^ Cette
première partie de y est décrite sur le bord négatif de a7, (^ —t)^
vautp^^^9-^';

2° Un cercle c de centre ^ et de rayon ^ infiniment petit décrit
dans le sens direct (ce cercle peut être ensuite réduit au point ^
si m^>o, d'où a^^>—i) ;

3° a7 parcouru en sens inverse de la première fois, de p::̂
à p = a - £, (^ - 0^ valant p^^8^.

On complète y pour obtenir C : i° par le segment ^parallèle àA, (9)
situé dans A^ à la distance s de A,, et contenu dans le cercle
| z i ^ R o -+-£» y étânt interrompu par y au point où ^ rencontre a; ̂ par
la 'partie du cercle |^ j =B.o +£ située du côté négatif de s prolongé.
La partie de F(^) correspondant à ce trajet complétant y sur G est
inférieure à m, (£)^£/?l(8)+£i, m,(£) étant indépendant de 9. Si nous
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divisnrrs cette oartie de ¥ ( vdivisorrs cette partie de F^) par <?*% le quotient est in f in iment petit,
de l'ordre approximatif de e^^ quand X croît indéfiniment. Sur le
lacet y, la contribution de ^(^) est nulle. Tout revient donc
à évaluer -4- / A(s — ̂ e^dz pour v^\e^. On a

^Î^J.r

- /» __ ^710 /^
__. / ( 5 — ̂  <?«'̂ ) ^5 :=:————(,-a-i ï u^e^du,
2^J^ 2^ r̂

y7 étant le lacet allant du point À(o-—s) de l'axe réel (avec l'argument
initial o) pour y revenir après avoir tourné autour de l'origine dans le
sens positif, d'après u = ̂  — Q^ = X(^ — C)^-°\

g-^a /- sinTrûî: f^^^^Éî^r-Kad-i)^ f00 ^-^1.
^Y- 71: L ' ^(a-e). . J

——— I uy•e~^du=———
2/7r ^ ^ L ' ' ^^(a-e).

1° Soit a^<<o.

^rs.(,)..^=.4Sr^+/.(-)1
ï LW<O ' • J

I /' (^ i < Ï ( 2 c"11 ) ̂ -Ala(o)-^] P^r 6. < 9 < 9,.
\̂7?Z<0

â° Soit a/n>o. Certains û/,[= S) c^l poîir o^7 i<a^<n+i ]
surpassent (2Ro+s)"""- Donc, la série ̂  — Cm^"0'"'"1 ̂ ^ r(a^ +1)

1 ' ' ! • ! ! m^i " • ! ! '
est non absolument convergente quel que soit <', à moins que les a,,, ne
soient extrêmement voisins dentiers.

Mais cette dernière série, nécessairement illimitée et divergente/
fournit une évaluation asymptotique de la fonction.

a étant positif, la fonction f ' e" ' 1 croît jusqu'à t = a pour décroître
; , ' ' ! , , . . • . . ^X(<r-E5 ^X(<r-E5 ^

•»/,-<ensuite. Dès lors, l'intégrale figurant dans les calculs f •t^e""1
1 1 , 1 - , 1 < 1 1 1 ' 1 1 1 1 , 1 1 ; , 1 — . ! ! . 1 1 1 . ! ! ! •1 1 ^0 1 , 1 1 1 , 1 1 1 \ ^ , !

sera conservée sous cette forme pour a^>^(<7—e), cas où elle
est inférieure à [X(a—E)]^1^'"^^. Pour a<^"X(cr— e), la même

1 1 - ' - , ! 11 • 1 1 : ' ! ••.. . • „ - 1 1 . / : 1 1 . . 1 1 1 ^ - - 1 1 1 ' ! / ï w 1 . 1 ' , 1 1 ! - , • ! 11 1 ! 1 1 1

intégrale sera remplacée par r(a +1) — f t^e^dt, le dernier
• 1 ' ! / 1 1 1 1 . '1 1 1 1 / 1 , 1 1 1 1 1 . ! ! 1 1 1 1 1 , • 1 ^ - ! ! ! ! ! ! . 1 1 1 1 ; »Af<r~-sl111 ^ 1 1 ! ! 1 1 , 1 1 1 1 ,/À(<^~£)
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terme étant inférieur à [/.(or—c)]^-^-^ On en conclut que

—— / S,(^)^^==^< - i V ^<•~a'-ls^l^a/,^(a„,+I)4-4(^)],—— / S,(^)^^==^F- i V ^l'-^^sni^a^ria^+i)-}-^^)],
^ T C / T. ——^

• • ^ . L -~i<a,,,</,(<T—s» J

^(^KF S '^ [A- 'C^-s)^^ V " r^Ka--^)3--

^ T C / ^ ^»d_
• • ^ . L -~i<a,,,</,(<T—s» J

l^^Kf 2 '^ IA- 'C^-S)^^ ^ " ^,J(a-£)a"^l1^-À•CT-2'l

Lo<a,»<>>(a—£5 ^ .a^^/.(T—3î 1 J

^J^S)^--^--21,

[j-i (e) étant indépendant de À.
Finalement,

( 3 6 ) . ^F(P)= Y ^^^ -4-/(r)^L(P)-h/(P).
^™aa A \— C^m)

a^</.(cr—2)

^V^-^) tendant veçso, si^===:Aê-10, cr=p(Ô) —p,(9) , 8 ,<0<Q2,
À inûniment grand.

34 6^. Réciproquementy supposons que e-^F^) soit, dans l'inter-
valle Oi <^ Q <^ O^ d'ordre exponentiel nul et évalué asymptotiquement
par une formule telle que (36), la suite des c^ rendant convergente
la série S |c^ p^ pour o <^ p <^ CT et /(t7) étant d'ordre inférieur
à ^^-^ pour 61 <^ 6 << ô^, (? = À^0. Alors la fonction gÇs) donnée
par l'intégrale (35) sera de la forme
( 3 6 & ) ^^ïc^-^^^).

pour s situé dans 7^— <j, 4'(5) étant holomorphe dans A-^ô).
En effet, décomposons L(<-') en trois sommes L i . , ((-'), L^a(^), ^(t1),

définies respectivement par a^<^— i, —i < a^<< o, o << a^< À(a—-£).
Seul L, .2(P) est infini pour ^==0. Il est de l'ordre de -̂a-1-1 (a^ <^ o).
La est nul pour o <^À <^ —^—. Z(ç') devra être infini comme— Lt.^P)
pour ^=o, de façon que F(^) soit continu à Forigine. Soit
Li =Li . i +"Li.t2. L i ( ( ' ) | e t | / ( P ) i sont intégrables à l'origine

^,(,s)== r'^^e-^ch^ f [L.ttO+L^r)-}-/^)]^———^!!^) 4-Is(^)+^).
*•'(» ^O

Dans le champ d'intégration, ^^À^0 , A variant seul. Posons
3—^^e'^^e^^+i^). ^ 1 '• , , / '•

L'intégrale j\z') est définie et holomorphe pour ^>—c-+-£,
d'après [/(^i^^^-^.

Am. Éc.Norm^ (3), LV. — FASC. 4. 4l
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Posons «„,(«')== l——^- si i-=Àc-'°, e,<Q<9a etp,,.(s)=c,«(5—'0,
A (, ——— •A/'// J

(-T:<0<T:). ' . . ,

l i(^) a un sens pour ^>o et v^nt^S^/^—0^'% développement
m < 0

absolument convergent quelque soit ;?.
Pour étudier L(-s), supposons d'abord y ===Y] == o, o <^ E= p<^— £•

L^)= F Ï ^)e-^ dv =V r^— F ̂ aw--1^^.
Jrt «A^s) .oo^"^0^

(7—S -

Soit II un lacet contenu dans le cercle \u\<^i et décrit de i à i
avec les arguments initial o et final ir^ aH sera le même lacet
obtenu en mult ipl iant par a tous les points de lia

f ̂ ^-^-/^—r(~a)==————^ f tr-^e-'-dt^
. J,, • ! ! , \— e — J^ .

. 1 ' 1 1 1 ! ! ! 1 1 1 . ! ! 1 1 . ^-a ! ! /*l i l ,. ,- ^ ! • 1 1 . ^ 1 ^:————^ / nr-^e-'211 du. 1 ' "
.' 1 1 1 • 1 1 1 -//', • 1 . • , ! - . i-e^^J^ 1 , ! !

^{.^^^^(^^^^((T-e)^^04-^^ /
/»><) m^>û

^ ^ r ( a/,, -4- i ) a^- f ^-^-i ̂ ^^•a-<î~<o ̂ ^^ ^7r ^n
Soit^^) la seconde série. D'après T (a +I)a~a<^--(I+£w)a/lim£a::=o^,

!. - ' ; ^ ^ ! ! ; 1 1 • 1 ! , ! ! • • 1 1 1 ! -..., 1 1 1 1 1 1 1 , \1 a 50 I 1 1

le terme général de la sériey^) est en module inférieur à c^(cr— s)^1

si Ç > — a 4 - £ , 772 assez grand. Donc dans la région ^^>—a+£ ,
la série converge uniformément et ya(^) y est holomorphe. Posant
A = y + y 2 y nous avons montré que l'identité (36 &) est satisfaite
surle-rayon z—Ç=p^°, o < ^ p < ^ a — £ . Elle est donc vraie dans la
partie commune à j^ et à Q. En outre ^(-^) indépendant de £ est holo-
morphe pour ï >—cr4- £, donc dans A^(6);

35. On pourrait plus généralement considérer le cas où, dans la
région Q^ç, 9), ^"i(^) se prolongerait en une fonction

C ^^^ch(^+^(z),
<-/^- » . -, . . ., , . . ! ,
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4' étant comme toujours hotomorphe dans A7(9), v(a) étant à
variation totale bornée dans le champ — œ , +00. et continu
pour a entier positif. En outre, si

f* n^~i

/ |rfv(a)|=a,,,
•t/n

lim ^^==0 quand n tend vers —oo- et,, iim'v^^Œ-1 pour ^===+'00.
On trouvera encore pour F(9) une forme caractéristique

(^7) • • 1 ^<F(P)=J* —Zl_^^(a)+/(p), •

v, À, 6, CT, / prêtant aux mêmes stipulations que pour la for-
mule (36).

La représentation de la fonction g ' ( s ) dans le cercle y ^ o u ) ^ — ^ | <a
sera plus précise si l'on pose z — Ç == ̂ -"'-̂  çp == ^4- ^ et î = o sur
la demi-droite d'argument 6 issue de ^. Par hypothèse

! . 1 ! . , ^ ! y*4-1» ! ! , •
^•(5)==G(W)= / ^-^^(a), ,ç>—loger.

; 1 ! , ! ! 1 \ 1 */--„ ^ 1 , . 1 . / ! ! , • ! ! ' . • !

La fonction v/(a) se calcule au moyen de G(w) supposé connu et
susceptible de recevoir cette représentation. Supposons zéro intérieur
à la bande de convergence absolue ^, <^<^^ de Tintégrale (a^>i).

r1^ ebw
Si j GÇ^) —dw désigne la vraie valeur de l'intégrale, obtenue par
, ^——f 00 " 1 ! ' . ! ! ,

l'exclusion des intervalles |^ |<<TJ et [^ |^>K de l'axe imaginaire/
T| et K tendant ensuite le premier vers zéro, le second vers l'infini,
alors la variation de cette intégrale entre & et bf n'est autre que
V i ^ ) — V i ( & ) . [Les points de discontinuité sont rendus de première
espèce.]

C'est à cette expression de ^'(^) que correspond Pexpression
asymptotique de ^-^F^) que nous avons trouvée pour v'=\e^.

Si ^^(^)==(-3 '—0 ay(^) , "K^) étant halomorphe au point ^, la
fonction que nous avons appelée Fa(^C) est entière en P avec un ordre
exponentiel négatif, tandis que e~~^f(^) possède pour ç'^l^6 un
développement asymptotique divergent, dont la détermination toute-

41.
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fois n'offre pas la même simplicité théorique que celle des coefficients
de la fonction entière Fa(^, Ç) (1).

III. — Singularités du prolongement dans rétoile de Mittag-Leffler.

36- Soit (A) l'étoile de Mittag-Leffler rayonnant recti l ignementdans
toutes les directions à partir de l'origine et relative à l'élément

(i) , ^ /o(^)=ao4-a^s+. . .-{-^^+. . .. ^ ' .

(A) est l 'ensemble des segments Om sur lesquels /o(^) est prolon-
geable en une fonction holomorphe (cette dernière fonction estholo-
rnorphe dans un domaine ouvert contenant à son intérieur le segment

- 0/72, mais s^écartant de celui-ci aussi peu qu'il est nécessaire).
Soit/(^) le prolongement de/o(^) dans (A\/(^) est uniforme dans
(A). Soit U la frontière de (A). En général, U contient des segments s
finis ou infinis dont le prolongement passe à l 'origine. L'extrémité d'un
segmenta la plus proche de l'origine est un point singulier poury(^).
Il en est de même pour l 'extrémité la plus éloignée de s si cette extré-
mité est à distance finie.

Un tel segment y peut être frontière de (A) unilatéralement ou

( l) On trouvera dans nia Note déjà citée {Comptes rendus, 204, 1937, p. i6i3)
quelques indications non développées dans le présent article. Certaines concernent la
configuration géométrique de H au voisinage de Co, déduite de R(0, h) pour h infiniment
petit. Vautres ont Irait aux expressions analogues à la fonction dnÇu) do M. Mandelbrojt
et susceptibles de lui être substituées.

La fonction la plus générale Payant dans le plan d'autres points singuliers que i et oo
est Hf—log(i—^)], ïl{u) sSo^?^ étant une fonction entière quelconque de u. Si,
pour j x \ < i, H[-~ log(i— .c)] == ,Spn^, la fonction V ̂ j^ a, diaprés le célèbre

théorème de M. Hadamard, les mêmes points singuliers non nuls que ̂  an- 5 en général
tout au moins. S^îl en est ainsi, on peut remplacer dans les formules de M. Mandelbrojt
Œrapar ^pn. ' . 1 1 1 - 1 ' ! . ' . ! ! ! 1 ! . / ' 1 1 ' ! , 1 • ^ . ; / 11' /'1 - 1 1 1 1 ' 1 , :,\ 1 1 1 1 1 : 1 ' 1 1

. i' . 1 , . ! ! ^ • ! ' ! , / ! ! ! ! , 1 1 ^ • p^.n 1 . ! ^ : : , , ! ! , . ! . ! 1 . 1 1

L'expression générale des pn est Çn == -1- V, a - p p ÎS^rj, sous la seule condition
' ..n^ 1 : - 1 :• 1 1 1 ,1 1- ' ! ! ! , : 1 1 ,' :1 ; 1 1 - 1 l,• l,/?=l l 11:1' ^ 1 1 ; : 1 1 , 1 1 1 1 1 1 : 1 1 1 1 , 1 1 •', 1 : , : '• 1 ' ' 1 • 1 1 1 1 1 1

que /attende vers zéro quand je? croît- S^^ est la somme des produits p à p des inverses
des (n—î) premiers nombres entiers; S^==ï (^^o).
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bilatéralement (sur une de ses parties tout au moins). Dans le second
cas, un point du segment S y sauf son extrémité la plus proche de zéro,
peut être pour/(^) un point bilatéralement régulier ou encore une
singularité simplement unilatérale.. Si ce point est bilatéralement
singulier, fÇz) peut présenter au voisinage de ce point des caractères
analytiques différents suivant le côté de s où l'on aborde ce point Nous
dirons que le point singulier Ç de f{z) est principal, si f(s} est holo-
morphe sur l'intervalle 0^, ou si Ç est point d'accumulation de points
singuliers de l'espèce précédente.

Nous nous proposons de donner des formules analogues à celles de
M. Mandelbrojt et fournissant l'ensemble H des points singuliers
principaux dey (^),

37. Rappelons d'abord un théorème connu de la théorie des séries
trigonométriques. Soit

/("(&)) ^/|j.o-(-^1^4-. . .-h fJt."^"^^-. —

le développement en série trigonométrique sur le segment 0^00^2^
d'une fonction continue À'(co) de période 2'rt. Il résulte des théorèmes
de W , H - Y o u n g et de ses continuateurs que si ladérivée ,-existe
en tout point , sauf au plus en un ensemble dénombrable de points/
et si — +a (a">o) est sommable sur le segment o, arc, la série! dw 1' ' ' • , 1 1 1 1 1 , 1 1 1 1 ! ! . ! ! ! • 1 !

•i ! - ' • : 1 , 1 . 1 1 - • ' !

S Ip-nF^ converge. A fortiori^ la série £| ^|.converge, et son reste
quand on la l imi te à son terme de rang n est de l'ordre de ̂ ^•

Soit t{^) une fonction analytique de T, holomorphe et univalente
dans le cercle [ ^ J <C l r ? nulle avec T, continue sur la circonférence y,
savoir T == ̂ (o^^ réel ^2^)? ayant sur y une dérivée continue sauf
en un nombre fini de points, et telle que ^ (a>o) soit, si
^^e^, sommable en <o dansle champo<^co<^2'îi: .Alors,si

1 . : ' ' 1 -., 1 , ^=^T+.,...4-^T"4-... (\T\<î)y • : • • . . ^ .'...^ • • .

1 1 , "1! 1 1 ' 1 : . 1 , 1 ! l . ! , ^ ' , ! ! , . ! / ,; \ ! ! 1 1 . ' 1 1 1 1 , : 1 1 1 ' , 1 1 1 1 ! , • ,

h série S [̂  l^^ est convergente et par suite la série exprimant t



326 ARNAUD DENJOY.

en T converge normalement (ses termes sont inférieurs en valeur
absolue à ceux d'une série convergente à termes positifs, indépen-
dants de T) dans Pensemble formé par Y et sa région finie. Quand T
décrit le domaine fini J T J <^î. t décrit un domaine ouvert S avec cor-
respondance uniforme et continue dans les deux sens de têt de ^ ainsi
que de leurs frontières. S est limité par une courbe simple de
Jordan G possédant une tangente dont la direction présente au plus
un nombre fini de discontinuités.

Supposons enfin que pour T=== i, le point rcorrespondant soit éga-
lement i. s étant un point du plan, considérons la fonction

/(^)=L(T^)

de T. Elle est holomorphe en T à l'origine. Donc, pour [ T assez petit,
co / •

(43,0) /(^)=^^(2)T»,

/ „. - , ! - • n-=i 1 , 1 , ! 1 1

^(-s;) étant un polynôme en s. Four que la série du second membre
converge pour T <<i, il faut et il suffit que dans le domaine sS
obtenu en multipliant tout nombre de S par ^ /(^) soit holoïporphe
en u. Car u est holomorphe et univalent en T pour J T | < i. Considé-
rons la convergence sur la circonférence | ï[ == i . On a

àL „ . dt
- • ' Dî^^d.- : 1 ,

Si donc, non seulement f(u) est continu sur la frontière zC de zS ,
' • ! ! ! ! i ' ! , ! • : '

mais si \f'{u)\ y est bornée, la série S \[L^Z}\^ converge et a for-
tiori aussi S [ p./,(^) |. Faisant/c = i, on trouve

f(z)^î^),

la série S p-n(^)] étant convergente. D'ailleurs, la borne Mi(^) de
ly^)! sur la frontière de^G fournira une borne supérieure de l'erreur
commise en arrêtant le développement de/(s) au terme de rang TI.
Cette erreur est inférieure à—1À±^ Ane dépendant que de t(^) et non
pas de /(^). Nous admettrons ces points, qui, en Pétât actuel de la
théorie des séries trigonométriques, n'offrent aucune difficulté» de
démonstration.
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37 bis. Le développement en sériede polynômes que nous obtenons
rappellera immédiatement au lecteur les développements très généraux
définis -par P. Painlevé (i). Mais celui que nous utilisons présente une
différence essentielle du point de vue des applications. Painlevé effec-
tuait la représentation conforme ^r) de l'intérieur d'une circonfé-
rence y, de rayon supérieur à ï , dans le plan des T sur un domaine du
plan t, soit S^ ouvert, à connexion simple, contenant (d son intérieur)
les points o et i , conservés dans la représentation. Aussi pour T === i,
Painlevé était-il assuré de la convergence absolue de la série (43 a).
Mais en admettant les points T = = I , t=i, sur tes frontières respec-
tives des deux domaines, nous aurons Pavantage d'obtenir des formes
arithmétiques simples et précises pour les coefficients des poly-
nômes ;J-,<(s).

38. £ étant un nombre réel donné entre o et i, soit, pour
| r | ^ i et T == | T | e1^ <"" ( o ̂  c») $ 2 ir ),

(38) î = = i — ( ï — T ) £ .

-• ^"--^ 1 1 -
Si T décrit y, .t=ï—^sin5^^ 3 . Le point t décrit une boucle Cg
entourant l'origine, symétrique par rapport à l'axe réely présentant
au point t= i une pointe dirigée vers la partie positive de Faxe réel,
l'angle des deux branches de la pointe avec la direction négative de
Faxe réel étant en valeur absolue ̂  (pour E = = I , î===T,Ci estégal à-y).

Dans la région finie | T | <^ ï du cercle y, la détermination de t nulle
à l'origine (et réelle avec T) réalise la représentation conforme de
Fintérieur de y sur la région Gg intérieure (finie) de la boucle Cg. Le
développement de t suivant les puissances de T pour | T | < i est

(89) ^-î W,. , :

^^^^(^^•^-^-^^^(-i^C^
.r==l • 1 • , , ! . ! ! , . ,1 , • ! - 1 ; 1 1 , 1 1

(1) Note en addition aux Leçons mr les fonctions de variables réelles et les dévelop-
pements en séries de polynômes (^Collection de Monographies sur la Théorie clés fonctions,
G-authier-Villars, Paris).
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la notation C^ayant le sens défini par cette égalité et déjà rencontré.
La série trigonométriqué obtenue en faisant T==<?/"cl> dans l'égalité (89)

est absolument convergente, parce que, diaprés -r- === 7———•^^ -r

est sommable sur le segment o$co$27t.
Calculons pour cette fonction r(ï) les polynômes ^(^) et d^abord

les puissances entières y. Posons

• ^^^ïp.^e)^ • ' .
îî

Évidemment

T^o==ï^i=- ..=y^^-t=o, Y^=:£/^

On peut donc supposer n^p.
^=^p k==.fi n<x>

(40) ^^(-I^C^I-T^^^t-I^C^t-I^C^T».

A==o À=;O n==o

D'où
' - 1 1 , 1 , k=p 1 ! ^ ! , ;

( î1) T/-(^=(-i)/^2(~I)AC^C^
^•==0

Tp,?i(£)es tunpolynomededegréjDen£.
On peut donner à ^p.n(^) une seconde forme mettant mieux en

évidence l'existence dans 7p./,(£) du facteur EP indépendant de n.
Dans la puissance p0 d'une fonction

; , ^^P.l^+^T2^-....^-^^'^..., ! ' \. ' .

le coefficient de T" est

2 p i - ., •
•——• •1-111-1 r , ^ , .r-^————— H^ï t 1 ^S 1 S ^S

^Î^!...À.!^^'--^7

la sommation étant étendue à toutes les suites associées r^ À, ainsi
conditionnées : les r^ X, sont des entiers positifs^

' A^7^^-^^/ .Xt-4-,À2-+-.. .4-^==^,, ' : Àiri4~/À2ra-4---..-4-^^^===^.,
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Si ".,.==(—ly-'Cs', on en conclut

(4^) ^(£)=^(-I)'-/-^,J!^^^C^)^(C^y•»...(C^JÀ. •

y.^.-,. F1 p(5-^...(e-r,+i)Y
—Jj1 I) ).i!7..!.../.,'L 1 . 2 . - . ^ J

r,î.

[" ( e — r., ) . . . (c—r,+ il y-'"-
^l (ri+i)...r, J

r ( s - r,-t ) . . . ( e - r, + i) 1^ -À'- • • -'•'-'_
^L (r,_i+i)...r, |

Évidemment, pour n=p, A-==I, r,=i, À,=JO, y/,.p== s". Cette
seconde forme de y/,.n(£) met en évidence le diviseur £/'.

38&M-. Les coefficients Y,,.n(s) étant suffisamment étudiés pour
notre objet, formons /(-sQ." /;»
(43) f{s[i-(i-T'fï\==a,+^apZf'tft

• 1 1 , 1 ! ' ' , pw fl»s 1 1 1 «

=: Oo+^ «/>^S ÏP.»(6) T"== ̂ -^S ̂ "(^ £^" '

, 1 , , ! ! ! ! ! , , /,?=1, ra==,r/ '1 1 1 1 1 1 1 ' >î=l ! ! ! .. . 1 1 '

et , 1 ., 1 , !'- ! , ' ! ' 1 1 ^ . ' . 1 1 . 1 ; 1 1 1 1 - 1 1 ^ , 1 1 1 -

(44) ^(^£)=Yl.n(£)^iS^Y2^(s)a2^s+<-+ï"."(£)^5

^(^, e) est un polynôme en s et en £ de degré n par rapport à chacune
des deux variables.

39. Appliquant les résultats généraux exposés précédemment,
étudions le rayon de convergence de la série (43). Posons

(45) p(^£)ï=:IïmVFn(^£)-
-1* / , ! , 1 1 ! ! ! , 7ÎOO ! ! 1 1 1 ' 1 /1 1

i° Si f{u) possède un point singulier intérieur a^Se, p(^, s) > ï<
2° Si/(^) est holomorphe à l'intérieur de sS^ p(^, £)^i- Ce cas se

subdivise. „ . ,
Si f(u) possède sur z C, frontière de z Se, un point singulier distinct

'de ̂ oir a p(.s» £)=i. : ; , • , , , \ , , 1 1 1 , , ' 1 1 1 ' 1 1 ^
A^.^.TVorw., (3), LV.— FASC.4, ^
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Si f{u) est régulier sur ^Ce, sauf éventuellement au point ^ l u i -
même, on a encore p (^ , s )= i , à Pexception de la circonstance très
particulière suivante : Si autour de ^(et précisément sur le rayon 0^)

ri

/ ( ^ )=2 ;a^ ( i—- ) î ^ j^ étant borné, fÇ^t) sera holomorphe
pour T == ï, et alors le contour ÇCe ne passant par aucun point singu-
lierde/(^) (qui par hypothèse n'en a aucun dans ^Ss), le rayon de
convergence de(i) surpasse i pour^=C. Nous désignerons par ^ un
point ^ de cette nature relatif à cette valeur de £. Un m ê m e p o i n t Ç ne
peut convenir qu^à un nombre fini de valeurs de £ qui senties multiples
de la plus petite d'entre elles. Les diverses valeurs ^ç correspondant
à toutes les valeurs possibles de £ sont isolées^ si elles existent. Elles
forment un ensemble vide ou dénombrable.

Si Y(^) est holomorphe sur la frontière zCs, de ^Se la série
ÛQ 4-2p/t(-s, s) est absolument convergente et sa somme est f{^)
(même si z n^est pas un point ^.L^ensemble des points s vérifiant
la condition que f(u) soit holomorphe dans -s Se et sur sa frontière
forment un ensemble ouvert (As). On voit aisément que si z1 est inté-
rieur à ^Sg, ^Sg et sa frontière sont intérieurs à ^Ss. Si zr est sur sC^
la frontière ^C, de ^Se est.aussi intérieure à sS^, sauf par le seul
pointa lui-même. (Ag) contient donc sS-, s'il contient ^. II suit de là
que la frontière Us de (As) est une courbe simple rencontrée en un point
et en un seul par tout rayon •s^'Re^ issu de l'origine. (As) est la
région finie de cette courbe, région contenant l'origine. (As) est un
domaine étoile. Les ^5 ne sont pas dans (Ag).

Sur tout ensemble fermé intérieur à (Ae), la série 2^n(^ s) converge
normalement, le reste de la série arrêtée au n^^terme étant inférieur

M7

en module à—p M/ ne dépendant que de la distance de Tensemble
fermé à Ug.

Pour tout point z de Ue,/(i/) est holomorphe dans le domaine ^Sç,
mais non passur^Ce. Les Çç, s^ils existent, sont sur ÏJg.

Finalement, l'ensemble des points où p(^ £) = i est identique
àTensemble (Ag) + U£== (Ag), éventuellement diminué de l'ensemble
dénombrable des points Çg, •où p(Ç,e);> i.

Pour conclure/De est lafrontière'del'ensemble• p(z, é) = i. ,
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3Qbù. Considérons encore l'ensemble E«('£) des points z où
\pn(,Z, £) [< ! .

E^(£) est limité par une courbe algébrique ^(s) dont E^(£) formé une
région (ou plusieurs régions). Soit 'E(e) l'ensemble l imite restreint
(au sens de Borel) des E,,., c'est-à-dire Fensemble des points z dont
chacun appartient à partir d'une valeur Ti(^) de n a tous lès E»(£).
Si ' s est intérieur à (A,), la série S] ;^(^, £ ) j étant convergente
(a fortiori si s est un Ce), z est dânsE(£). Si, an contraire, s est exté-
rieur à (As), sS, contient un point singulier de /(n), p(^, £)> i
et ITm'1 p-/i(^, £)| ==oo; z est étranger à E(£). Donc les deux

ri co

ensembles A(£) et E(£) ont mêmes points intérieurs et mêmes points
extérieurs. LL.^ donc la frontière deEÇi)^ dont la définition analytique
est relativement simple.

39 ter. Faisons varier £. Soit £'<<£. Alors, de même que la boucle
frontière C^ de S^ est intérieure à S,, sauf par le point t=i, de
même la frontière de sS^ est intérieure à^SgSauf par le points.

Si/(^) est holomorphe sur le segment rectiligne 0^, il existe
toujours une valeur minimum £y= £0(^)^1, telle que pour £<£ç(;s),
z soit dans A,.. z appartient a U^ et la frontière de sC^ contient un
point singulier de/(^), ce point singulier n'étant pas s.

L'étoile (A) est donc la réunion des régions (As) pour o^^i,
(A,) étant l ' intérieur du cercle de convergence de la série (i bis), ce
que nous appelions précédemment (Ao). Il suit de là que si z est
dans (A), la série S^(^ c) convergera absolument pour £<£,(^)
(et divergera pour £>£o)- Elle convergera normalement pour£<£(,(E)
sis est situé dans un ensemble fermé borné E intérieur à l'étoile (A).

40. Le polynôme
P^(5;£)=^o(^£)+^l(^£)+•<"+^(^£)

se met sous une forme simple. Posons

P^(^£)=^o+^Pl.^(£)5+aâPân(£)^+-..+^^

P^(5,£) est ce que l'on obtient quand, dans le développement
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de/ [s ' [ î—(î—r) 5 ] ] suivant: les puissances croissantes de T, on
supprime tous les termes ayant en facteur T^' et, dans la partie res-
tante, on remplace T par i. B^(£) est donc ce qui reste de

[l——(l--T)y==^

quand on effectue sur cette dernière fonction les opérations précé-
dentes-Mais, d'après l'égalité, exacte quelle que soit la fonction
convenablement dérivable sur l'intervalle o, ï

<y*Xi ( Q\ T /tl

^(Ô)+^ /(0)+.. .+0-————==^(I)- -Y ^ (l-Ty^^CT)^
' ^Q

on trouve
/ X I f 1 / N d^tP -a^(£)=i~^< (i_^,.^^.^

*-'()<
-Or, ' - 1 1 1 . 1 1 . ' : ' ., , ' ^ 1 1 1 1 , , • ! " 1 ' •

,„ ^ , . ^ • , •A=" 1 ^ \ ^ . ! ! ^ !

^""^S^1)^^1--7)^
; 1 ^ k^l

1 (, ^^^^^Y. .v^r^5^6"1)"-^8-^)^-^^1

/ ^ ! < / (fT^1 —Z^""^ ^————————T^~n————————"! . •• ^=1 ^

Posons
/ . , , / £C\ ( X\^(^)==(ï~^)(^I~ ^...^I^^J.

11 vient
1 . 1 1 1 1 , ! ! . ! ^ ! , ! ! , ' ! A==n1 ^ ! ' 1 1 1 ; ' , ! 1 1 1 ! , , ' ! , 1 ! ' ^

(3^(£)==I-h^(-l)^C^(^£).
1 • 1 / - ' , ! . ! ^ ! , ! , ! A=11 ! ' \ ! 1 1 ' ! 1 1 ' 1 1 1

(On vérifie que, pour p et £ invariables, n croissant indéfiniment,
^p.n(^) tend vers i). Finalement

1 . ! " , ' , , ! ! ! , , ! . : 1 1 "n^n FÂ==^ 1 . 1 , ! ' ^ - j ; 1 1 . 1 ! , ; 1 1 ! ,
(46) Pn(^£)=ao4-^^ ^(~i)^C^^(^e) ^

, : 1 ^ ' ^1 ^ • ! , . 1 ! • ! , ! 1 , 1 ^==i', 'LA^O / . ',1 ^ \ . : • J ' , ,1 \ ! ./ , ! . .
^ ^ . . , ! - ! ^ . 1 - ! , • A==n ! 1 ' 1 , , ;, 1 ! -1 p'==,n • 1 1 , 1 1 . ! , • ! ! 1 11',; , 1 1 1 :

, :=^(-i)^(^)^C^^ ; ^
1 1 ; 1 ' ^ ', ' 1 1 ' 1 , ' 1 1 1 1 , 1 1 1 1 1 1 • ' 1 1 , /C=:Q ' 1 1 1 1 1 1 - : , l i l • : . p^sk . 1 1 • ; 1 . . - ! ! •1 • , .! ' ! 1 1 1 1 : 1 ,. ! : - ; 1 1 ,
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et, à la condition nécessaire et suffisante que-s soit dans la région (As),

/ ( . 3 )== l imPn(^£ ) .
riw ~

41. Ces préliminaires analytiques étant traités, passons à la déter-
mination des points singuliers de f(s) par l'application du principe
géométrique initial.

Posons s = R^8 (R^> o, 6 réel), et soit G(9, s, R) la boucle sC^ de
sommet R^6 formant la frontière de sSg. G étant décrit dans le sens
positif par le point^ren même temps que T décrit y dans le sens des
co croissants, 0 est dans la région positive et finie S(6, £, R) de C.
S+C est croissant en R, 6 et £ restant invariables. S est croissant
en £, R et 6 restant invariables. Mais S -+- G n'est pas croissant en £5
puisque S+C renferme le point invariable s =R^6.

La théorie générale s'applique donc aux courbes C(9, £, R), o ù Q a u n e
valeur invariable, ce qui fait déplacer le point s sur une demi-
droite OA fixe, axe de symétrie commun des C(6, £y R) et lieu des
sommets anguleux de ces courbes. £ et R correspondent respectivement
aux paramètres a et b de la théorie générale.

Pour chaque valeurdeO et de £, so i tR==R(6, £ ) = = ^ ( £ ) ^ o » 1̂  maxi-

mum des nombrespositifs R tels que p(R^£)==lim^j F/,(R^0, £)| = T .
ri <o

Sur le segment o, ^(e) de OA, p =i sauf au plus en un point où p >:i-
Soitr(0, £) la boucle correspondant à p ==4'(s), H(6, e) ou simple-
ment H(£^ l'ensemble des points singuliers de/(^) situés sur r(0,£).
Il est évident que chacun de ces points Çest tel que l'intervalle recti-
ligne OÇ est tout entier dans (As), a fortiori d^n s (A). Au contraire, si
un point singulier ^/ de fÇs) est tel qu'il existe sur l'intervalle Oî7 un
point singulier de/(-s), C7 ne sera jamais sur la frontière d'un r(6, £),
quels que soient 9 et £. L'application de la méthode ne donnera jamais
directement un de ces points Ç7. Tout au plus pourront-ils apparaître
comme points d'accumulation de.pointsde la première sorte. Donc la
méthode ne conduira jamais qu'à des points de H.

Pour chaque valeur de £, 4/(£-+"0) et ^C6 ~ °) existent et sont
respectivement le rang minimum et le rang maximum (en raison de
ce que la région S croissant avec R est la région positive de G) des
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points de H(s) sur r(9, c). Sur C(6, £, R), un point est défini par
l 'argument co du poin t correspondant de y décrit par T=^a). Le rang
d'un po in t de G(9, s ,R) est une fonction de co, y=== y ( 6 y £ . R , c o ) .
Étant donné 6 invariable, puis une valeur choisie pour s, enfin
R== ^(6; s), les équations

^(s4-o)==<7[5,£^(£),^] et €^(Q^-o)=ç[ô^^(£),^]

ont respectivement pour racines tous les nombres coi et tous les
nombre 0)3 définissant les premiers le point initial de H(£) et tous ses
conjugués, les seconds le point terminal de H (s) et tous ses conjugués.

42. Appliquons la méthode à une infinité dénombrable partout
dense de demi-droites OA^ d'arguments 9^ Je dis que l 'ensemble des
points singuliers mis ainsi en évidence, complété par ses points
d'accumulation, comprend la totalité de H.

Soit ^ un point singulier de première espèce de y(^)? c'est-à-dire
tel que /(^) soit holomorphe sur Pintervalle 0^. Soit c un cercle de
centre ^ et de rayon aussi petit qu'on le veut; 2Y] étant positif inférieur
au rayon de c, considérons un rectangle a limité par deux parallèles
à la droite OC ou A, à la distance Y) de part et d'autre de A, et par
deux perpendiculaires a A d'abscisses, comptées parallèlement à A,
égales à —Y] et à | ̂ l + ̂ - ^Soit r la région de ce rectangle a étrangère
à c. La frontière de r comprend un arc <^ de c. Soit c\ l'arc de c
ayant même milieu que c^ et une longueur moitié moindre, p l'angle
indéfini de sommet 0 formé parles rayons issus de Oet rencontrante,,
enfin r1 la région de ? intérieure à c. r' est limité par deux segments
rectilignes situés sur les côtés de P etpardeux arcs c\ et c\ de c^fîg' 5).

/(^) étant holomorphe sur Fintervalle 0^, on peut choisir Y) assez
petit pour que / ( s ) soit holomorphe dans r (c étant supposé fixé).
Soit s un point quelconque de /< On peut choisir e, assez petit pour
que, si £ ^ £ i , la partie de ^S^ extérieure à c soit dans r. Donc si un
point s de V est tel que fÇu) soit holomorphe dans zGs. mais, non pas
sur sa frontière, tous les points singuliers de fÇu} situés sur cette
frontière sont intérieurs à c.

D'ailleurs ̂  ^t intérieur à (A^) et a fortiori^ (A). Considérons les
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demi-droites OA^ intérieures à p. Comme elles sont partout denses
dans p, il est évident que si, z- variant sur l'ensemble ( 'des points de
rencontre des OA^ avec c.^ la région 2 Se était toujours dans (Ae), le
point Ç lui-même serait dans (Aç), contrairement à notre hypothèse*
II y a donc sur v au moins un points étranger à (AgV SoitOA^ la demi-

Fig. 5.

droite contenant ce point. Gomme le point de OA^ situé sure', est
intérieur à (As), il existe sur la partie de A^ intérieureà r1' un point
frontière de (As). A ce point ^==^(6/n? s)^6"1 correspond un ensemble
H(6^, &) situé sur la frontière de ^S,. Cet ensemble est entièrement
dans c, comme nous l'avons dit. L'application de la méthode à la
demi-droite OA^ donnera par la considération de — ( Q w ? s+o),

'(Q,^ £ — o ) au moins un point Ç^ intérieur à c et de la première
espèce. Il est à remarquer que ceci se produira dès £ = = £ i et pour
toute valeur de £ inférieure à £ , .

En donnant au rayon de c une suite de valeurs décroissantes tendant
vers zéro, on voit que C sera ou bien fourni lui-même par une infinité
de demi-droites 0 A^ tendant vers 0^ ou bien obtenu comme point
d'accumulation de points fournis par r utilisation à''une tellesuite de
droites.

Finalement, la méthode appliquée à la famil le OA,, donne ta totalité
de H et nul autre point singulier de /(^).
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43. Indiquons le calcul du rang q d'un point, z sur la courbe C(6, s, R).
Pour une valeur de co donnée, ce rang est indépendant de 6, dont la
variation -revient à une simple rotation d'axes de référence. Considé-
rons donc la courbe C(o, £, R), savoir

On a

. M — S "]

^=R[l-(i-T)E]=R î-ys[a^e"~ •
! ' *3 j

â^ ^=R(^-^)elog(I-TJ=R(l-^^log2sm"+^•^=^"^,
,1. L - J
—^sRi'd—T)5-1^.au '

Le lecteur déduira de là l'expression de
(os às_>

-/ , n ,,', '' \à£ àu^
^•^^^-Tà^

J (?R<^

C'est une fonction assez compliquée àe s, R, &). Il est probable
qu'elle varie dans un sens constant avec cos&), sans que la preuve en
soit immédiate. '

On peut faire varier simultanément s et l'orientation 6 de la courbe
limite r ( 6 , £ ) ( n ° 16). On remplace dan& les formules ci-dessus
écrites R par Re''6, ce qui donne ^==^(£, R, co) indépendamment
de 6; ^ se calculeraen faisant intervenir ̂  = iz.

dv .

On pourrait enfin chercher les points singuliers surle cercle-JT =i,
mais à partir du point ^==—1, par la méthode de M. Mandelbrojt
pour le cercle.


