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ANNALES

SCIENTIFIQUES

LECOLE NORMALE SUPERIEURE

UNE APPLICATION

DE LA

GEOMETRIE DES NOMBRES

A UNE GENERALISATION D’UNE FRACTION CONTINUE

Par M. Pauvr Miron PEPPER.

PREFACE.

Dans Geometrie der Zalhen (p. 147 et suiv.), Minkowski a fait
I’étude de couples de formes linéaires a coefficients tous réels,

t=ax+fy, a=yx-+9dy (ad—PLy=1),

en se servant des parallélogrammes, [£[<p, |1|<0o, qui ontsur chaque
coté un point du réseau, outre ceux qui peuvent étre aux sommets,
et seulement I'origine dans lintérieur. Il a trouvé un ensemble
ordonné, ou chaine, de matrices ...,P_,, P, P,, ..., qui sont toutes
4 déterminant 1. Les coordonnées de deux points du réseau pris sur
un des parallélogrammes se trouvent dans les colonnes d’une matrice
correspondante. Lorsque v = o peut étre remplie par des entiers x, y
dont 'un au moins n’est pas égal a zéro, cette chaine posséde un
premier terme, et lorsque £ = o peut étre remplie par des entiers z, y
dont I'un au moins n’est pas égal a zéro, la chaine posséede un dernier
Ann. Ec. Norm., (3), LVI. — Fasc. 1. I
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) . o —eh |
terme. Si 'on pose P;' P, =Ty, T, se trouve sous la forme | )
i eth gk

ou e’ =1 et ou g'¥ est un entier positif. La substitution P,_, trans
forme £ et v en

E—X ek A0 Y et H==— ety X A+ iy Y,
k=~ )\(k)zo)v ket 2 ka2 O, =1 — =y,

L’expression

I
1

ok 4
=) g|k+2; + ..

.o A1) .
se révéle comme le développement ordinaire de =~ en fraction con-
tinue, et cette fraction continue se termine ou ne se termine pas
selon que %A(—;-) est rationn elou irrationnel.

Lorsque £ =2z —10y, 1=y, ou 0 est une valeur réelle telle

que o< 6 —g L ;—, g étant le plus grand entier.contenu dans 6, on a

o —1

r g

o 1

P,=

g

Dans ce cas, I’expression
=g+

1

[
g

est le développement ordinaire de 6 en fraction continue, et, de plus,

>

Pi= P P ll_ ! 1’%‘7‘? ¢ ! H 0 — (—1)*
et P P P (=0 g™
oy
Il en résulte que]—[;ﬁg2 est la £ réduite du développement ordinaire

.de 0 en fraction continue. Lorsque 6 — g > g, seule la premiére de

h)
ces réduites ne se trouve pas parmi les fractions £22 (k=1, 2, ...).
P4
p

En tout cas (que I'on ait ou non a=1, 3= —98), lorsque &,est
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(¢5) (h+1)

+ PP > [aply" By etlim [aply + Bpiy| =

En méme temps, les nombres | p" | et | pt sont des entiers premlers
entre eux, qui deviennent infinis avec k. Les quotients

irrationnel | a p}’)

P (k=o0,1,...,0),

sont des fractions rationnelles réduites aux plus simples expressions,

B h

et elles tendent vers la limite g Lorsque = est rationnel ap; + Bpl

s’annule A un certain indice #, puisque la fraction continuey prend fin.
Pareillement, en prolongeant la chaine dans la direction opposée,
c’est-a-dire, lorsque —# augmente, |yp+dp)7| décroit d'une

maniére monotone vers zéro et il existe un indice ' pour lequel
[P+ opil | = o,

dans le cas et seulement dans le cas ou 3 T est rationnel.

Nous considérons ici le cas analogue on
L= o @y s By o305, T == Olgy Ty~ Olgs X'y —+ Ay3 L,

§ == o3 &) + Oge Ty 4 33 L3,

les valeurs o;; étant des constantes telles qu’aucune des équations £ = o,
n=o0, et £=o0 ne soit remplie par des entiers x,, x,, x;, qui ne
soient pas tous nuls. Les domaines qui correspondent aux parallélo-
grammes, sont dans ce cas des parallélépipedes.

Nous nous proposons deux problémes :

1. De découvrir un procédé pour obtenir tous les parallélé-
pipédes [£|<p, [v|<a, [{]<t tels qu'il y ait sur chaque face un point
du réseau autre que ceux qui pourraient étre sur les arétes, et que
I'origine soit le seul point du réseau dans l'intérieur. (C’est-a-dire de
déterminer la chaine des matrices de troisieme ordre).

2. (a). De déterminer des suites de points du réseau pour lesquels
'une des formes linéaires tend vers zéro.

(b). De déterminer des suites de points du réseau pour lesquels
deux des formeslinéaires tendent simultanément vers zéro.

Minkowski (Annales de I’ Ecole Normale Supérieure, Sér., 3, XIII,
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P- 41-60) a énoncé sans preuve les résultats pour le probléeme 1. Nous
résolvons ce probléme dans les sections I, II et 11 de cette these.

Dans la section IV nous résolvons les deux parties du probleme 2,
et nous exposons un deuxiéme algorithme qui facilite la construction
des suites de points du réseau qui remplissent les conditions de la
partie (b). ’

SECTION 1.

INTRODUCTION.

Hermite (') a donné une preuve élégante d’un théoréme de Tcheby-
chef. Nous nous proposons de généraliser ce théoréme en employant
les méthodes qui ont leurs origines dans la Geometrie der Zalhen de
Minkowski. Cet ouvrage remarquable a été dédié a Hermite, parce que
inspiration en a été tirée de 1'étude précitée, entre autres
recherches du renommé mathématicien francais. Le professeur Hilbert
dans un éloge commémoratif de Minkowski () rappelle les mots de
Hermite a I’égard des ouvrages de Minkowski, « Ch. Hermite damals
der Senior der franzosischen Mathematiker, hatte von Anbeginn die
zahlentheoretischen Arbeiten Minkowskis mit hochstem Interesse und
lebhaftester Freude verfolgt. Es ist rithrend, wie riickhaltlos er die Vor-
zige der Minkowskischen Methode gegeniiber seinen eignen Entwick-
lungen anerkennt, als Minkowski ihm die eben besprochenen Resul-
tate mitteilt. Au premier coup d’eeil j’ai reconnu, so schreibt Ch. Her-
mite in einem der an Minkowski gerichteten Briefe, que vous aves été
bien au dela de mes recherches en nous ouvrant dans le domaine arith-
métique des voves toutes nouvelles. Und in einem zwei Jahre spiteren
Briefe vom November 1892 heisst es : Je me sens rempli d’étonnement
et de plaisir devant vos principes et vos résultats, ils m’ouvrent comme un
monde arithmétique entiérement nouveau, ot les questions fondamen-
tales de notre science sont traitées avec un éclatant succés auquel tous les
géomeétres rendront hommage. Vous voules bien, Monsieur, et je vous en
suts sincérement reconnaissant, rapporter a mes anciennes recherches le

(1) Cu. HermiTe, Euores, IlI, p. 513.
(2) H. Minkowsk1, Gesammelte Abhandlungen, 1, p. x1v.



UNE APPLICATION DE LA GEOMETRIE DES NOMBRES. 5

point de départ de vos beaux travaux, mars vous les aves tant dépassées
qu’elles ne gardent plus d’autre mérite que d’avoir ouvert la voie dans
laquelle vous étes entré ». Hermite était bien trop modeste au sujet de
ses ouvrages.

Minkowski a énoncé sans preuve, le théoréme suivant (') :

Lorsque {a, g, l} est un parallélépipéde extréme (*) pour &, «, {, on
a toujours

(1)

{a, g, l} contient exactement un point du réseau sur chaque face et ces
points du réseau ont des coordonnées égales et de signes contraires pour
les faces opposées. ' .

On peut alors, et cela d’une seule maniére, trouver trois points du
réseau

agl < A;

ryos 4 r,os’, s r',os" o,
sur trois faces non opposées
t=cea, n==¢g, {=¢"l,
tels que :
eefe’ =1

et tels que, lorsque le systéme <%, ¢'v, ¢ est trans formé par Ueffet de
que, q Y y €1 P

a =£b =*xc
P—=ils s s en D—=||Ef g =h
t U £y =k I

b

les grandeurs a, b, ¢, f, g, h, J, k, | étant toutes positives, les signes
solent représentés par un des six systémes suivants :

L L. IIL Iv. V. VI

+++ = H+—— 4= =t 4 ——
e o o S e S ———
—_ =+ 44+ A= =44 ——

Le déterminant de P sera,danslescas1a V, égal a 1 etdans la cas VI

(v) Ibidem, p. 281-282, Zur Theorie der Kettenbruche. Publié la premiére fois dans
Ann. de I’Ec. Normale, Sér. 3, XIII, 1896, p. 41 et suiv.

(2) Poir ci-aprés, Définition 5, parallélépipéde extréme, ou dusserstes Parallelepi-
pedum. :



6 PAUL MILTON PEPPER.
égal a zéro, et l'on aura
(2) \a>Ab)' a>c, &> h, &>/ 1>], 1> k;

et de plus, dans les cas indiqués ci-dessous par leurs numéros d’ordre, on
aura les conditions suivantes : .

I II. II1.
b+c>a h+f>g J+k>1
f>houj>k k>joub>c c>bouh>f
1v. V.
b>couh>fou;>k c>bouf>houk>j
VL.

b+c=a, a+f=g j+ k=1

Nous démontrerons ce théoréme en employant des idées géomé-
triques, dont Minkowski a fait ailleurs des applications diverses (').
Nous construirons une démonstration compléte des algorithmes
énoncés par Minkowski dans ’Ouvrage mentionné ci-dessus. Nous
corrigerons le dernier algorithme. En outre, nous énoncerons et
démontrerons quelques autres théorémes qui nous donneront un
apercu plus clair du probleme.

Considérons d’abord quelques idées et définitions nécessaires. On

(1) Marie Zeisel a démontré ce théoreme et deux parties du premier algorithme. 1l a
énoncé le troisieme algorithme sous la forme correcte et il a illustré par un exemple la
circonstance ol l'algorithme de Minkowski est en défaut (Kaiserliche Akademnie der
Wissenschaften, Wien; Sitzungsberichte, 126, 1927, Zur Minkowsk’ schen Parallelepi-
pedapproximation). ‘

En nous servant de résultats de Minkowski concernant les octaddres du réseau, nous
abrégerons une partie de la preuve de M. Zeisel; de plus, nous exposerons une démons-
tration compléte des trois algorithmes.

Toutes les démonstrations qui se trouvent dans ce papier avaient été développées par
moi et présentées au séminaire du professeur H. Hancock & 1'Université de Cincinnati
avant que j’aie découvert ’existence du travail de M. Zeisel. Il est tout naturel que
certaines parties de mes recherches ressemblent aux parties correspondantes du papier
mentionné ci-dessus, mais autant que possible, j'ai appliqué la théorie plus générale qui
était développée par Minkowski. Je cite ses démonstrations de la théorie dans cette pre-
midre section quand j'introduis les idées et définitions nécessaires ici.

Aprés avoir prouvé le théoréme énoncé plus haut et .aprés avoir démontré les algo-
rithmes divers, je me propose de coordonner la matiére a 'aide de quelques théorémes
nouveaux.
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emploie un systéme de coordonnées cartésiennes dans un espace 2
trois dimensions, les coordonnées étant désignées par z,, ,, x;.

Définition 1. — Un réseau est la totalité des points dont les coor-
données sont des nombres entiers.

Définition 2. — Un point du réseau est, alors, un point quelconque
du réseau.

Définition 3. — Si &, v, { sont trois formes linéaires et homogénes
A trois variables x,, «,, x, a coefficients tous réels et & déterminant
Ao, |E|<p, [n|Sa, ||, ot g, o, 7 sont trois constantes positives
quelconques, sera un parallélépipede dont le centre de symétrie est i
'origine et les faces paralleles par couples aux plans £ =0, =0,
et {=o. On désigne un tel parallélépipéde par {p, o, ©|, et I'on
nomme les quantités ¢, o, 7 les paramétres du parallélépipede.

Définition 4. — De plus, si {p, o, 7} n’admet aucun point du réseau
outre I’origine dans son intérieur, on le dira libre. '

Définition 5. — Le parallélépipede {¢, o, T| sera extréme s'il est
libre et si, en méme temps, il contient sur chacune des faces au moins
un point du réseau outre ceux qui peuvent étre situés sur les arétes.
L’existence d’an moins un parallélépipéde extréme sera vérifiée dans
la Section II. Un parallélépipede extréme est, alors, tel que I'on ne
peut augmenter aucun des parameétres sans introduire dans I'intérieur
du parallélépipede des points du réseau. '

Définition 6. — On baisse les &-faces en diminuant p et I'on éléve
les &- faces en augmentant p. On construit de pareilles définitions
pour les actions de baisser et d’élever les v- et les (- faces.

Dorénavant &, v, et { seront des formes linéaires et indépendantes
telles qu’aucune des équations £ =o, vy =0, ou {= o0 ne soit remplie
par un point du réseau autre que l'origine. On peut supposer, sans
restriction essentielle, que A>>o0. A cause de ces restrictions, il y a
au plus un point du réseau dans chaque plan de la forme £ =const.,
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1 = const., ou { = const. Aussi, il n’y a que six points du réseau sur
la surface de chaque parallélépipéde extréme, un seul point du réseau
sur chaque face.

Définition 7. — Si {¢, g, T} est un parallélépipéde extréme quel-
conque pour &, 7, et {, les points du réseau sur les v- et les {-faces se
trouveront dans des plans individuels de la forme £ = const., aucun
de ces plans n’étant £ = o. On baisse les &-faces jusqu’a ce qu’elles
touchent un premier couple de points du réseau sur les v- ou les
{-faces. Si ces points du réseau se trouvent sur les v-faces, on pourra
maintenant élever les vi-faces, le parallélépipede restant libre. D’autre
part, si ces points du réseau sont situés sur les {-faces, on pourra
élever & la place les {-faces. On éleve les faces qu’il est possible
d’élever jusqu'a ce que le parallélépipéde devienne extréme. On
nomme le nouveau parallélépipéde extréme ainsi déterminé le &-voisin
de o, a, 7. ‘

On construit de pareilles définitions pour les v- et les C-voisins de
{¢, 0, 7). On voit que les restrictions faites sur &, v, et {, exigent
Iexistence d’une infinité de parallélépipedes extrémes, pourvu qu'il
en existe un seul. Car chacun, sans exception, posséde trois voisins;
la suite de E-voisins successifs qui est obtenue quand on prend pour
point de départ un parallélépipede extréme quelconque, se révéle
comme une suite dans laquelle tous les éléments different I'un de
I'autre, parce que le premier parametre de chaque terme est moindre
que celui du terme qui le précéde. La totalité des parallélépipedes -
extrémes pour £, v, et { est dite la chaine des parallélépipedes
extremes pour £, v, et L.

Définition 8. — Un octaédre, symétrique autour de l'origine et
ayant chaque sommet en un point du réseau, se nomme un octaédre
du réseau pourvu qu’il n’admette, sauf 'origine et les sommets, aucun
point du réseau ni sur la surface ni dans U'intérieur (*).

Si dans un octacédre du réseau on choisit trois sommets p,, p,, p;,

(') H. Minkowski, Diophantische Approximationen, p. 97. On considére seulement
les octaédres dont toutes les faces sont des triangles.
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dont il n’y en ait pas deux qui se trouvent symétriques I'un de I'autre
par rapport a Uorigine, le déterminant des coordonnées de ces som-
mets sera égal & =1 ou == 2. S’il est égal 4 == 2, chaque point de la
forme

3 3 3 ‘ :
p={T.+ ;) P+ Yot 5) Pot+1{ Y3+ ;);’3 (Y:, 0, nombres entiers),
se révélera un point du réseau (').

Définition 9. — Si f(x,, @,, x;) est une fonction qui remplit les
conditions suivantes :

(1) Sz, 2y, 23) >0 [(#4, 2y, 23) # (0, 0, 0)],
(2) f(t»”/’nl'%) tay) =1t f(x,, 25, 23) (t20),

(3) . S (@1 Y1, o ¥, 23+ y3) S (@05 Xay Z5) + (V15 Vs V3),
(4) f(_xu“‘x‘.’;_x's‘):f(xhx?)xz)) ‘

f(z,, x,, 2,)<1 définira un corps convexe R ayant un centre de
symétrie a l’origine. A -
Cette fonction f(x,, x,, z,) est dite une fonction de distance géné-
ralisée. Minkowski a démontré existence d’une telle fonction pour
chaque corps convexe symétrique autour de I'origine (*).
Si un octaédre du réseau a tous ses sommets sur la surface de R et
si trois de ces sommets non coplanaires avec I’origine, sont désignés par

Ay (@, @, ry), Ay (g Qg Cay), Ay (g, age, asy),
la substitution

2y = a4y Xy + @9y X5+ a5 X,
Ly == (19 X4~ Uog Xo— (35 X, (dét. | a@;;| =1 ou == 2),
23 = a3 Xy + Ay3 X5+ 33X

transformera f(x,, x,, x;) en F(X,, X,, X;) qui satisfait aux condi-
tions (1) 4 (4).
Minkowski a démontré les résultats suivants (*) :

(1) Ibidem, p. 100.

(2) Geometrie der Zahlen, p. 36. La symétrie autour de 'origine, n’était pas supposée
dans la théorie générale; par conséquent, la condition (4) ne s’y trouve pas. ‘

(3) Diophantische Approximationen, p. 102-103, et Gesammelte Abhandlungen, 11,
p. 13.

Ann. Ec. Norm., (3), LVI. — Fasc. 1. 2
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1° Si le déterminant | a;;| = == 1, une condition nécessaire et suffi-
sante, pour que R ne contienne dans son intérieur aucun point du
réseau (x,, &,, ;) outre l’origine, sera que l'inégalité

F(X,, X, X;5)21
soit remplie par chacun des vingt-deux systémes suivants pour
(‘”n Xy, @'3)
(o,1,%1), (1,0,%1), (1,=*1,0), (1,F1,=31), -

(1, x=1,=%=2), (1,Xx2, 1), (2,x1,F1),

ou tous les systémes possibles de signes doivent étre considérés.

2° Sile déterminant |a;| = == 2, une condition nécessaire et suffi-
sante, pour que R ne contienne dans son intérieur aucun point du
réseau autre que l'origine, sera que I'inégalité

F(Xy, Xy, Xy) 21,

soit remplie par chacun des quatre systémes suivants pour (X,, X,, Xy)

I 1
e S
2

)’
SECTION II.

"PROPRIETES FONDAMENTALES DES PARALLELEPIPEDES EXTREMES.

N |-

Le théoréeme de Minkowski (Section I), a cause de sa complexité,
sera divisé en plusieurs théorémes. A moins que 'on n’indique le
contraire, dans tout ce qui suit, &, v, { satisferont aux restrictions
énoncées dans la derniére partie de la définition 6.

TukoriME 2. 1. — Dans un parallélépipéde libre pour &, etl, liné-
galité gat < A est toujours remplie ().

“(1) Pour démontrer ce théoréme, Minkowski a cité un autre de ses théorémes qu’il
avait énoncé la premiére fois dans une letire & Hermite (H. MiNnkowski, Gesammelte
Abhandlungen, p. 266 et suiv.). Plus tard ce théoreme était publié dans Geometrie der

Zahlen, p. 102-206.
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Le parallélépipéde |Z|<e, [n|<a, |{[<7 se révele comme un corps
convexe dont le centre de symétrie est a 'origine. Le volume d’un tel

parallélépipede est donné par V:?n—r—? ('). Si I'on suppose que

eat > A, l'inégalité V> 2* sera remplie et, en vertu d’un théoréme
concernant les corps convexes (*), le parallélépipede devra contenir
dans I'intérieur au moins deux points du réseau outre I'origine. Mais
ceci n’existe pas pour un parallélépipede libre, et I'on a, par suite,
cot<A. Silon suppose que pot = A, 'on aura V=2" et si le parallé-
lépipéde n’a pas de points duréseau outre I'origine dans son intérieur,
la surface du parallélépipéde contiendra au moins quatorze points
du réseau (*). Si I'on distribue ces quatorze points du réseau sur les
six faces du parallélépipéde, au moins une face devra contenir au
moins deux points du réseau. Mais ceci contredit I’hypothése que les
plans £=o0, 4 =0, et {=10 ne contiennent pas de points du réseau
outre l'origine (*). Par conséquent, le théoréme est démontré.

L’existence d’un parallélépipede extréme peut étre établie par ce
théoréme. Soit | p,, 6,, 7, | un parallélépipede quelconque, pour %, 7,
et §, {0p,, 0ag,, O7,{, ou o< 0<1, sera un parallélépipede
homothétique de {¢,, 64, oo} par rapport a lorigine. Si 'on fait
décroitre 0 vers o le volume et les trois hauteurs du parallélépipede
tendent vers o.

Quand 6 sera égal a une grandeur 0, assez petite, le parallélépipede se
trouvera entiérement dans I'intérieur du cube ayant le centre & I'origine
et les arétes de longueur 2 paralléles aux trois axes. Le parallélépi-
pede {0,¢,, 8,90, 8,7, | sera alors libre, puisqu’il ne pourra contenir
dans son intérieur aucun point du réseau outre 'origine. On fixe les
deux derniers paramétres et 'on augmente d’une maniére continue
le premier parameétre de {p, 0,9, 6,7,| de ¢ =10,p, jusqu’a ce que
le parallélépipéde contienne pour la premiére fois sur les Z-faces des
points du réseau qui ne se trouvent ni sur les-v- ni sur les {-faces;
le parallélépipéde reste libre. Soit ¢, la valeur correspondante de ¢.

(1) H. Mingowsk1, Geometrie der Zahlen, p. 68.
(2) Ibidem, p. 76.

(3) Ibidem, p. 85.

(%) Poir Théoréme 2.2, ci-apres.
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Une telle valeur ¢, existe, car I'accroissement du premier paramétre

jusqu’a la valeur p = assure que le parallélépipéde ne sera plus

93 0To
libre. Il en résulte que o, < GAA . L’on augmente le deuxiéme para-

métre de {g,, 0, 0,7, d’une maniére continue de o= 0,0, jusqu’a
ce que les n-faces contiennent pour la.premiére fois des points du
réseau qui ne se trouvent ni sur les E-faces ni sur les (-faces, le
parallélépipéde restant libre. Soit g, la valeur correspondante du deu-

A A
xieme parametres. On a g, < e - Enfin, 'on augmente le troisiéme
0 1 0

parametre de{p,, o,, 7| d’une manijére continue de © = 0,7, jusqu’a
ce que les (-faces contiennent pour la premlere fois des points du
réseau qui ne se trouvent ni sur les E-faces ni sur les v-faces, le
parallélépipéde restant libre. Soit 7, la valeur nouvelle du troisieme

paramétre <. Alors T'<p,A0'1’ et le parallélépipéde |o,, a,, 7,1 est

extréme aussi bien que libre.

On voit tout d’abord la maniére dont on peut appliquer le théo-
réme 2.1 pour démontrer I'existence des trois voisins d’un parallélé-
pipéde extréme quelconque. Ce théoréme assure que les parameétres
ne deviennent pas infinis. Toutefois, les trois voisins n’existent pas
toujours, lorsque 'une des équations £ = o, =10, ou {= o est rem-
plie par des points du réseau autres que I'origine; car dans ce cas il
peut étre nécessaire que ’on diminue 'un des parameétres jusqu’a zéro
avant qu’un autre puisse étre augmenté; par conséquent, quand on
diminuera ce paramétre, tout le domaine sera situé dans un plan et
n'aura pas d’intérieur; les deux aulres paramétres pourront étre
augmentés alors jusqu’a U'infini. Le domaine qui remplace le voisin
n’est plus un parallélépipede, mais un plan entier.

TuEOREME 2.2. — Le parallélépipéde { a, g, 1} contient outre l'origine
exactement six poznts du réseau, un sur chaque face, et ces points du
réseau ont des coordonnées égales et de signes contraires pour les faces
opposées.

Parce que &, v et { sont des formes linéaires et homogénes, elles
prennent les mémes valeurs absolues pour un point p ayant pour coor-
données (p,, p., ps), que pour le point — p ayant les coordonnées
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(=p1s —P2s —ps)- Par conséquent, — p est sur lasurface de {a, g, |,
si —py est. .

Il y asix faces du parallélépipéde et chaque face peut contenir au
plus un point du réseau; car si 'on suppose que p et g soient deux
points du réseau sur une seule et méme face, I'une des équations
£=o0, =0 ou{=o sera remplie par le point p — g ayant les coor-
données (p,— q., p.— ¢., ps — ¢,); mais ceci est contraire a I’hypo-
these que I’origine sera le seul point du réseau sur un quelconque des
trois plansE=o0,n=o0et{=o.

De la définition d’un parallélépipede extréme il résulte que chaque
face doit contenir au moins un point du réseau qui ne se trouve pas
sur une autre face. Il en résulte que chaque face contient exactement
un point du réseau, et ce point du réseau ne se trouve pas, alors, sur
une aréte. Toute la surface contient, alors, ni plus ni moins que
six points du réseau.

TutorkME 2.3. — Sur la surface de {a, g, l} on peut, et cela d’une
seule maniére, trouver trois points du réseau p, : (p', p\, pi'),

. (P, p‘f’, Py etpy 2 (Y, ps pi) sur trois faces respectives et
non opposées t =e,a, y=e,8 et {=re,l ("), tels que e, e,e,—+1 et
que, lorsque la matrice des coefficients des formes linéaires ek, eum,
e, est trans formée par Ueffet de

P({H P(12) P(13) a +=b ¢
P=| pi’ pip p¥ en =)=/ o =h]|,
() (2 (3) ;
Py P3Py *+j =k {

les grandeurs a, b, c, f, g, h, J, k et | étant toutes positives, la matrice ®
ait un des six systemes de signes qui suivent :

L 1. 1. . V. VI
T e e e e s
— = A+t —+— — -+ = =
—— 4+ == A+t = — e ——

et, de plus,a >b,a>c; g > f, g >h 1>, 1>k

Pour prouver ce théoréme on fait usage de plusieurs lemmes.

(1) Les nombres e, es, e; sont égaux & |=1, parce que les trois plans dont il s’agit
sont ceux qui contlennent des faces de {a, g, l}.
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 Lemme 2. 1. — L’un au plus des sixx points du réseau situés sur la sur-
face d’un parallélépipéde extréme pour &, v et {, peut se trouver dans un
quelconque des huit octants qui sont déterminés par les plans £ =o,
n=o0,{=o. :

On suppose que deux de ces six points, ¢’est-a-dire v et s, soient
dans un seul et méme octant. On désigne les valeurs de £, n, {pourr

et s par £(v), £(s), n(r), n(s), {(r), {(s). Alors

E(r) =einy, n(r) = ek, C(r) = e3P,
t(s) = e, n(8) = ey hy, C(s) =e3p,

ole,==F1(i=1,2,3) etv
o <wla, o< kg, o<l (=1, 2).
De la loi distributive, il suivrait que
Hr—s)=e(t—ny),  m(r—s)=ey(hi—hy),  L(r—8)=eg(py— ).

D’aprés le théoréme 2.2 les points r et s ne se trouveraient pas dans
un seul et méme plan de laforme £ = const., y = const. ou { = const.
Il en résulterait que

ol|i(r—9) <,  o<|n(r—98)|<g o] |Lr—3)[<L

(Parce que v et s ne coincidaient pas, il est clair que r— s ne serait pas
I'origine). Un point du réseau v — s autre que ’origine se trouverait,
alors dans le parallélépipéde extréeme, mais ceci contredit la définition
d’un tel parallélépipéde. Par conséquent, la supposition que deux
points puissent étre situés dans un seul et méme octant, ne se sou-
tient pas et le lemme se trouve vérifié.

LEMME 2.2. — SU v, o, vy, —¥,, —¥,, — 1, sont les six points du
réseau situés sur la surface du parallélépipéde extréme {a, g, l}, on
pourra, et cela d’une seule maniére, en choisir trois g,, g, et y, tels que
g, soit dans le plan & = a, y, dans le plan vy = g et g, dans le plan { = 1.
Dans la matrice

E()  Z(92) G(9s) @ *£b —+c
W=\ n@) n(e) n(e)|=|=x/ & k|,
() C(a2) &(a3) *j =k !
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ou '
Ca=&(a)l b=15(1) ], c=15(as) ],
JS=In(s)| g=|n(1)], h=1n(q)], ,
J=1¢@) | k=17%(a) 1, {=1%(9s) ], ¢

le sy stéme de signes doit étre un des vingt-quatre suivants :

1. 2. 3. . 3. 6.
+4++ ++— =+ == 4 —— 4=
R s e e e e S e
=+ -4+ A+ A+ A=+ —

1. 8. 9. 0. - 1. 12.
T e S e e e
=+ A+ = A+
— =+ =t — s —— = —

13. 14. 15. 16. 7. 18.
+H++  H++—  H+ 4+ F++ =+ ——
—t— =+ = =44+  —4 = — 44 —
—— =+ ==t == = —f = —+

19. 20. 21. 22. 23. 2.
- = A = = = —
—++ —4+— —++  —++  —++  — 4 —

+++ +H++ =+ +—+ A+ ++ +++

De plus,a™>b,a >c; 8> f, 8 >h; 1 >),1 >k ’
La vérité de la premiere partie du lemme 2.2 suit du théoréme 2. 2;
la vérité de la deuxiéme partie suit du lemme 2.1, et les inégalités a
la fin du lemme résultent de la définition d’un parallélépipéde extréme
et des restrictions imposées sur &, 7 et {.
On peut séparer les vingt-quatre systémes de signes en six classes
comme il suit : ‘ ‘

On choisit les nombres ¢,, e, et ¢, é¢gaux 4 + 1 ou — 1 indépendants
P'un de Tautre; alors ¢,2(e,9,)=E(n,), e.n(e.q.)=n(y,) et
0;;:((1;,1]3)=Z(q;;>. Soient p,=e¢,q,, p.=e,1, et p,= e,4,. La matrice

, e, E(p) € E(ps) €1 E(py) erey E(q1) ey £(9:) ere3 5(g,)
O =\l exm(pi) exn(ps) exn(ps) ||=| ccein(qs) esen(92) eye3n(as)
es L(p1) ey L(py) €3 L(ps) ese; $(q1) ezey8(92) eze; 5(9s)

ne differe de la matrice W' que par le signe attaché a chaque élément.
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Lemme 2.3. — Pour chacun des vingt-quatre systéemes de signes
dans W, des nombres e,, e, et e; peuvent étre choists, et cela d’une seule
maniére, tels que e, e,e; = —+ 1 et tels que le systéme de signes dans ® se
trouve parmi les stz suivants :

I T, IIL. Iv. v VI
b e — e e
4 — e — — e e —
- A — e —

Six systéemes parmi les vingt-quatre coincident avec les systémes I
a VI. Un examen bref révéle les valeurs de ¢,, e, et e;, que ’on prend
pour les dix-huit autres cas. Le Tableau suivant donne dans chaque
cas ceux des nombres ¢; qui doivent étre négatifs et indique le systéme
correspondant de signes dans @ :

1. e, €5, VI T. ey, e, 111 13. ey, e, IV 19. e, e, 1
2. ey, e, 111 8. e, e, VI 1h. e, e, 11 20. ey, €5, V
3. ey, e 11 9. e ey 1 15. e, €5, V 21. ey, €5 11
h. ey, e;, IV 10. aucun, V 16. aucun, I 22. aucun, IV
3. e, e, V 11. ey, e, IV 17. e, e, 111 23. ey, €, VI
6. ey €5 1 - 12. aucun, II 18. aucun, VI, 2k. aucun, I1I

Les six systémés de signes I a VI seront dits les systémes canoniques
de signes. ’ ~

Sans égard des connexions avec ce probléme-ci, on regarde le chan-
gement d’une matrice de cette maniére comme une opération sur la
matrice. On voit tout d’abord que si 'on opere sur ® par la méme
substitution (c’est-a-dire les mémes trois nombres ¢;) qui a trans-
formé W en ®, ® se changera de nouveau en W'

En général, si une deuxiéme substitution ¢; suit une premiére subs-
titution e; ot les nombres ¢; ne sont pas tous égaux respectivement
aux nombres ¢}, tout 'effet est celui d’une seule substitution ¢} dans
laquelle e’:.:.eie,.(i: 1, 2, 3). Il est clair, alors, que chaque substitu-
tion e; sauf celles qui se trouvent dans le Tableau ci-dessus trans-
forme W' en une matrice qui n’a aucun des six systémes canoniques
de signes, mais qui a un systéme pris parmi les dix-huit autres. Par
exerriple, la substitution e,—=—1, e,=—1, ¢,=——1 transforme le
systéme 1 en le systéme 23.
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Il est digne d’attention que le lemme pourrait tout aussi bien étre
énoncé : il y a une seule maniére de choisir des nombres e, e, et e; de
Jacon que e e,e;=—1 et tels que le systéme de signes dans ® soit un
des six systémes canoniques. Ceci est évident, puisque I'on peut
changer a la fois les signes de tous les nombres e; sans affecter la
matrice ®.

On peut ranger les parallélépipédes extrémes par classes selon le
systéme canonique de signes qui se trouve dans @, c’est-a-dire selon
six types de distribution des points du réseau sur la surface du
parallélépipede.

Le théoréme 2.3 se trouve vérifié dans les résultats des deux
lemmes 2.2 et 2.3, car aussitot que les points g; et les nombres ¢
sont déterminés, les p; sont aussi fixés.

TueoriME 2. 4. — Selon que le systéme canonique de signes dans ® est
le systeme 1, 11, . .. ou VI, la matrice ® remplit les conditions ci-dessous
désignées par le méme chiffre 1, 11, ... ou VI.

I. II. III.

b+c>a f+h>g . J+k>1
f>houj>k k>joub>c c>bouh>f
. Iv. V.
b>couh>fouy;>k c>bou f>houk>j
VI.

btvec=a, f+h=g, j+k=I
parmi les deux ou trois conditions qui sont séparées par le mot « ou »
une au motns a lieu chaque fors.
Les démonstrations pour les cas divers suivent par ordre :
I. On ales égalités
er L(p) =a, er 2(p) =0, e 2(p3) =0,

exn(p) =—Jf, en(p) =g, esn(p)=—h,
e L(p) =—/, e; {(p2) =— Kk, e; {(p;)=1.
Les valeurs de &, v et { pour le point du réseau p = p, -+ p, sont
E(p) = E(ps) + E(3) =1 (b +©),
n(p) =n(p:) +n(ps) =es(g—h),

Lp) =) + Cpa) =es(— k4 0).
Ann. Ec. Norm., (3), LVL. — Fasc. 1. 3
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Il est clair que le point p n’est pas 'origine puisque |E(p)| n’est pas
égal a zéro. Alors ce point ne peut pas étre dans l'intérieur du paral-
lelépipede extréme. Par suite, puisque les valeurs absolues de 7 et {
sont moindres que g et /, respectivement, il faut que |£(p)|2a, cest-
a-dire, b + c>a. Si l’on suppose que b + ¢ = a, £(p) = e, a; mais ceci
est la valeur de £(p,). Il n’y a qu'un point du réseau dans le plan
£ =e, a, par conséquent, on a p=yp,. Cela demande que

n(p) =nlp)=—ef,
tandis que l'on a vu que v(p)=e,(g — h); par suite, on aurait
&—h=—f

Mais ceci est impossible puisque I'on a g>h, />0 en vertu du
théoréme 2.3. 1l en résulte que b 4 ¢ > a.
Les valeurs de £, v et { pour le point duréseau

P=— P+ P2 P
sont .
Ep)=—E)+ E(p2) + E(p) =ei(—a+b+c),
n(p)=—n(p;) +0(p) +0(ps) =e( f+g—h),

L) =— L) + L)+ L) = J—hk+1).

Puisque a>b, a >c et b+ c >a, il en résulte que a >b+c—a>o,
¢’est-a-dire @ > |[£(p)| > o. Alors p ne coincide pas avec I'origine et,
par conséquent, p n’est pas situé dans I'intérieur du parallélépipede.
Du fait que g >h et [ >k, ilrésulte que f +g—h >oetj—k+1>o0;
puis I'on doit avoir ou f+ g—h>g ou j— k—+ 2/ pour assurer que
le point p ne soit pas situé dans I'intérieur du parallélépipede. Par
conséquent, I'une au moins des inégalités f>h et j 2>k doit étre rem-
plie. On n’a ni f=h, ni j=1£, car sil’on suppose que /= A, alors,
puisqu’il n’y a pas deux points du réseau dans un seul et méme plan
de la forme vy = const., il en résulte que p,=p,. Mais ceci est con-
traire au fait que les points p,, p, et p, sont tous différents entre eux.
On trouve une pareille contradiction si ’'on suppose que j=1#%. La
nécessité des conditions, quand le systéme canonique de signes
dans @ est I, se trouve vérifiée.

II. Soit o;; la valeur du terme de la ™ ligne et la /™ colonne de la
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matrice des coefficients des formes linéaires £, v et {. On pose

o gr— / J— A A s
2= O &)+ Aoy Ty - 0oy Xy, N == 030 &) + Oz + Oy Xy,

7 J .
{'= o1& + 013 &y + o T

ceci a l'effet de donner des noms nouveaux aux &, v et { et les trois
axes, comme il suit : &=y, n'={, {=¢&; z\=x,, ¥,=x, et
x,=x,. Le déterminant de la matrice des coefficients de &, v/ et{' a
la méme valeur que celui de &, 7 et L.

Le parallélépipede extréme {a, g, I} correspondant & £, v et { coin-
cide avec le parallélépipéde extréme {g, I, a}, correspondant a &', v/
et {'. On peut appliquer alors les théorémes2.1,2.2 et 2.3 d’une telle
maniere que l'on trouvera des matrices P’ et ® des mémes natures
respectivement que P et ®. Puisque le systéme canonique de signes
dans @ est II, celui dans ® est I. Les conditions &'+ ¢’ >a', f/> NI
ou j/> k' que satisfait ®’, se transforment au moyen des relations
entre &, v, Let&, v/, Uen f+h>gs k>joub>cpourd.

II. Sile systéme canonique de signes dans ® est 1II on pose &'={,

n=E& {=vn; o =, *,=x,, x,—=x,. De méme facon que

|
dans II, il s’ensuit que j +-k>{;¢ >bou h> f.
IV. On ales égalités

e E(p)= a, e Z(ps)= D, e L(py) =—c,
exn(p) =—J, en(p) = &  emnly)= 5,
e; L(p)= J, e; {(py) =— K, e; L(p;) = L

Les valeurs de &, v et { pour le point du réseau p =p, + p, + p, sont
Ep)=E(p) +E(p)+2(ps)=e( a+b—c),
n(p) =n(p) +n(ps) +n(ps) =es(— f+g+h),
L) =L(py) +L(p2) + Lp) =es( j—hk+ 1)

Ce point p n’est pas P'origine parce que la condition @ >>c demande
que [E(p)|=a—+b—c>o0. Les trois sommes algébriques entre
parenthéses a droite dans les expressions ci-dessus sont positives.
Pour assurer que le point p ne soit pas situé dans Uintérieur du paral-
lélépipéde, I'une au moins des trois inégalités suivantes doit étre
remplie

a+b—c2a ou —f+g+h2g ou j—k+1I21
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Aucune des égalités ne peuf aveir lieu, parce que la supposition
qu’elle puisse avoir lieu implique une contradiction pareille a celle
des cas précédents. Par conséquent,ona b >couk > fouj > k.

V. On pose £=E, W= (=, o, =, ,=x,. £, =,. La
matrice ® a le systéme canonique de signes IV. Les conditions 4> ¢’
ou &/ > f'ou;' > k' que satisfait &’ se transforment en ¢ > b ou k>
ou f > h pour ®.

VL. On ales égalités

612(91): , >61£(Pz):~/’r 81£(P3>:—(')
exn(p) =—F, en(p.)= g  en(p)=—1"n
e;L(p)=—/, e; L(p) =— Kk, e C(p)= L

Les valeurs de &, v et { pour le point du réseau p=p, + p,~+ p, sont

E) =E(p) + Cp) + Zp) =—ei(—a+b+c),
n(p)=n(p) +0(p) +n(ps) =—e( f—g+h),

L) =C(p) + C(po) +C(ps)=—es( JH+k—1).

Puisque a>b >0, a>c>o0; g > [ >0, g >h>o0,[>] >0 et
[™>k>o, il en résulte que [E(p)|<a, [q(»)]|<g, [C(» | <L Ceci
demande que le point p soit dans U'intérieur du parallélépipeéde et,
par conséquent, le point p est 'origine. Il en résulte que
L tr)=u) =tk =0,
c’est-a-dire _
b+c=a, f+h=g et  J+hk=L

Une matrice quelconque ® sera dite canonique, si son systéeme de
signes est canonique et si, en méme temps, ses éléments remplissent
les conditions @ >b, a>c, g> f, g >h, I>], 1> k aussi bien que
les conditions qui, d’aprés le théoréme 2./, correspondent a ce sys-
teme canonique de signes. Une matrice canonique sera dite canonique

du type 1, 11, ... ou VI, selon que le systeme canonique de signes
dans D estl, II, ... ou VL
TreorkME 2.5, — St @ est canonique d’un des types 1 a V, le détermi-

nant de P sera égal a 1, si elle est canonique du type V1, le détermi-
nant de P se révélera égal a zéro.

On désigne le déterminant de @ par |® | et celui de P par D. De la
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définition de @ il résulte que AD =|®|. Puisque tous les éléments
de P sont des nombres entiers ou zéro, le déterminant D doit étre un
nombre entier ou zéro. '

On démontre d’abord que D = o quand ® est une matrice canonique
du type VI. On a alors '

a —b —ec
|® | =AD=|—f & —h|,
—] —k 1

oub+c=a, f+h=g,j+ k=1 Donc |®|=o0 et, puisque A > o,
D doit étre égal a zéro.
On démontre dans ce qui suit que D =1 quand ® est une matrice

canonique du type I, I, ..., ou V.
Lemme 2.4. — St ® est canonique du type 1, 11, ..., ou'V, on aura
4zDzr.

Comme la preuve du lemme est & peu prés la méme pour les cing
types, on ne donnera les détails que pour le type I. On y a

a b c
|® | =AD=| —f g —h|=agl— ahk -+ fbl+ fck + jbh + jgc,
—] —k l
ou
a>b>o, a>c>o, g>f>o,
g>h>o, l>j>o, {>k>o.
Alors,

agl > ahk > o, agl > fol > o, agl > fck > o,
agl> jbh > o, agl > jgc > o,

et, par conséquent, 5agl™>|®| > o. En vertu du théoréme 2.1 et de
la définition d’un parallélépipéde extréme on obtient agl< Aj; et par
conséquent, 5> D > o0. Mais D est un nombre entier, et I’on a, par
suite 42D 2> 1. Le lemme est donc prouvé.

Pour prouver que D £ 2, 3 ou 4, on fait usage des théorémes que
I'on a déja énoncés concernant les octaédres du réseau (cf. Défini-
tion 8, section I). L’octaédre, qui a ses sommets aux points p,, p,, P,
— P, —Pa, — Py, est symétrique par rapport a I'origine, et tous ses
sommets sont des points du réseau. Parce que tout I'octaédre sauf les
sommets se trouve dans 'intérieur du parallélépipéde extréme { a, g, 1},
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cet octaédre se révele un octaédre du réseau. On voit tout d’abord que
D =1 ou 2. Si D = 2, tous les points de la forme

0 0 0 .
P:(n—l— 5>P1+<T2+ -2>P2+<‘{3+ 5)):3 (Yi,ﬁentlers)

N\

seront des points du réseau. Mais ceci n’a pas lieu comme on verra en
vertu de ce qui suit. Quand ® est canonique du type 1, on considére le

point pour lequel on a y,=o,v,=v,=—1, 0 =1, c’est-a-dire le
point
I 1 I
pP= 5?1_ 53’2_ 593-
Alors

Ep) =1 a—b—c|<a,

I

()= 11— f—g+h<s

e =l—j+k—l< L

Il en résulte que p est dans l'intérieur du parallélépipéde. Puisque
D £ o, il s’ensuit que p n’est pas l'origine. Par conséquent, le point p
n’est pas un point du réseau. Alors D=1.

Quand @ est canonique du type Il, le méme raisonnement montre

que le point, pour lequel onay,=o, y,=v;=-—1, =1, n’est pas
un point du réseau; par conséquent, on a une seconde fois D =1. De
méme pour le type Il le point, pour lequelonay;=o, v, =7v,=—11,

¢ =1, n’est pas un point du réseau. Alors, on a encore D =1.

Quand @ est canonique du type 1V ou V, le point, pour lequel on a
Yi=7Y:=7Y:s=0, ¢ =1, n’est pasun point duréseau. Par conséquent,
on a encore une fois D = 1. Ainsi le théoréme est prouve.

Tukorime 2.6. — Si 'on peut trouver trovs points du réseau p,, p,, p,
et trois nombres e;= =1 (=1, 2, 3) d produit e, e,e,=1, tels que la
matrice P des coordonnées des points p,, p,, p; ait le déterminant +-1,
et tels que P transforme la matrice des trois formes e, &, e,v), e, en une
matrice ® canonique du type 1, 11, . . ., ou V1, la matrice P sera une des
matrices qui, d’apreés le théoréme 2.3, correspondent aux parallélépr-
pédes extrémes pour £, v, et .
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On peut regarder la matrice P comme une transformation qui intro-
duit un systéme nouveau de coordonnées (X,, X,, X;) ot

Xi=p\Va,+ pi»x,+ piPx, (i=1,2,3).

Puisque le déterminant de P est 1, les coefficients ¢/’ dans la transfor-
mation P~' sont entiers et ’'on a

2z =gV X, + ¢! X, + ¢ X, (f=1,2,3).

On voit tout d’abord que tous les points qui sont points du réseau
dans le systeme (X,, X,, X;) se révélent aussi comme des points du
réseau dans le systeme (,, z,, ;) et réciproquement. Les trois points
Pis Po, et p, ont les coordonnées respectives (1, o, o), (0, 1, 0), et
(0, 0, 1) dans le systeme (X,, X,, X;). Il est évident que I'octaédre
dont p,, ps, Ps, —Pi, — P2, — P, sont les six sommets est un octaédre
du réseau dans le systeme (X,, X,, X;). Du fait que le réseau est
transformé en lui-méme par P (ou P~'), cet octaédre est en méme
temps un octaédre du réseau dans le systeme (z,, z,, x,).

On considére le parallélépipéde {a, g, I} ou a, g et Isont les élé-
ments de la diagonale principale de la matrice ®. Puisque ® est une
matrice canonique, on a, d’apres la définition, a >b,a >c¢, g>f,
& >h,1>j, 1>k 1l en résulte que les points p,, p, et p, ne sont pas
seulement dans les plans qui contiennent les faces de { a, g, [ { mais
en réalité sur ces faces elles-mémes. Ce parallélépipéde est un corps
convexe symétrique par rapport 4 l'origine. La fonction de distance
généralisée qui correspond a ce parallélépipede est

n ﬁ).
.

2 ’ l‘Z
En employant P, comme il est indiqué par la Définition 9, on obtient

2 LEH17)

ou E, H et Z sont les formes respectives en lesquelles e, £, e, €,C
sont transformées par P. Par suite, les coefficients de = sont les élé-
ments de la premiére ligne horizontale de la matrice @, ceux de H
sont les éléments de la deuxieme ligne, et ceux de Z sont les éléments
de la troisiéme ligne.

P
<

f(xhxgy x:;):max< " s

[

F(X,, Xy, X)) = max(
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En tenant compte des conditions du théoréme 2.4, on voit que la
fonction F(X,, X,, X;) remplit 'inégalité F(X,, X,, X;)>1 pour
chacun des points dont on a fait une liste dans le premier résultat qui
suit la Définition 9; par conséquent, le parallélépipéde {a, g, I} est
libre. Ce parallélépipede remplit la définition d’un parallélépipede
extréme pour £, v et {, et le théoréme se trouve donc vérifié.

SECTION III.

DEMONSTRATION DE L’ALGORITHME DE MINKOWSKI.

On se propose maintenant de démontrer les algorithmes dont on a
besoin pour déterminer tous les parallélépipédes que comprend la
chaine appartenantaZ, v, {.

TutoreME 3.1. — St l'on prend pour point de départ un parallélépi-
péde extréme pour g, 7, {, la Jormation successive de tous les voisins
Sournit alors la totalité des parallélépipedes extrémes qui existent pour

&,

Ce théoréme-ci a été démontré par Minkowski (*). On voit tout
d’abord, en vertu de ce théoréme, que I'on peut passer d’un parallélé-
pipéde extréme quelconque | a,, g,,/, | 2unautre {a, g,/| quelconque
choisi d’avance, en prenant une succession finie de voisins.

TaioriME 3.2. — Quand on donne des noms nouveaux, convenable-
ment choisis, aux axes et aux formes linéaires (*) comme 'on indique
dans le Tableau ci-dessous, le k- , - ou (-voisin, dont il s’agit, deciendra
le E-voisin, et la matrice ® sera toujours une matrice canonique du
type 1, ..., ou VI dans laquelle I'inégalité &' > ¢’ est remplie

() O. MiNnkowsk1, Gesammelte Abhandlungen, 1, p. 283, « Zur Theorie der Ketten- -
briiche ».

(2) Ceciest semblable a ee que PPon a fait en démontrant les cas II, Il et V du théo-
réme 2. 4.



" UNE APPLICATION DE LA GEOMETRIE DES NOMBRES. 25

Le type de @'
se trouve sous le chiffre
correspondant a ¢.

Condition. Substitution. 1. II. II. IV. V. VL

E-voisin, ¢> b { f=c. n=0, (=mn } I I I V IV VI
Zy= X, X=Xy, X=X, ) ,
.. E:nly 'ﬂ:E/y C:C, l 7 1
n-voisin, f> h 2 AR AR I 1 I V IV VI
Jog— ! —_ ! .
n-voisin, k> f { @—C,’ =sn C—”, § ImE 1 I IV V VI
Ty =&y, Xy X, Xy = X
rovoisin, j > k { s=ah =0 =00 o v v
=y, o=y, 3=, |
fovoisin, k> | o &0 =1, L=C m 1 1 VvV IV VI
| &y =y, vy=a,, 2, =&

Dans la chaine des extrémes pour &, v et {, on appelle extrémes de
premiére espéce les parallélépipedes pour lesquels la matrice P posséde
un déterminant D=1. On nomme ceux pour lesquels D=o0 les
extrémes de deuxieme espéce. '

TaeoreMe 3.3. — Les voisins'd’un {a, g, l} de deuxiéme espéce sont
toujours tous les trois de premiére espeéce.

On fait la substitution indiquée dans le Tableau pour faire 6’ > ¢’ et
pour que le voisin dont il s’agit devienne le &-voisin. Alors, puisque
® est du type VI, @ I'est aussi. En vertu des théorémes 2.3 et 2.4
on.a

a' > b, a'>c, g'>f, &> N, >/, U'>Fk;
O+ =da, =g, J k=10

Si p,, p,, p, sont les trois points du réseau dont les coordonnées
figurent dans P’, rangés par ordre des colonnes de P’ dans laquelle
leurs coordonnées se trouvent, le &'-voisin aura sur sa surface les
quatre points du réseau p,, p,, —p,, — p,, et, en outre, deux autres
points du réseau que L'on désignera par p, et —yp, [Iindice 2 s’y
trouve parce que les coordonnées de p, sont situées dans la deuxiéme
colonne de la matrice P’ (*)]. Puisque I’on a &'> ¢, les coordonnées

(1) La matrice P’ est la matrice des points du réseau situés sur la surface du voisin,
les eoordonnées étant relatives aux nouveaux axes; @’ est la matrice canonique corres-
pondant au voisin par rapport & ces mémes axes et aux formes &, 7', {'.

Ann. Ec. Norm., (3), LVL. — Fasc. 1. . b
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de p, ou —p, se trouveront dans la premiére colonne de la matrice
P, et celle de p, ou — p/ dans la troisiéme colonne.

Si I’on suppose que le voisin soit de deuxiéme espéce, la matrice @'
correspondant a ce voisin devient

b’ - — b= b+ ¢,
'(_D/: _g/ g/ W , ‘ ol g,/:g/_i_ IL',
— K =K U=k + k.

On a vu que /' =k -/, par suite # =,'". Puisqu’il n’y a qu'un des
deux points du réseau p, ou — p, pour lequel {=/’, il en résulte
que p, == p,; par conséquent on a a’'=0b'=0'—c, mais ceci est
impossible parce que b' > c¢’>> oet @’ > b'. Le théoréme se trouve ainsi
veérifié. :

Pour obtenir le £-voisin quand on a 6 >c¢, on baisse les Z-faces
jusqu’aux points du réseau sur les r-faces (pour ces points on a £=1==10)
et 'on éléve ensuite les v-faces jusqu’au premier couple de points du
réseau qui ne se trouvent ni dans les &-faces ni dans les Z-faces; le
premier paramétre est diminué, le deuxiéme est augmenté et le
troisieme n’est pas changé. Pour le £E-voisin {a,, g, [, {de {a, g, l}on
aalorsa,=b6<a, g,>g,etl,=1. Puisqu’il y a au plus un point du
réseau dans chaque plan de la forme £ = const., v;= const., il en
résulte que deux points du réseau dont les coordonnées se trouvent
dans P sontp, =d,p,, p,=d,p,, oud,=*1, d, = 1.

Si{a, g, l} est de premiére espéce, P sera une matrice a détermi-
nant 1 dont les éléments seront des nombres entiers. Alors I'inverse
P-1, de la substitution dont P est la matrice, existe;tous ses éléments
sont des entiers; et le déterminant de P~' est 1. On pose T=P~'P.
Etant le produit de deux matrices dont les éléments sont des entiers,
T est elle-meéme une telle matrice. Sil’on désigne par ¢ le cofacteur (*)
de p’ dans P, on a

" 72 =1 21l
Des relations

PU=d,p®,  PI=d.p»  (i=1,23)

(1) On appelle ainsi le coefficient d’un terme dans le développement du déterminant

‘d’une matrice.
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il suit que
3
o NP o
k=1
3
T=|d PP o
k=1
3
o Zq‘/i"ﬁ‘/?) dy
. k=1
Alors

3
2 ¢V PP =—d,dy==1 ou o

k=1

selon que le voisin {a,, g,, [, | est de premiére ou de deuxiéme espéce.
On pose

3 3 3
(1) 75(2) — 2) 7(2) . (3) 75(2)
DaPR=xd, WGP =mdy, Y ¢ PR = ndy,
k=1

r=1 k=1

o d,=—d,d, et ou x=1 ou x=o selon que {a,, g, /,| est de
premiére ou deuxieme espece. Il en résulte que

d11)(|2) dg(}{])a“—k mp(12)_‘_ np(13)‘) d:gpi‘S)
P=PT =\l dip dy(xp}+mp®+np®) dip?
dipP? ds(apt = mpP = np')  dypy?

Ces nombres entiers z, m et n ne sont pas tous égaux a zéro, car s’ils
I’étaient, p, serait 'origine; or ceci n’est pas possible.

D’autre part
Vo= ds (xp1~+ mp,+ np;)

et
)=e,ds( xa=xmb=xnc),

(p
n(Py) =es do (= nf 4+ mg = nh),
(V) =e;ds (= nj = mk + nl),

ou le systeme de signes ci-dessus est celui du systeme canonique de
signes dans ®.
Les relations a,=0, g,<g, [, =, entrainent, en vertu du théo-



28 PAUL MILTON PEPPER.

\ L. A .= , .
réme 2.1, la condition g, < ;- Le point p, du réseau se trouve parmi

les points du réseau qui peuvent étre écrits sous la forme

PP+ Mmps+ np; (x===1 0u 0; m, n, entiers; |x|+ |m|+|n|21)

_et quiremplissent les conditions

' A
e <, Inl<p 1g1<i

et, en particulier, = p, sont les deux tels points pour lesquels
|7 |=min.("). Il est clair, alors, que si les inégalités simultanées,
énoncées ci-dessus, peuvent étre résolues pour obtenir le nombre fini
de solutions qu’elles possédent, p, sera déterminé au signe prés. On
peut déterminer ensuite le signe pour que ® soit une matrice cano-
nique dutypel, ..., ou VL

On a indiqué, dans le Tableau suivant, la matrice T correspondant

a @ dans les cas divers I &4 V; les démonstrations seront données
plus tard.

Algorithme relatif au E-voisin (b >¢). —1: 1. j >k:

o —1I o
T=llt 1 of, =+, +, +; V.
o o 1
2. j <k
o 1 o .
T=}t —1 o ||, +, —, —; IL
0o —1 —1

Le chiffre romain a droite indique le type de ®@; les trois signes sont
les signes des produits e;e;( =1, 2, 3); les nombres ¢; correspondent
a @ relativement au théoréme 2.3 et les nombres ¢; 4 ®.

IT et V. — Le signe supérieur est relatif au cas 11, le signe inférieur
au cas V.

(") I n’y a que deox points du réseau pour lesquels |7 |= min., car autrement =
s’annulera pour des points du réscau autres que ’origine.
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On pose

uiu—Mb——Nc, p===j+Mk— N/

=H
N:[-—-—F _I, :

ou F, G, et H sont les cofacteurs de f, g et == h dans ®. Les crochets
[ ]désignent le symbole connu : plus grand entier contenu dans. . ..

m. n. 3.
0 u<c v >k M—1 N1 “+1
20 u<b—ece p << 0 M N—1 —1
30 u<<b ¢ > 0, mais pas 1° M N —1
T 4o w<b ¢ << 0, mais pas 2° M N “+1
50 w>b v>o0 M N 41 +1
6° u>b v<<o M+ N —1
o 0 o ,
— __6 .
T=|*x6 =dm o], % Fo 41
0=-+1, I; 0=—1, IV
o ~—on 1
l: 1. a+c<2b:
o I o
T=|l1t 1 o ||, —, +, —; IL
o —1 —1
2. a+c >2b:
0 o o
T=]| —1 1 o, ~+, -+, +; VL
o —1 1
IVil. al2b, f<hj+ k<
o —1 o
T=] 1 1 olfl, =+, +, +; 11
0 0 1
2. a>2bouf>houj+k>1
o o0 o
T=|| -1 1 o |, —, +, —; VL
o 1 —1

Algorithme relatif au E-voisin du -voisin dans les cas 11-2, [V-2, —
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Le signe supérieur est relatif au cas III-2, le signe inférieur au
cas IV-2.

1.b—-c>c:
=G =G+ H )
5] e[
w=5b—c, u=c; p0=1, v=10—k;
u=a—Mu'— Nu', p=—J + Mp'— N,
m. n. 8.
1° w<<u 0> M —1 N +1 +1
20 u<<u p'>p¢>o0 M N +1 —1
30 w>u' v >0 M N +1 —+1
4e w << u® p <o M N 41
5o w> u® p<<o M1 N+t S —1
o i) o
+rf, —9, TO0:
T=|} —1 —om o |, ’ o

0=+41, V; 0=—1, Il
+1 =d(m—n) 0

2.6 —c<ec:
(K4 L) , +=K
M:l——J )J, N-_:[—_-J ];
w=rc, W=">b-—c; =g+ h, o=h;
u—=a—Mu"— Nu', p=— f+ M¢'— Ng°.
o o =9
-+ —
T=|| o —39 —on , - 5 F9

FT1 =0 d(m—n)
Lorsque b > ¢ le v-voisin du E-voisin est {a, g, 1} lui-méme.

Algorithme relatif au -voisin du E-voisin dans les cas 1112, 1V-2, —
Le signe supérieur est relatif au cas III-2, le signe inférieur au
cas IV-2.

Lok<l—k: Ci—n _[(=6—1).
M_[F]’ N—[ F _]’

wW=10{—k, =k =20, ¢'=0—c;
u=j—Mu'— N, p==—a-+ M¢ — Ny,

0 F0 0
T=|0 —d(m—n) —1 |,

o +dm +1

x0, —90, =i
0=-+r1, IV; 0=—1, L
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2. k>1—Fk:
Dans le cas III

—1 o o .
T=|| —t —1 1 S ’
’ V.
I I o
Dans le cas IV :
1°j>k:
—1 o o .
T= o I I o T
’ II.
I 1 o
20 ] <k:
I o o 4
T=|| o —1 1 o
’ V.
o —1 o

La démonstration des algorithmes suit comme on I'indique par
les chiffres romains.

I. Les conditions qui doivent étre remplies par des entiers x», m,
et nsont

(1) | xa-+mb-+nc|<<b
(2) |—nj —mk+nl|<<! (2] +|m|+|n|21, x===1 0u o).
(3) |—=f+mg—nh|—=min.

En vertu des théoréemes 2.3 et 2.4 les coefficients remplissent les

conditions a>b >0, a>c>o0; g >f >0, g >h>0; 1>j>o,
[>k>o0;b+4c>aet f>houj >k En outre, on tient compte de
la condition b > c.

On peut écrire de nouveau (1), (2) et (3) sous les formes

(1y U= =x»a-+mb+nc=»nb
(2') V=—unj —mk—+nl =21 (|2l <1, o).
(3") W =—xf+ mg— nh—=min. en valeur absolue.

Puisque x = ==1 ou o pour toutes solutions dont il s’agit, on
obtient les valeurs de m et n comme fonctions de », A, XA,, «, b,
c, etc.

— al +¢j " MOl —dyel G,
M= AT ok bl+ck —F Y
e, ok —0j —lubl—2,bk __H

Sy Sy s Sy ey S O
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ou F, G et H sont les cofacteurs respectifs de —f,'g, et — A dans @,
et ou v, et v, sont les deux fractions ci-dessus dans lesquelles A, et %,
se trouvent. Des conditions que vérifient b, ¢, [, k, %, et X, il suit tout
d’abord que |v;| <2 (i=T1, 2).

Si I'on pose » =o0, on aura m=v,, n=v, et puisque m et n sont
des entiers, on aura |m|<1, |n|<1. Parmi les entiers m et n qui rem-
plissent ces conditions, m =0, n=o0 est le seul couple de valeurs
qui remplit (1) et (2). On ne peut pas regarder ce couple comme la
solution que I'on veut, parce que ceci entrainerait que p, soit I'origine,
ce qui contredit I’hypothése que p, est sur la surface d’un parallélépi-
pede extréme. Par suite x===1. Se servant de la nomenclature
introduite plus haut, on peut énoncer le résultat suivant :

St l'on a b> c et si la matrice ® est canonique du typel, le E-voisin
de {a, g, l} sera toujours de premiére espéce.
. G ,H [, \
Si 'on prend » =1, on trouve des bornes pour 7 et - D’apres le
théoréme 2.4 on a b+ ¢ > a; de la, il suit que

'3 G H”
— <F—<O’ ——I<F<I-

En employant ces inégalités conjointement avec les bornes trouvées
pour v, et v, on voit, du fait que m et n sont des entiers, que m et n
sont des solutions de

—4<m<a, —2<nga.

Quand on cherche parmi celles-ci les solutions de (1) et (2), on trouve
les couples suivants :

(1) m=—3, n—1I1, |W|=f+3g+h;
(ii) m=——2, n=o, [ W =/f+4+2g;
(ii1) m=—=—2, n=—i, |[W|=f+2g8+h;
(1v) m=—1, n—=-—1I, |W|:f—}—g—h;-
(v) m=—1, n=o,  |W|=f+g
(vi) m=—1, n=—rI1, IWl=/f+ g + h;

il y en a, qui ne remplissent pas toujours (1) et (2).
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La plus petite valeur de | W | correspond & (iv), mais (iv) ne rem-
plit (2) qu'a condition que j < k; I'inégalité (1) est toujours remplie
par (iv). Done, quand j <k, la solution de (1), (2) et (3) est m=—1,
n=—I.

Aprés celle relative a (iv), la plus petite valeur de | W | est celle qui
correspond a (v). Puisque (v) est toujours une solution de (1) et (2),
la solution de (1), (2) et (3) est m =—1, n=o, lorsque j > k.

Si'on emploie x =—1, on arrivera aux deux solutions

J<k: x=—1, m=1, n=i; S>>kt x=—1, m=1, n=o;

mais celles-ci sont les mémes que les solutions précédentes, sauf

qu’elles ont des signes opposés, et, par conséquent, elles n’en different
pas essentiellement.

Il reste & déterminer d,, d,, d;, e,e,, e.e., €, ¢, et le type de ®.

L:1. 7> k:
Fzzdz(%—llz),
o d, 0 dip®  dy (P —pt)  dyp
T=|d —d o, P=PT=| dp@ d(p—p) dpf
°o o 4 dip (PP —pP) dspf

Se rappelant que e,, e,, e; sont les nombres e; correspondant a P
et e,, ¢y, €; ceux correspondant 2 P, ’'on a

€, dy é(l’z) € ds[z(lh) - 5(132)] e d; E,(P::)
[ = e din(py) e dy[n(p) —n(ps)] €adyn(y;)
€ di L(ps) e[ L(p1) — C(pe)] s C(ps)
eedib ejedy( a—b) e.e d,c
eexdig eesdy(— f—g) —ésendih
—eyesdik ezesdy(— j + k) ese,d;l

|

Puisque les termes de la bdiagonale principale doivent étre positifs,

on a
d,—e e, dy—=—e,e,, d;=—=e;e,
et 7
(e1e1)20 — (ee)) (esey) (a—b) (e1e1) (ese3) ¢
= (esex) (erer) & (ese:)2 (f+g) — (€se,) (ese5) h

— (&e;) (ere)) k (€3e3) (€sey) (J—F) » - (e,ey)
Ann. Ec. Norm.. (3), LVI. — Fasc. 1. 5
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De ce que 'onae,e.e;=1 et e,e,e,=1, il suit que
(ereq) (Ezez) (esey) =1.

Puis les lemmes 2.2 et 2.3 nous donnent un moyen de choisir les
seuls produits e, e,, e,¢,, ¢5e5, pour lesquels @ est une matrice cano-
nique; on obtient

¢reg—1, €6 —1, eze;—=1,

et 'on voit que ® est canonique du type V. Par suite on a

dy=1, dy=—1, dy;=1, Pi=ps, Pa=— P1+ Py, Po=¥
2, j<k:
Po=dls(P1— pa— Ps)-
On emploie la méme méthode que dans 1 pour obtenir
e, e dyb —éee,ds(—a+ b+ ) eie dse
O=| eedig —esesds( [f+rg—h) —ee.dsh |,
—eyesdi bk —esesds( J— k1) e,esdsl
doned, =e,¢,,dy= — e,¢,,dy=re,¢,. En reportant ces valeurs dans @
et remarquant que b—+c >a, on applique les lemmes 2.2 et 2.3
pour montrer que e, e, =1, e,e, = — I, ¢;¢; = — I, et que @ est cano-
nique du type IlI. Par conséquent,
di=1, dy=1, ) dy=—1, Pr=ps, Po==p1— Po— Py, Pi=— ;.

Ilet V. — Les cas II et V peuvent étre simultanément résolus. Les
conditions (1), (2) et (3) qu’il faut remplir dans les cas respectifs
sont les suivantes :

I: .
(1) | xa—mb—nc|<<b
(2) | =%/ —mk—+nl | <l (|#]+|m|+]|n|21; x===1 ou o).
(3) | xf + mg -+ nh|=min.
V:
(1) | xa—mb+Tel<b
(2) | =% +mhk+nl|<!l (%] +|m|+|7|21; x==10u0).

(3) | ®f-+mg—nh|=min.
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On pose pour V, x = x, m=m, n=— n; alors on peut écrire (1),
(2), (3) pour les deux cas sous la forme

(1y U= xa—mb—nc=2»:b

(2') V=twxj +mk—nl =l (M <<1; AizZo).
(3y W= «f + mg -+ nh=min. en valeur absolue.

Le signe supérieur dans (2') appartient au cas 1I, le signe inférieur au
cas V. On a aussi F=0bl+ck, G=alxc¢j, H==ak + bj. On tire
de (1) et de (2) les valeurs de m et n comme il suit :

_alxg — Mbl+ Dl G
ME=X ek T T hlxak - T F F T
_ Ebjak bl hbk _ xU
Y Sy Y sy S S

Si I'on pose x =o, on obtiendra |m|<1, |n|<1; parmi les entiers
qui remplissent ces inégalités, m=o0, n=o0 est le seul couple qui
remplit (1) et (2). Parce que p, n’est pas 'origine, on peut énoncer
comme dans le cas I :-

St l’on a b™>c et si la matrice ® est canonique du type 11 ou V,
le L voisin de { a, g, I} sera toujours de premiére espéce.

Aucune borne numérique indépendante de a, b, ¢, ..., ne peut
N . G . H , . .
‘étre obtenue ni pour & ni pour == &> par conséquent il faut exprimer

F
les solutions comme fonctions de ces deux quantiteés.

On pose 4
=[] =[]

ou les crochets [ | ont le méme sens que plus haut.
Par la théorie des déterminants on obtient pour la matrice @, les
équations

G +=H G +H A .G +=H
'a_Fb— F =0 f--\—T:g—O——F—h_F, i‘/—i—-ﬁk——l-?——lzo.
On pose

u=a—Mb—Nc, p===7+ Mk — N/ w=f+ Mg+ Nk,
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alors
A A
o< u<<b+e, —k<v<l F~(g+h)<w<F-
Des expressions trouvées plus haut pour m et n on déduit

I R ] P R

[ix%] —+ [vs]

ou — 2<[v;]<1. Les solutions de (17) et (2') que 'on obtient quand
on pose x=—1, sont les mémes au signe prés que celles relatives
az =1, parce que U, V, W sont des expressions homogénes en z,
m et n. On pose x=1.
. G L .
Parce que m est un entier, - est un entier si v, en est un. Si I'on

IIN

n g[ix%J +[va] +1,

suppose que les deux soient entiers,

~—m:—g——v1=—— [g]—l—[-— vy |

il s’ensuit que — M — 25 —m<—M+-1.
Lorsque v, n’est pas un entier, on voit que

m:g—l—w:[%]—t—[m]—i—l, dot M—1<m<M+ 2.

De méme pour =, et 'on voit que

M—1Em<M + 2, N—1&nsN+ 2.

Plusieurs des seize couples possibles peuvent étre écartés au moyen
des bornes obtenues plus haut pour u et ¢. Par exemple, sil'on a

m=M + 2, n=N —1, U=a—bM+2)—c(N—1)=u—2b-+ec.

et
V=t +AhA(M+2)—I(N—=1)=v 4+2k+{;

il en suit que
—2b+c<U<—b+2c, k+Il<V<ok-+ 2l

La condition (2), c’est-a-dire | V| </, n’est donc pas remplie.
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Cond.

Solutions pour
de (1), (2). Bornes de U et V. W, : solution.

. m=M+2 —2b<U<—b+c¢ , u<<b
(1) { n=N k<V<iqok W28 p<l—ok

. m=M 41 —b<U<e u>o
(ir) {n:N o<V <kl WTE o<l k

m=M +1 —b—c<U<o u>c
() =N 4o —l<V<k wg+h o Z g

. m=M+1 —b—o2ce<U<—e¢ w>2c
(iv) % n=N -+2 —ool<<V<k—1 W g2h o>1—k
m=M c<U<b+2c A u<<b—c

v) n=N—1 | —k<V<al v p<<o

. m=M o< U<b+c uw<<b

M) n=N —k<V<l w ey

. m=M —ce<<U<b u>o

(vi1) { n=N +1 —l—k< V<o w+h p>o0

(vidi m=M—1 b—c<<U<2b A u<c

vii) n=N+1 —[l—ok<V<—k =g h v >k

Apres avoir fait de cette maniére tous les rejets possibles, on
construit le Tableau ci-dessus de toutes les solutions de (1) et (2).

Il s’agit donc du minimum de | W|. Les définitions de M et N et les
conditions @ >b>c¢>o, [>j, entrainent M20, N2—1. Puis I'on
a w2> f— h pour toutes les solutions, sauf peut-étre la solution (v),
et I'on en déduit W2> f— g > — g. Orla définition d’un parallélépipéde
extréme {a, g, !} demande qu'il n’y ait pas de solution de |§]<a,
|C] <1, pour laquelle on ait |n|<g; c’est-a-dire, pas de solution de
(1) et (2) pour laquelle | W|<g. Donc pour toutes les solutions sauf
(v),ona W >g. Pour (v)on a W=w — A, or, tant que (v) est une
solution de (1) et (2), (vi) en est une aussi. On vient de montrer que
w > g lorsque (vi) est une solution; par conséquent, la condition
W =w-—h>g—h>o se trouve remplie pour (v); ceci entraine
w — h > g. Pour toutes les solutions on a alors |W|=W.

Les valeurs de W pour (viii) et (v) sont les plus petites, et, puisque
(v) et (viii) ne peuvent pas étre a la fois solutions de (1) et (2),
(viii) est la solution de (1), (2) et (3) lorsque u <¢, v > k; d’autre
part, (v) est la solution lorsque u < b —¢, ¢<o. Aprés celles-ci, la
plus petite valeur de W correspond & (vi) qui remplit (1) et (2)
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lorsque u < b. Mais la condition (3) n’est pas remplie par (vi) a
moins que ni (v) ni (viii) ne remplisse (1) et (2). Pourvu que les
conditions sous lesquelles (v) et (viii) seraient une solution de (1) et

(2) ne soient pas remplies, lorsque u < b, ¢ <I, (vi) est la solution
de (1),(2) et (3). En continuant de cette maniére on arrive au Tableau
suivant qui indique toutes les solutions de (1), (2) et (3):

Conditions. m. n. Corresp.
1° u<<ec, o>k M—1 N1 (vin)
20 u<<b—ec, v<<o M N—1 (v)
3o-4° w << b, mais ni 1° ni 2° M N (vi)
50 u>b, ¢>o0 M N+1 (vil)
6° w>b, p<<o M-+ N (i1)

Il reste 2 déterminer T, e, e,, e.e,, e,e,, et le type de ®. Puisque
p2:d2<p1 —+mp, = np3>, on a
o A o
T=|d dym o
o idgn d;|

De la méme fagcon que dans le cas I (voir p. 33) on obtient

—eedib eedy( a—mb—nec) xTeede

¢ = ee,d, g eesdy(  f-+-mg-+nh) Eeedih
Feend b ejeydy(— J mmk X nl) e,e d,l
En se rappelant que W > o, on trouve que dy=—e,e,, dy=e,e,,

(13: 2383, et-

(eye)b (€r€,) (&265) U 3 (C1e1) (€5e5) ¢
D= —(&e)(Cre)) & (Bsea)*W == (ese,) (Gres) B
= (€sey) (€1e1) Kk TE(@sey) (Ere) V (ese;)*!

1° u<e,¢ >k:ici'onam=M—1, n=N-+1. En remarquant
que o u<b+c, —k< ¢l on voit que U >o0, V<o. Les
lemmes 2.2 et 2.3 s’appliquent pour démontrer que e, e,==1,
ere;=71, ee,=1; d,==1, dy=1, d;=1 et que ® est cano-
nique du type I.

2 u<b—ec,oo:m=M,n=N-—1;U >0,V >o0.Les lemmes
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2.2 et 2.3 s’appliquent pour démontrer que e,e,==1, e,e, =1,
eses=1,dy=F1,dy=7=1,d,=1, et que @ est du type IV.

3> u<b, v >0, mais on n’a pas les inégalités du 1° : m=M,
n=N; U >0,V >o. Comme 2°.

4 u<lb, v< o, mais on n’a pas les inégalités du 20 : m=M\,
n=N; U >o0, V<o. Comme 1°. ‘ )

5°u™>b,¢ >0:m=M,n=N+1;U >0, V<o.Comme 1°.

6cu>bvo:m=M—+r1,n=N;U>o0.V>o0.Comme 2°.

Il et 1V, — On peut traiter i la fois les deux cas. Il faut remplir les
conditions suivantes dans les cas respectifs.

111. Iv.
(1) i ;{a——r—nl)-ﬁc!<l), (1) | =a+mb—nc|<b,
(2) i v + mk -+ nl ‘<I, (2) | = —mhk+nl <<l
(3) | —xf + mg— nh|=min. (3) | —xf + mg+ nh|=min.
Dans le cas III on pose % =%, m=—m, n=n, alors dans tous les
casona:

(1'y U= xa+mb—nc=»nd

(2"y V= o —mk-+nl =kl (M) <1, hZo).

(3"y W == «f + mg -+ nh=min. en valeur absolue.

Le signe supérieur dans (3) correspond au cas IlI, le signe inférieur
au cas IV.
#==0: on tire de (1') et (2') les valeurs de m et n comme il suit,
MOl + doel . habl + ) bk
=Toi—ck T Thl—ck
d’ou
bl — bk cl— bl

m—n=hgr—p b gy

Parce que b >¢, [ >k, on a |[m—n|<2; mais m et n sont des
nombres entiers, et, par suite |[m — n|<1. On pose
m=—n-+¢ (e=oou=£1).
Les égalités (1) et (2') deviennent alors
(1" n(b—c)+eb=»b

<1, Ns£o).
(2") Rl k) — eyt IMI<T A= o)
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Les deux nombres m et n ne peuvent pas étre a la fois égaux a zéro,
donc [n|+|e|21. On déduit de (1”) que n £ o.

Sil’'on suppose que e =1 on déduira n<—1 deé (1") et n20 de (2").
Par conséquent, e >£1. Si 'on suppose que ¢ =—1 on déduira n21
de (1") et n<o de (2”). Par conséquent, ¢ £ —1; donc e=o et m = n.

Le minimum de |W| a lieu lorsque m =n==1; cette valeur est
|W|= g+ h. Puisque x =0, m=n=1 est toujours une solution
de (1') et (2'), elle est la solution de (1), (2") et (3') tant qu’il n’existe
aucune solution de (1') et (2') avec =1 pour laquelle | W| soit plus
petite que g+ A.

%=1 : on tire de (1) la valeur de m et de (2') la valeur de n.

m _ a C

(I ) m_7\1—7;+n7;
. % (M <1, MZ o).

(2") n:lz—%—l— m

Puisque m et n sont des nombres entiers, on a

m<[h ]+ l%ﬁl] + [%"] o, gk [:T]] + [i”,ﬁ] + 2.
a. Silon sﬁppose quem >o,n >o,l'ona

mio—a2+n—i+2=n—i1 et nfo—r1+m—I1+2=m;

mais ces inégalités ne peuvent pas étre remplies toutes deux a la fois,
donc il faut que m<o ou n<o.

b. On suppose que n < o, et d’aprés (1”), on en déduit

m<o—2 —1+42=—1.

c. On suppose que m < o, et d’aprés (2"), on en déduit
nfo—1—i1i+2=—o.
d. On suppose que n= o0, et d’aprés (1”), on en déduit

a
m=hi — —

5 =0 dot m<—ru.
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e. On suppose que m=o, et d’apres (2”), on en déduit

n:)\z——%<1, d'ou nrgo.
Il s’ensuit que m<—1, n<o.
On détermine ensuite le minimum de | W |, et, pour cela, on traite
III et IV individuellement.

“III. — On déduit du théoréme 2.4 que j+ k> 1, h™> f; alors (2')
n’est pas remplie par x =1, m<—1, n=o0. Par conséquent les deux
solutions pour lesquelles | W| est la plus petite sont

m=—1, n=—1;  [W]=—ftgt h>g
m=—1, n——2; IW|=—f+g+2h>g+h.

Seule la premiére de ces valeurs de [W | est moindre que g+ /4. Il en
résulte que x =1, m=—1, n=—1 est la solution de (1), (2'), (3"
pourvu que ces valeurs satisfassent & (1) et (2'); autrement la solu-
tion de (1), (2') et (3')estx=o0, m=1, n=1.

Le fait que x =1, m =—1, n=—1 remplisse la condition (1),
entraine que a—+c< 2b; tandis que ces trois valeurs remplissent
toujours la condition (2').

On arrive ainsi a toutes les solutions de (1'), (2") et (3') dans le
cas III :

1° t+c<<2b: x=1, Mm=—1, n=—1;

20 a+c>2b: x=—o0, m= 1, n= I.

St a+c < 2b, le E-voisin sera de premiére espéce; si a—+c > 2b, 1l
sera de deuxiéme espéce.

IV. — Comme m<—1, no, on voit que la plus petite valeur de
| W| correspond & m=—1, n=o; elle est |W|= f+ g. Pour tous
les autres couples des entiers m et n qui remplissent les inégalités
ci-dessus, ona |W|2f—+ g+ h > g+ h. A moins que /< het que,

en méme temps, x =1, m=—1, n==o0 remplisse (1) et (2'), |W| ne
devient pas plus petite que g+ A, sa valeur pour x=o0,m=1,n=1.
Au cas o x =1, m=—1, n=o satisfait & (1') et a (2), les condi-

tions @ < 2b, j + k <l doivent étre remplies.
Ann, Ec, Norm., (3), LVI. — Fasc. 1. 6
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Donc dans le cas IV on a deux solutions

1° a<<ab, f<h, JH+hi<l: ®X=—1, mMm=—-—1, N==0;

20 a>abou f>houj+hi>1(: x=—o0, m=— 1, n=—1I.

St a<2b, f<h, etj+ k<l le E-voisin sera de premiére espéce
dans tous les autres cas il sera de deuxiéme espéce.

Il reste & déterminer T, ee;, et le type de o.

I :

o =zd, o
T=| d, d, 0
o —d, d,

Le méme procédé que dans le cas I (voir p. 33) donne

—eeydib eeydy( ra—b+c) —eedse
= Gresdi g Cresdy(—uf —g+h) —esesdyh
esesdik eseyds( V»,I' +k — l) eyend, |
Doud,=—e,e,, dy=e,e,, dy= e,e,, et
(ere))*b (ecer)(€rez) ( xa—b+c) —(ee)(ee)c
=) —(e.e.)(é1e1) & (&) (—nf +g-+h) —(e.e)(eqes) byl
—(ese;) (e1e) bk (€3e;) (eses) (2 +k—1) (e e5)%
7#=0": Les lemmes 2.2 et 2.3 s’appliquent pour démontrer que
eje,=1, e,e,=1, e;e,=1, et que ® est du type VI; alors d,=—1,
"dy=1,d,=1. :

#=1: Les lemmes 2.2 et 2.3 s’appliquent pour démontrer que
eey=—1,e,6,=1, e;e,= — 1, et que ® est du type II; alors d, =1,
dy=1,d;=—1.

IV .

o xds 0
T=| d, — s o

o (x—1)d, d,

Le méme procédé que plus haut donne
eendyb epe d«l( wa —b — x — 10) — ereydse

¢ = ey dy g Egegdg(—'xf—g+l— |h) ésesdsh ||
—_ E;;e:; d1 k E:;e;, dg‘( K'/‘ —+ /\ -+ K — l[) —é;ye:;dnl‘
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puis d,=e,e,, d,=—e,e,, d;=e,e,. On obtient enfin

%=0 : e e,=—1, 2263:1, ey, —=—1; @ est du type VI; et
d=—1,dy=—1,d,—=—1.

L=1: e,e,=1, e,e,=—1, €;e,=1; ® est du type II; et d,=1,

dy=—1,d,=1.

Le E-voisin du E-voisin dans les cas 111-2 et IV-2 :

Soient P, ®, les matrices et ¢,, e,, ¢; les nombres e; du théoréme 2.3
correspondant a {a, g, [} et supposons que P*, ®*, ¢}, ¢ et ¢; aientles
sens correspondants pour le &-voisin du &-voisin de {a, g,1}. Le
raisonnement est semblable & celui qui a été fait pour le E-voisin dans
les cas [T et V.

En vertu du théoréeme 3.3, le déterminant de P* est égal & 1. Les
éléments de la matrice P—' sont des nombres entiers, et le détermi-
nant de P~' est égal a 1. Il s’ensuit que T*=P~' P* est une matrice &
déterminant 1 dont tous les éléments sont des nombres entiers.

1. b—c¢ >c. — Puisque I'on a pj:i@ etyé:iifa, ol p, et p,
sont les points du réseau sur le E-voisin de {a, g, /! que ’on a trouvé
dans les cas ITI-2 et IV-2, il s’ensuit que

0 ®d, o
T =\l d, m*d, o |,
Fd, ndy, d

ou x*, m*, n*, sont des nombres entiers, et les nombres ¢; dont on
déterminera plus tard les signes sont égaux a == 1. Dans la premiére
colonne de la matrice ®* le signe supérieur appartient au eas III, le
signe inférieur au cas 1V. Parce que T* est & déterminant 1, il s’en-
suit que |x*|=1. On choisit x*=1.

En posant m*= = m, n*=—(m— n), on obtient
0 ) d, 0
T*=|| d, = md, o |l;

xd, —(m—n)d, d,

3

ceci a l'effet de donner p; comme une expression en p,, po(=Pp, = p;),
et p,(==£p,).
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Onpose u'=0b—c,u'=c;¢"=10V=1—k; w' =g+ h, w'=h;

onau’>u>o0; 9 >f >0, w >w >0; ¢ >] >0, >0 >0
et dans III, @' > f>> o, et aussi ‘

E(p3)=eidy( a— mu®— nu'),
n(p5) = ex dy(— f == mw® = nw'),
tps)y=esds( j— mo 4+ nev).

Il faut que les conditions suivantes soient remplies :

(1) | a— mu— nu' | <<ul,
(2) | —J+mp —np® | < o9
(3) | = f+ mw®— nw' | = min.

On peut écrire de nouveau (1), (2) et (3) sous les formes

(1'y U= a—mu®—nu' =Mhu° )
(27) =—J 4+ my — ne® = A ° (M) <1, hizZo).

(3"y. W= f+ mw’— now' = min. en valeur absolue

On tire de (1) et (2') les valeurs de m et n que I'on réduit aux
expressions plus simples en employant F, G et H, les cofacteurs
respectifs de — £, g, et o= & dans ®.

avd—+ ju' L Al - Aot +=G .
— - = — vy
w4 u'e’ U0+ 1 ¢’ F '
— Ju'+ ay’ i — ot — huy’ =G4+ H .
n— — V.
w4 u' ¢’ w e+ u'y’ F

Des conditions u°>u'>o0, ¢ >¢ >o, et|2] <1, on déduit que
|vi| < 2, et, par conséquent, M —1<m<M—+ 2, N—1<n<N+ 2.

On pose M:[—i—G], N:[E—GFLH)], u=—a—Mu"—Nu',

- F -
¢=—]+M¢—N¢, w== f+ Ma"—Ng/, et 'on obtient alors
pour ® comme dans les cas [T et V :

w+ u' > u>o, P> p > — ¢/, w > — 0> — 0,

+=F

(Les quantités u°, u'; ¢°, ¢/, w°, @' s’y mettent respectivement aux
placesde b, ¢, [, k, g, et h dans les cas IT et V.)
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Les solutions de (1) et (2) qui s’expriment en fonction des nouveaux
nombres M et N que 'on a définis, se trouvent encore exactement
sous les mémes formes que les solutions (i) — (viii) de (1) et (2) pour
les cas IT et V. '

Solutions Conditions
de (1) et (2). W. a la solution.
. m=M 42 u<<u®
(1) + W -+ 200 = ,
n=N < p0—ayp
.. 5m:M—+—[ W 0 w>o
(1) | n= <7 00— ¢f
m=M +1 w>u
(in) g n=N +1 Wt vi—v’
. (m=M +1 w>2u
W+ w0 — 2’
(iv) { n—=N 42 + p>p0—pf
(m=M w<<ut—u
(v) { W+ o'
n=N —1 : p<<o
(vi) {m:M W u<<ul
n=N p < p°
. m=M , w>o
(vii) n=N +1 w—w ¢ >0
—_— 7
(viiiy =M W — w0 — “=
| n=N +1 _ o>

Quoique les solutions de (1) et (2) se trouvent encore sous les
mémes formes que dans II et V, lorsque 'on range les solutions par
ordre de | W| croissant, les solutions ne se trouvent pas dans le méme
arrangement que dans ces cas précédents. Il en résulte que I'on n’a
pas ici les mémes solutions de (1), (2) et (3) que la.

"En vertu des conditions qui sont remplies par w, w°, et o/, il est
clair que W > — @ pour chaque solution sauf peut-étre pour (iv),
(vi), et (viii); mais il n’existe pas de solutions de (1) et (2) pour
lesquelles| W| <", donc les solutions pour lesquelles ona W > — o
satisfont aussi & la condition W > w°. On peut démontrer que W > o°
méme pour les trois solutions que 'on a mentionnées ci-dessus

“comme exceptions possibles. Car, si (viii) est une solution de (1)
et (2), il s’ensuivra que (vi) sera aussi une solution. Alors w > w°,
et par conséquent, I'inégalité w — w*— g’/ >—u" se trouvera rem-
plie. Il s’ensuit que w — w’— o/ > w". Si (vii), mais pas (viii), est
une solution de (1) et (2), ou (iii) ou (vi) sera aussi une solution,
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et, que n’importe laquelle de ces deux soit une solution, on
parvient toujours a w — &'>w". Il suit d’une pareille maniére que
w- w®— 20’ > @’ toutes les fois que (iv) est une solution. Alers
dans tous les cason a |[W | =

On obtient ainsi le Tableau su1vant qui indique toutes les solutions

de (1), (2), et (3):

Conditions. m. : n. Corresp.
1° w<<u', v>¢ M—1 N +1 (viii)
20-30 >0, ¢>>o0 mais pas 1° M N+t (vil)
4° u<<u, v<<o M N (vi)
50 u>u’ v<<o ‘ M+ N—+1 (1if)

On détermine maintenant d,, d,, d,, ¢le,, €,e.,, €.e,, et les types
de ®*, qui correspondent aux solutions 1° — 5°.
En employant P* = PT* on obtient

Feyeidiut efeidy( a—mu®—nu')y —eredyu’
P*=| - efe.diw’ elerdy(— fEma'znw') I ele.d;w’
Fejesdiv  efesdy( j— me 4+ ne®) ere,d;v°

Il S’ensuit que d, = eje,, dy=¢)e,, d, = € e, et

(ere)*u’ ==(efes)(efes) U — (efen) (efe;) v
0=l ¥ (eXes) (eler) o (ehe ) W (ehe) (ehes)
(e¥es) (efe)) ¢ (ejey)(eken) V (efey)tp0

1o uu,v>¢ :U0>0, V<o.Les lemmes2.2et2.3s’appliquent
pour démontrer que ej¢, =1, e,e,=—1, e,e;, =1, et que ®* est
canonique du type V. Alors d=—1,d,==1,d;==1.

22 uuy,¢>¢>0: U0, V<o. Les lemmes 2.2 et 2.3 s’ap-
pliquent pour démontrer que eje, ===1, eje,=1, eje,==1, et que
®* est canonique du type IlI. Alors d, =—1,d,==%1,d,==*1.

u>u,v>0:U>0, Vo, comme t°.

4° u<u®, vo:U>o0, V<o, comme 1°.

5° u>u, 0o o: U< 0, VLo, comme 2°.

2. b—c<ec. — On a pj=d,p, et p,=d,(p.5=p;). On pose
p,=d;[xp,En(p.=p;)+mp,], od x, m, et n sont des nombres
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entiers et d, ==+ 1. Alors
o 0 rxd,
T*=|l o d, =+ nd, (di==%1).
di Fdy, (m—n)ds

Mais T* est a déterminant1, d’out |x/=1. On choisit x=1 comme
plus haut. On a
tp)y=edi( a—nb—c—me),
n(pt) =es dy(— f = ng+ hx mh),
Onposeu’ =c, u'=b—c; '=g+hvV=h;o'=Lw=1—#

Il faut que les conditions suivantes soient remplies par des entiers m
etn:

(1) U= a—mu'—nu' =ha'
(2) V==E£[+mo' —ne® =k (h] <1, hiZo).
(3) W= j+ mw®— nw' = min. en valeur absolue '

On déduit de (1) et (2) les valeurs de m et n, que I’'on réduit aux
expressions plus simples en employant J, K, et L, les cofacteurs res-
pectifs de j, == £, et / dans @ ;

av® - fu' — AU Ay’ 90 +=K-+L L
- oy v
w4+ u'v’ w0 4wy’ J B
=+ fud+ av’ — otV 00 — A uty’ +=K
n— — — — —+ vy

w4+ u'p uv® +u'p J

(= K+ L) =K .
On pose M = [(——————J—— » N= | =—|> puis comme plus haut on

voit que |v;| <2 et M—1<m<M + 2, N—1<n<N+ 2. On définit
u=a—Mu"—Nu, o= f+M¢—N¢", w=j+ Ma"— Ng/, et
I’on obtient pour ® les conditions

A .
w4+ u'>u>o, PO>p > — ¢/, w>J——w°>—w°.

On voit aussi que u* >u' >0, ¢' >¢ >0, ¢* > f>o.

‘Les conditions qui doivent étre remplies sont alors les mémes que
celles de la partie b — ¢ > ¢, et par conséquent, les solutions de (1),
(2) et (3) se trouvent sous les mémes formes que la.
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Les deux cas different seulement par les valeurs de d,, d,, d;, e ¢,
e,e,, €, €, et le type de ®*.
En employant P* = PT" on obtient

—eYe,diu® Fetedyu e*e,d; U
O* = || =ete,dyv’ eXe,d, v fete,d;V
eXeydy $e’;e;;dgw" eXe,d; W
Puisd, = —eje,, dy=e,e,, d;=c¢ ¢, et
(e¥ey)?u - (etey)(eXey) u' ' (etey)(ete;) U
= £ (e3e,) (efer) ¢ (e3es)*v" I (ejes) (ejes) V
— (e3es) (efer) wo T (efey) (efen) o (e5e:)*W
1ruluyo>¢ U >o, V<o.Leslemmes2.2 et 2.3 s’appliquent
pour démontrer que eje, === 1, eje,= —1, €;e, =1, et que le type

de ®* estIV. Alorsd, ==1,d,=—1,d,==1. _

2 ulu, v >¢>0:Uo0, V<o. Les lemmes 2.2 et 2.3
s’appliquent pour démontrer que eje,===1, eje,=1, e;e; =1,
ot que le type de ®* est II. Alorsd,==1,d,=1,d;==1.

3u>u,v>0:U0>0,V<o0;comme 1°

fulu,v<o:U>0,V <o0; comme 1°

5 u>uwe, v<o:U< o0, V< o0; comme 2°.

Lorsque b > ¢, le v-voisin du E-voisin est { a, g, |} lui-méme.
Ceci est une conséquence immédiate de la définition du voisin.
Le (-voisin du E-voisin dans les cas I11-2 et IV-2 :

L l—k>k:
Ona
P:-“'—'dﬂ’g, P;zdf&(PzIPﬂ) et P§=d2wmi m(P-z—T—F:i)?'le]-
Puis ‘
0 xd, 0
T*=\d, =(m—n)d, d,
0 — md, = ds

Le déterminant de T* est égal a 1, d’ou [x! =1. On choisit x=1. On
pose :

—_— A QN N J— . . —_— 9 S,
uW=I0—k u=Fk; =8, ¢'=b—c; W=g+h, w=g;
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on a :
) =endy( a—me' + nev),
n(p§) = ex do(— f == mad = new'),
() =e;dy( j— mu'—nu').
Les conditions suivantes doivent étre remplies :
(1) U= j—mu —nu' =hu
(2) =— a4 my — npd = A0 (I M) <1, AizZo).

(3) W= J -+ mw'— agw’ = min. en valeur absolue

On déduit de (1) et (2) les valeurs de m et n que I'on réduit aux
expressions plus simples en employant F, G, et H, les cofacteurs res-
pectifs de — f, g, et = A dans ©.

Jo' -+ au’ — M0 Dot 0 —H N
_— = Vi
w0+ u'’ w0+ u'p’ F ’
— au®+ jv’ — Dt —huty’ =G —H .
= = Vo
w0 ¢’ w4 u'y’ F

_H]:Nz (x G—=H)

[—F— T ], puis comme plus haut 'on
voit que [v;| <2 et M—1<m<M + 2, N~ 1<n<N+ 2.
On définit

=) — Mu’— Nu’, ¢ —=— a-+ My’ — Ny°, w = f+ M, — Ney/,

On pose M =

et I'on obtient pour ® les conditions u’—+u' >u>>o0,¢" >¢>—¢,
w > %F —w° > — ", Les solutions de (1), (2), et (3) se trouvent
alors sous les mémes formes que pour le &-voisin du &-voisin.

Ce cas-ci differe des cas précédents parles valeurs ded,, d,, d;, e]e,,
e, e, €,e,, et le type de ®*.

En employant P*—= PT* on obtient

Feredivt —eted, V. Tetedyo
o*— ete.diww’ *ebe,d, W efesdy?
*etesdiu e*e;d,U ete,d,u,

Puisd,=ee,, dy==E¢)e,, dy=F€}e;, et

(efe o0 I (etey) (ete) V. (ete))(ehey) o
O*=| = (efes) (eter) o' (exe)?W = (ehes) (€hes) wo
— (etey) (ete,) v/ = (e;e;,) (efe)) U (ere;)?u®

Ann. Ec. Norm.. (3), LVIL. — Fasc. 1. : 7
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1°u<u,0>¢:U>0,V<o. Leslemmes 2.2 et 2.3 s’appliquent
pour démontrer que eje, =1, e;e,= — 1, ¢;e,—= =1, et que le type
de ®*est IV. Alors d, =1, dy,=1,d;=—1.

2° u<lu', ¢ >¢>0:U0< 0, V<o.Les lemmes 2.2 et 2.3 s’ap-
pliquent pour démontrer que e;e,==1, e;e, =1, e e;,==1, et que
le type de ®* est I. Alors d, =—1,d,==+1, d;=—T1.

3u>u,¢o>0:U>0, V<o.Comme1°.

4° ulu®,v<o:U>o0,V<o.Comme 1°

5 u>u,v<o:U<o0, V< o.Comme 2°.

2. k>l—k — On a
Po=da(PF ),  Pi=dipy, et pi=d, (xp+ mpy 4 npy).
Alors
»d, o o
T* =|| md, ds d,
nd, w=d, o

Le déterminant de T* est égal a1, d’ou | x| =1.0n choisitx=1.0n a
EpY)=e di( azxzmb—nc),
n(py) =exdi(— f+ mg = nk),
() =e;di( jEmk+nl).

Les conditions suivantes doivent étre remplies
(1) U=—f+mgxnh=»r(g+h)
(2) V= j=Exmk+nl =hk (Jh] <1, hzZo).

(3) W= azxmb— nc —=min. en valeur absolue

On déduit de (1) et (2) les valeurs de m et n que I’on réduit aux
expressions plus simples en employant A, B, et C, les cofacteurs res-
pectifs de a, 3= b, — c dans @ :

SLEhi | hglehhlihk B

gl + hk gl -+ hk AP
== )\ggk'111gk$)\lkk__9

"=el ik 2l + hk =x

En vertu des conditions imposées sur X; et des conditions du théo-
réme 2.3 sur g, h, L et k, on obtient |v;| < 2.
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Puisque & > ¢, et du théoréme 2.4 il suit que dans le cas Il la con-
dition A > f doit étre remplie; on a

— 1) B 1 9 0.
<K< ’ —I<A< O

o 2

la ligne supérieure correspond a IlI, la ligne inférieure a IV. 1l s’en-
suit que

— 2l pmed? —a<n<!t.

_—15:”7,:%37 25ns
Parmi les solutions de ces inégalités seules les suivantes remplissent
les conditions (1) et (2) :

2

m. n. Cas. W, Conditions a la solution.
(1) —1 0 111 -+ b f<h, j<o2k
(11) 0 —1 I, 1v a—+c J+k>1
(ii1) 0 o 111, 1V a J <k
(iv) I — 1 111 a—b+c |J--k—1|<k
(v) 1 o IV a—+b J<2k
(vi) 1 1 v a—+b—c ./’+l<2k"
(vii) 2 o 1V a—+ 20 f+h>g 3k>)]>k

Les valeurs de W sont toutes positives. Parmi les solutions pour le
cas II1, (iv) correspond a la plus petite valeur de W. D’autre part, la
condition |j -+ & — | <k est toujours remplie en vertu des conditions
JH+k>11>j>0,1>k>o0,des théoremes 2.3 et 2.4. Donc (iv)
est toujours la solution de (1), (2), et (3) pour le cas III.

Parmi les solutions pour le cas IV, (iii) correspond i la plus petite
valeur de W, donc (iii) est la solution de (1), (2), (3), lorsque j < £.
Lorsque j >k, on voit que (vi) n’est pas une solution de (1) et (2);
donc (ii) correspond a la plus petite valeur de W. Il en résulte que (ii)
est la solution de (1), (2), et (3) a 'exception du cas on j + £ < L.
Mais ceci n’a pas lieu lorsque j >k et £ > 1— k. Done, lorsque j >k,
le couple (ii) est toujours la solution de (1), (2), et (3).

On détermine d,, d,, d, )¢, €, e, e, e,, et le type de ®* dans ce qui
suit :

1
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En employanrt P*— PT* on obtient

efed,( a—b+c) —etedi(b—c) —efedd
Q*—= | etesdi(— f+g+ 1) ere,d,(g+h) eYe.d, g
éresdi( J+k—1) —ete,do(l— k) ete,dk

Par suite d,=¢e,, d,=¢ee,, dy=c¢,e,: et les lemmes 2.2 et 2.3
s’appliquent pour démontrer que eje, = — 1, e;e,=—1, e;e; =1, et
que le type de ®* est V. Alorsd, = -—-1,d,= —1,d;=1.

IVl >k

d, 0o o0
T*= 0 ds d,
—d, dy o

En employant P*= PT*, on obtient :

eYerdi(a—c) ete dy(b—c) eve d;b
P*=|| —etesd (f+h) efesds(g+ D) ete,d, g
—eke,di(l—j) eteydy(l— k) —e¥eydsk

Par suite d, =¢je,, dy=¢}e,, d,— — e, e,, et les lemmes 2.2 et 2.3
s’appliquent pour démontrer que eje,= — 1, e;e,=1, e;e,—=—1, et
que le type de ®* est II. Alors d,=—1,d,=1, et d;=1.

IV:2,j<k:

d o o
T*=l|| o d» d,
o d, o

En employant P*= PT* on obtient :

eveydia efe d,(b—c) ere d;b
O*=|| —eYe.d,f elesds(g+ ) ere,dr g
eresd,j eXesdy(l— k) —eXeydik

Par suited, =e,e,, d,=e,e,,d,—=—c¢e]e,, etles lemmes 2.2 et 2.3
s’appliquent pour démontrer que eje, =1, e,e,—=—1, e,e,—=—1,

et que le type de ®* est V. Alorsd, =1,d, = — 1 et d;=1.
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SECTION 1V.

UN DEUXIEME ALGORITHME.

Dans ce qui suit on expose un procédé pour obtenir les coordonnées
de points du réseau qui remplissent les inégalités suivantes :

(1) 1ElSe,  n[Ses,

ou ¢, et ¢, sont des valeurs positives quelconques. Dans cette section
on impose A &, v, et { les mémes restrictions que plus haut.

TukoriME 4.1. — Il existe une suite illimitée de points du réseau pour
lesquels | E| et || sont ausst petits qu’on les désire.

Soient ¢, et ¢, deux constantes positives quelconques. Les trois
formes

/ 53\/A, o 713\/Z q/:CF-iE?
& & — Va

sont aussi a déterminant A. D’aprés un théoréme de Minkowski con-
cernant les formes linéaires ('), il existe, outre I’origine, un point du
réseau pour lequel

|2 1<Va, 1 |<VA, VA

11 s’ensuit que les inégalités (1) sont remplies par ce point. On désigne
ce point par p,. :

Parce que l’origine est le seul point du réseau dans le plan £ =o
(ou le plan vy =0) il s’ensuit que

[E(p1) | >¢) >0, ['n(ps) | > €y >0,

ou ¢, et €, sont des constantes positives convenablement choisies. En
employant ¢, et ¢, & la place de ¢, et ¢, on montre I'existence d’un
deuxiéme point p, du réseau pour lequel

IE(P2)I§E,4<E1) |W(P2)[§€;<€2~

(1) H. MiNnkowskl1, Geometrie der Zahlen, p. 104.
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En vertu de ces derniéres inégalités, 'on voit que p,>< = p,. Quand
on répéte ce procédé une infinité de fois, on obtient une suite illimitée
de points du réseau qui sont tous différents entre eux et pour lesquels
on trouve |£|<e,, |n|<e,. Ainsile théoréme est démontré.

TukorEME 4.2. — Parmi les extrémes dans la chaine appartenant a &,
1, {, tl existe un parallélépipéde { a, g, I} pour lequel, un paramétre, que
Uon peut choisir d’avance, se trouve aussi petit qu'on le désire.

Il suffit de démontrer qu’il existe un parallélépipéde extréme pour
lequel a est aussi petit qu'on le désire. Soient ¢, et ¢, deux constantes
positives quelconques. En vertu du théoreme 2.1, le parallélépi-

péde%a“ €, A1 west pas libre. On baisse d’abord les &-faces jusqu’a
& 525

ce que I’on obtienne le parallélépipede libre Sa, €a) E—AE— tel que I’on ne

{

peut pas augmenter le premier paramétre sans introduire un point du
réseau dans I'intérieur du parallélépipéde. De I'hypothese que I'ori-
gine est le seul point du réseau situé dans le plan £=o, il résulte
que a > o. Ensuite 'on éléve les {-faces de ce parallélépipéde libre
jusqu’ace que le troisiéme parameétre soit égal a la plus grande valeur/
pour laquélle le parallélépipéde reste libre. Enfin on éléve les v-faces
jusqu’a ce que le parallélépipede devienne un parallélépipéde
extréme {a, g, /{. En vertu du théoréme 2.1 il existe deux telles
valeurs g et /. Du fait que a < ¢,, le théoréme se trouve vérifié.

TakoreME 4.3. — Quand on prend un nombre suffisamment grand de
E-voisins successifs, on arrive G un parallélépipéde extréme pour lequel
le premier paramétre est aussi petit qu'on le désire. De méme en prenant
seulement des vy — ou{ — vousins successifs on obtient un parallélépipéde
extréme pour lequel le deuziéme ou le troisiéme paramétre respectivement
est ausst petit qu’on le désire.

1l suffit de démontrer le théoréme pour une suite de &-voisins suc-
cessifs. On désigne par {a,, g, l,} un parallélépipéde extréme
quelconque dont on fait usage comme point de départ. Soit {a;, g, ;|
le £-voisin de

{ Wity Gimyy bica } (i=1,2,...,0).
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De la définition du E-voisin il suit que
a'i> ai+1> o, gir+—1zérizg0) li+1zlizlo (i:()y 1, ...,OO).

Par conséquent, lim a; = a existe et ¢, >a2o.
i> o
Supposons que @ > o. En vertu du théoréme 2.1 on obtiendrait les
conditions
A A A A
— < = < .
a;l; al, a; g ago

gi<<

1l s’ensuivrait que la suite illimitée de E-voisins successifs serait con-

tenue dans le parallélépipéde {ao, BAT’ Z% g On note par p le point du
0 0

réseau dont les coordonnées se trouvent dans la premiére colonne de
la matrice P; qui correspond a { a;, g;, /;} d’aprés le théoréme 2.3. Du
fait que a;, > a;,, les points p‘f’(i:o, I,..., ©) sont tous différents
entre eux. Chaque point p\’, étant sur la surface d’un parallélépipede
extréme dans la suite de E-voisins successifs, devrait étre contenu

a—%l %f’o % Mais ceci est impossible, d’oti ’on conclut que a=o.

De la définition d’une limite il suit qu’il existe un nombre entier N,
tel que a;<e tant que 12N, la valeur de ¢ étant choisie aussi petite
qu’on la désire. Le théoréme est ainsi vérifié.

Soit

dans % a,,

{@i,é’i, li} (i=o,1,...,%)

une suite illimitée des extrémes correspondant a &, v, {, et soient ®;
et P,(i=o, 1, ..., o) les suites illimitées des matrices ® et P qui
correspondent aux extrémes respectifs d’aprés le théoréme 2.3. Con-
venons que a;, b;, ..., [; aient le méme sens pour ®; que a, b, ..., !
ont pour ®. On note par p,(r=1, 2, 3; t=o0, 1, ..., ) le point
dont les coordonnées se trouvent dans la 7*° colonne de la matrice P;.
On peut énoncer le lemme suivant : ’

LeMME 4. 1. — Parmi les extrémes dans la chaine correspondant a &,
1, C Ul existe une suite illimitée d’extrémes {a;, g, I} (i=1, ..., ©)
de premiére espéce, tous différents entre eux, telle que c¢;> ¢y,
hi>hi, (t=1, ..., o). Pareillement, il existe une telle suite illimitée
d’extrémes de premiére espéce pour laquelle b; > b\, k> kiyy et une

telle suite pour laquelle f;™> fiiv, ji > jiva-
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A cause de la symétrie des roles joués par &,, v, {, il suffit de
démontrer la premiére partie du lemme. Soit {a,, g,, {, | un parallé-
lépipede extréme quelconque et soit {a;, g, ;) ({=1, ..., ) la
suite illimitée des extrémes déterminée de la maniére décrite dans ce

qui suit.
Des restrictions imposées sur £, 7 et { il résulte qu’aucune des
valeurs a;, b;, ..., i (i=o0,1, ..., ©) n’est égale a zéro. Par con-

séquent, le théoreme 2.1 exige I'existence d’au moins un point du
réseau outre l'origine dans I'intérieur du parallélépipede {co, hyy =5 }
07%0

Parmi tous les points du réseau (sauf I'origine) qui se trouvent dans
ce parallélépipéde, il y a un couple de points pour lequel la valeur
absolue de { est la plus petite. Soit /, (qui remplit Z, > 1) cette valeur
de |{|, etsoient == pi"’ les deux points du réseau pour lesquels |{| = /,.
Le parallélépipede {c,, A, &, | est alors libre, mais il n’est pas extréme.
1l est possible d’élever ou les E-faces ou les vi-faces de {c,, h,, {, | sans
introduire des points du réseau dans l'intérieur du parallélépipede;
d’autre part, du fait que

[EGP) [=eo (0GP [=he  [EOY) [=0<h

il est impossible d’élever ces deux couples de faces a la fois sans
introduire p”’ et — p'” dans 'intérieur du parallélépipede. L’élévation
des E-faces aussi haute que possible sans introduire des points du

réseau dans I'intérieur, donne un parallélépipede extréme

A A

tay, o, lj,  ob 0 < g < g

Pareillement, ’élévation des v-faces donne un parallélépipéde extréme
“ A

coly

A
<

{C‘o, S 11}, ol g”1<m1—

Il_est clair que {¢,, gi» li | est par définition le E-voisin de 'extréme
{a“ h,, I, % En vertu du théoréme 3.3 'un au moins de ces extrémes

est de premiére espéce. Si tous les deux sont de premiére espéce, on
pourra choisir

ou =, SH=h, ou a=cy &=
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pour définir 'extréme {a,, g, [, |. Autrement, on définit {a,, g, {,}
comme étant celui qui est de premiére espéce. En employant{a,, g,,/, |
a la place de {a,, g,, [, } on peut définir de la méme facon un paralle-
lépipede extréme {u,, 8., [, } de premiére espece. En répétant ce pro-
cédé une infinité de fois, 'on obtient une suite illimitée d’extrémes
{a; g l;| de premiére espeéce, telle que ¢; > ¢y, ;> h;i,. Dans une
suite construite de.cette maniére, 'extréme {a,, g,, [, } peut étre de
deuxiéme espéce; tous les autres { a;, g, [;| sont toujours de premiére
espéce, et le lemme se trouve démontré. Une telle suite, pour
laquelle ¢,>¢;.y, hi> by, [;<<Ii, = min. est dite une &v-suite d’ex-
trémes. Pareillement, lorsque 'on construit une suite pour laquelle
bi> by, g1< giy=min., k> k., puis on la nomme une E{-suite
d’extrémes. De méme, on définit une n{-suite d’extrémes.

Dans tout ce qui suit, on énonce les résultats seulement pour
les Exn-suites, mais ’on n’oublie pas que de pareils résultats tiennent
pour les £C-et les v{-suites.

Quoi qu’il soit possible, parfois, en prenant le méme {a,, g,, {,|
pour point de départ, d’avoir plusieurs &r-suites d’extrémes, il est
clair que la suite l,, 1,, . . ., des troisiémes paramétres se trouve toujours
la méme. C’est-a-dire que la suite illimitée de points du réseau g, 4, ...
pour lesquels {(g;) =1/, reste toujours la méme. Cette suite de points
du réseau sera dite la Ev-suite de points du réseau correspondant

ala, g, 1}

LemME 4.2. — En prenant pour point de départ un extréme quelconque
et cherchant les Ex-suites d’extrémes, on détermine une seule tv-suite de

points du réseau ,, v,, ... tous différents entre eux tels que chaque
point est sur la surface de deux extrémes consécutifs, et tels que
le(a) |=e  |n()[=h, )=

Parce que /£ [, (r£s) les points g,, q,, ..., sont tous différents
entre eux. La méthode pour laquelle on obtient la &v-suite montre que
y; est sur les surfaces des deux extrémes

{“iv 8iy lz‘} et {am—n Si+1s liga }
LemmMe 4.3. — Soient ¢,y ¢y ¢y ..., €t by, hyy hy, ..., deux suites

(finies ou infinies) de termes tous positifs tels que c; > cipy, hi > hiy s
Ann. Ec. Norm., (3), LVI, — Fasc. 1. 8
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soient g, et €, deux constantes positives quelconques; et soit t un nombre
entier positif quelconque. Lorsque

tey \® thy\*
n24e2+ at, n>(—1> +1, n><———1> 4+,
- €4 €y
il existe un entier r<n — t, tel que
Cpr— Cz‘+t< &1y /lr_ hr+t< €9,

On choisit d’abord n assez grand pour remplir les trois inégalités.
(Si les suites sont finies ceci ne sera pas toujours possible.) Puis

thy

\/n—1>l€ﬁ, \/n—1>
1

On voit que I'inégalité n> 42>+ 2t (¢21) entrainen — 1> [\/n— 1]—|— 1.
Les différences A;c = ¢;— ¢, pour lesquelles A;c2 67‘ sont toujours en
nombre moindre que [\/n — l]—}— 1, car autrement I’on trouverait

n—1

——c,,__ZAcV \/n—[]+1}§t1>c1,

i=1
ce qui est impossible. De méme, les différences A;o=h; — /;., pour .
lesquelles Aihg% sont toujours en nombre moindre que [yn —1|41.
Les indices ¢ pour lesquelles, ou

PA,-(;;&—; ou PA,—hgs—;,

ne sont jamais en nombre plus grand que 2[\/n — 1]. Pour assurer
que chaque différence A,c, A, ¢, ..., A, ccorrespondanta zindices

, . . . . 13 R
consécutifs, r, r+1, ..., 74t —1, soit moindre que 7’ et en méme
o . . €
temps chaque différence A.A, A, A, ..., Ay /i s0it moindre que <

il suffit que n remplisse n —1> 21[\/n —_ 1]+ t— 1. Mais cette iné-
galité-ci est toujours remplie lorsque n>4¢*+ 2¢. Ainsi, le lemme est
démontré.

TuioriME 4.4. — Parmi les points du réseau d’une Evi-suite, il y a
deux points g, et q, . (Sn—+258,.4) pour lesquels |E(y, —y, )|
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et |n(9,,—4,,. )| sont aussi petits qu'on les désire. En particulier,
sotent ¢, et ¢, deux constantes positives quelconques; lorsque

n26, n><-c—1)_+1, n><ﬁi>~+1,
€4 €y

il existe un entier m<n—1 tel que
Csm— C~5‘m+1< €1, h-‘m - h-‘m-n < Ev?7
ou
g(q.vm) =0, Cspy E,(q-cm—u) = 61 Comta (61'———' + ).
n(q-‘m) =0, hsm7 TI(‘IsM,) =0, hxm_H
Les plans £ =0, =0, {=o0 coupent ’espace en huit octants.
Chaque point du réseau (sauf l’origine) est contenu dans un seul
octant. Tous les points de la £v-suite se trouvent dans les quatre
octants pour lesquels { > o. Soit u un entier convenablement choisi.
L’un au moins de ces octants ne contient pas moins que {L—Z] —+1 des
pointsyq,, ., ...,4,., de lafn-suite. Soientq,, q,, ..., q,, les pointsdela
En-suite qui se trouvent dans un tel octant; on a 2< [%] +15n<s,<u.

4
On peut choisir u assez grand pour remplir

a 2 h 2
6, %><—:—‘) 41, g><—s~’> +1.
2

nz6, n><cei‘>-+1, n><€i‘>——|—1

=R
a3

on a

" etle lemme 4.3 s’applique pour prouver I’existence de I’entier m. En
vertu du lemme 4.2, les points g; et g,,., sont tous les deux sur la
surface de { @iy givry livi |- Le lemme 2. 1 s’applique alors pour mon-
trer que g, ., 44, ., c'est-a-dire s,,+ 25,44

Parce que les points de la Ev-suite sont tous différents entre eux,
le point r, =4, — g, . n’estjamais 'origine. Il s’ensuit que

81> ¢y, — Cs, = |E(11) [ >0, &> by, —h, =[n(r)][>o0.
Soient ¢, et ¢, deux constantes positives quelconques telles que

o <&y <[&(w)ls 0 <<ey<[m(r)]
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En employant ¢, et €, & la place de ¢, et ¢,, il est clair que 'on peut
appliquer le théoréme 4.4 pour montrer qu’il y a, parmi les différences
des points du réseau d’une £v-suite, un deuxiéme point du réseau r,
pour lequel |£| <<, | |<¢€,. Parinduction I’on voit qu’il existe parmi
ces différences, une suite illimitée de points du réseau r,, r,, ..
tous différents entre eux tels que

°

lim |[£(v;) | =o, lim |7 (r;) |=o.
i>» i> o

LEMME 4. 4. — Parmd les points de la Ex-suite sotent
Qsgy Bspr - - - ($1<<$:2<T...)

tous les points qui se trouvent dansun seul et méme octant; deux au
moins des quatre telles suites sont infinies. Soient ¢, et ¢, deux cons-
tantes positives quelconques, ou bien il existe un entier N, tel que
lorsque s,,2 N, on a toujours

iQ(qS,1;_qu+z)|<817 ln(q‘m——q~°n;+z)|<8? (tzl)’

ou bien la suite y,, 3, ..., est finie. Méme pour une suite finie I’on
peut trouyver parfois un N qui remplit ces inégalités.

Les suites ¢, ¢y, ... et h,, h,, ... tendent vers des limites respec-
tives c2o et h2o, a4 cause des relations ¢;>¢;., >0, b;> b\, >'0.
Les inégalités c¢;> c et 4;,>> h sont toujours remplies. De la définition
d’une limite il suit que I’on peut trouver un entier N, tel que lorsque
12N, 'inégalité c;— c < ¢, est toujours remplie. De méme, on peut
trouver un entier N, tel que lorsque 2N,, h;— h <e,. Soit N le plus
grand des entiers N, et N,, et soient 7 et 7 deux entiers tels quer > 2N,

on a
o<l ci—er<lci—e<<g et o< hi— h,.<< hi— h < ¢,.

En vertu du fait que g, _,,544,, ., il y a au moins deux octants qui
contiennent une infinité des 'points 0542, ..., les deux autres octants
pouvant contenir un nombre fini des points de cette suite. Soit 5,2 N,
on a

| E(qsm'— Lpure) | = Cspp— Coppry < €15 | 0 (95, — G5ps) |= h.vm— hsm+,< €o.

Dans le cas o I’octant dont il s’agit ne contient qu’un nombre fini des
points g,, 4., ..., il n’est pas toujours possible de remplir s,,2N.
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Lemye 4.5. — Dans une En-suite d’extrémes, les troisiémes paramétres
remplissent 'inégalité suivante

li+l>2[7t']li ({t=1,2,...,00).

De la méthode que 'on a employée pour construire la &v-suite il
résulte que /., > /. Parmi les points g;, 414, ..., 9. 1l y en a deux
au moins qui se trouvent dans le méme octant (voir la preuve du
théoréme 4.4). Soient q,, et g, deux tels points, le point du réseau
g =1y, — {4, remplit les inégalités

Ia(q)|:6-¢1_c~‘z<c-"n7 In(q)l_:h51_~h~‘z<ll-°17 |C(q)]:[‘)_/‘1'

Pour que 4 ne se trouve pas dans l'intérieur du parallélépipéde libre
{e,, h,, I}, Vinegalite [ —1I >I  doit étre remplie. Parce
que /., > ,'on voit que [, > 2/ . A cause de la définition de s, et s,
il est clair que 1 <5, <s,<¢+ 4 et 'on obtient /., > 2/, Par induction
I'on obtient l'inégalité /., > 2'/;. Cette inégalité peut étre unie
avec I, > I; pour obtenir le résultat du lemme.

THEOREME 4. 5. — Dans une Ev-suite d’extrémes, I'inégalité

4
[Li+tgf+[< 5a,»gl~2 [,*] (i,t:I,Q, ...,W),
est toujours remplie.

Onavu(p. 21, 1. rodubas) que pour un extréme { a, g, /| de premiére
espéce larelation 5agl™> AD > oesttoujoursremplie. Le théoréeme 2.5
montre que D =1 et le théoréme 2.1 montre que agl/ < A. Par consé-
quent, on peut écrire pour chaque parallélépipéde {a;, g;, [;} d’une
&n-suite (sauf le premier dans le cas ou il serait de deuxiéme espéce)
I'inégalité ' '

A>aigli> —?—

En employant le lemme 4.5 on trouve

{
¢

AQ[Z] < 2[2].li< lin<< A

Sa; 8 Qirt8irt

(i, t=1,2,...,)

d’ou ’'on déduit le résultat désiré.
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CoROLLAIRE. — Dans une Exi-suite d’extrémes, I'inégalité

t
Cirthi<Saigi2 ['”] (i, t=1,2,...,0)
est toujours remplie.

On établit ce résultat en employant les inégalités
a;> ¢;, &i>h; (i=1,2,...,00)

entre les éléments de la matrice @,.

On donne maintenant une méthode pour calculer les coordonnées
de tous les points du réseau sur les parallélépipédes extrémes d’une
Ev-suite, en prenant pour point de départ un parallélépipede extréme
- quelconque de premiére espéce. On se sert d’un Tableau que I'on peut
aussi employer pour déterminer les points du réseau sur les extrémes
d’une 1{- ou une £{-suite.

I1 suffit d’exposer un procédé pour évaluer les coordonnées des
points du réseau sur {a..,, g, L.} lorsque les points du réseau
sur {a;, g, l;} (de premiére espéce) sont donnés.

TaeorEME 4.6. — Lorsque ®; est canonique du type 1, 111 (¢;< b;),
ou 'V, l'on pose

pu————— —d —_— ! —_—
=", ‘ﬂ——-ﬁ; T4 == Ty, Lg=—= .

oY

Aprés cet échange la matrice correspondante ®; se trouve canonique du
type respectif 11, 111 (¢;> b;), ou IV.

On voit tout d’abord que ®; se trouve du type respectif II, I11, ou IV.
En vertu du théoréme 2.4, lorsque ®; est du type III, la condi-
tion b,>>c; entraine h; > f;. Aprés cet échange, A; devient c; et f;
devient b}, et I'inégalité c; > b est remplie.

11 suffit, alors, de trouver un algorithme pour ces trois cas II,
I (¢ >b), 1V.

Lorsque ’on résout les inégalités

. A
[ <ey [n| << hy, |§|:m1n.<aE,
on obtient deux solutions = g;,,. On a

lii=C(9i41) > 0.
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Ensuite, on déduit de {c;, %;, [, } les deux extrémes {Em, hiy L }
et {ci Gty Lt | en élevant, respectivement, les &- ou les v-faces
(voir p. 56).

Il est possible, parfois, que ['un ou I'autre de ces deux extrémes
soit de deuxiéme espéce, mais pas tous les deux, car cette derniére
circonstance est exclue par le théoréme 3.3 et le fait que {ci, grm, L }
est le £-voisin de {EM, hiy Uiy §

Au lieu d’associer 4 ¢;., un seul extréme de premiére espéce, on
fait correspondre ce couple a 3., et 'on obtient ainsi une suite de
couples d’extrémes. Etant donné pour point de départ un extréme
arbitraire, il n’y a qu’une telle suite qui lui corresponde. On nomme
cette suite une &vj-suit  double d’extrémes appartenant a £, v}, et .

On pose grm = h;, a;., = c,. Soient P,., et ., les matrices P et ®

que l'on fait correspondre d’apres le théoréme 2.3 2 { @i, gois Ly |

solent EH et @, , celles qui correspondent a % Air, grm - }; et, enfin,
soient P; et ®; les matrices qui correspohdent a 'extréme {a;, g, ;}.

Puisque {a;, g, ;} est de premiére espéce, P; est a déterminant 1
et P;' est une matrice de la méme nature dont tous les éléments sont
des entiers. Soient p,, p,, p; les points du réseau dont les coordonnées
sont les éléments de P;; soient p,, p., p, ceux de P...; et soient p,,
Pas Ps ceux de P, . De ce que p,==tp, et p, ==t p,, il résulte que les
deux matrices T,,, = P P, et T, , = P P.., sont des matrices des
types respectifs

0,5 o 33 li3 0 0% Oyl
Tl+1-—' 61 221 (8] 33 tg-g et Tl'—+—1: (8] 32 Zgz 85t25 )
0173 82 33 33 o 3_7;2 03433

OWZL4y -y tiay ..., 2L sont des entiers, et 6,—==1, 0, = £ 1.

Algorithme relatif aux T,., et T,.,,. — Soient A, B, ..., L les
cofacteurs respectifs des éléments a;, == b,, ..., [; de ®,.

II. — On pose (pour plus de commodité, on omet I'indice 7 en écri-
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vant les éléments de ®,)

M, =[0J], M,=[—0K], M, =4l = entier (5>0);

|M11<6+%’ IM2{</|—01;;’ ]M;;[<3+EL/~1;
a=u°, b= u, c= u’, w=— wu'M;,— u'M,+ u"M;:
f=, g= ", h= ¢, p= ¢ My— oMy~ ¢"M,:
J=w" k=w', [ =", w=—w'M,+ @' My+ w0 M,;:
W =—w"m;+ o' my—+ wOM,.

1. (¢ >b). — On pose

M, =|9L], M,= /K], M,=16J = entier (6>0);

L K J
M <6, M <3 N, My < 2
ch ch ch
= t,, b= u, c=u', u=—u"M,— «'M,+ «wMy;
f=v, &= v, h—= ¢ v= ¢"M;,— ¢o*M,+ ¢o'M,:
l=w', k=w', J = w= M, + ' M, + oM,

W =w"m,+ &' my,+ oo M,,.

IV. — On pose
‘M, =[—0K], M,=[0J], M,=6L = entier (8> 0);
K| J , L.
M, | <6+ Pk ]Mz|<5—f‘*c—l*l7 !M:;\</l+(‘:z,
&= Uy, f=u, h=u", uw=—u'M,— u'M,+ u"M;;
b= ¢, a= 9, c= v, p=o'M;— ¢*M,+ ¢"My;
k=w', Jj=w, { =0, w= M, + o' M,+ w0 My;

W = w'm,+ &' my+ w°M,.

PREMIERE PARTIE. — Détermination de t,,,t,,,t,,. — Supposons que 0
parcourt toutes les valeurs positives pour lesquelles M; devient un
entier et en méme temps |M, |, |[M.| et | M, | restent inférieurs aux
bornes que I’on a données. Toutes les fois qu’il se présente un systéme
de trois nombres M,, M,, M; pour lequel « et ¢ remplissent deux des
conditions a la solution dans le Tableau suivant, on associe & M, les
nombres correspondants m, et m,. Parmi tous les tels systémes my,

my, M; (il y en a au moins un) on cherche le systeme s,, 5., 5; pour
lequel | W|=min. =1,
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TaBLEAU.
Condition & la solution.
m,. m,. II, IV. III.
n 3
o<<u<<u A
. M M, { 2 2 , % Méme que 11, 1V
—y p<v »
—u'+u<<u<<u-+u . :
2. M, M, -+ 3 “,,_:_ 902 ‘)i o Méme que II, IV
3. M, 41 M. | —u"u<<u<<u"+u’ o<<u<<aou"
'. ! 2 z < — ¢ < p <o
LM M. | —u'+u' +w<<u<<u—+u uW<<u<<u +u’
o M AL R el LA R R Ry N S S P

Supplément 1.

o M M S o<<u<<u"—u o<<u<<u'—u'
J. 1 My —1I , » M " R
| — <<t — <<V
6. M.t Mo —u o+ W<<u<<u +ud au' <<u<<u' +u
. A s o 2 g
1 2 — ‘v”_ ‘>/,_'r_2('0<p<‘v0 _2‘)//-}__Q(y0<‘»<‘.ll

Supplément 2.
f o<<u<<u'4 u — u®
| — < < 0
— '+ o2u<<u<<u -+ u
— << p<<p'—ayp

7. My—1 M,+1

8. M,+2 M, g

I, IV, «'>u", ¢'>¢" : employer seulement le Tableau.

IT, IV, v’ <", ¢'> ¢" : le Tableau uni avec le supplément 1.

IL IV, &' > u", ¢'<<¢": le Tableau uni avec le supplément 2.

IL IV, o' <<u', v'<<¢" : le Tableau uni avec les deux suppléments.
III : le Tableau uni avec le supplément 1.

Ayant calculé s,, s, et s; 'on emploie, dans les divers cas, les
relations suivantes :

I : lyy= sy, lyy = — 83, by =533
I : tiy= s, toy= S, tyy == 81}
v : liyy=—$,, b= sy, lyg=5;.

DEeuxiiME PARTIE. — Détermination de t,,, 22,, t,,. — On obtient tous
les couples des entiers y, et y, qui remplissent

Yiles— Yaliz=10u o0
Ann. Ec. Norm., (3), LVL. — Fasc. 1. 9
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et
|y1l<2+m+—A—, ]}’2|<2—|—| ]+|B|
ch hi ch Il
En prenant
|y;|<2+— 4 |G
Ill,+1
et

| =S+ 8y.Ehy | <h

ou les signes sont ceux qui se trouvent dans la deuxieme ligne de ®;;
I'on associe 2 chaque couple y,, y, un troisiéme entier y,. Deux
valeurs de y; au plus peuvent correspondre & un seul couple y,, y..
Parmi tous ces systemes de valeurs, on cherche celui pour lequel

lay, = by, == ¢y, | = min.,
[y hy+ Ly | <l

les signes étant respectivement ceux qui se trouvent dans la premiere
et la troisieme ligne de ®@;. C’est la solution 11y ts, , Lyy.

TROISIEME PARTIE. — Détermination de t,,, t,,, t,,. — On obtient tous
les couples des entiers y,, y. qui remplissent

Yilyg— )2 li3=1 ou o

et
| |J] |F] , K| G
<2+ ch +cl,»+,‘ |2 <2+ ch +cl,-+1.
En prenant
e Lo I
Ja '_'_c/L+cli+1
et

layitby.F ey, | <e,

ou les signes sont ceux de la premiére ligne de ®;; 'on associe 3
chaque couple y,, y, un troisiéme entier y,. Deux valeurs de y, au
plus peuvent correspondre 4 un seul couple y,, y,. Parmi tous ces
systemes de valeurs, on cherche celui pour lequel

| = fyi+g »“F'h)/,|:min,
[y kys+ Ly | <l
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les signes étant respectivement ceux de la deuxiéme et la troisiéme
ligne de ®,. C’est la solution Tray Loy Lys.

QUATRIEME PARTIE. — Détermination de 5,, 64, 5, 2., Ca, 0 et des types
de d,;,,,®.,,. — On emploie les relations P,.,=PT.,, P.,=PT.,
et les lemmes 2.2 et 2.3 pour obtenir les valeurs de Sy ..y 0y etles
types de D, et d,,,.

La démonstration de I'algorithme est & peu prés la méme dans les
trois cas, c’est pourquoi cette démonstration est exposée seulement
pour le cas ou ®; est canonique de type II.

Le premier probléme est celui de trouver les solutions de £/ <,
[1]<h,|{|=min. en nombres entiers. Mais ceci est équivalent
au probleme de trouver trois entiers ¢, ¢, £, qui remplissent les
conditions

(1) | ayi—by,— cy;|<c,
(2) | Syt &yt hys| <h,
(3) | —Jy1—ky:=+ ly;| = min.,

car les deux solutions des trois inégalités écrites plus haut sont alors
les coordonnées des points du réseau

= (s Pr - Loy Pa—+ L539s5).
On rappelle les définitions de u, u*, v, u’, etc., que I'on a données
au commencement de I’algorithme et I'on pose
U=—u"'my— u' my+ "M,
V= ¢o'my— ¢vom,—+ ¢"M,.

La résolution de (1), (2), et (3) est équivalent au probléme de trouver
des entiers m,, m,, M, pour lesquels

(1/) iUl<u”?
(2") [VI<vf,
(3" | W |=min.

De la théorie des déterminants on déduit

Ja—Kb—Lec=o, Jf+Kg+Lh=o,
d’ou

(4) o<<u<<ultu, —o<<o<po.
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On pose
Bi=m—M,, Bo=m,— M,.

Il en suit que {3, et {3, sont des entiers.

Etant donné M,, on détermine d’abord les valeurs de B, et 3,
auxquelles correspondent des solutions de (1") et (2'). De (1) et (2"),
on déduit
. — << WP+ W Be— <<
(O) " ! "
' — <= ﬁ1+ VOB2— V<4V .
En employant (4) et (5) on obtient les relations
- wBy+ u' B+ > o,
w(1—By) + ' (1—By) + u"> o,
#0By+ ¢/ (1 —By1) + ¢"> o0,

(1 — Ba) + ¢/ Bi+ ¢ > 0.

(6)

En vertu du théoreme 2.3 on obtient pour ®; les inégalités

4
u>u', w > u’,

(7) po> ¢’ P> .

On sépare le probleme en quatre cas u’' > u”, ¢' > ¢"; u' < ", ¢ >
W >, ¢ <"y < u', o < ¢" et on déduit de (6) et (7) toutes les
valeurs qui peuvent étre employées pour (3, et 3,. [Dans III (¢ > 0)
on a toujours «” > u', par conséquent, il n’y a que deux cas.|

On remplace ces valeurs dans (5) pour obtenir les conditions & la
solution. Le Tableau et les deux suppléments en résultent.

Pour trouver des bornes pour |M, |, |M.| et |M;|, on écrit de nou-
veau (1) et (2) sous les formes
(1" cay,—bys— cy.=Mhe

(=) OO R AR ot

On emploie le théoréme 2.1 pour obtenir la borne supérieure TAh pour
le minimum dans (3). On remplace (3) par

. A
(3") —Jyri—kys+ l)".z:)\azjil (1] <1, % o).

Les solutions de (1), (2) et (3) sont toutes parmi les solutions de (1"),

(2") et (3"). ~
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Lorsque I'on résout (1”), (2") et (3”) en y,, ¥., ¥, en tenant
compte du théoreme 2.1 et des conditionsa >b,a >c; 8> f,8 > h,
on obtient les relations

iRAN

- ]—--m._;!<2—»l§-a —M,«,<3+£-

L [ < ch ch

En employant les conditions |m, — M, |2 et |my;— M, |< 2, on obtient
les bornes désirées pour M,, M, et M.
Le deuxiéme probléeme est celui de trouver les solutions de

[2l=min,  [n][<h, [0 <lin

en entiers. Cecl est équivalent au probléeme de chercher trois entiers
Lyys oy Ly qUI l'emplissent

(8) | ay,—bys— cy;| = min.,
(9) | Jri+gyat hys | <h,
(10) 1—j]1—k]2+ lys | <lia< P

En raisonnant comme plus haut, on obtient les bornes supérieures
pour |7, |, |20y |, | 251 ].

D’autre part, la solution de (8), (9) et (10) est facilitée par I'emploi
de la relation #,,2,;—2,,2,5=1 ou o, que l on obtlent du fait que T.,
est a déterminant 1 ou o, selon que{a;.,, gi.y, L., | est de premiére ou
deuxiéme espéce.

Le probléme de déterminer [ 12, et ¢,, est & peu prés le méme que
celui d’obtenir ¢,,, 2,, et Z,,. On n’a qu’a énoncer les inégalités qui
doivent étres résolues, car la méthode se trouve la méme

(8) | f)/1+g}’2+hy3 | — min.,
(9) | ayi—by,—cy;|<e, A
(o) | —Jyi—ky:+ l}’3|<li+1<z‘7l'

On obtient les résultats désirés pour les deux autres cas, IIl (¢ > b)
et 1V, d’une pareille maniére. _

Cet algorithme a I’avantage particulier de nous conduire directe-
ment aux points du réseau pour lesquels les valeurs absolues de deux
des trois formes linéaires sont aussi petites qu’on les désire. Quoique
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I’algorithme de la section 3 nous conduise éventuellement & chaque
terme de la chaine, et, en particulier, & ceux que comprennent les
Ev-suites, ces points du réseau sont, en général, bien plus facilement
obtenus par ’algorithme de cette section 4. -
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