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EXTENSION
DE

L A F O R M U L E DE S A V A R Y
AU MOUVEMENT LE PLUS GÉNÉRAL DTN SOLIDE

PAR M. RENÉ GARNIER.

Introduction.

1. Lorsqu'un plan P glisse sur un plan JP,, chaque courbe C de P
occupe relativement à P< un ensemble de positions dont l'enveloppe
est une courbe Ci de P^ , dite courbe ou profil conjugué de C. La déter-
mination du centre de courbure de G( est une application classique de
la cinématique à la géométrie plane; elle résulte de la formule
de Savarv

i i / i i \ i
Ri R \ R y R^/coscp

(Dans cette formule, R, etR sont les abscisses des centres de courbure
correspondants de Ci et C sur la normale commune g à Ci et C, ces
abscisses étant évaluées à partir du centre instantané I; R/et R,^ sont
les abscisses des centres de courbure de la base et de la roulante sur
la normale en 1 à ces courbes, et <p mesure l'angle des deux normales.)
La formule comporte une double signification, locale et générale :

A. Elle exprime la loi de correspondance qui relie les centres de
courbure de deux profils conjugués quelconques, normaux à une
droite déterminée, g^ issue de I; cette loi est une homographie du type
parabolique;
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I l4 RENÉ GARNIER.

B. Elle montre comment varie cette homographie quand g tourne
autour de I, et la construction de Savary-Bob illier traduit cette varia-
tion sous une forme très simple.

Les résultats précédents s'étendent au glissement d'une sphère sur
une sphère égale, ainsi (') qu'au glissement d'un plan de Lobatchewsky
sur un plan analogue. Mais ces extensions sont toujours des problèmes
de cinématique à deux dimensions. Si l'on aborde l'espace à trois
dimensions, le problème se subdivise en deux, bien distincts,
semble-t-il :

I. Il existe une classe de courbes C, liées au solide mobile^ et dont
les positions par rapport au repère fixe %i ont une enveloppe, G , ;
soit M un point de contact de C et C , ; peut-on déterminer l'axe de
courbure de Ci en ]\̂  connaissant celui de C en M et les éléments
cinématiques du mouvement —? Le problème comprend d'ailleurs
celui de la détermination des axes de courbure des trajectoires des
points de ^.

II. Soient S, l'enveloppe des positions par rapport à %/ d'une
surface S liée à % et M un.point de contact des surfaces conjuguées S
et S < ; peut-on déterminer le tenseur de courbure (centres de courbure
principaux, plans de sections principales) de S, en M connaissant
celui de S en M et les éléments cinématiques de —-? Le problème
comprend d'ailleurs celui de la détermination du tenseur de courbure
d'une surface S,, lieu dans %i d'une courbe C de %.

2. Ces deux problèmes se posaient naturellement depuis les
recherches de l'Hospital, d'Euler et de Savary. Pourtant, G. Kœnigs
paraît être le seul géomètre qui les ait abordés dans toute leur géné-
ralité. Il leur a consacré deux Mémoires des plus remarquables : l'un (2)

(1) R. GABNIEB, La formule de Savary et la construction de Bobillier en géométrie
plane hyperbolique (Bull. Se. math., 2e série, t. 63, 1989, p. 279).

(2) Mémoire sur les courbes conjuguées dans le mouvement relatif le plus général de
deux corps solides (1910), publié dans les Mémoires présentés par divers savants à
^Académie des Sciences, t. 35, 2e série, Paris, 1914? n° 4, p. i-2i5.



EXTENSION DE LA FORMULE DE SAVARY. Il5

relatif au problème I, l'autre ( ^ ) au problème II; dans la suite, ces
Mémoires seront désignés respectivement par les références Ki et Ka.

Cependant, malgré l'intérêt des résultats de Kœnigs, ils ne jouent
aucunement pour l'espace un rôle correspondant à celui de la formule
de Savary pour le plan. Envisageons le problème II, et désignons par £
le complexe linéaire des droites g normales en l 'instant ? aux trajec-
toires de leurs points; la normale commune à S et S^ en M doit être
une droite g. Cela étant, d'après A, une véritable généralisation de la
formule de Savary devrait être applicable à tout couple de surfaces
conjuguées normales à une même droite g. Or (Ka, p. 106), G. Kœnigs
a considéré une telle généralisation comme impossible : « pour y
parvenir (à une loi de correspondance simple entre les courbures) il
ne suffirait pas de grouper en un ensemble toutes les surfaces nor-
males à une même droite donnée, quelconque d'ailleurs, dans le
complexe G », et plus loin (Ka, p. 122) : « Mais on conçoit que, si
Pon se bornait à grouper toutes les surfaces (F) qui sont à un moment
donné normales à une même droite a du complexe J?, la loi de corres-
pondance affecterait une forme singulièrement complexe puisqu'il y
subsisterait d'arbitraires les trois paramètres de position sur a des
élémentâ de courbure de (F), auxquels il faudrait faire correspondre
les trois paramètres analogues pour (F') ». Aussi se borne-t-il à
l'ensemble des surfaces S telles que les réglées R formées par les
normales communes à S et Si le long de leur courbe de contact à
l'instant t soient tangentes mutuellement le long de la normale g
envisagée; et pour chacun de ces ensembles il obtient une formule de
Savary généralisée; d'ailleurs le trièdre pour lequel la formule est
valable varie avec le groupement. Ainsi, la formule de G. Kœnigs ne
jouit pas de la propriété A; a fortiori elle ne peut posséder la pro-
priété B de la formule de Savary.

3. Mais, en réalité, il est possible d'établir pour l'espace une loi
des courbures jouissant de la double propriété précédente; et, fait
remarquable, une telle loi fournit aussi la solution du problème I; elle

(1) La loi des courbures des profils superficiels conjugués dans les mouvements à un
seul paramètre {Journ. de Math. pures et nppl.y 6e série, t. 8, 1912, p. io3-i58).
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comprend comme cas particuliers tous les résultats obtenus par
G. Kœnigs dans ses deux Mémoires. C'est cette loi que nous proposons
d'exposer avec ses conséquences dans le travail actuel.

La nouvelle loi des courbures tire son origine d'un fait classique :
le mouvement— étant donné, les transformations qui relient : i° une^i A

surface S à sa conjuguée Si ; 2° une courbe C au lieu Si (ou éventuel-
lement, à l'enveloppe G, ) de ses positions; 3° un point M à sa trajec-
toire Ci coïncident avec une même transformation de contacta bien
déterminée. Dans le cas du mouvement d^un plan sur un plan, la
propriété précédente, combinée avec la formule qui donne l'accélé-
ration d^un point du plan mobile, montre que les centres de courbure
conjugués se correspondent dans une même homographie, et par cette
voie on retrouve aisément la formule de Savary (n° 17). Dans le cas le
plus général du mouvement d'un solide, rapportons Set^ àuntrièdre
trirectangle %o dont le sommet est au point de contact M, et dont l'axe
des z coïncide avec la normale g, les autres axes étant d'ailleurs
choisis à volonté, indépendamment de S et S^ ; soient z=fÇx, y)
et z =f\ (^» y ) les équations de S et S^. Soient encore 7', s, t, i\, ^, ^
les valeurs des dérivées secondes de/et/ en M; désignons, suivant
l'usage, par ^, Y], Ç(== o), p , q, r les éléments cinématiques classiques
relatifs à ̂  et posons

i : r : s : t : rt — ^== X : Y : Z : T : U,

et de même pour /•r, ^, ^. Diaprés la théorie des transformations de
contact Xi, Yi , Z^ Ti, Ui se déduisent de X, Y, Z, T, U par une
substitution linéaire, S, et cette substitution fournit nécessairement
comme cas limite la solution du problème I. La formation de S cons-
titue donc le problème primordial de toute recherche sur la loi des cour-
bures dans l^espace.

Nous avons formé la substitution S de deux manières différentes : par
la méthode du trièdre mobile (n08 8, 9, 10), et en étendant la méthode
esquissée plus haut pour le plan (n0' 18,19). Nous montrons d'ailleurs
qu'en annulant tout ce qui se rapporte à la troisième dimension
(c'est-à-dire les quantités Y], p , Z T, U, Z ^ , T,, U ^ ) on transforme S en
une substitution linéaire à deux variables qui exprime précisément
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rhomographie de la formule plane de Savary (n° 17). Ainsi, sans
conteste, la substitution linéaire S doit être considérée comme l'exten-
sion à l'espace de la formule de Savary.

4. Nous étudions la structure de S (n° 15). Elle possède les
diviseurs élémentaires (X — i^)2, (À — ^/)2, X — ̂  (où ' € ' = —:) et peut

\ ut /
être regardée ainsi comme une homographie parabolique. En posant

A == rÏ, + sr\ -4- q, B z= s'c, + tr] — p,

on peut remplacer S par les relations
ri — r Si — s t^ — t — i

A2 =~KB~:=: "TF" = Ç^AÇ^-BY^

d'écriture plus simple, mais où n'apparaît plus immédiatement le
caractère d'une substitution l inéaire/On en déduit aisément les
conditions nécessaires ( ' ) pour que S ait avec Si un contact du second
ordre, soit accidentel, soit permanent. Dans ce dernier cas, G. Kœnigs
avait montré (K^ , p. 189-206) par une belle analyse que les conditions
sont suffisantes; nous y arrivons par une autre voie très directe (n° 12).

Plaçons-nous toujours au point de vue local. La substitution à S, S^
d'un couple de surfaces parallèles passant par le pied sur g de la
perpendiculaire commune à g* et à l'axe instantané A, permet de donner
à la formule fondamentale une forme canonique remarquablement
simple (n°20); le trièdre de référence ^o est toujours indépendant du
choix de S et S i . On est amené ainsi à se poser la question suivante :
dans le cas d^un mouvement plan, il existe pour chaque droite g issue
de 1 une transformation simple, Phomographie, qui relie les centres
de courbure conjugués; dans le mouvement le plus général on peut se
proposer de trouver pour chaque droite g du complexe C une transfor-
mation de contact simple associant les tenseurs de courbure conjugués.
Un tel problème, évidemment indéterminé, comporte une solution
effectivement très simple (n° 21) : la transformation de contact déri-
vant des relations génératrices

œ'=:x, ( y ' — yY+ { z ' -{- k x ' y ' — z — kxy^-zzi a1.

(1) Ces conditions ont été obtenues différemment par G. Kœnigs (Ks, p. 137-140).
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5. Supposons maintenant que l'on choisisse le plan des xz de %o
de manière à annuler l'expression B; un tel choix dépend de S (ou
plutôt de la réglée R du n° 2); mais il est remarquable que la substi-
tution S puisse être remplacée par les relations très simples (n°23)

^ -x^ê 5 'w7 t^1

(où A^ =r^ ̂ +s^ ïj+<7). Les deux dernières expriment un fait évident
a priori : les indicatrices de S et S^ sont bitangentes; la première, du
type classique de Savary, comprend (n° 24) comme cas très particulier
le résultat essentiel obtenu par Kœnigs dans son second Mémoire
(Kg, p. 142) : c'est le cas où %o est le trièdre central de la réglée R. La
détermination de %o, obligatoire si l'on veut suivre la méthode de
Kœnigs, nécessite d'ailleurs des formules que nous faisons connaître
au n° 25. Or, il résulte de ces formules que, dans certains cas, la
méthode de Kœnigs peut devenir inapplicable; ce sont, notamment,
les cas où M est un point méplat de S (le trièdre central est indéter-
miné) ou encore un ombilic ou un point parabolique : la méthode de
Kœnigs substitue à S et S, un couple de surfaces conjuguées parallèles
qui présentent des singularités au point central. On peut sortir de
cette dernière difficulté en utilisant la substitution linéaire S; mais,
de toutes façons, même si le choix du trièdre central de R ne soulève
aucune objection, sa détermination n'en constitue pas moins une
complication inutile.

6. Abordons maintenant le point de vue général. L'extension à
l'espace de la propriété B repose essentiellement sur le calcul de ^
qui, fait important, ne dépend que de la droite g. Nous l'effectuons
(n°29) dans les trois cas possibles : les axoïdes2,Si sont quelconques
(c'est-à-dire admettent des cçnes directeurs); ils sont cylindriques;
le mouvement est tangent à une translation; dans les deuxpremiers
cas, il faudra envisager en outre la position de g par rapport aux
axoïdes. De la discussion à laquelle on est conduit nous retiendrons
seulement ici le cas général (n° 31) et le cas du roulement (n° 33).
Dans le cas général l'expression de ^' dépend du pas instantané h et
de sa dérivée -,-î de sorte que "Q est fonction d'éléments différentiels
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du troisième ordre des axoïdes, et la loi de variation ne peut être aussi
simple que dans le cas du plan (n° 31). Le cas du roulement est parti-
culièrement digne de remarque : bornons-nous à un bref énoncé :
la relation classique de Savary reste valable dans tout plan perpendicu-
laire à Vaxe instantané; si les axoïdes sont des cônes, on retrouve là
une propriété évidente qui fournit, sans calcul, la formule de Savary
pour la sphère.

7. L'étude du problème 1 fait l'objet des n0' 38-41; nous retrouvons
très simplement les résultats énoncés par G. Kœnigs dans son premier
Mémoire; nous en développons la discussion générale dans les trois
cas signalés tout à l'heure et suivant la position du point de contact
par rapport aux axoïdes.

Nous appliquons ensuite (n08 42-56) les formules fondamentales aux
cas où S et Si sont deux réglées tangentes le long d'une génératrice y
(variable avec le temps t); le problème se scinde en deux, selon que S
et S^ sont développables ou non. Le premier cas a été étudié par
G. Kœnigs ( K , , p . i5i-i68); les formules fondamentales permettent
de retrouver rapidement ses résultats (n^ 42-44), comme aussi
d'étudier le second cas, qui ne semble pas avoir été abordé jusqu^ici .
Mentionnons pourtant que le cas où la réglée S se réduirait à une
droite a fait Pobjet d'un Mémoire remarquable de M. Disteli (1); la
formule fondamentale (74) qu'il donne page 286 (foc. cit.) peut être
retrouvée par la méthode actuelle et sous une forme applicable au cas
général où S est réglée (n° 56).

La construction effective d'un couple de surfaces réglées conjuguées
a été donnée par Kœnigs (Ki, p. i5i-i68 et 176-181) au moyen d'une
extension de la méthode des roulettes; mais on peut se poser le
problème autrement, et chercher à construire les couples de réglées
conjuguées S, Si tels que l'une de ces réglées possède une image
sphérique donnée; nous montrons (n0'49-54) que le problème dépend
d'une quadrature si S et S^ sont développables; de l'intégration d'un
système différentiel linéaire du deuxième ordre, si S et S^ sont

(1) Ueber dus Ânalogon der Savaryschen Formel und Konstruktion in der kinema-
tischen Géométrie des Paumes (Zeitsc/ir. fur Math. und Phys.y t. 62, 1 9 1 4 7 p. 261-309).
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gauches; et les résultats précédents vérifient d'une manière remar-
quable les relations obtenues aux n08 42-48, comme application de nos
formules de Savary généralisées. De plus, connaissants et Si, on peut
en déduire les éléments centraux des axoïdes (n° 55), ce qui complète
des résultats de Resal.

Dans une autre publication nous montrerons que la méthode
adoptée ici s'applique aux espaces oo3 à courbure constante ^> ou <^ o;
nous avons établi (n° 57) quelle s'applique aussi à l'étude du roule-
ment ponctuel de deux surfaces; elle fournit trois équations dont
deux avaient déjà été obtenues par Resal dans ses beaux travaux sur
le roulement.

PREMIÈRE PARTIE.
LES FORMULES FONDAMENTALES.

8. Nous désignerons par %i un trièdre trirectangle direct lié au
solide fixe, par % un trièdre trirectangle direct lié au solide mobile,
les mots « fixe » et « mobile » n'ayant d'ailleurs qu^une signification
conventionnelle. Les surfaces et les courbes, ainsi que les variables
qui leur sont attachées, seront désignées par des lettres affectées de
l'indice i, si elles sont liées à %, , et par des lettres sans indice, si
elles sont liées à %.

Considérons une surface S et supposons que Fenveloppe de ses
'positions par rapport à %, soit une surface. Si . A un instant
quelconque, t, S touche Si le long d'une courbe caractéristique c(î).
Nous introduirons un trièdre trirectangle ®o (ou mxyz) de vecteurs-
unités i(^), j(^), k(^), tel que son sommet m(^), soit, quel que soit t,
sur c(t) et que k(^) soit constamment normal à S (et à S,); m(t)
décrira (Tailleurs sur S, (par exemple) une trajectoire qui pourra être
choisie arbitrairement.

D'après le théorème de la composition des vitesses appliqué à m, on a
Vi(m) -==. V(m) + Ve(yn),

d'où, en multipliant intérieurement par k,

(i) k(^)V.[m(^)]=o
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(V, et V sont les vitesses de m par rapport à ^, et à ^ ; V^ est la vitesse
d'entraînement de m; cette signification de l'indice e sera maintenue
dans la suite). Ainsi, la normale à S et S, est normale à la trajectoire
d'un de (et par suite de tous) ses points, considéré comme lié à ®,
résultat classique. Cela étant, les deux équations vectorielles d^où
dérive la formule généralisée de Savary s^obtiendront comme en ciné-
matique plane ( ' ) :

i° On appliquera le théorème de la composition des vitesses au
vecteur k (supposé mené par un point fixe, tel que l'origine 0,
de^)(2).

2° On déliera ( i ) par rapport à t dans % (3 ).

Ces opérations seront effectuées à un instant déterminé que nous
désignerons actuellement par ^.

Soient z=f{x,y\ z ^ - = f ^ ( x ^ y ) les équations de S et S, par
rapport à %o, et (4) r, s, t, r^ ^, ^ les dérivées secondes de / et/i
en m. Soient ^, Y]^ o les composantes de la vitesse de m(f) par
rapport à ^, ^5 Y], o les composantes de sa vitesse d'entraînement,
jo, y, et r (qui ne jouera aucun rôle) celles de la rotation instantanée

iy

de ^ » toutes ces composantes étant prises par rapport à ^Q; elles sont
supposées évaluées à PinstanUo-

i° Nous aurons ainsi l'équation

/<^k\ /^k\ r / x A •. ^(^=^).+^(^
v

où <^(t) désigne la rotation instantanée de —• A l'instant to cettec 61

(1) Voir^ par exemple, le n° 3 de notre travail cité plus haut (n° 1).
(2) Kœnigs obtient des équations équivalentes par un calcul notablement plus

compliqué [Ka, p. i3-2, formation des équations (35), (4 i ) ? (42) et (ô3)i, (53)s].
(3) Ce procédé a été employé par Kœnigs [Ka, p. i3i; équations (33), (3g), (44),

(46)3, (53)3].
(4) La notation t employée pour la dérivée seconde -r— est la même que pour le temps.

Aucune confusion n'étant à craindre, il a paru préférable de conserver ces notations dont
le sens est consacré par l'usage.

Ann. Éc. Norm., (3), LVII. — FASC. 3. l5



122 RENÉ GARNIER.

équation s'écrit :
(2) — (riÇi+5iYîi)i—(5i^+/iY3i)j

=-[ r(Sl-0+^(^-^)]i-[5(^-;)+^(Yîl-Yî)]j+^i-^j.

2° A un instant t quelconque explicitons (i) sous la forme
(ly k^){Ve(M)+[^)A^)-M]}=o,

M désignant le point de S avec lequel m(t) coïncide à l'instant to. En
dérivant, on obtient pour t quelconque :

(^)^V.(M)+[œ(OA^)-M]^

, , fdVe\ , fd^ \ T ( dm\ ~\+k^}.+k(^A--M^+k[œA(^)J=o,

c'est-à-dire, en to :
(3) -[^(Si-0+^(^-y3)]S

-[5(Sl-S)+^(yîl-yî)]^+^+^(^l-^)-^(;l-0=o,

en désignant par
.,_w _ri^v,r^/^\ -]

L ^ ^ À J / o<^Ao L \ dt )^

la dérivée de la troisième composante ^(t) de Vg(M) par rapport à un
trièdre lié à % et coïncidant avec %o en to : ainsi ^(^o) = o. On notera
que pour le mouvement inverse — les nombres Ç, Y], p, q, f sont rem-
placés par les nombres opposés.

Cela étant, posons
(4) r^4 -5Y3+^=A, ^H- tn—p=B',

les équations (2) et (3) équivalent au système
( r i—r)^+(5 i—5)Yî i=—A,

(5) (^i-.?)^4-(^-^)Yîi=-B,

A^4- Byh= AS+Byî4-Ç / ,

9. Avant d'aller plus loin, observons que les calculs précédents
donnent aussitôt la tangente à c(to) en m(^o)- En effet, (i) est vérifiée
non seulement quand, t variant, m(f) se déplace en restant toujours
en un point de contact de S et Si (cas de tout à l'heure), mais encore
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quand, t restant fixe (soit pour t= ̂ ), m se déplace le long de c(to).
Dans la variation de (i)' calculée toujours dans ^, m et k(m) varieront
seuls. En M on aura

û?m==ai+(3j;

a et ? mesurant les composantes d'un vecteur tangent à c(^)en M;
ainsi dans (3) on remplacera ^ — E, Y]^ — Y] par a et ? et ^' par o, de
sorte que, d'apres (5)3 on aura aussitôt
(6) A a + B p = = o .

10. Revenons maintenant aux équations (5); regardons-les comme
des équations en $1, y^ et supposons d'abord quelles soient vérifiées
pour des valeurs finies de ^ etr\^ Si elles admettent pour ^ et Y^ une
solution unique, ce ne peut être que ^=o=ï] i , car la trajectoire
de m (t) sur S pouvant être choisie arbitrairement le rapporta : ï]i doit
rester arbitraire. Dans l'hypothèse d'une solution unique, ^ = o,
ï]i = o, on aura donc A=o, B == o et C'=o; r,, ^, ^ ne seront assu-
jettis par (3) à aucune condition.

Supposons maintenant que les équations (5) soient vérifiées par
une infinité de valeurs finies de ^ et Y]^ le rang du tableau des coeffi-
cients de $1 et ï]i devra être ^ i. Si le rang est nul, on aura
(7) ri==r, Si==s, £i==t, A == o, B =: o, d'où ^=zo

et $1, Y]i sont complètement indéterminés. Supposons le rang égal à T .
Un au moins des coefficients de ^, ï]i doit être 7^0 : c'est nécessai-
rement l'une des différences i\ — r, ^—.y, ^ i — ^ , sinon (5)i et (5)2
donneraient A = o = B et le rang serait nul. Soit d'abord i\—r^o.
Le système se réduit à (5)^ et l'on doit avoir

r\—r 5i— s r\—r A r^—r — A
(8) == o, == o,

s^—s ti—t Si—s B ' A A^+BYÎ+Ç

Si A == o, (5), montre que Ç : Y] est bien déterminé; il faut donc
que A^o (et B^o) et les équations (8) donnent

R H2

si—s-==-^(r,—r), ti—t=-^(r,—r),

avec
_ . A2

: : • . / ; ^-r---A^+BYî+Ç'5 .
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le dernier dénominateur étant y^- o (sinon r,, ^, t^ seraient infinis et
de rapports déterminés). Or on peut écrire ces équations sous la forme
symétrique

(9)
ri — r Si — s t^ — t — i

A2 ~ AB ~ B2 ~ A Ç - + - B Y Î + Ç

qui s'applique aussi au cas où Fon aurait ^ — r= o 7^ ^ — t. L'hypo-
thèse r, --/'== o = ̂  — t, s^ — s j^ o est d'ailleurs inadmissible.

Mais on doit examiner aussi le cas où les équation (5) en ^, T],
^admettraient que des solutions infinies^ de rapport ^ : T]^ indéter-
miné. A cet effet, on remplacera ^ et ïji par ^ : ̂  et y : z et l'on
recherchera si le système transformé admet des solutions où ^==0,
x : y étant indéterminé. Pour cela, il faut et il suffît que

ri==r, Si =:s, t^==t, A ==: o, B==o.

En définitive, on aboutit aux conclusions suivantes pour/ ' i , s^ ^ :

Si Ç7 ̂ z o (cas régulière i\, s^ t^ s'expriment en fonction de r, s, t,
par les formules (9) et ^, TI, seront en général finis; en particulier, si
A==o=B, on aura i\=r, s^=s, t^=t^ avec ^ et y]i infinis et de
rapport indéterminé.

Si ^==0 (cas singulière soit d'abord A=o=B; r,, s^ t^ seront
indéterminés [ce qui est encore une conséquence de (9)] et l'on aura
^ = O = Y ] , , sauf si l'on prend i\ ===r, s^=s, ^ == t. Si ^==0,
A^+ BT) 7^ o, les équations (9) sont applicables; mais posons

(10) Ai=r^4-^i ï î+^, Bi=:5i^4- tir] — p ;

on trouve aisément A i = o = B ^ , et cela, quels que soient /', ^, t : le
résultat était d'ailleurs à prévoir par la considération du mouve-
ment inverse —• Enfin, dans le cas ^=o, avec A ou B^o,ÊI
mais A^ -r- BY] = o, il résulte de (5)3 que (5) doit admettre la solution
unique ^=o=Y] i ; mais d'après (5)i et (5)a la chose est impos-
sible si 7\, s^ î, sont finis tous les trois, et ceci est encore une consé-
quence de(9).

En résumé, dans chaque cas concret on pourra calculer ou discuter les
valeurs de r,, s^ t^ au moyen des équations (9). Ces équations consti-
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tuent ainsi la première forme des « relations fondamentales » entre
r,, Sf, t,, r, s, t.

11. Notons dès maintenant une conséquence immédiate de la
discussion précédente. Tout d'abord, d'après (9) les indicatrices de S
et S, en m sont hitangentes; Ja première ayant pour équation

rx'1 -+- 2 sxy -+- ty^- = ± i,

la seconde sera définie par
r.^oc^+^ (A^+Byy

\ ' AÇ+Bn+Ç'--1 '

et la corde des contacts est Aa-+Bj=o; d'après (6), c'est donc la
tangente à c(^) en m. Ce résultat, comme d'ailleurs le double contact
des indicatrices, étaient à prévoir puisque S et S, sont tangentes tout
le long de c(fo).

Cherchons alors la condition pour que S et S, soient osculatrices,
c'est-à-dire pour que r, =r, s, =s,t,== t. Le problème peut être posé
de deux manières différentes, suivant que l'osculation doit avoir lieu
pour une valeur particulière de t, ou, au contraire, quel que soit t.
Si l'osculation n'a lieu que pour une valeur t, de t, [en certains points
de c(fo) ou tout te long de <?(<o)], on ne peut exclure l'hypothèse
où ^ et TQ| sont infinis ('); on pourra donc avoir en ces points Ç'^o,
avec A = o = B (n° 10), et cette condition est évidemment suffi'.
santé.

Ainsi, en tout point de toute droite g pour laquelle Ç==o, il existe
QO' éléments du second ordre (/-, s, t) tels que r,==r, s^=s, t,=t.
Les indicatrices de S et S, correspondant à ces éléments auront pour
équation commune :

-ï^-+^yî-^^-c,yY=^ (s=±i),

où s peut être choisi arbitrairement. Quand s varie, ces indicatrices
sont bitangentes aux deux points

x : y : i=Ç:vi : ±^/e(pn—q^),

( ) ) On constatera aisément que si l'on fait rouler à l'intérieur d'une parabole avec
une vitesse angulaire constante, le cercle osculateur au sommet, la vitesse absolue du
point de contact m ( t ) devient infinie quand ce point arrive au sommet.
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les tangentes communes étant p y — qx = ± \/^(pr\ — q S). Les centres
de courbure principaux varient dans une involution

(^-^(^-^O+^^o
dont le centre (^ == Zo) est le pied sur Mz de la perpendiculaire com-
mune à Ms et à l'axe instantané; h est le pas réduit instantané. Enfin
la courbe de contact de S et Si présente alors un point double en m,
comme on le voit en développant ( i ) dans le voisinage de ce point.

Au contraire, si l'oscillation doit avoir l ieu quel que soit ^ il doit
exister sur Si une courbe au moins, L^ lieu des points d'oscu-
lation m(^); ^ et .Y], ne peuvent être constamment infinis; l'hypo-
thèse Ç'^o est donc inadmissible. Les surfaces S et Si doivent être
telles que leurs normales vérifient en tout point de Li (et pour la
valeur correspondante de t d'ailleurs quelconque) les conditions

^ = = 0 = ^ (avec A = o = = B ) .

12. Réciproquement, montrons que si une surface S est telle qu'yen
l'un quelconque^ M, de ses points elle vérifie les conditions Ç = o = Ç'
\à Vinstant t où c(t) passe par M], elle est constamment osculatrice
à sa conjuguée Si. En effet, soit M un point lié à %; au cours du mou-
vement iF existe en tout instant un vecteur K(M, t) vérifiant les
conditions
(..) HV.(M,,)=.=Kp^.

Quand avarie, le lieu des supports des vecteurs Ky menés de M comme
origine, est un certain cône 5l(M); e.t, si la surface S vérifie les
relations Ç = = o = = ^ (dans les conditions précitées), la normale en l'un
quelconque, M, de ses points devra appartenir au cône 5l(M) corres-
pondant. En d'autres termes, S sera une surface intégrale z = zÇx.y)
d'une certaine équation aux dérivées partielles

^ _ (^. àz - àz\F(^j,^<7)=o (p=^y=^J,

par suite, en tout point de S on aura

( 1 2 )

à¥ ô¥ à¥ à¥-
Ô p ^ Ô q ^ ô x ^ à z P ^ ^
à¥ à¥ à¥ ^F_
-.—s +-v=<+ ^--^--r'^^0?ôp àq ôy ôz
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/', s, t désignant les dérivées secondes de^(.r, y) en M. Or, je dis que
ces équations ne sont autres que les conditions d ) oscillation A = o == B.

Présentons d^abord une remarque préliminaire. Soient

X(<) == Xo+Xi<-4-X^2-}- . . . ,
Y ( ^ ) = Y o + Y ^ + Y ^ 4 - . . . .
Z ( ^ ) = Z o 4 - Z^+ Z.^2^-...

les composantes d'un vecteur

h ( Q = = h o + h i ^ - t - h 2 ^ + . . . .

Supposons ho^o; soit, par exemple, Z^^o; on pourra écrire
X Y

(13) —-==:^o+^+<%2^-t- . . ., — = = ^ o + ^ l ^ + ^ 2 ^ + . . . ,
^ . A

avec
Xo - Y Q Ai /io — Zji XQ , Ii /<o — Zij ï o

a0==-y-? ^0== y î 01==:——————^——————î 6>i==:——————^——————? • • •
ZJQ ^0 ^0 ^0

Supposons encore ^i ou b^ ̂  o; soit, par exemple, a^ ^z o. On déduira
de (i3) le développement de Inéquation du cône lieu du support de h
(mené à partir de 0) :
. - Y , /X \ /X \2

(14) 7- ̂ b^m^—— ao 4-^2 •„ — ^ o 4- . . . ,/j \ A / \ A, /

équation où l'ensemble des termes du premier degré peut s'écrire :
/ ., Y /X \ ( h , h o , h i )
( I5) . Z-^-^^^-^^ZTXTZ^-ZA^^

d'ailleurs l'ensemble des conditions énoncées équivaut à ho /\ h^ 7^ o.
Appliquons ce résultat au problème actuel, et cherchons l'équation

du cône 3l(M). Puisque K(M, t) satisfait à (n), on pourra écrire,
X étant un scalaire quelconque :

ÀK(M, ()=:fv,+V^4-IV^24-...) A (v.+V^+^V^+i...)
\ 2 / \ 2 /

=(V.AVe)+(V.AV^+..., ,

en désignant par V^, V^. V^, . . . le vecteur V^(M, ^) et ses dérivées
successives, calculées dans %, et à l'instant t=o. Ainsi, en prenant
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h(ï)===K(M, t), on aura

/^(h, h», hi) = (K, V. A V,, V, A V'e) = (V., V,, V,)(KV,).

Supposons toujours h,,/\h^o, ou (V<., V,, V;)^o; d'après (i4)
et (i5), l'équation cherchée sera de la forme

(16) (X \2

AI ( KVe) =7^2 ^- — OQ ) + . . . .

En particulier, supposons que l'origine 0 du trièdre % appartienne
à S, le plan des xy de % étant tangent à S; plaçons-nous toujours à un
instant t voisin de o et supposons que M(.r, j, z) soit un point
voisin de 0 et appartenant à la Courbe de contact c(t) de S et S^; nous
aurons en M, pour les composantes de Vg :

S+^—rj, .n-^-rx-^-pz, p y — q x ,

cellesdeKpouvant être écrites p , q et — i. En vertu de (16) l'équation
de 9t (M) par rapport à ® s'écrira

(17 ) ^ [ ^ P ^ - r ] q — ( p y — q œ ) ] -

les termes non écrits étant du second degré en p , q , x , y , z\ et puisqu'on
Sip=o=qen 0, les combinaisons (12) formées sur (17) se réduisent
aussitôt, en 0, à A = o = B. c. Q. F. D.

13. Revenons maintenant aux formules fondamentales (9). Il est
aisé de former explicitement les expressions de r,, ^, ^ en fonction
de /', s, t et de p , q, $, Y), ^; on obtiendra ainsi la seconde forme des
formules fondamentales

_ —^y^^^—p^ï—qQr—' îqns-^r f -^r t—s 2 )
1— Ç '—J?Y^-^-^E+£ 2^+ ̂ s ^ - r f - t 5

(18)

s == Pq ^P^ + ^•y — ^^^ — ̂ (rt — ^)
1 Ç / —JOï î -4 - ^Ç4 -^ r+2ÇYî5+y î 2 ^ '

^ ̂  —P2-^-2jO^-^-(g /-4- jPYj+^^)^+^(^—^)
1 — Ç''—pIQ+^+^r-r- 2^5+YÎ 2^

^1 ^1 — 52
 :

-p'-r— ipqs — g 2 1 -h ( ̂  4- JP YJ — ^ î, ) ( rt— s2 )
Ç / —pyî4-^S+Ç 2 ^ + 2 ^ • î +Yî^ •
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Introduisons des variables homogènes X, Y, Z, T, U telles que

i : r : s : t : rt - s-^X : Y : Z: T : U

et de même pour r,, ^, ^. On voit alors que X.,, Y,,, Z ^ , T^, U, sont
liées à X, Y, Z, T, U par une substitution linéaire S :

Xl=(Ç/-^yî-4-^)x+ . y Y + 2 ^ Z + ^ T
Y,= -^2 X+^-pYî-^Y-^^Z ' + 7î2 U,

(^) Zi= ^ X+ 7^ Y-+- ^ Z- ^YîT - ^ U,

T,= -p^ X + 2/^Z+(Ç /4-/)Y3+^)T-^- S2 U,
~Ui== - p2 Y-2^Z- ^T +(ç'+p^_^Ç)U,

de matrice

1~S /—/^+^ £9 2SYî Yî2 0

—q2 ^—pr\—q\ — ïqn o Yî2

W pq P\ ^ -qri -^
-p2 o 2p'^ Ç'+^YÎ+^S y
o —p2 —^pq —^ y ^ - P ^ — ^ l .

On pouvait affirmer a priori que X^ . . . , U, sont liés linéairement à
X, . . . , U; nous reviendrons plus loin sur ce fait essentiel. Pour l'ins-
tant indiquons quelques propriétés de la substitution S.

14. Il est clair que S doit conserver à un facteur près la forme
XU — YT + Z2; effectivement, on trouve

XiUi- YiTo-4- Z2 = ̂ (XU - YT + Z2).

5.

Dès lors le déterminant de (JTl) est égal à (^^di^5, donc,
nécessairement à ^/5. Effectivement, d'après la remarque faite au n° 8
(p. 122) sur le mouvement inverse de —? on doit obtenir la substitution\1 / %i
inverse de S en remplaçant^' par — ̂  (peut-être à un facteur d'ensemble
près). Multiplions donc les matrices (3ÎI) correspondant à deux valeurs
opposées de Ç'; on trouve que le produit est une matrice à éléments
nuls, sauf ceux de la diagonale principale, qui sont égaux à î^2; le pro-
duit des déterminants de matrices est donc égal à ^ /10, ce qui montre
bien que le déterminant de (JTl) est égal à Ç'5.

Ann. Éc. Norm., (3), LVII. — FASC. 3. l6
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15. On aboutit au même résultat par les considérations suivantes,
qui ont en outre l'intérêt de donner la structure de S. Bornons-nous
au cas régulier Ç^o, et supposons Sï](pï]— q!) ~=f=- o; posons ( ^ )

x='y-\- TîZ + çX,
j=^Z+rîT-pX,

^=(prî—q^)Z-^-pqX,

M^^Y-hap^Z+^T-h-^—pYOU;

ces équations seront résolubles en Y, T, Z, U et la substitution S
s'écrira

x^=^x,

Ji^, Ç'JS
(.19) < X,= ^+yîj+Ç/X,

^ MI==: Ç'M,

^1== ÇYIM+Ç'P.

On retrouve bien la valeur du déterminant de(Jîl), ainsi que l'inva-
riance des équations A == o, B = o (ou x = o, y= o); on voit de plus
que l'équation en X de la matrice (Jlt) admet la racine quintuple î^ et
les ,diviseurs élémentaires ( X — ^ ) 2 , ^ — ^ / ) 2 , X — ^ / . (On pourra
remplacer y par la variable canonique ï,x + r\y = z. )

Si l'on a ^ = o, JOTJ — ^7^ o, donc Y) ̂  o, on verra que
X^ =^ Ç iZ",

^1= ?J,
X,= ï î r+^X,
M,=: Ç7^,

Ui== , _ ^ + ç / u .

Pour pYj — y ^ = = = o , avec ^YI^O, on conservera a?, y, X, T et l'on
introduira

v^pj+^u+j^x;
on aura

v _ ^f vv 1— Ç ^
T,= V + ^ T ,

^, y^, Xi étant donnés par (19).

(1) Les notations ^, y, z, u, v, V, W, P, Q ne seront utilisées avec la signification
actuelle que dans ce numéro.
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Si Ç = o ==p et T| ̂  o, on utilisera lea variables x, y , X, Y et
W =—y'-X - a^YiZ-+-^U,

OÙd'où
Wi=Ç'W et Yi=W+Ç'Y.

Si Ç== o=y] etj» ou q 7^0, soit^^o, on prendra les variables X,
Y , U ,

P=pY+qZ, q=pî\~+2pqï.+qîT,

ce qui donne
Xi=

. Yl==-
Pl=
Q,=
.Ui=:

ç'x,
-^x-+--C 'Y

^P,

^Q,
- Q + ^ U .

Enfin, si ^== o == Y) ==p==q, S se réduit à la substitution-unité;
ainsi, ce seul cas excepté, lequation en X conserve toujours les divi-
seurs élémentaires indiqués plus haut.

i6. Avant d'aller plus loin nous développerons une seconde démons-
tration des formules fondamentales. Nous avons rappelé (n° 3) que le
mouvement^ étant donné, il existe une transformation de contact

u?!
bien déterminée qui associe à toute surface S liée à % sa conjuguée S^
dans %r Cette transformation est permutable avec les dilatations;
elle change un point en sa trajectoire : elle est donc définie par deux
équations directrices. Les dérivées r, s, t, i\, s^ ^ ayant leur signifi-
cation habituelle pour S et pour S^, la transformation de contact induit
sur les variables X, Y, Z, T, U du n° 13 une substitution linéaire

Xi= CnX + CnY + c^L + CuT + Ci^U,
Yi= C2iX + c^\ 4- c^T. + c^T 4- c^\J,
Zi= ̂ X + ̂ Y + c^T. 4- <-34T 4- c.,,V,
Ti= ̂ X 4- c^\ 4- c^Z 4- c^T 4- ̂ sU,

(20)

Ul= C^X 4- C,.^ 4- Ç53Z + ̂ T 4- C55"U.

17. Nous allons voir qu'en cinématique 'plane la propriété ana-
logue entraîne comme conséquence la formule classique de Savary.



l32 RENÉ GARNIER.

Car, soient Co une courbe du plan mobile, Coi sa conjuguée; envisageons
toutes les courbes C du plan mobile et leurs conjuguées Ci, admettant
l'élément de contact commun à Co et Coi , et soient y =f(x), y ^ =f^(x)
les équations de C et Ci par rapport à la tangente Ma? et à la normale
My communes à Co et Co i . Comme au n° 16, on montre que les dérivées
secondes r=f"{x\ r, =.f\ (a?) satisfont en M, point de contact de Co
et Coi , à une relation homographique

c^ r + c(21) r,-.
c^_r + Cn

les Cjj ne pouvant dépendre a priori que de l'élément de contact
commun à Co et Cor Mais la transformation de contact qui change
les C en les Ci est permutable avec une dilatation d'amplitude quel-
conque : donc, sur un rayon donné D, issu du centre instantané I, les
centres de courbure ̂  et ̂  de C et C, se correspondent dans une homo-
graphie (21) dont les coefficients ne dépendent que de D. Une telle
homographie ne peut présenter à distance finie qu'un seul point
double, le point 1 (supposé à distance finie) : car un point double de
l'homographie est un rebroussement de sa trajectoire, propriété carac-
téristique de I. D'autre part le point à l 'infini ne saurait être point
double (à moins d'être centre instantané) : car la figure formée par I,
par un point P de D et le centre de courbure p-i de sa trajectoire reste-
rait semblable à elle-même quand P décrirait D : or ceci est contra-
dictoire avec les formules de la vitesse et de l'accélération d'entraî-
nement de P

(V.(P)^AP-L
( J , ( P ) = ( < ^ A P - I ) - ^ ( P - I ) - a ï A W ,

où W == ( ̂  ) est en général ^= o. L'homographie reliant [L et ̂  ne

peut donc présenter qu'un seul point double^ le centre instantané (4).
Or soit y l 'ordonnée de P sur la normale My; avec les notations

classiques de la cinématique plane, les composantes V^de V^(P) etJ^
de Je(P) s'écrivent

V.r==£—C*)J, J^.=:Y/+ ûûi;—- Cx^J

(1) Le même résultat peut s'obtenir aussi par la considération du cercle des inflexions
dont Inexistence est d^ailleurs une conséquence directe de (2-2)2.
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et 1 a pour ordonnée ^- L'homographie (21) entre les ordonnées I

et ^ de p- (ou P) et ^ s'écrira donc, d'après ce qui précède

w ^_^^,
f\ ûû r ûû

la constante k étant telle que pour r^^oo on ait Jy= o : donc

Y/-1- C»)i- — û^F-^O, Â - = — — — ,
y/

et l'on en déduit aussitôt la relation d'homographie sous la forme
_(Y/4-c<ûÇ)r—(y 2

^l~ yr^-n'—^

Le rapprochement avec (18)1 devient encore plus apparent si l'on
construit un trièdre trirectangle, de sommet M, de premier vecteur-
unité io relatif à Mrc, le troisième ko définissant la normale à Co et Coi ;
enfin on prendra j o=koA io^—ioA^ de façon que le trièdre soit
direct. Ainsi

w=cx)io A ko=—coj,. ,

de sorte que OD devra être remplacé par la notation — q du n° 13;
d'ailleurs Ç se sera pas changé et Y]' sera remplacé par ^. II viendra
ainsi

_^_j_^_^:
°~ S^+^+Pr 5

et ^ s'exprime en fonction de r par la première formule fonda-
mentale (18), où l'on aurait annulé les variables Y] et p .

11 est d'ailleurs facile de ramener (28) au type classique de Savary.
Car soient, pour un instant P — l ou p L — I = p k o , ^ —1= p^; (23)
s'écrira

P i "? " ' '

avec la condition (exprimée plus haut) que pi = oo quand P est tel que
J^(P)kp===o, et ceci, d'après (22)2 donne pour la valeur correspon-
dante ^ de p

c^p+(^ /\W)ko=o,
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c'est-à-dire, avec W = WT, riy = coso :
W

P.+ — ( — j o A r ) k o = = oCx)
OU

Wp + — coscp =: o.
1 Ût) '

On a donc ( ^ )
i i w i

po p W coscp1

OU

-I- -1p/n/ coscpPI p \py

en appliquant la formule à la base et'à la roulante.

18. Nous allons employer un procédé analogue pour établir les for-
mules fondamentales dans l'espace; nous commencerons par donner un
résultat que nous utiliserons d'ailleurs ultérieurement. Soient Co une
courbe quelconque {fig. i) et MTNB le trièdre de Frenet en un point

Fig. i.

quelconque M de Cy. Considérons la surface canal S^ enveloppe des
sphères de rayon constant, £, centrées sur C^; l 'un, y, des cercles carac-

(1) On peut encore remarquer que pour ^quelconque le centre instantané de rotation

a pour abscisse x == — — ; on a donc W cos cp = x' == ~ -n. à l'instant envisagé (f\ == o) et

k==— 0)2 = -to ï

i}' W cos y
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téristiques est contenu dans le plan normal à Co en M. Soit Q un point
de y, donc de S^; construisons le trièdre trirectangle ©, de sens direct
de sommet Q, l'axe Qy^ tangent à y? l'axe Q^, de vecteur-unité k,
normal à y et tel que M ait pour côte z=— £, Soit ^^=$0(^,^0)
l'équation de S^ par rapport à ®; les centres de courbure principaux
de SQ en Q ont pour cotes

.Si =:(?—£, Zî=— S,

le point L = M + A appartenant à l'axe de courbure D de Co en M;
ainsi
(a4) ekn==R

(n, vecteur-unité de la normale principale à C en M; R, rayon de cour-
bure de Co en M). On aura donc pour les dérivées secondes de
*o(^o.yo)enQ

i i
FO ~^ ————^ S'o^zzo, IQ ̂ ^— — •

Imprimons maintenant à So une rotation (Ji, d'amplitude <p, autour
de Q^; nous obtiendrons l'équation z ==$(.r,y) de la nouvelle surface,
soit S, en faisant dans <&o

XQ-==. x Ç.O^(Q -\-y sin<p, Jo==—^ sincp 4-J cosep;

et pour les dérivées secondes de $ on aura
, „, sio2® sincpcosq) cos2^
(a5) r=:-—^-4-..., 5=:—^——•T+..., ^=:--^-ï+...,

^ — ^ r ^ r o ^ o — ^ ^ — - ^ — . . . ,

les termes non écrits étant finis lorsque £ tend vers o. Mais £ variant
ainsi, la surface canal S tend vers la déférente C (déduite de Co par (3V);
et si % se meut par rapport à un trièdre ̂ , l'enveloppe des positions
de S par rapport à ^ tend vers le lieu Si des courbes C. Supposons
alors que ^ soit identique à la position du trièdre %o (n° 8) relative-
ment au solide mobile, en l'instant to = o; dans les formules (20) rem-
plaçons respectivement X, Y, Z, T, U par

8, —sin^cp, sincpcoscp, —cos2^, —e~~1 ,
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il est clair que, pour £ tendant vers o, les valeurs limites des quotients
< A ? Y ^ , Z , , 1\, V, par X^ définiront i\, s^ t , , r,t,—s^ pour ^. Mais,
comme nous allons voir, on peut calculer directement ces dernières
valeurs; on conçoit donc que par le rapprochement des résultats on
puisse obtenir des renseignements sur les coefficients c/, de (20).

19. Lorsque £ tend vers o, % tend vers un trièdre %, de sommet M
(sur C), d'axe Mz normal à C en M {fig. 2), et par rapport à % la tan-

Fig. 2.

gente MT aura pour équation j=^tang(p; d'ailleurs, on peut toujours
supposer Q choisi de telle sorte que Mz soit normal en M au lieu ̂  de C.
Soient alors N un point voisin de M sur C et P un point voisin de N sur
la trajectoire de N par rapport à ̂  ; P est donc un point de 2,, et Fon
aura

N=M+^-t+^-n4-. . . ,

,y==arcMN de G; t, vecteur-unité de la tangente à C en M; de plus,
t désignant ici le temps

P = = N + [ V , ( M ) + ( a ) A N - M ) ] ^ + - I J , ( N ) ^ + . . . ,
d'où

P = = M - i - V ^ ( M ) 7 + t 5 + - J e ( M ) r - 4 - ( œ A t ) ^ - 1 n -
- -5- 52 +.. .2 R

et les coordonnées X, ^), ^ de P par rapport à % sont
X == 'it + 5'coscp -4-.. . ;
^=7^-4-5 sincp-4-. . .,

^(Ç'4-/?Yî — ^)^+ (psiny — ^cos(p)^+ —
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la valeur du coefficient de P dans ^ résultant de (24). On en déduit
l'équation de Si

g = ^4-^-^ ( ̂  sin 9 - ̂  cos cp )2
^ 2 ( Ç s i n C p — Y î C O S ( ? ) 2 T c/ T /

^^sincp-^coscp ^ ^ _!_ (^-r^)2 ^
(^snKp — ^coscp)2 '^ / v • c} • / 2e ( ^ s i n c p — Y j c o s c p ) 2

d'où, pour les dérivées secondes r^ s^ ^ de ^
_ ( Ç ' — p r ] — q ' ^ ) sin2^ -h 2^Yj siny coscp 4- •yj2^1

1 ( Ç s i n c p — Y i c o s c p ) 2 5

de plus, en utilisant la propriété d'invariance du discriminant
1 ( S ' + P ^ — ^ O — C p s m q ? — ^ coscp)2

/ i 61 — s~i -—• — ^ — - - — , ^ —~~"——————~a————— •1 ( Ç s i n c p — Y î c o s c p ) 2

Mais d'après (10) et (20) on doit avoir aussi
<?22 sin2^ — <?2:{ sinçp coscp 4- C24 cos2îp -h c-^e~1

Ci2 sin2® — ^13 sincp cosq? 4- c^ cos'2^ 4- c^e~^

Les deux expressions obtenues pour /', devant coïncider quel que
soit y, on peut prendre ( ^ )

dî=y, Ci3==2^, Ci4==YÎ2 , (?i5==0,

c^=^—pr\—q^ C23==—2^Yî , C24=:o, e25==Yî2,

et l'on procéderait de même pour calculer les c^ (7 ==3, 4» 5;
^ = = 2 , 3, 4» 5). Reste à déterminer les cy, (/'== i, 2, 3, 4? 5). A cet
effet, il suffira d'observer comme au n° 14 que le produit (JTl) (JTl/) de
matrice (3TI) ou (cy/,) par la matrice (JfV) qui s'en déduit moyennant
le changement de ^ en —^ / est égal au produit de la matrice-unité
par un multiplicateur scalaire. On trouvera immédiatement les
éléments cherchés en utilisant, par exemple, la seconde colonne
de (tTTI/) pour Ci 1 , 0 3 1 , c^, Cgi et la quatrième pour Ça i •

20. En tous les points (liés à S) de la droite de S coïncidant en t
avec la normale M^o (ou g) la fonction ^(r) a la même valeur, et

( 1 ) La transformation de contact qui change S en Si est définie par deux relations géné-
ratrices, ce qui permettait de prévoir Pégalité cig = o.

Ann. Éc. Norm., (3), LVII. — FASC. 3. i 7



l38 , RENÉ GARNIER.

cela quel que soit t\ donc ̂ (t), et en particulier ^(^o) (=^)» a une
valeur ne dépendant que de g\ nous la calculerons plus loin (n° 29).
Pour l'instant nous allons utiliser la circonstance précédente afin de
simplifier les équations fondamentales.

La transformation de contact qui change S en Si est permutable avec
la dilatation; or pour deux surfaces parallèles les centres de courbure
principaux et les plans principaux relatifs à la même normale sont
les mêmes. Actuellement, on peut donc remplacer S et S^ par un
couple de surfaces parallèles, soient S' et S\, passant par un point
quelconque, M', de g. Or il est tout indiqué de choisir M' et les axes
normaux à g, soient M'a?', M'y du trièdre ̂  de façon à annuler le
plus grand nombre possible d'éléments Ç,ïj ,p, q. Supposons d'abord
que l'expression h=p^ 4- ^T], invariante pour tous les changements de
trièdres trirectangles (conservant g comme troisième axe), soit ̂ o;
on ne peut annuler au plus que p et Ç (ou q et Y)). La chose est
d^ailleurs possible, et d'une seule façon; car, quel que soit M", le
point

p^M"+"AYitm. .
ûû-

appartient à l'axe instantané A de —• En particulier, si M" coïncide
avec le point cherché M', le vecteur œ/\V^, orthogonal à A, sera
dirigé suivant l'axe des x de ̂  (car Ç = o =p) ; cet axe est donc la
perpendiculaire commune à A et g et M' est le pied sur g de cette
perpendiculaire. D'ailleurs le trièdre ̂  ainsi construit répond mani-
festement à la question.

Or, pour ^=o=p (et ^'7^0) les formules fondamentales (18)
donnent

(26)

f, ~t - r
^_ __ ^ __ ^Q
fi~~ t ~~Y9

ri ti — s^ rt — s2 _ q1

h t ^'

Ces formules deviennent illusoires pour t=o. Mais alors les
formules fondamentales donnent

(q-\-f]sY
ri—r =:————-5 s^s, ti=t==:o,
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On peut simplifier encore les formules (26). Posons en effet :

(27) • ^ = ^ + ^ ^=.;+^
il viendra
/ r.. ï ï _ Yî2 ^ __ s ï\t^—s^- r t — s ^ 1

(20) T,~î-^' T,-T ——T,——-————
Les formules (26), ou (27), (28), constituent la forme canonique des

formules fondamentales. Elles supposent seulement que le trièdre
trirectangle ®^ admet pour arête la perpendiculaire commune à A et g
(ce qui le détermine).

21. Les formules (27) sont induites par la transformation

^=.+^

effectuée sur S' et S\. Appelons ©S' et @S\ les surfaces ainsi obtenues
(et auxquelles correspondent r, ^, t, r^ s\, ^). Si l'on connaissait
une transformation de contact simple, T, réalisant (28), on pourrait
dire que la correspondance entre les tenseurs de courbure de S' et
de S\ est réalisée par la transformation ©-1 T©.

Dans un autre travail ( ^ ) j'ai donné une méthode régulière qui
permet de trouver une transformation de contact induisant (28).
Actuellement, il nous suffira de vérifier qu^on peut adopter pour T la
transformation définie simplement par les relations génératrices
(^) ^——^==0, ( j ,——j)2+(^__^)2^^2

(en supprimant les astérisques). Suivant la méthode classique, expri-
mons qu'on a identiquement, quels que soient dx, dy, dz, dx^,
d y ^ d z , ,

(Ji — J) ( ̂ Ji — ^J) + (^i — ^) (û^i — û^) + ̂ .( î — dx)
•==\(dz — p d x — q d y ) 4- ̂ (dzi —p^ dx^—q^ dy^) ;

il viendra
yl—y=z—^i= ^q,

p.=z—^p^=: 7.?,
(1) Bull. Se. Math., 2e s6r., t. 64, (1940), p. 12.
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d'où
_ — _- _ 7i — y ,3i — z a
p,==p, q^=q, - =——^=:~==-^'

^ —1 \ / i+^ 2

en choisissant, par exemple, le radical positivement. Dans le voisinage
de l'élément de contact (a?, y , z, p = o, q == o) on aura, en négligeant
les termes enjo et q devant Funité,

dx^ == dxy dy^ == dy -+- a ( s dx -4- t dy )+...,
d'où

dp^ =: ri dx + Si [ ( as -+-. . . ) dx -+- ( i + at +... ) dy ] == r dx -4- s dy^

et de même pour dq^. Ainsi, pour les éléments (/', s^ t\ Çr^ s ^ , ^)
supportés par l'élément de contact envisagé, on a

r 4- a(rt — s2) s t
ri==—————————î Si •==————5 ti =:———»i + at i + at i + at

ce qui équivaut à (28) si l'on prend a==^. On remarquera que la
transformation adoptée pour T change un point M en un cercle de
centre M, de rayon constant a, et de plan parallèle à un plan fixe. La
transformation ©-1 T© change (a?, y, z) en l'ellipse

x^-==.x, (ji—j)2^^!-^ ̂ x y ^ — z — ̂ y} = j^-

22. Supposons maintenant p^-{-qr\==o. Pour co 72^0 le mouvement
est tangent à une rotation et la normale g rencontre l'axe A ou lui
est parallèle. Dans le premier cas on prendra M7 à l'intersection de g
et de A et l'on dirigera Faxe des x de ̂  perpendiculairement à g et A,
ce qui donnera, comme tout à Fheure, p = = o = = ^ ; mais on aura en
plus Y] == o et l'on pourra écrire les formules réduites

r i — - / • = = — ^ Si=s, t^-==.t

qui sont d'ailleurs un cas particulier de (26). Si g est parallèle à A,
on prendra M' quelconque sur g et Faxe des x de ^ dans le
plan {g, A), d'où

p=o=zq=î,
et

I I Yj2 Si S F i ^ i — 5 2 r t — S 2 -

Tl~~t=:1:f' T^V T , = ~ t '
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Ces relations, qui servent également dans le cas d'un mouvement
tangent à une translation, sont encore un cas particulier de (26).

23. Les formes canoniques précédentes sont applicables uniformé-
ment à tous les couples (S, S^) normaux à g\ ils relient les deux
tenseurs de courbure communs respectivement aux surfaces parallèles
à S et aux surfaces parallèles à S^ suivant une loi simple, exprimée au
moyen d'un système de référence qui ne dépend que de g. Au
contraire, les formules que nous allons donner seront valables pour
des trièdres de référence %o variant en général avec S et Si ; le trièdre
ne restera fixe que pour les couples passant par on point déterminé
(qui pourra être quelconque) de g et se touchant suivant une courbe c
de tangente déterminée normale à g (et pouvant être quelconque).
Nous construirons d'ailleurs %o de façon que jo soit parallèle à la
tangente à c. L'équation (6) devra donc se réduire à a=o, ce qui
entraînera B = o, et par suite «y, = s, ^ = t, avec

A2

FI = r —
A^-h^

et Ai étant toujours défini par (10), les formules fondamentales (9)
s'écriront (pour ^ ̂  o)

(29) 'K~~'X=Z^ s^^ ^=^

24. La formule (60) obtenue par Kœnigs (Ka, p. i4^) n'est qu'un
cas très particulier des formules précédentes. Effectivement, propo-
sons-nous de remplacer S et S^ par deux surfaces parallèles, S', S",,
passant par un point M' de g choisi de telle sorte que pour le
trièdre %Q, construit comme au n° 23 relativement à S7 et S',, on ait en
outre t== o. Soit c ' la courbe de contact de S' et S',. Le long de c/r, à
partir de M', on aura sur S', £ étant un infiniment petit et k' le vecteur-
unité de la normale à S' et S\
(30) û?M==£Jo, ^k'==—£.?io,

d'où
(31) â?M^k/=o
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et

(32)
(k', d^, dM) i

d^ ~ s

car en M7 on a k^ko. D'ailleurs, puisque B==o et t=o (les
notations r, s, t se rapportant à S'), on a s^ —p = o. Réciproquement,
(3i) et (3o)^ entraînent (30)2 ou t=o. Or d'après (3i), M' est le
point central de la réglée R lieu des normales communes à S7 et S\ le
long de c ' \ et d'après (32) le paramètre de distribution de g sur R est

r^i.
s p

Cela étant, les formules (29) s'écriront
i i ^ • / p\
Ai-A^ s,=s(==^J, t,=t(=o)

avec
A=rÇ+Ç+^ A^^+Ç^.

Observons d'ailleurs que le point central peut être déterminé à
partir de S et S,, car S' et S\ étant parallèles à S et S,, R est aussi la
réglée lieu des normales communes à S et S,. On a ainsi retrouvé la
construction de G. Kœnigs (1).

25. Pratiquement, cette construction exige un calcul supplémen-
taire : la détermination du point central, que l'on pourra effectuer
comme il suit. Les axes io, jo de %o ayant été menés tangentiellement
aux lignes de courbure de S et S^, on aura pour rty^o

i ir = z ^ 9 s==o^ t=:^ï~ï
ni J-4

R, et Ra étant les rayons de courbure principaux de S, de sorte que
les centres de courbure principaux seront les points M + R ^ ko,

0) Voici le tableau de concordance des notations (G. K.) de Kœnigs avec les nôtres (R. G.)
(G. K.)....... À A' R S T Ri Si Ti coi co2 u\ uî u'
(R.G.)....... AÇ-i AiÇ-1 r s t ri s, t, p q ç ^ ^

D^ailleurs r, s, t^ ri, ^i, ti se rapportent à S7 et S^.
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M + R a k o - Inéquation (6) s'écrira
(33) (;+^Ri)ra+(yî-pR2)^=o.

Posons
(34) ^=- |̂;

le point central de R sera M + a ko [voir (42)? P- ^S], avec

(35) a = ̂ ;;̂ ; = R.cos^ +R.sin^

et le paramètre de distribution de g sur R sera égal à

71-^TT^^^1-^)81"^008^

Pour ^ == o on trouverait aussitôt

^^ I^^ ^_ A^_ir_Lî.
r 1 ? ar ^?r

Mais, pratiquement, le choix du point central ne présente aucun
intérêt particulier qui puisse justifier ces calculs. On peut même
ajouter que dans certains cas V adoption du point central comme origine
de %Q peut conduire à des complications qui. rendent inapplicable la
méthode de G. Kœmgs. En effet, en procédant comme au n° 21, on
trouve pour la surface S' parallèle à S et menée par le point
M7 = M 4- ako (l'axe io perpendiculaire à g a une direction quelconque,
et r ' ' , . / , t' sont évalués en M') :

, r — a ( r t — s 2 )
ï— a(r+ t) + ̂ { r t — s 2 )

,^ ______s______
~~ i—a(r4- t) +a 2 ( r ^—5 2 ) î

t— a ( r t — s 2 )
ï — a ( r + t ) -+- a2 ( rt — s2 )

Si io est tangent à une ligne de courbure de S, s = o et r ' , s ' sont indé-
terminées pour at= ï , tandis que t1 devient in f in i ; une circonstance
analogue se produit pour ar= ï : ce sont les cas où le point central
de g coïncide avec un centre de courbure principal de S. Or d'après
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(35) ceci exige, pour rty^o : soit R^=R2, soit s in^=o, soit
cos ^=o. Mais d'après (34) cos^ •= o entraîne Y]—^2=0 ou
B=o : on est donc dans un cas où Fon peut écrire d'emblée la
formule réduite (29) sans avoir à modifier le trièdre de coordonnées
adopté au début. De même, dans le cas de l'ombilic ( R ^ = R 2 ) , du
point parabolique t=o (ou r=o) on aura encore a = R i (ou Ra).
Enfin si r= o = t=(s\ c'est-à-dire si M est un point méplat, le point
central devient complètement indéterminé.

Or dans tous ces cas les formules fondamentales (18) ou (29)
restent applicables au point initial; les formules (S) permettent en
outre de calculer r\, s\, t\ pour la surface S', passant par le point
central, même dans le cas où r\ s1, t' se présentent sous forme de
fractions à numérateurs non tous nuls et à dénominateurs nuls : on
sort ainsi de la difficulté soulevée par la méthode de G. Kœnigs.

26. Si l'on revient aux notations X, Y, Z, T, U, X,, Yi , Z , , T^ , Ui
du n° 13, on voit que les valeurs de r, s, t, r,, ^, ti correspondant aux
formules de Kœnigs satisfont aux relations

^ X , _ _ Z , _ _ T , _ 1 ^
(3b) X~Ï~ T ~ U

avec T^ =o==T. Plus généralement, nous allons chercher tous les cas
où les formules fondamentales entraînent les trois relations que Von
déduit de

^-^-^-î1-1^
^7) ' X " - Y ~ Z ~ T ' - 1 j

par la suppression de F un des rapports (et vérifient XU — YT + Z2 = o).
Considérons, par exemple, le système (36), et désignons par X la
valeur commune des rapports; (36) équivaudra au système

(38) Xi=o, Zi==o, T\=o, Ui==o,

les symboles X, , . . ., ÎL désignant des formes linéaires en X, Z, T, U
qui se déduisent des formes X ^ , . . . , V, du n° 13 [formules (S)]
moyennant la substitution de ^—X à ̂ . Or en vertu de la propriété des
mouvements inverses (n° 14), les équations (38) admettent en X,..., U
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une solution bien déterminée, à un multiplicateur près, si ^ ^ X ; et
l'on obtient une telle solution en remplaçant dans les formes (S) les
variables X, Z, T et U par o, et ^ par - ̂ +^. Pour Ç^X, la
solution de (38) est donc

X _ Y __ Z _ T _ _ U
^ ~ ^ — f — p r ï — q c ~~ PÎ,~ o ~ —p 2 '

on a XU — YT+Z2 == o, et l'on retrouve bien les données de Kœnigs :

s==^ t==o, rt—s^—^'
^ (-.

Supposons A == ^/. Des équations ïi == ^ï, U, = ^U on tire X et Y
(pour p^o); les valeurs obtenues satisfont à X ^ = = = ^ X , Z, =^Z,
ainsi d'ailleurs qu'à Y^ ==^Y; on aura donc ^ ===/•, ^, ==^, ^, =t;
c'est le cas de Fosculation, solution qu'on pouvait prévoir a priori. Si
p=o^q et ^7^0, la relation U , = = ^ U entraîne Z, == ^Z et
Ï ) = = ^ T ; de X/===^X on tire a lorsY^ ==^Y et la conclusion reste
la même. Pour p=o=^^Éq, on retrouve s^==s^ t^=t=o.
Si p==o=q, on trouve, soit rt—s'1 ̂  o et alors ^ = = O = Y J (oscu-
lation), soit pour rt — s^ =o

^^^-^îl^-_____^_____.
r ~~ s t — "Ç / 4-£ 2 r4 -2^54 -7 î 2 ^ ' -

Remarquons que dans ce dernier cas, ou bien g rencontre l'axe
instantané A ( — tangent à une rotation^ ou bien ^ est tangent à
une translation.

On traiterait de même les systèmes déduits de (37) par la
suppression d'un rapport autre qae -^- Dans tous les cas, on trouvera
que les systèmes obtenus sont vérifiés si S et Si sont osculatrices.
Cette solution banale écartée, on aboutira aux résultats suivants [où\
désigne la valeur commune des rapports (B^)].

\ \\^Q . i° Les équations

X i _ Y , _ Z , _ T ,
X ~~ Y — Z ~ T

Ann. Éc. Norm., (3), LVII. — FASC. 3. l8
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sont vérifiées pour

(a) X=o, Yr^Yî2, Z=-^ T=^2, u==^._^+^_^

et l'on a d'ailleurs
LJ^^+pïî-^)-^2.

S admet une singularité avec i\ s, t, rt—s^ infinis, mais de rapports
mutuels déterminés, la même circonstance se produisant pour S^ ; et,
en particulier, le cas se présente si S et S/, se réduisent à deux
courbes. Nous y reviendrons.

2° Les équations
Y, _ Z, _ T, _ U,

• Y ~Ï~ T ~ U
sont vérifiées pour

(P) X==À-Ç / -^y^+^ Y==-^-, 7.=pq, T=-p^, U =:o;

S et S, se touchent en un point qui est parabolique pour ces deux
surfaces,, et, en particulier, le cas se présente si S et S^ sont deux
développables tangentes suivant une génératrice. Nous y reviendrons.

^
La suppression de — ne donne rien (car elle entraîne À = Ç^).

II : X == ^. On trouve les systèmes suivants :

i° Pour ^ = o ==ï], X=o :

X= o = X, ; ^ •== ̂  == ̂  == ̂  U, =- ̂ Y - 2pqZ - ̂ -T 4- Ç'U,

S et S, admettent une singulari té de la même nature que précé-

demment (I, i°) ou se réduisent à des courbes; — est tangent à une
{ff!

rotation ; g coupe l'axe A.
2° Pourjo = o = q, U = o,

Y 7 T
T T __ __ T T -1 __ '̂1 __ •'•l __ ç./ . y __ ^1^7- î-9-V , - r-7 , ^rr\
^ — — ° — — u l 7 y — — y — — - - n p — — Ç ? Xi== Ç X + Ç- Y 4- ÏCfiL + YÎ^T.

Mêmes circonstances que plus haut (I, 2°); Jl est tangent à une
rotation Çg étant parallèle à A) ou à une translation.
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DEUXIEME PARTIE.
APPLICATIONS.

I. — Variation de la loi des courbures (surfaces).

27. Nous avons vu que, dans l'espace comme dans le plan, la loi
des courbures s'exprime par des homographies valables chacune pour
une droite g (normale à la vitesse d'entraînement de l'un quelconque
de ses points). Mais dans le plan la formule de Savary montre en outre
comment varie la relation d'homographie quand g tourne autour du
centre instantané. Dans l'espace peut-on donner un résultat analogue
quand g varie dans le complexe l inéaire £ des normales aux trajec-
toires? Afin de répondre à la question nous allons montrer d'abord
comment on peut évaluer géométriquement ^ pour une droite quel-
conque de X?. Auparavant, nous rappellerons des résultats relatifs à la
courbure des surfaces réglées non cylindriques, résultats que nous
utiliserons d'ailleurs à diverses reprises.

28. Désignons (') par Ao une génératrice d'une surface réglée 2o?
par Ho un vecteur-unité de Ao, et supposons que 2o "e soit pas un
cylindre. L'extrémité du vecteur Ho mené par un point fixe 0 décrit
l'indicatrice sphérique y de 2o ; soient v l'arc de y et To le vecteur-
unité de la tangente à v; posons Go==Jï,/\T,. Nous aurons les
formules de Frenet sphériques pour y :

(39)

^To _ Go —
~J—— —— ——— —— •"•07dv po

^Go To
— — fdv po

6/Ho__

dv To

(1) L'indice o dans les notations actuelles Ao, Ho, To, Go,... a pour but d'éviter toute
confusion entre la signification actuelle de ces lettres et celle que nous donnerons ulté-
rieurement à A, H, T, G,. . .
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po= tang<po désigne le rayon de courbure géodésique de y sur la
sphère, et ç>o son rayon de courbure sphérique.

Cela étant, la réglée 2o sera définie par la donnée d'une courbe
directrice (3, lieu d'an point M(^) pris arbitrairement sur la géné-
ratrice variable Ao(^); et en dérivant sur (3 il viendra

(40) -^- ==—aTo+Â-oGo4-CoHo.

Le point central de la génératrice est

(41) . ' I o = M + a H o ,

et l'on a d'ailleurs

(4.) a^-^-^;dH,dM
dHÏ ;

le paramètre de distribution de la génératrice a pour valeur

(43) /.o= (Ho, 6/Hp, dM)
dH-

En particulier si (3 est la ligne de striction, M=I , a=o et

(44) Co==^oCOtV,

V étant l'angle sous lequel la ligne de striction coupe Ao (cet angle est
évalué dans le sens direct pour un observateur dirigé suivant Ty).

Le trièdre loT^ Go Ho sera dit le trièdre central de 2o relatif à Ao.
Un point quelconque de la génératrice Ao peut être représenté par

(45) P = M + ^ H o ,

u^ étant son abscisse sur Ao à partir de M. On aura sur 2 :

(46) dP=ÏL^du-{- [ (^—âOTo+Â-oGo-hCoHo]^.

Si M coïncide avec le point central, on écrira plus simplement avec
u =u^ — a :

(47) P= lo+^Ho ,
(48) ^ P = H o ^ + ( ^ T o + Â - o G o + < - n H o ) ^ .
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Définissons un angle a par les formules

/ / v sina cosa i / /—————,
(49) --^——^-^ (^^+^

et posons
to== To cosa + Go sina,

go==— To sina + Go cosa;
(50)

149

le vecteur go est dans le plan tangent à ^o en M; to = go /\ Hy sera
normal à 2y en M et nous pourrons considérer go, Ho, to comme les
vecteurs-unités respectifs d'un trièdre trirectangle direct MX, MY,
MZ dont l'axe MZ est normal à 2o en M.

Soit Z = = F ( X , Y) l'équation de 2o par rapport à ce trièdre; nous
allons calculer les dérivées secondes de F au point M. On a, d'après
(48), (49) et (5o),:

dP -=Ho<^+ (^go+^oHo)^^1 — — A A o C^ -t- ^go -t- <-O"LO/ UV,

soit

(5i) dP == go^X + Ho dY,

avec
6/X == b dv, d\ =z du + 6'y dv,

d'où
, bdY—c.dX. , d\

du ==. ————-———— , dv == — .
b b

Différentions û?P; il viendra

to d2? == (to 6/go) 6-/X + (to ^Ho) d\ ;

mais d'après (3g) et (5o),

to ^go == — — — dcf., tu 6/Hy ̂  cos a (̂ F ;
PO

d'autre part, d'après (49) :
uk'^ dv — /Cp du uk\, A, / dl^\

do^ = ————^———— = -^ 6/X + ̂  (eo ^X - ̂  ^Y) ^o =: -^-\

On aura donc

to^P=- ̂  - ̂ dV- ^(c,dX-hdY)dX+^dXdY,
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d'où pour les dérivées cherchées, r^So to :
a1 | À"2

(52) —^ro==————° — uk'^-{-k^c^ b'^s^k^ f,=o.PO

29. Abordons maintenant le calcul de Ç7. Supposons d'abord qu'à
y

l'instant envisagé le mouvement — ne soit pas tangent à une trans-
lation et que les axoïdes 2, 2, ne soient pas des cylindres. Adoptons
les notations I, T, G, H, k, pour la génératrice A de 2 qui est l'axe
instantané; ces notations resteront d'ailleurs valables sur 2^ ; enfin,
le coefficient Co sera désigné par poursuivant que A sera considérée
comme appartenant à 2 ou à 2^.

Cela étant, on peut écrire pour la vitesse d'un point M de %

V ( M ) = c ^ ( H A M.- I )+V, ( I )= :c ,3 (HA M-I)+c,^H,

coH désignant la rotation instantanée et h le pas réduit instantané
de —• On en tire :

(53) ' r^wi.^
L ut J® M

avec

A = G J W ( T A M - I ) - C » ) W [ H A ( ^ G + ^ H O J + c ^ H + G j W A T ;

on a posé d'ailleurs :
/ ^ / \ , dw dv ,, dh
(54 • w'-=—^ W = : , î h'^z —,

a^ (̂  ^

les trois dérivées étant calculées à l'instant envisagé, îo. On en déduit

(55) A = c o W r ( T A M - I ) + ( Â + ^ ) T 4 - ^ H l .

Or nous avons posé ^=k^^v^M^L, la dérivée étant calculée en
to (n° 8); d'après (i) et (53) on.aura donc

(56) Ç'^Ak.

En vertu de (55) et (56), ^ est le moment résultant par rapport à g
d'un certain système de vecteurs glissants^ et l'on vérifie bien que ^ ne
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dépend que de ̂ (n° 20). Les droites satisfaisant à ^ =o constituent le
complexe auxiliaire £ ' de Kœnigs (K^ p. 4i); la congruence linéaire
intersection des complexes £ et ^ est le lieu des droites vérifiant
^ = = 0 = = ^ , et que nous appellerons normales singulières (normales
stationnaires de G. Kœnigs, K i , p. 87).

Supposons maintenant que les axoïdes 2 et Si soient deux
cylindres. Nous désignerons par 1 la trace de l'axe instantané A sur
un plan quelconque II,, l ié à î^ et choisi une fois pour toutes, normal
aux génératrices de 2 et Si. On trouvera actuellement que (56) reste
encore valable, mais avec

A=-^(ïl/\ ^-hco^Il:,
\ dt /

H étant toujours le vecteur unité de A. Or
(d\\ (dY\ , __
[d't)^^)^^11'-

nous poserons

^V=W,=W,T, H A T = G ;
ainsi
(07) A===c<)( -W-iG+^H) .

Enfin, supposons — tangent à une translation en l ' instante; nous
écrirons, 0 étant un point lié à %, choisi une fois pour toutes, et t étant
quelconque

V(M, Q = V o ( ^ ) + œ ( ^ ) A M-0,

Vg désignant la vitesse de 0 ; d'où, en ^ :

W V W ^^M-O.
\ dt /s \ dt /g / v

On pourra donc conserver encore (56) à condition de prendre

(58) A=ffi) + O / . A M - O -
\^ Ut, j ©

et dans les deux derniers cas A est encore le moment résultant par
rapport à g d'un certain système de vecteurs glissants.
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30. Ces préliminaires établis, nous distinguerons, pour établir les
formules réduites les différents cas suivants :

-g
1° Le mouvement — possède en to un axe instantané A :

Ï9.j

h ̂ £o
Les axoïdes sont quelconques

Les axoïdes sont cylindriques

g ne rencontre pas A .
( g ' rencontre A orthogonalement.

g ne rencontre, pas A. . . . . . . . . . .
g rencontre A orthogonalement..

h == o = h'

T , , ( ^ rencontre A. . . . .Les axoïdes sont quelconques { ,,,, , .( g est parallèle a A..
-r , ,. . . ( g rencontre A . . . . .
Les axoïdes sont cylindriques < n < i ' A( g est parallèle a A . .

2° Le mouvement est tannent à une translation.

Nous n'envisagerons pas le cas où h=0y^h\ D'ailleurs, dans tout
ce qui suit, le point de contact de S et S, sera désigné par M. Ce point
est choisi sur g comme il est indiqué dans chaque cas,, ce qui
^implique d'ailleurs aucune restriction (n° 20).

31. Cas I. — Désignons par M et J les intersections respectives de g
u^A À-^M j / -,

—f L / fî.

H t /
0 /

Fig. 3.

et A avec leur perpendiculaire commune; et soient x, j, z les coor-
données de M par rapport au trièdre central des axoïdes; on a ainsi

M = : I + ^ T + j G + ^ H

et d'après (55), (56)

(59) Ç^c^Wk ( / I + Â - ) T - ^(.-w)4
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Nous introduisons les notations suivantes, dont nous nous servirons
constamment dans la suite. Nous poserons
(60) x •==. d cos^, •y == d sin^p ;

pour l'étude d^une droite ^-particulière on pourra prendre d^>o,
quitte à attribuer un signe à d si g varie par continuité. L'orientation
du trièdre ^ (M, i, j, k) du n° 8 par rapport au trièdre central sera
définie par le tableau de cosinus.

T

G

H

i

cosd^

sin^p

0

j
— sin^p cos9

cos^p cosO

— s i n 6

k

— sin ^p s inO

cos^p sin 0

cosO

(61)
G sin^p ce

H o — s i n 6

Or on a

V < , ( M ) = = û o ( H A M — I ) + c o A H = G J ( ^ G — j T 4 - / i H ) ,

soit, d'après (60) et (61)5

V e ( M ) = û o ( ^ c o s O — A s i n 0 ) j + ( 6 / s i n O + A c o s O ) k ;

donc, en vertu de (i)
(62) 6/sinO 4- h cosO ==. o.

ce qui définit 9 à un multiple de 71 près. Nous poserons pour simplifier
l'écriture
/ ^ 9 \ sln^ cos^ I / , /7——————i-\(63) = ^ (/=y/^+^);

d

nous aurons ainsi
r î = w l , p == o, q •==.—(jûsinO.

Enfin, d'après (ÔQ) et (61),

(64) ^^GjW — (A4- k) s inOsinip — ^ s i n O c o s ^ \ y - ^)cos0

On peut ainsi expliciter complètement les formules (26) connaissant
les coordonnées -^, rf, ^ qui définissent g dans le complexe ^?, ainsi que

Ann. Éc. Norm.. (3), LVII. — FASC. 3. . IQ
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les éléments cinématiques co e tW; rappelons d'ailleurs la formule de
Poinsot (1) (qu'on obtient en appliquant à T ou G le théorème de la
composition des vitesses)
(65) --L-^,
' / W p/ p,«

py et p^ désignant les rayons de courbure géodésiques des images
sphériques de 2i et S. On trouvera ainsi

(66) i-1^-1---^_______________t_______________
11 t w p//v - (h 4- /c) sin 6 sin ^ -^ sinO cos^ + ( y 4- ^-) cosO

et deux autres formules analogues.
Le second membre de (66) contient la dérivée ̂ r ou -.-••; or A dépend

déjà des éléments du second ordre des axoïdes. Car, en appliquant à 1
le théorème de la composition des vitesses et en utilisant (4o)
(pourâ==o), on trouve

(67) h^ =zcf—c^',

posons, conformément à (44)?
(68) cj-= k cotV/ , c,n-= k cotV^

et utilisons (65); il viendrai2), avec p /= tgpy, p,^=tgp^
h _ cotV/ '— cotY^
k cot ?/•-— cot p,̂

Or k, V^, V^ sont des éléments différentiels du premier ordre, et py,
?„, des éléments différentiels du deuxième ordre (relativement aux
variations de M et de H). La formule (66) introduit donc des éléments
différentiels du troisième ordre; ainsi, on ne peut obtenir, dans le cas
de l'espace, une formule aussi simple que celle de Savary pour le plan.

Utilisant une remarque faite pour ^ (n° 29), on peut simplifier

(1) Théorie nouvelle de la rotation des corps, Paris, Bachelier, i85i, p. 22.
(2) Cette formule remarquable a été obtenue par M. J. Haag, Journ. de Math. pures et

appl., 6e série, t. 6, 1910, p. 347. Indépendamment de lui, G. Kœnigs avait donné une
formule équivalente [Ki, p. io5, form. (98)]-
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l 'écriture delà manière suivante. Considérons.le système de vecteurs
glissants dont l'axe central est la droite y - ) -—=0=5 et dont le
moment résultant central est ( A + A ) T . Soit G le moment résultant
de ce système par rapport à g (orientée suivant k); on pourra rem-
placer (66) et ses analogues par

(69)

i
Ti
Si

tl
r^i—

ti

ï
t
s

~ -t

s'\ rt — s1

t

( ± - 1 \ 1 !
\P/ . pjG5

/ \_ _ i WsinQ
\9f P/J G ?

( J L _ ±\ sin2Q

^P/ ~ ̂ ) Gr

Si ^==0 on modifiera ces formules comme il a été dit aun°20. Lé-
cas d'une normale singulière (^' = o ou G = o) a d'ailleurs été étudié
au n°10.

32. Cas II. — Les axes étant définis comme pour le cas I, on peut
conserver le tableau (6i),avec6=— î ^ p o u r obtenir] = H. Il viendra

Ç^W^/i+^sin^+^cos^] .

Actuellement h' a disparu, et Ion a l=h d'après (63). Comme au
n° 28, introduisons la normale aux axoïdes en M

t==Tcosa + Gsina,

a étant défini par les formules (49) dans lesquelles on fait u=z\ le

Fig. 4.

vecteur-unité j du trièdre ̂  coïncidant avec H, on pourra appliquer
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les formules du n° 28 (avec u = 2) :
k sin d^ 4- z cos ̂  == b sin ( ^p — a ) == ^ tk ;

on aura alors, pour t^é- o,

i^1^^,^ I \ , A2._____
^i ^ \ py p,^ / h si n ̂  + b sin ( ̂  — a )

et deux autres formules analogues. Si ^==0, il viendra .y, =s\t\=t==-o^
avec

,__ / i i \ ( /^+i ) 2

A l / ~~ \py p ^ y / i s i n ^ + ^ s i n ( ^ — a )

A titre de vérification, appliquons cette dernière formule aux axoïdes
eux-mêmes. Identifiant t et k, on trouve ^ = a + ^.5

. . . , . , , , . - lik + ^2

A sin ̂  + b sin ( ̂  — a ) == A cos a 4- ^ == ——.—— 5

d'ailleurs pour 2 la dérivée seconde s (ou ̂ ) = j- = Sj-, les indices /
et m se rapportant ici, comme plus loin à 2^ et à 2; on aura donc

/ i i \ hk 4- b2

^-^——^.-p.J-T——
Or on tire de (52)

-(r,-^)=^-^^^c,-c,,,),

formule qui coïncide bien avec la précédente, en vertu de (67) et (65).

Cas III. — Par rapport au trièdre ITGH défini au n° 29 on adoptera
pour repérer g- les mêmes notations z, d, ^, 9 que dans le cas I.
D'après (57) on pourra donc conserver les formules (69), mais en
remplaçant le produit

/ i i \ ^ /^___^_____î_____
\ p y ~ P/JG par \Rf R/J . . . h' ,x^• / 1 / ' J / cos^ sin6 — —- cos6

Wi

R^ et R^ sont les rayons de courbure des intersections des axoïdes
par le plan IIi, estimés suivant G.
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Cas IV. — On conserve pour le trièdre précédent les notat ions de II,
r f=o , 6==— ^; on aura Ç^ coW., cos^p, d'où par exemple, si t^o

A-21 __ I ^ f _ I _ _ _ __
t^ t \Ry. R^cos^'

Si ^= o, on aura ^ == o, .y, == 5- et

/-1- — -Z-M î-tLLL2

,R/ R^/ . cos^

Cette formule se vérifie aussitôt pour les axoïdes, puisque k == G donne
cos^==—i .

33. Cas V. — Nous définirons toujours les vecteurs-unités i, ?, k de ̂ ,
relativement à I TGH par le tableau (61), mais cette fois on a h == o[

Fig. 5.

d=o=y, et 6 peut être quelconque. Dès lors Y] =o, q= — co s inô et
Ç==— ûi)W(^cos^ + Â-s in^) sin6,

soit
^ = : — c o W ^ s i n ( ^ — a ) s i n 9 ,

en introduisant toujours pour le point M de A les notations a et b du
n° 28 (avec u=z\ Ainsi (n° 22) dans tous les cas ( r^o ou t=o)on
a ^ = s, t^ = t et

sin 0/•i — r :
W b s in(^ — a) '
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Cette formule entraîne des conséquences remarquables. La section
de S par le plan Y == o a pour centre de courbure le point

^ = M + - I k = M 4 - I (1 sin 0 + H cos 0 )

avec

(71) 1 = = : — T s î n ^ + G c o s ^ ;

sa projection sur la droite g menée par M et de vecteur-unité 1 est
donc le point

^= M 4-^1
avec

„. s inO

Posant de même
sinO

IVl ==————în
on peut écrire (70)

. . ' _L _ _L _ ( _ 1 _L \ ___i
w / • î^ ~ Î V ~ \ p 7 ~ p / , ^ s i n ( ^ - a ) '

Or si 1 coïncide avec la normale

(5o)^ t'== Tcosa + Gsina

aux axoïdes en M, on a, d'après (71) et (5o)^ : ̂  == a ~ TC; les centres

de courbure des sections F\ et F des axoïdes par le plan II normal à A
en M sont donc les points

^•== M + R/t, p^= M + R^t • .
avec
(73) -L-.-L^-^f-L--1-^

R/ R/7i b\9f 9m/

résultat qui s'accorde bien avec (52), puisque pour À = o on ac/ -=c^.
Posons alors

coscp •==. It == sin ( a — ^ p )
et (72) s'écrira

(74) -s- — -^ =z -s- — -1-} 1

R\ R' \Ry R,J coscp'

où ç est l'angle des vecteurs-unités, t et 1, des axes surlesquels sont
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situés les centres de courbure ^, ̂  et ^, ^. En définitive, dans le
cas du roulement la loi des courbures présente un caractère très simple
et très général. Les égalités s, =s, t, = t montrent que les indicatrices
de S et Si sont bitangentes suivant la droite X == o, intersection du plan
tangent commun par le plan IF contenant g et A (on a d'ailleurs B = o ;
n° 11); pour achever de déterminer l'indicatrice de S, connaissant
celle de S, il suffira d'écrire que les points ̂  et [L, centres de courbure
des sections de S et S^ par le plan normal à IF mené par g-, se corres-
pondent dans une homographie qui ne dépend que de g- (et non de S) ;
cette homographie se projette précisément sur le plan IT suivant l'homo-
graphie classique de Savary qui serait déterminée sur la projection g '
de g par le roulement de F sur F,.

34. Cas VI. — Prenons pour point M l'intersection de la droite g'
par le plan normal à A mené par I. Construisons le trièdre MXYZ

T / Fig. 6.

de vecteurs-unités

i=:Tcos^+Gsin^, j = = k A i , k==H,

M = 1 + d(T cos^ -+- G sin^) == 1 + d\.
et soit

II viendra

7Î == Cn) d, p =z < ç=o, ^==wWdsîn^

et pour Ï ^ É O ;
ï \ d

^ l \9f p /« / s i n^
^_^ î\ ti — s^ _ rt — s2

ti ~ Y t, ~ T ~ 9
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Si t == o, on écrira

- ^-l-1----^-^- ç = ç ^ = = = 0 = = ^rl r— \^f p/,Jsin^ '^"^ i — û —

Câ.y VII. — Les notations I, T, G, H, W, étant définies comme
pour III et les axes étant ceux de V, on a actuellement

Ç'' •==.—ûôWi cos^p sin 0

et pour t ̂  o ou = o on a les équations ^ = s, t\ = t et
&) s inO

(70) r i—r==—-——,-•
• / / Wi cos^p

Le théorème donné dans le cas V pour les projections [L\ et ^ des
centres de courbure [JL, et ^ sur un plan TT' normal à A en M reste
valable : a' et ̂  se correspondent dans ^homographie classique de Savary
relative aux sections droites des axoïdes. Observons d'ailleurs que le
cas actuel comprend lui-même comme cas particulier le problème
analogue de la cinématique plane : il suffit de supposer que S et S^
sont des cylindres, de génératrices parallèles à A. La droite ̂ rencontre
alors A à angle droit ; et pour les sections planes de S, Si 5 2, Si par un
plan II7 perpendiculaire à A le problème se réduit au problème
classique de Savary.

Cas VIII. — En reprenant les axes du cas VI, on voit que
Ç^ûûWiGk^o.

52

Le cas est singulier : pour t=^o, on a i\ —r= -^ s^=o-=t^ ; pour
t = o, i\, ^, ^ sont indéterminés.

35. Cas IX. — Supposons d'abord co^o. Le système de vecteurs
glissants dont le moment résultant en M est donné par (58) admet un
axe central A7. Prenons pour % un trièdre dont le sommet 0 est un
point de cet axe et dont l'axe des z est parallèle au vecteur V (M)
(indépendant de M et égal à V^); son axe des y sera pris normal à A^
et à Vo; en général il sera bien déterminé; les vecteurs-unités de Ox,
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Oy, Oz seront désignés par i^, j,, ko. Toutes les droites g seront
parallèles au plan des xy\ l'une quelconque d'entre elles sera définie

par les coordonnées semi-polaires a?, ^, z du pied K sur g de la per-
pendiculaire commune JK à Oz et à g. Soient alors

cû'=:ûy(iocos(3+kosin(3),

\dr\^ ^ ( iocosp+kos inp) ,

les axes de %o seront définis en direction, et quel que soit le point M
sur g par le tableau

io

Jo

ko

i

cos^

sin^p

0

J

o

0

1

k

sin^

— cos^

0

J

On aura bien Ç == o, r\ étant égal à la mesure Vp de V^ sur son support,
orienté parko=j , et d'après (56), (58) et (26) il viendra

_^_i^______vj______
tï t xcos(3 sin^ — ûû^^sinp — ^ cos(3 cos^)?

5i S FÏ t^ — s^_ rt— s2

Ces formules continueraient à être valables si co^o^x, et alors
le point 0 pourrait être choisi arbitrairement dans l'espace. En ce cas,

Ann. Éc. Norm., (3), LVII. -- FASC. 3. 20
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si xcosp==o, toute droite g est singulière. Réciproquement, on véri-
fiera sans peine que ce cas est le seul où les complexes G et G1 puissent
coïncider.

36. Montrons que le cas IX n'est qu'un cas-limite des cas antérieurs.
Supposons d'abord que 2 et 2^ ne soient pas des cylindres, et que,
pour une certaine valeur ^ de v, \ et A soient rejetés à l'infini. Posons
v—(^==£ et bornons-nous au cas le plus simple où la ligne de stric-
tion de 2 est définie dans ® par un développement

(76) 1^04-^4-^4-.. . ,

les vecteurs a, b, . . . étant indépendants de £. On aura diaprés (89)

G = G o — -^T^..., H=Ho4-£To4-. . . .po
En vertu de (76) et de (4o) (où M = 1 et a == o), on devra prendre

, An K\ , Cn C\
• k=-^+-^+k,+..., c=^+-^+<-,+...

et l'on aura, en identifiant les deux expressions de ,- résultant de (4o)
et de (76),

— à == À'o Go + CQÎÎQ,

o = f — -0 4-Co)To4-A-iGo+<"iHo,
Po

d'où

Posons enfin
^.

P O '
k^ == 0 r= Ci, CQ

txï^ûûH^^ûû^Ê2^-!-. . .) (Ho4-£To4-. . .),

h =^+^4-...;
£

il viendra, pour M indépendant de £,
V(M)==/ i (x ï4-0 A M — I ) = = A o 4 - £ A i + . . .

avec
AQ == ko C*)i HO —— ûûl Â-o TO,

Ai= ( / loûOi— Â-oûi)2)To— -l-^Go4- (/îoûû2-4- /îiûi)i4- Â-od)i)Ho4- îOiHo A M — O î
PO
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AQ est la vitesse d'entraînement commune V\p et A^ n'est autre que
le quotient de (58) par W.

L^analyse précédente doit être modifiée dans le cas où 2 et Si sont
des cylindres, car v reste alors constamment nul. Bornons-nous au
cas VII du roulement. Posons t — t^ = T; soit 0 tel que

I = = 0 + - + ï b + . . . ,
et soit

V(M)=(cOlT+&)2T2+.. . )HA (m-0-^-.. \

==—coi(HA a)+T[&)i(HA M — 0 ) — c o 2 ( H A a)].

Ainsi, pour (Oi 7^ o, on devra avoir (k, H, a) = o. Choisissons % d'ori-
gine 0 de telle sorte que a == aio, H = ky ; on pourra prendre

k==io, J^Jo, donc i==:—ko,

et il viendra pour les coordonnées de 1

x == - + b^ +..., y == ^2^ +.... 5

de sorte que 0 est sur l'asymptote de la section droite roulante I\

J /

Fig. 8.

et k sera parallèle à cette droite. Soit M=0 +^io +J3oî on a

ûûi (H A M — °) — ^2 (H A a) == coi (.cjo — jio ) — ^2 ajo,
d'où

Ç'=—coij.

D'ailleurs Y] =—coi( j , H, a )==—ûco^ et l'on aura
i l ûi)ia2 Si s r^t^—s^ _ r t — s 2

T,~ ~t ~~^ ~y~ avec
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La première équation est une dégénérescence de la formule clas-
sique de Savary; la construction de Bobillier correspondante a été
donnée par M. Raoul Bricard (^ ) .

Nous traiterons enfin le cas où r^ a une branche parabolique telle
que

1 == 0+-2-1--+... avec co == û^)2<^'2+6<)3T : 5+.. . .
T^ T

II viendra
V = ( ^ T 2 + c o 3 T S + . . . ) ^ H A M - 0 - ^ - b - . . . 1

=- ̂  (H A a) - T[^(H A b) + ̂ (H A a)].
Conservant pour a, b, i, j, k les notations antérieures, on trouvera

7}2 __ &)2^2

^~"ï7'
Dans un plan perpendiculaire à ko, on passe du centre de courbure
d'une courbe (plane) liée à ^ au centre de courbure conjugué au
moyen d'une translation parallèle à io.

37. Les résultats établis aux n0^ 31-35 s^ appliquent en particulier à
l'étude de la courbure des surfaces Si lieux des positions des courbes C
liées à %. On choisira parmi les normales à C en un point donné P
celle qui appartient à £ et l'on remplacera C par la surface parallèle
passant par le point M adopté sur g dans chacun des cas précédents.
D'ailleurs, si M coïncidait avec P, il n'y aurait aucune difficulté, les
quantités t~\= o), st-' et (rt—s^t-^ restant finies sur C (n° 18) et
aisément calculables. Si toutes les normales à C en P appartiennent
à X?, Si aura en général une singularité, et si le fait se produit quel que
soit t, les positions de C admettront une enveloppe Ci qui sera en
général une courbe singulière de S ^ . Nous allons étudier ce cas dans
un instant. Enfin, si à l'instant t^ toutes les normales à C en chacun
de ses points appartiennent à J?, C est une hélice; et ce sera, en
général, une courbe singulière de Si ; d'ailleurs, si ce fait se produisait

QO

quel que soit t, le mouvement ^ serait hélicoïdal et Si se réduirait
aussi à une hélice.

( 1 ) RAOUL BRICARD, Leçons de Cinématique^ t. I, Paris Gauthier-Villars, 1926, p. 219.
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II. — Variation de la loi des courbures (courbes).

38. En recherchant des cas de simplification pour les formules
fondamentales (n° 26), nous avons obtenu deux cas particuliers : cehii
des courbes G douées d'enveloppes Ci, et celui des développables.
Nous allons examiner successivement ces deux cas. Nous commen-
cerons par celui des courbes, et nous allons voir que les formules
fondamentales fournissent les éléments du second ordre de C^ par
exemple, en fonction de ceux de C.

Indiquons d'abord la méthode et les notations que nous emploierons,
uniformément, dans tous les cas de figure. Nous introduirons deux
trièdres %o, ^ ayant leur sommet en un point de contact m(t) de C
et Ci et nous affecterons d'un astérisque les notations se rapportant
à ̂ . Les axes my^ my\ seront tangents à G et C, et auront le même
sens; le vecteur V^(m) les admettra donc pour support, et l'on aura
^ = o = ̂ . Dans chacun des cas que nous examinerons, le trièdre ®o
sera bien défini et ̂  s'en déduira par les formules

i== i*cosCT—k* sincy, k == i* sinzîT-h k* COSOT,

où CT est un angle variable, que l'on pourra choisir à volonté, de sorte
que %^ dépendra d'un paramètre arbitraire. Les notations e* et e\ ayant
pour G, Ci et mz\ la même signification que e au n° 18 pour C et M^,
les points

L ==/7î + e*k*, Li==:/M-4-eîk*

appartiendront aux axes de courbure D et D^ de C et Ci ; leurs coor-
données

3CQ-=.—e* sinOT, ZQ'== e* COSCT et x^-==.—e\ smm, Zoi== e\ COS?»T,

par rapport aux axes mx^ mz^ de %o, vérifieront donc deux relations

(77) ^o==^o+^ Zoï=^i^o^-{- Vi,

où X, v, Xi , v^ sont indépendants de îsr, et l'on aura

(78) <?*==———————, e\=————v—————.cosTn 4- AsinCT COSOT-4-Ai sinOT
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Or dans chaque cas nous établirons une relation (R) entre e\ e\
et CT; remplaçant dans cette relation e* et e\ par leurs valeurs (78) et
écrivant que l'équation obtenue est vérifiée quel que soit m, nous
aurons les relations cherchées entre les axes de courbure de C et Ci.

Dès maintenant nous allons établir une formule générale qui
donnera dans chaque cas particulier la relation (R) correspon-
dante. D'après les résultats des n05 18, 19, où l'on doit prendre
actuellement <p == 7T? les variables homogènes X, Y, Z, T, U,
relatives à C et î^, ont les valeurs o, i, o, o, (^)~S ce qui vérifie
les relations (a) du n° 26; de même, le quotient i\\(r^t^—^), ou
Y , : U I relatif à C, et ®^ est égal à e\. Les formules (S) donnent
alors aussitôt :

._ W-P^)e^rf-
i- p-^_(^+^)-

Si JO*T^ o, on remplacera cette relation par

/ \ 1 ï — P ^ -
W9; p'e\-n p*<?*-Yî~ ^^

et si p* == o, elle se réduit à

(80) e^—e" rr
^Ç7-*-

Cela étant, nous allons distinguer les différents cas auquels nous
avons fait allusion.

i° Le mouvement — possède un axe instantané A : ç^s.
ï?i

, - , ( m n^est pas sur A. . . 1Axoïdes quelconques { . „1 i ( m est sur A . . . . . . . . II
. ï. ï • ( m n^est pas sur A.. . IIIAxoïdes cylindriques < . „.J ( m est sur A . . . . . . . . IV

( m n'est pas sur A.. . YAxoïdes quelconques { . ,,.,hz=o, ' ( m e s t s u r A . . . . . . . . YI
/i'==:o. . _ ,. _ . ( m n'est pas sur A. . . YII

Axoïdes cylindriques { . ^rwrJ 1 ( m est sur A . . . . . . . . YIII

2° Le mouvement — est tangent à une t r ans l a t i on . . . . . . . . . . IX
^ffi
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39. Cas I. — Le point m est nécessairement le pied sur my^
de la perpendiculaire commune Jm à cet axe et à A. Reprenons
alors les notations du n° 31 relatives à %o» rn jouant le rôle de M,
et mx, étant dirigé suivant Jm, fig. 9 (ou JM, fig. 3); x=dcos^,
y=dsin^ seront les coordonnées de m par rapport au trièdre
central; nous aurons ainsi Y] = co/,

œ = û j H = û j [ — j sin6 4-(i* sinzn 4- k* cos^) cos6 L
-)

d'où p* = (o cos9 sin OT, tandis que le vecteur A s'écrit

(81) A=:coW(Ei4-E / j4-Fk)

avec
E== (h -\- k) cos^p — z sin^,

(82) . F ==-- [(A 4- ^c) sin^ + ^ cos^] smô + ( y 4- ^)cos0

et E' étant un scalaire qui n'interviendra pas; on aura donc

(83) ' ^^(^(--Esinîî^FcosCT).

Or, en vertu de (63) p * ne peut être nul actuellement; les
valeurs (78) introduites dans (79) donneront donc l'équation (R)
cherchée

____X 4-^1 X4-^ __ où cosO
vi c o s 6 — / ( X 4-^1) — v c o s 6 — / ( X 4 - À ) —' W E — F X 5

où l'on a posé X=cotgCT. Or une telle identité en X entraîne
les relations

(84) vcose^fI^A ^cosô^/f^^Yv^ / \b /
les pôles des trois fractions sont alors égaux et l'identité se réduit
à la relation
(0^ ^ ,„ co ICOSQ

(°5) ^"^—w'T"'

D'après (77), le point N commun à D et D^ a pour coordonnées
r — Vi ÀVi — VÀ^

^^-îT^' ^ À - À t ;
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en vertu de (84) il viendra donc
/2(86) XQ-- Zo==cos6 ~~ d

E / __ E l2

F ^ o i 9 ~ ~ F j *

En utilisant le tableau (61) il serait facile de calculer les coor-
données de N par rapport au trièdre central des axoïdes. Mais on peut
déterminer le point N géométriquement. Tout d'abord d'après (86)

la droite mN est dirigée suivant F i — E k ; elle est donc perpendi-
culaire à j, ainsi qu'à A, d'après (81). Ainsi N est la normale singulière
issue de m. Or soit n la projection de N sur mj; d'après (86) on a

d'où
n=im— — i = J + (û? —- - ) i =: J — — i,

et \ d J d

(n—J)(m—S)=—h\

Ainsi n et N appartiennent au plan polaire de m par rapport au
cylindre d'équation

^-{-jp+A^o

(les coordonnées *z?=rfcos^, y==dsin^ se rapportant au trièdre
central); la correspondance entre m et N est donc birationnelle
et réciproque. Enfin (85) montre que les axes de courbure D et Di
sont des rayons correspondants de deux faisceaux homographiques
de sommet N, l'homographie ayant pour rayon double unique la
droite N/i; dès que l'on connaîtra l'un des axes (ou l'un des plans
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oscillateurs) on aura donc aisément le second. On a retrouvé ainsi
très simplement les résultats fondamentaux de G. Kœnigs (1).

La théorie s'applique en particulier aux trajectoires des points M
de % : il suffit de supposer que C se réduit à un point M (ou m);
l'axe D se confond alors avec Nm; par suite

__ - E &) /2 ûû â^+A2

'-°^ ^--r '^wF^w^T""5

la valeur de X^ étant donnée par (85).
On pourrait, d'ailleurs, rattacher directement l'étude de la

courbure des trajectoires aux équations fondamentales ; pour une
sphère S de rayon infiniment petit les rapports de i, r, s, t à rt—s^
sont infiniment petits; on attribuera donc aux variables X, Y, Z, T, U
du n° 13 les valeurs o, o, o; o, i et l'on calculera comme plus haut le
rapport r, \i\t^ —s\.

40. Cas II. — La tangente à C et Ci coïncide avec l'axe A;
on a d=o, cosô == o, 1= h (avec 9 -==-— ^e t j ==H. Choisissons i de
telle sorte que

( h -+- k ) sin ̂  -4- z cos ̂  == o ;

©o est ainsi déterminé et il viendra F=o ,^*=—coWEsinm. On
devra s'adresser à la formule (80) qui donnera

co A2
/?* _ p^ -—. _ _ .

1 W sin?»7[(/i -4- k) cos^f—^sin^]

Dès lors les axes de courbure D, Di sont perpendiculaires à i, leurs
abscisses respectives étant liées par

_ ûû _________À2_________
^01-^0-^ (Â+^)cos^ -^ s in^ '

(1) K^, p. 76-82,..., 95-99,.... Voici le tableau de concordance de nos notations avec celles
de Kœnigs :

G. K . . . . . . . . . . x y z h k p h^

R. G . . . . . . . . . . y x —z h —k W — —

Ann. Éc. Norm , (3), LVII. -- FASC. 3. 2l
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Si l'on précise la définition de i en prenant
cos^p sin(p +i
h - { - k ~ ~ \ / (Â4-Â- ) 2 -

on aura
<3?10 — tZ*o ̂ ^ 1

-P/ p^/v/^+Â-)2-^2

C^ III. — Les notations 9, ^ étant définies comme pour le cas I
relativement au trièdre ITGH du n° 29, ^/* conservera la forme (83)
pourvu que dans (83) et (85) on ait remplacé W par W^ et que,
conformément à (57) et (81) on ait pris

h'
E ==—sin^, F ==—cos^» sin6 4- -r^- cosO.

Cas IV. — Comme pour le cas II, sauf que l'on fera

^=7^ Ç'^coWlSinCT;

et la relation entre les abscisses de D et D^ sera

x\ o — ^CQ == — "\\r~ " '

Cas V. — L^étude de ce cas se déduit de celle du cas I. On
prendra 9 == o, d'où 1= d, F ==y,

/ c c o s ^ p — z sin^p kx
y y
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Le point N est sur A, la droite mN étant tangente en N aux axoïdes
d'après (5i) et (5o) où a =^4-^ ; d'ailleurs, si k=o, on

a ZQ=—z et N coïncide avec 1 (K^ p. i3o). La relation entre D et D^
se traduit par

^ __^^^_ ï
>1 W sin^'

Elle a été formée par G. Kœnigs qui en a signalé l'analogie avec
la formule classique de Savary [Ki, (128), p. 127]. Ajoutons que si
les axoïdes sont des cônes, les courbes C douées d^enveloppes ont leur
plan normal passant par un point fixe et la formule précédente
n'est autre que celle de Savary pour les courbes sphériques.

41. Cas VI. — On a alors V^(m)=o, en sorte que la tangente
commune à C et Ci peut avoir une direction quelconque. Nous
choisirons toujours my^ suivant cette tangente, et %o étant orienté
suivant (61) nous aurons ^ = O = = Y J , p*= cocosôsincî ; ̂  sera donné
par(83)avec

E == k cos^p — z sin^, F == — (k sin^ + z cos^p) sin6.

L'équation (R) s'écrira actuellement
x+Ài x_j-_^ co cc^e

v, ~' ~~~W E-FX'

Or une telle identité en X entraîne d'abord v^ === v, F === o, puis

Ai )i _ M cos^Q
W) — — - — w ~^ •v, v ~~ W E

Ainsi les axes de courbure D et Di concourent en un point de mzo ;
désignons alors par p L = = m + - R i le point où D rencontre mxo, et
de même pour D^ ; on aura R = — ^ et (87) s'écrira

(88)
I I _ &) COS^

Rï ~ R""" W ""ET*

Cela étant, F = = o exige, soit s i n 6 = = o , soit Z-s in^+^cos^ = o.
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Dans le premier cas ('), diaprés (65) et a étant défini en m sur A
conformément au n° 28, on a

&) COS2^ / I 1 \ 1

~W E ~~~\p~f~ p^ /^cos(^-a) '

Mais, soient Ry et R^ les rayons de courbure des sections planes
de Si et S menées en m, normalement à A et les rayons étant évalués
suivant le vecteur gp de (5o) (avec To==T, Go=G) ; on a,
d'après (02),

-^.f-1---J-^J---L
b \p/ pw/ R/ Rm

[car diaprés (67) c^ ==c^]; on peut donc écrire

(a) i i / i i \ i
Ri R \ R / R^cos^-a)

or ^ — a mesure l'angle du plan normal à C et Ci avec le plan normal
' à 2 et 2^ en m; envisageons alors le cas où les plans osculateurs à C et Ci
sont normaux à A; [L et ^ sont les centres de courbure et d'après la
signification de ^ — a la formule est du type classique de Savary.

Dans le second cas 9 peut être quelconque, mais ^=a;
donc C et Ci sont tangentes aux axoïdes S et 5^ en m; on sait qu'en
particulier C peut être choisie arbitrairement sur 2 : elle aura
toujours une enveloppe C^ . Or dans ce cas (88) devient

-L„l^f- l-„_L
RI R \R/ Î w Icos^,

et l'on peut vérifier qu'elle résulte aussitôt de ($2) quand C et Ci

(1) II n^est pas évident, a priori, qu'il existe des courbes G, Ci répondant à cette
condition. Mais en projetant sur le trièdre centraljdes axoïdes Inéquation

(— ) + XVe(M) =o où X = " ' 9 (/, fonction continue pour v = o),

et en appliquant la méthode des approximations successives de M. Emile Picard au
système linéaire ainsi obtenu, on montre (Ç/. n° 53) qu'il existe de telles courbes et
qu'elles vérifient bien (88). Le mouvement autour d^un point fixe en fournit d^ailleurs des
exemples, et la formule (a) se réduit alors à la formule de Savary pour la sphère.
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appartiennent à S et Si. En effet

j •==. gQ cos 6 — H sin 6 ;

d'après (5i) on aura donc les courbures normales de C et Ci
sur S et Si en remplaçant X et Y par cos6 e t — s i n 6 dans les
équations des indicatrices de Set Si, et d'après ($2) on en déduit
aussitôt la dernière relation entre R et Ri .

Cas VII. — Le vecteur T étant défini comme au n° 29 pour des
axoïdes cylindriques, soit 1 le pied de la perpendiculaire abaissée

de m sur A; posons m— 1= di== û?(Tcos^+ Gsin^); on aura
0==o, l=zd, jo*== co sinc^ ^*== &)Wisin^ sincî

et (R) s'écrira

e\ s i n ^ — d e* s i n ^ — d W i sin ̂

Or actuellement les courbes pourvues d'enveloppes sont planes,
leurs plans étant perpendiculaires à A; le centre de courbure de C est
le point

m—Usiner.i == 1 4- {d—e*sinîîT)i.

La relation (R) se réduit bien à la formule de Savary pour le
plan(Ki , p. 147-149).

Cas VIII. — La théorie ne diffère de celle du cas VI que par les
particularités suivantes : on remplacera W par Wi, E par —sin^» ,
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F par —cos^s inô . La condition F=o donnera sin9=o ou
cos^==o, ce qui conduira à des interprétations analogues à celles
du cas VI.

Cas IX. — Les notations étant les mêmes qu'au n° 35, supposons
que le point de contact de G et Ci soit le point K de la figure 7. On
aura

e. — e -=. -—————————5AcosOT-t- B sincr
avec

A ==: x (ïos(3 sin^ + c»)'(^ cos(3 cos^p — d sin (3),
B = — ( x c o s ^ p — w 1 z sin^) cos|3.

On en déduit que les axes de courbure de C et Ci auront pour
équations, dans le plan mené par K normalement à la vitesse

A;So—B.ro==À et A.ZQ—B^o==Ài

Ài -À=^.
avec

III. — Variation de la loi des courbures (développables).

42. Nous allons étudier maintenant le second des cas signalés plus
haut (n°26) : S et S, sont deux développables; leurs indicatrices
devant être bitangentes, S et Si sont tangentes le long d'une géné-
ratrice 8, et l'on est amené ainsi à déterminer les éléments de
courbure d'une des surfaces, soit Si, le long de 8 connaissant les
éléments de courbure de S.

Plaçons-nous d'abord dans le cas général : h ̂  o, axoïdes non
cylindriques. Soit M le pied sur S de la perpendiculaire commune
à A et 8; j sera dirigé suivant S; i, k, rf, ^, z et 9 auront pour M et 8 la
même signification qu'au n° 31 pour M et pour le support de V^(M)
(cf. fig. 3). Un point quelconque P de 8 sera désigné par

(89) P = = M + M J .

Il sera commode d'introduire le trièdre H, i, 1, de sens direct,
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ainsi
1==H A i = — T s i n ^ + Gcos^,
j ==lcos6 — H sinQ,

(90) k==l sin9+Hcos6,

( j A H= icosô,
j A 1 =is in6,

d'où
CO-^V^P^AH-^HA (^i+ uj)]=hïl-{-dl-ucosQ.i

et

(91) ^"'J A V e ( P ) = ( A c o s 9 + ^ s m 6 ) i + ^ c o s 9 . k ;

or ce dernier vecteur doit être normal à S et S^ en P, donc indé-
pendant de u, puisque S et Si sont développables; mais il ne peut en
être ainsi que si 6 satisfait à (62) ou à cos6==o. Dans le premier
cas la normale est bien déterminée (pour cosô^o) et dirigée
suivant k ('); mais cos6=o joint à (62) donne d ==o; § est alors
confondue avec A. Dans le second cas la normale est dirigée suivant i
(sauf dans le cas d'exception précédent, rf==o). Nous examinerons
d'abord l'hypothèse où 9 satisfait à (62), avec cos6 ^= o.

Nous appliquerons à S et Si les notations du n° 28; ainsi, nous
désignerons par a et a^ les valeurs de u correspondant aux contacts
de S avec les arêtes de rebroussement de S et de S^ ; d'après (89) et
(45) les notations Ho et u^ du n° 28 peuvent être confondues avec les
notations actuelles j e t ^ ; dans les formules du n° 28, nous rempla-
cerons donc u=u^—a par u—a. De plus, S et S^ étant dévelop-
pables, nous poserons a= -? ce qui donnera

b = — (u — a)

et nous prendrons actuellement

Go=to==k et To=-go=-HoAto=-J Ak^- i -

Pour S et Si les dérivées secondes ^o, ^ du n° 28 sont nulles le long
de S; tout le problème revient donc à étudier les variations de la

(1) Ce double résultat (valeur de 6, direction de la normale) a été obtenu par H. Resal
(Traité de Cinématique pure, p. i3o).
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dérivée seconde 7-0 que nous désignerons par r^ ou 7-01, suivant qu'il
s'agira de S ou de Si, Or on a, relativement au trièdre PXYZ, orienté
suivant go? no? to? c^est-à-dire suivant i, j, k

, p == o, q ==—MsinO, Ç= iVe(P )==—co^cosô ,
•n == c») ( — À sin 6 + û? cos 6 )==&)/ ,

[la dernière formule d'après (63)] ; les relations (?) du n° 26 sont
donc vérifiées. Enfin pour ^/ calculé relativement à la normale PZ,
on trouve, en posant ^(Mk)==^ [valeur donnée par (64)j et en
utilisant (55) et (56)

Ç'=Ço+(x)W(k, T, P -M)==Ço4-&)W^iT=Ço4-û )WMcos^ .

Enfin si S et Si ne se réduisent pas à des cylindres, on a d'après (62)

(92) ^(.T^5 ^(.-^pi'

les notations p et pi se rapportant à S et Si.
Cela étant, on peut appliquer la formule réduite (29) au cas actuel,

puisque B = o, et l'on a
_____^i
^oi+^ S^o+^ Ç'5

c^est-à-dire
3 ____(u — ai ) pi____ ____(u — a)p____ ___&)2 u cos 6

^ cos 6 + ( u —ai ) pi sin 6 M cos 6 -t- ( u — a ) p sin 6 Ço + co W u cos ̂  '

Or soit ^07^0 ; on a Co cosô^o; l'identité en ^ (98) exige donc
d'abord que les pôles des trois fractions coïncident, ce qui donne

. i _ GûWcos^ p i _ coWcos^p pi
(94) ~ a — ~ ^ p + c o t ô ' ~ a ^ = ~ ^ p i 4 - c o t 6 '

Les deux membres de (93) s'annulant pour u=o, il nous suffit
d'écrire qu'ils sont égaux pour u = oo, d'où

(q5) Pi P ^ co c0^
cos 0 4-pi sin 6 cos 6 + p sin 6 W cos^

Ainsi, d'après (92), (94)? (95), les éléments de courbure sont bien
déterminés en tout point de § dès que l'on connaît p, par exemple.
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D'ailleurs, si l'on pose

(96) p==tangp, pi=tangpi, p= :^ -+6—p' , p i = = ^ + 6 — p ^

(g5) s'écrit

(97) ^-^^Wco^-

C'est la relation même. de Savary que l'on pouvait former a priori
pour les indicatrices sphériques (T, (T^ des développables S et Si. En
effet cette formule s'écrit

_ _ C)L) icotri—cotr=:—,: ——9W coscp .

les notations étant définies, conformément à la théorie classique, par
les formules suivantes, où H, T, Tp, Go, HQ, p, p^ conservent leur
signification antérieure

H== Go sinÀ 4-HoCosÀ, r = = p — À , 7 ' i = p i — À , cos9==TTo;

actuellement
To=:—i, Go==k, Ho==j;

donc
À r ^ ô + ^ î r=—^, ri=—pi, TTo=—cos^.

Les formules (94)? (9^) montrent que a et a^ satisfont à la
relation
(98) -s- - "-=- ^s inOcosQ.vy / ai a Ço

Les formules (96) et (98) ont été données par G. Kœnigs (^qui
signale que la formule jouant le rôle de (98) a doit frapper par son
analogie avec celle qui a trait aux courbures ». Pour nous l'origine

( i) Ki, p. 164, i65, formules (200), (aoo'), (202). Tableau de concordance des notations.
G. K . . . . .ro y z 6 ç / /' 1F u r r ' ç Ç Ç'

y i

R . G . . . . y x —z — 6 — ^ a ai —.- ^cos6 p^1 p-^1 kW —c/W —c,nW

^ww. J?c. Norm., (3) , LVII. — FASC. 3. 22
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de cette analogie est évidente, car (98) est la transformée par (94)
de la relation de Savary(97). Si cette origine n'apparaît pas dans le
Mémoire Ki de Kœnigs, cela tient à ce que la signification géomé-
trique des paramètres désignés par p et p' dans K, n'y est pas indiquée ;
or, précisément ces paramètres se rattachent aux courbures de
a et o^ ; avec nos notations, le premier, par exemple, a pour expression

cos^p siD(•p /— 0)
sin^O

Si Co=o? on trouvera cos 9 = o ou
p == — cotô == pi, a.i •==. a, sin 0 =: o.

Si S est un cylindre (on admet une indicatrice G avec c .= o), /^ est
alors constant le long de o et (98) doit être remplacée par

____{u — ^)pi_____ __ ____i____ _ Gû2 u cos Q
^ cosO 4- \u — ^ i )pi s inO ^/ 'oCOsO + s i n O ^ 4- c>)W^ cos^'

La première relation (94) est alors remplacée par
tang-Q ̂  gp

/'o ûjWcos^p

et (95) par la relation qu'on en déduit en y prenant p = o ; c'est-
à-dire par la formule de Savary pour les trajectoires sphériques.
On constate d'ailleurs que i\ et r^ ne peuvent être constants en même
temps sur S (du moins pour Co 7^ o)-

43. Étudions maintenant le second cas : cos 6 = o, et soit 6 = — î,
2

d'où j == H. La génératrice o est alors parallèle à A; i est toujours le
vecteur-unité de la normale P — J à A; les notations T, G, H et
To, Go, Ho se rapportent toujours à (2, ^) et (S, S,), et to, go sont
encore définies comme au n° 28 avec a == TC; de plus, d'après (91), on
peut prendre i comme vecteur-unité de la normale à S et S,, et l'on
écrira ainsi :

to== Go== i,
go=-To=:-k,
Ho= H = j ;
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d'autre part, on aura encore les formules (92), u désignant la cote du
point P par rapport au plan 1 T G (de sorte que le point M, intersec-
tion de ce plan par S, joue le même rôle que le point désigné par la
même lettre au n°28). On obtiendra ainsi pour le trièdre PXYZ (n° 28) :

^==wd, Yî==ûi)A, p==o, q=w,

Ç / =ûJW[ (^+Â• )cos^— Msin^],

et l'on trouvera la relation
pi ( u — a^ ) p ( ^ — a ) _ dû d

d -4- pi ( u — ai ) d + p ( u — a) W ( h + k) cos^p — u, sin ^

qui exige
a^ — ~ == ( h -+- k ) cot ̂  =z a — ~

pi / T • p
et

ï I Cx) I

o-i o W sin ̂

Cette dernière formule est celle de Savary pour cr, o^ : car, actuel-
lement,

}.=:o, r=p, ri==p,, TTo=Tk=sin^.

Les résultats précédents s'appliquent encore, si r f==o.
Si les axoïdes S et 2^ sont des cylindres, on introduira le trièdre

ITGH comme au n° 29; supposons 9 quelconque; le dénominateur
du second membre de (93) se réduira à la quantité

/ . hf \
Ço ==—ûû Wi ( cos ̂  sin 6 — , — c o s O ) ,

et l'on aura les relations
p =:—cot 6=: pi, — — — ==:——sin 6 cos 6.

ai a Ço

Si h == o == ^/, on pourra avoir sin 9 == o ou cos 9 = o ou d = o. Dans
le premier cas, les relations (94) sont remplacées par sin ^==0,
et û ^ p i = = û p ; (9$) subsiste; les autres cas n'introduisent que des
simplifications de calculs.

44. Examinons enfin le cas où le mouvement est tangent à une
translation. Le trièdre Oxyz de vecteurs-unités io, ]o, ko sera défini
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comme au n° 35; j sera le vecteur-unité de S; M étant le pied sur 8 de
la perpendiculaire commune à Oz et S, le trièdre Mijk sera défini par

ô ,
Xt

rapport à Qxyz^ comme Pétait au n° 31 le trièdre de même désignation
par rapport à ITGH; les notations z, ^, rf, 6 conserveront le même
sens et le Tableau (61) restera valable, après substitution de io, jo , ko
à T, G, H. En un point quelconque de à, soit P = M -+- uj, les vecteurs
to, Ho, —go du n° 28 seront pris identiques à i, j, k. On aura ainsi

p == o == q, Ç == Vo go = — Vo ko k == — Vo cos 6,

et pour ta normale en P à S et Si
Ç'rzrAi^Ço—ÛL/M COSîp,

avec Co= (x cos^ — ^ z sin^) cospet y désignant l'angle de A' (orienté
par ioCosp+kosin?) avec k. Il viendra ainsi pour les dérivées
secondes

_i_ _^^^ .
^lo r'o Ç '

soit
Vocos^/ \ / \ ' 0 ^'~"J ^^(u— a^ — ç)(u — a) =z -,———————,

• • / Ç o — ^' u coscp

ce qui entraîne
Vocos'-ô

cos(p==o, PI^^P et ^ i—a =——-—;——•
PSo

IV. — Variations de la loi des courbures (surfaces gauches).

45. Nous allons généraliser le problème précédent en supposant
que S et 84 soient deux surfaces gauches tangentes le long d'une géné-
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ratrice commune S. Nous conserverons les notations to, go? u et & du
n° 28 pour S et S ^ ; les autres notations seront appliquées avec ou
sans indices, pour 2,2,, S, Si conformément au tableau suivant, où
la première ligne contient les notations données au n° 28.

H

^""i ^ H T G /. [ 9m

2<i. . .

S. . . .

s,...

(; Ho To Go ko po

( p/
^0

^Ol

( p
HO TO GO À"o \

( p1

^o

Cjn

c/

C

Cl

^

,, ( d k , .
\ d v y )

1. (- d^ \S'̂ J

Écrivons d'abord qu'au point P défini par (89) le vecteur j /\ Vg(P)
du n° 42 est parallèle au vecteur to ; en appelant a la valeur de u corres-
pondant au point central de S et Si et X étant un certain scalaire, nous
devrons avoir, quel que soit u,

(Àcos6 + ̂ siu6)i -h Mcosô.k == À [ Â-oTo— (u — a) Go].

Nous prendrons k=Go , X ==—cos9, et, comme aux n08 42-44,
j ==Ho ; ceci entraîne i =— To, d'où a ces 9 = o. Or, on ne peut avoir
cos9 = o, sauf si d= o, cas que nous examinerons plus loin (n° 46);
ainsi :

Cas I. — Le point central de o pour S et S^ est le pied ÎQ de la perpen-
diculaire commune à A et 8, et le plan central est parallèle à A (4).
Enfin le paramètre de distr ibution ko de S et S' est donné (2) par
(99) Â 'o==A+^tang6.

Introduisons le trièdre trirectangle PX, PY, PZ dû n° 28, aux
vecteurs unités respectifs go» Ho, to et étudions les courbures de S

(1 ) Cf. H. RESAL, Traité de Cinématique pure, p. i46; G. KOENIGS, Leçons de Ciné-
matique, Paris, A. Hermann, 1897, p. 2 1 1 .

(2) G. KOENIGS, loc. cit.
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et Si en P, Comme a == ô, on a
^go=-^ ?d+A-ok,

d'où, grâce à(6i)et(9o),

w-^ == c^ V,(P)go== Â-o^-' (À cosô + û f s i n 6 ) + ^6-1 cos6 == b cos6,
co-1 Y? == — A sin 0 4- û?cos 6,

bp=:wkoCOsQ, ^ = = — c a s i n o .

Pour S (et S.) la dérivée seconde s, est égale à /^6-2 et la dérivée
seconde t, est nul le : ainsi B==s^+t^-p=o. Dès lors, on
appliquera la formule réduite (29) et l'on trouvera

-^c^A^-^co-^roS+^Yi+^^H^+K^+L,avec
TT ^^ . n"^ ——4-sm9, K^r/^cosO,

-. /cos6 . ,.\
L ̂  [~r~ + sln9^^-+- ^o(^cos6 4- A sine — ^cos6)

et A, a une expression analogue, p, V, c étant remplacés par p , , k\ c,
(et H, K, L par H^ , K^, L^). Enfin, on peut écrire pour la normale PZ,

^=-cow[(Â+/c)T-^G+(j+^H4-^(kcos^+isinOsm^1(^

d'où
^rr:-- COW(H2^+ K,M + L,)

avec
H2-== cosip,

K2=( /co— À — / c ) s i n 0 s m ^ — ^ s m 0 c o s ^ 4 - fj-t- -^^cos6,
LS^: À-o [ (A 4- k) cos^ — ^ sin^],

ety étant toujours égal à rfsin^. On trouvera ainsi l 'identité en u

(100) -————I_____ _ ____I____ _, ̂  cosO
HI^+K^+L, H ^ + K ^ + L - W H.^+K.^+L/

Or, si S et S, sont ̂  chaque instant tangentes le long d'une géné-
ratrice commune S (cas auquel nous nous bornerons), les deux points
de S où S et S, sont osculatrices satisfont nécessairement à ^ = = o
ainsi qu'à A = = o = A , ( n ° 11). Chacune des fractions du premier
membre de (100) admet donc les mêmes pôles que le second membre,
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et s'il en est ainsi l'identité (100) exigera seulement que
i i en) cos6

Tîi ~ H := W ~H7 î

relation qui n'est autre que la formule de Savary (gS) pour les
indicatrices de S et S,. Si l'on pose alors

cos6 . . cos6 cos',6 . . cos6
(101) _ _ 4 - s i n 6 = = — — î —-+sm6==-——îv / p p Pi Pi

les conditions précitées donneront
TT

(102) /,v=^=^pî,
(io3) p*(c — ^+ / i t ang0)= k — â? tang6— z tang^ = pî ((-i — ^+ ^ tangO),

la valeur commune des trois membres de (io3) pouvant être remplacée
par// /+/*• - ̂ o—^g^-

En égalant les membres extrêmes de (io3), on trouvera la formule
où ne figurent que des angles

s i n p , s i n ( V i — 6 - 4 - g ) __ sinp sin(V — 6 + 8)
s inViCOs(p i - -0 ) ~" s i n V c o s ( p — 6 , )

| V e t V ^ désignent, conformément à (68), les angles des lignes de

striction de S et S, avec §, et l'on a posé
^==/^COtg£;

î — s est l'angle de V,(Io) avec Ht. Les équations (99), (102), (io3)
fournissant k^ k ' , k\, c et c, permettent de calculer la courbure des
surfaces réglées S et Si en tout point de la génératrice o (n° 28).

Pour p == o elles donnent la courbure de la réglée^ lieu d'une droite
liée au trièdre mobile %.

46. Cas II. — r f=o=cos6; o est alors confondue avec A (et réci-
proquement) ('); la relation (99) disparaît. Soit ï,= î + a H le point
central de Set S^; au point P = I+(^ +a)Jï nous introduisons le

(î) Ce cas a été signalé par II, Hesal, loc cit,, p, 144,
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trièdre (PX, PY, PZ) de vecteurs-unités go, H,=H, to,les vecteurs g,
et t, se déduisant par (49) et (5o) des vecteurs

(104) To==Tcos(p+Gsin(p, Go==- Tsin(p + Gcoscp.

Il viendra ainsi jo==o , y = = ( o , ^ = o , Y ] = A ( o ,

^W-^= [(A + k)T - (u + a)G] [^oTo- ^GoJ
== H3 M2 4- K.3 U + Ê3^

avec
H".3=: coscp,
K.3^=:acosy4- (A -+- k — A-o) sin^,
^^^[(A +Â-)cos9 —asino"] ,

et la formule
r-r- ^+^)2 // ^o \1 '——T— ^-.iTTI-^-

conséquence de (18) et dep = o ==$=?, donnera, d'après ($2),

^±^+^+^^--^i!±-^-^_^^ ^ (^+/^+^
P1 P W H,^+K3^+L3 ' •

Dans cette identité en u les trinômes en u doivent admettre les
mêmes racines ; on aura donc

(105) k\=k', a -=.- {h + k - ̂ ) tangcp,

puis, ko n'étant pas nul par hypothèse,

^ ^o==^—atang(p,
d ou

( I Q^) a-=.—Asincpcos®

et

(^7) c,-c=h(^-L^.
\Pi P/

Enfin, en écrivant que l'identité en u est vérifiée pour^=co , on
obtiendra la relation de Savary pour les indicatrices sphériques de S
etS^ . A

I I ___ Ût) I

pi p W'cos(p

A titre d'exemple, on peut prendre û = = o = ç , d'où ^o==^; les
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axoïdes 2 et 2, vérifient donc les relations précédentes et (107) se
réduit à (67).

On notera le cas do roulement

h == o, a == o, ko = k. Ci = c.

47. Cas III. — Les axoïdes 2 et Si sont des cylindres. Les dévelop-
pements du cas général restent valables, sauf en ce qui concerne la
forme de ^/. Avec les notations des n^ïS et 29 on a

^^^(WiG-^H^Âoi+^^rcoW^I^^^),
avec

K:j== sinôcos^ — --—ces 6, L.3 == Â-o sin^.

L'identité (100) est donc remplacée par

i i co cosQ
H i ^ + K i M + L i ~ H ̂ -4- K M + L ~~~ Wi K^u-{-L^

Ceci devant avoir lieu quel que soit u, il faut et il suffit (voir n° 45)
que

LI L:3 L i i co cos6Hi=o=H,

Ainsi
K i ~ K , ~ K 7 K, K ~ Wi'K:

— ==— tansO == -?
Pi P

. o v g — ^ + A t a n g Q _______sin^_______ c^— d-}- Atang(
À-7 — h ' — —————F————/l •_ n - - - .1 IL . t\ n-^sin6 cosLp — — . - cosQWi

et

(i°9)
I I Cn) COS^Ô

k\ k ' - ^ f , . . , h' .— sin 6 cos^ + _— cos 6W i

48. Reste enfin le cas où ^ est tangent à une translation. Reprenons
les notations du n° 35. Puisque les surfaces réglées S et Si ne sont pas
développables et que la normale à S, Si en un point quelconque de la
génératrice commune S doit être perpendiculaire à la vitesse V^(M)
(parallèle à 1 )̂, S est nécessairement parallèle à kp. Désignons par*retj

^/i7i. Éc. Norm., (3), LVIl. — FASC. 3. 23
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les coordonnées cartésiennes delà trace J de o sur le plan des xy\
soient z = a la cote du point central Io de S,

To==ioCOS(p -4-josincp, Go - io sincp ^-JoCO 8?

IL

—
Jo

J fac,u,o)
Fig. i3.

et k===ko les vecteurs-unités du trièdre central de S et S^ pour S.
Le trièdre (PX, PY, PZ) relatif au point

P = = J + ( a + ^ ) k

de o et de vecteurs-unités go» Ko? "to sera défini par (5o), c^est-à-dire
par

to== To cosa + Go sina •==. io cos(cp + a) +jos in(cp 4- a),
go==—ToSina4- G o C o s a = = — i o sin(9 4-a) +joCos(cp 4- a),

Ho==ko,

et l'on aura pour la normale to en P à S et S^, d'après (58),
'd^\

dt /^^[(^).-'A^-°]«-

Posons toujours ^^^d-^, ^o étant le paramètre de distribution
de o et utilisons (4?); il viendra

b Ç == H^ M2 4- K/^ ̂  + ^o ï^.
avec

1-1^==: ûû'cospcoscp,
K^=^ z sin(3'sin<p — c>V[(Â-o cosj3 4-jsin(3) sincp + (.rsinp — acos|3) cosçp],
L^.=:xcos(3coscp + ûû'[ —js in(3cos<p -4- (^sin(3 — <%cosp) sincp].

Actuellement, pour le trièdre PXYZ, on a^o === 0==^, ^ ^ = o , ï j =Vo;
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les formules fondamentales (18) donnent pour les dérivées secondes

^roi==^ro-^,ô4^,

où ro, SQ (et ^ i ) doivent être calculés par les formules (Sa). On aura
donc, quel que soit u,

^4-Â'2 ,/ , u^-^-k- ,, , ^Ï^l
————°- 4- uk\ 4- koc, — ————°- — uk'— koc -= „—-,——————j-^-',pi i " p H^^4- K^u-^-koL^

dès lors
V2

H,,==o, K^=o, p i===p , k ' ^ k ' , c ^ — c = — '
^i.

Soit d'abord cosp^o; il faudra c o s < p = = = o : le plan central sera
parallèle à Vc(M) et te^; de plus,

x
Â'o cos (3 + }' sin (3 == —7 sin j3 ;

ûi)

enfin, avec sin <p = i,
v2

___ T 0

1 c o ^ ^ s i n p — a c o s ^ )

Si l'on a cos ? = o, sin (3 = i, on trouvera les relations
y-

x cos cp 4- ̂ / sin y == —, sin (p,

• ^ V^
1 (^ ' (^s iny—^coscp)

V. —- Construction d'un couple de réglées conjuguées
et détermination des axoïdes à partir des réglées.

49. Si l'on se donne apriori\e mouvement —-? la méthode du trièdre
mobile permet, comme nous allons le voir, de construire effectivement
tous les couples de surfaces réglées S, Si (développables ou non)
tangentes en tout instant suivant une génératrice, et Si, par exemple,
admettant une indicatrice sphérique donnée; elle fournit en même
temps une vérification 4e^ relations que nous avons obtenues aux
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paragraphes III et IV comme conséquences de nos formules fonda-
mentales. Inversement, si l'on se donne deux développables ou deux
réglées quelconques S et Si, on peut chercher à mouvoir S par rapport
à S^ de manière que les deux surfaces soient constamment tangentes le
long d'une génératrice commune; nous verrons ensuite comment on
peut déterminer en tout instant les éléments centraux des axoides
, ^de^.

50. Commençons par le premier problème et supposons d'abord
que S et 2^ ne soient pas des cylindres. Un premier groupe de rela-
tions résultera de la considération des indicatrices sphériques a et <7i
de S et S,, ; ces relations sont d^ailleurs les mêmes, que S et S^ soient
développables ou non. Pour les obtenir, calculons d'abord, dans %,
par exemple, les dérivées des vecteurs centraux To, Go, Ho de S et S^;
ces dérivée-s sont données par des formules (39); mais Tp(==—i),
Go(=k), Ho(==j) s'expriment en fonction de T, G, H grâce au
Tableau (61) et T, G, H vérifient aussi des relations (39). Les formules
qu'on obtient par identification appartiennent à la cinématique sphé-
rique; il nous suffira donc de les écrire

( 1 1 0 )

(III)

dQ . ,
—— r= SIU^.
dv '
d^ ï , . i , ,—L == — — -4- cotg p' cos ̂  == — — + cotg p ̂  cos 4^ ;

dç'o _ „ cos^ d^oi _ „ cosip
dv r cos 6 dv l l cos 6

Réciproquement, supposons connue la représentation sphérique
v

de —? c'est-à-dire supposons connues dans % et ^ les composantes
de T(^), G(^), H(^); soient 6(^), ̂ ), p^), p;(^), ̂ ) et ^(^)
[p7, p7, étant définis par (96) et (101)] des fonctions satisfaisant aux
relations précédentes. Définissons relativement à T, G, H trois
vecteurs-unités i, j, k à l'aide du Tableau (61) où l'on aura remplacé 9
et f^ par les fonctions précédentes ô(^) et ^(^); Fextrémité du
vecteur Ho==) mené d'un point fixe 0^ comme origine décrira par
rapport à deux trièdres d'origines 0^, équipollents à % et à ®i , deux
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courbes cret^ constamment tangentes; leurs arcs seront ^ et (^ ; les
rayons de courbure sphériques seront p et ^ ; et T,, G,, H, sera à tout
instant le trièdre géodésique commun de ces deux courbes sphé-
riques; enfin de (i 10)2 et de (65) on déduira (Q5).

Nous distinguerons maintenant deux cas, suivant que S et S^ sont
développables ou non.

51. Les surfaces S et S, sont développables. — Cherchons à déter-
miner z, d et a en fonction de v de façon que le point

N = I + ^ H + ^ i - 4 - a j

décrive dans ^ une courbe C tangente à j ; ^ désignant l'arc de C,
on aura

/ / o?N \ dz __ dd. _ da .
(II2) (^^^^^^^^^^^^^^

+ 4 l f ^ + ^ _ H c o s ^L \dv ^J T J

— a k , + T s i n 6 4 - i f - ' + ^ - ) cos6 — H sin ̂  cos6 1L dv \dv p^/ T J
_ . ̂ o
~~^~dv9

Formons successivement les produits intérieurs des deux membres
de la relation précédente par les vecteurs i, H, 1, rectangulaires deux
à deux, puis opérons de même pour le lieu (^ dans %i du point Ni
qu'on déduit de N en remplaçant a par a^ ; et soit ^01 l'arc de C ^ ; il
viendra, compte tenu de (i 10) et(ioi)^
. o . dd . cos ̂  cos ̂
(no) -y- + A-sin^p -{-z cosq; = ao —f-=za^o^——-!-,dv T T r ç^gQ iri ç^gQ

. dz d(a—So) . .. û ? ( a — 5 o i ) . r v
(n4) ^—^cos^=:—^4-——^——^sine=—cy-r- v 01 / sine, -

^/ ̂  _ ^ \

(n5) ^ sin^ — À-cos^ ==û?cos^cotgp' 4- cos6————°--

, . , „ d(ai — .îoi )
== acos^cotgp^ 4- cos 9 ————.

Réciproquement, il est clair que si z , d, a, a^ So, s^ satisfont aux
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relations précédentes,le point N ( N , ) décrira dans ®(^) une courbe
C(C,) constamment tangente à j. Or, les équations (i i3), (i i4), (i i5)
constituent un système de six équations à six inconnues, d, z, a, a,,
s^ SQ, ; nous allons voir que leur intégration n'exige que des quadra-

tures. Tout d'abord, en él iminante et ̂  de (n4) et (n5), on an
tire, grâce à (no),

( 1 1 6 ) -^cos0)+/csmôcos^=-^cos0+ drcos^ (=<p )av cos6 -+- p sinO " /

=— Cf cosO + ——. COST . .. (EEE ̂ i).
cosO -4- pisinO v /

En ^appuyant sur (67) et (gS) on déduit de (116) que 'rf satisfait
à (62) et z sera donné ensuite par une quadrature. Puis (i i3), fournira
pour a et a, des expressions que l'on identifiera aisément à (94);

enfin, les formules ( i i5) donneront les courbures ^°, d^- de C et C^
uSo a^oi

(estimées positivement suivant i) et l'on en déduira^ e t ^ o i par des
quadratures.

On a déjà rappelé que G. Kœnigs a obtenu les expressions de a
et a, ; son équation (') (i85),, formée suivant une autre voie, est
identique à notre équation (116). Pour identifier ses résultats avec les
nôtres (2) on notera que la variable ;JL de G. Kœnigs a pour expression
âW, avec

^^__J______cos^p____
P//2 sin0(cos0 4- p s i n O )

52. Étudions le cas où 2 et 2, sont des cylindres. H est un vecteur
constant; on a, avec les notations du n° 29,

/dT\ __ G /dT\ __ G
V^A;-R,, et . \cls)^~Ï{~^

R,,, et Ry désignant les rayons de courbure des sections droites y et v,
de 2 et 2^ estimés positivement suivant G. En formant de deux
manières différentes, comme au n° 50, les dérivées de i, j, k par

(1) Ki, p. i55.
(2) Foir aussi la note (1) de la p. 177, (n° 42).
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rapport à Parc s de y (ou de ^i), on obtiendra les relations
/ , . dQ
(117) p i= :—cotg6==p, ^ ^ ^

, ^ d^ i i ^o i i <^oi
V I 1° ) ~/- == — ~D~ + ———TT —T == — ïT" + ——K —;— •as K/,/ cosO as Hy cosU a.?

Les relations (117)1 avaient été obtenues déjà à la fin du n° 43;
d'ailleurs les normales sphériques aux indicatrices CT et a, de S et S,
passant par un point fixe, ces courbes sont des cercles et l'on pouvait
prévoir que 9 reste constant. Si l'on choisit arbitrairement ^(s\ on

aura ensuite ^o et ^oi par des quadratures.
D'autre part, introduisons le point

N=: I+^H+^ i4 -a j ,

et de même pour Ni , et observons que le plan 11̂  contenant I (n° 29)
a été choisi lié à ^i, de sorte que

^ (^=W1T et O^^111'-71^
écrivons que dans %, comme dans %i, ( — ) = (—°) j et multiplions

\ Cil j © \ ut /

intérieurement les relations ainsi obtenues par i, puis par H et par 1;
il viendra
/ . dd . d^Q 6/^01( i2o) — 4-cos^=:a-— z=ai——5

ds T ds .ds ,
/ v az , ^ d{a— So) . .. d(a i—.?o i) . ^
(I2I) ds= ''W: + —ù-—81"^ ds sm9'
(.„) s in^^^^+^^cosQ^^^+^——^cosO.1 cosO ds ds cos6 ds ds

Réciproquement, si ces équations sont vérifiées, N ( N i ) décrit dans
®i (%i ) une courbe C(Ci ) tangente à j.

Comme dans le cas général, le système (120), (i2i), (122) est
formé de six équations à six inconnues, rf, ^, û, a^ So, ^01 • II est d'une
intégration facile. De (121) et (122) on tire, en éliminant -^ et -401?\ / \ / as ds

dz ^ . . . . ûi) ^ d d^Q . . d dv^ . ,,
-y-cosO — s in^sm6==À---cos9— ——.- -—sin6 == — ——. — ° l s i n 0 ;as ' Wi cosO ds cosQ ds
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dès lors, en vertu des équations (i 18) et de la relation
w i i
W^R/^R./

on voit que d sera donné par (62) et que 2 s'en déduira par une
quadrature. Puis, d'après (120) et la valeur trouvée pour d^ on aura

h' d^o dv^
— cot9 == a—— •==: ai —— 3
^Vi ds ds

, ^ û <^ocos 4^ — -— cot9 == a—r- := ^i

ce qui donne
, h' co aoi .

cos^———cot8==- î ï - ————cos 8,T Wi Wi a — ai

conformément aux relations obtenues à la fin du n° 43. Enfin les
formules (122) donneront les courbures —° et —^- de C et Ci (esti-

v / <^o ^01 v

mées positivement suivant i); on en déduira les arcs ^o, ^(M P^ des

quadratures.

53. Les surfaces S ̂  Si sont gauches. — Écrivons que le point
Io= l+^H+û? i

est le point central sur S et S^ de la génératrice S définie par^, ^, d
et 9. Il viendra, en différentiant d^abord dans %,

^Io\ , ^ ,, dz^ d d .(d\ç,\ ^TT_| dd \ _^ ^ . j i x x ^o^^o( -7— === A (jr 4- ^m-'"- + -^- fi + ^— 1 4- z' A + ̂ 1 Jn-o — —— ——
\ dv )% dv dv \ P / dv

==(^oGo+^ Ho)^.^0
.0^0^-.- "o^^

Multiplions intérieurement les deux membres de cette relation
par H, puis par i et enfin pari (vecteurs-unités d'un triedre rectangle);
il viendra, d'après (i 11),, et en opérant de même dans %,

(l23) — — dcOS^ ==— Cjn-^r (^"oCOs6 — C Slït 6 ) ———a cos ̂

== — Cf H- ( ko cos 6 — <?i sin 6 ) ——n cos ̂ ,
cos v

, ,, dd j • , ,( i a4 ) ,- + A sin ^p -4- z cos 4^ == o,

<- » . • . F j ^ ? • A /â?sin9 .\ -|p*côs^( 120 ) — A: cos a» -{- ^ sin ai === d cos 8 — Â-o sin 6 — ——— -h c cos 9 -———
' / • • |_ \ P /J coso

[ , „ , . A /â?sin9 .\~|p*cos^= ^ c o s 9 — Â - o s m 9 — ———4-<-icos9 ) \^—-•-•
\ pi /J cos 9
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On a ainsi obtenu un système de cinq équations renfermant cinq
fonctions inconnues de v : rf, z, Â^, c et c^. Or, on peut tirer c et c^
de (i25); on^ a par exemple,

6 ? + Â - o t g O = = ( - + tango) (Â-- - / s tang^)4-^( i — anb ) '

Portant dans (i23) on aura deux équations en — — d c o s ^ et ^o; en
s'appuyant sur (95) on verra que ky vérifie (99), tandis que^ est donné
par l'équation

(126) c— — d——J- — z sin^ tango + À-cos^ tangO

7 cos^ *
^—cm+h^- •

, cosd^ ^
T-67^^^

les deux derniers membres étant égaux d'après (67) et (gS). D'autre
part, en différentiant (99) par rapport à ^o (et ^01) et en utili-
sant (110)1, (n i ) et (124)5 on retrouve les deux équations (102).
C'est, pour le cas 1 du n° 45, la vérification annoncée plus haut (n° 49).

De plus, soient À, k, c^, c^ p*, p ^ , 6, ^ des fonctions de ^, les
quatre dernières lipes par (96), (101) et (no); introduisons-les dans
les équations (1241), (126) qui deviendront ainsi un système diffé-
rentiel du second ordre en d et z. Toute solution de ce système
fournira un point L et une droite o, de coordonnées (z, rf, 4'? 9)*» e^»
en vertu même de la manière dont nous avons obtenu le système
(iî3), (124), ÏQ sera le point central de o pour les réglées S et S^
qu'elle décrit dans % et %i ; enfin les valeurs des coefficients c et Ci
relatifs à S et S^ seront donnés par (i25). On peut ainsi obtenir une
infinité de couples de réglées (S, S^) dont les indicatrices seront des
courbes conjuguées déjà construites (l'une, par exemple, étant choisie
arbitrairement).

A l'aide du système (no), (124), (126) nous allons établir que le
cas II du n° 46 est effectivement réalisable, et nous vérifierons du
même coup les formules que nous avons obtenues à ce propos. Sup-
posons, en effet, que p^, cotgp', k, h, c,n soient des fonctions de v

Ann. Éc. Norm., (3), LVII. — FASC. 3. ^
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continues pour ^=o (A et k dérivables, par exemple) et supposons
que pour v = o on ait 6 = TC, ^ = ̂ . D'après (i 10) et (101) on pourra
écrire

6 == - 4- ^ sin ^po + • . ' ,

p * = — ^ s i n ^ o + . . ., p î = — p s i n i p o 4 - . . .,

les points désignant des infiniment petits par rapport aux termes
écrits. Cela étant, éliminons z entre (124) et (126); il viendra
/ . d^d i dd d . Àcos^o—À-
( I 2?) -7—-+- - -7- + -^cot2^o=————-!-—— +.. ..6/^ v dv v^ • (^sin^o

les termes non écrits au second membre représentant une fonction
linéaire en ,- et d, à coefficients continus pour ^'=0. Or, en
employant, par exemple, la méthode des approximations successives
de M. Emile Picard, on établit aisément que l'équation (127) possède
une intégrale et une seule s'annulant pour p=o; et cette intégrale
est de la forme

d=z ^[^C0^0 5 2^— Â - ( o ) ] sin^o+ ^2 ^ ( ^ ) ?

<&(P) étant continue, pour ^=0. Dès lors, quand v tendra vers zéro,
z tendra vers
(128) z ( o ) ==— / i(o) sin^ocos^o-

Or, appliquons au couple de réglées ainsi introduit les résultats
du n° 46; la comparaison de (io4) ( o ù T o = — i ) avec (61) montre
qu'il faudra prendre y = ̂  4-71 et l'on aura h =h(o); 'dès lors (128)
équivaut à (106), et les équations (io5) sont des conséquences
de (102). Enfin si dans (io3) on exprime p* et p^ en fonction de o
et pi au moyen de (101), l'équation qu'on obtient en rapprochant les
membres extrêmes se réduit à (107) pour v = o.

54. Passons maintenant au cas où 2 et £^ sont cylindriques. Nous
obtiendrons d'abord les mêmes équations (117) et (i 18) que dans le
cas où S et S^ sont développables. Puis l'on écrira que le point
Io==I+^H+û?i est le point central des surfaces réglées décrites
par o; en procédant comme dans le cas général et en utilisant (119)
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on obtiendra deux relations qui multipliées par i, puis par H et par 1,
donneront
/ . dd ,
(129) -^4-cos^=o,

(130) ^ =h~^ -[(^tang6-/co)cos6+(c1 - d ) sinô]^

=- [(^tangO - Â-o) cosô + (^i- d) sm6] ̂ -;

(131) sin^=: [ ( ^ t a n g O — ^ o ) sin 6 4- (d — c ) cos 6;J dv-
et s

= [ ( ^ t ang9—Â-o)s inQ+(^—^)cos9] -^ - .

On a là un système de cinq équations à cinq fonctions inconnues :
rf, z , ko, c, c,. Tirant c et c^ de (i3i), portant dans (i3o) et uti-
lisant (i 18), on voit que li\ satisfera encore à (99), tandis que z et d
(donc c et Ci) seront donnés par des quadratures. D'autre part, en
différentiant (99) on trouve
, . , ,, / h' dd \ ds ( h' . , \ ds
(I32) ^-(w^^^^9)^-^--^6^
et de même pour k\ ; et d'après (i 18), (i3i) et (99) on en déduit les
relations (108). Enfin, d'après (182) et (i 18),

i i _ ____cosQ____ / i i \
I\ ~~ k' ~ ~ h ' " ~ l, R7~ R^J '1 -,.- — tan^O cosd; v ' /

.̂i T

ce qui redonne (109).

55. Abordons maintenant le second des problèmes posés à la fin
du n° 49; et nous plaçant dans le cas général où les axoïdes 2 et 2^
ne sont pas cylindriques, nous allons montrer comment, à partir d'un
couple donné (S, S^) de réglées conjuguées, on pourra déterminer le
trièdre central (I, T, G, H) des axoïdes^ et les éléments centraux^ k, c^
c^m A, ainsi que p^ et p^. Connaissant S et S/,, on connaît To=—i,
Go=k, Ho=j ; donc, d'après (61), la détermination de T, G, H
revient à celle de ^ et 6; et celle de I se ramène au calcul de z, de d
(et de a si S et S^ sont développables).

i° S et S^ sont développables. — La seule donnée des positions
de S et S^ à l'instant t ne suffit pas pour la détermination du trièdre
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central. Nous supposerons que l'on connaît le rapport —°- des vitesses
USQ^

de glissement, dans % et ̂ , des points de contact N et Ni de la géné-
ratrice commune § avec Co et Coi , ces vitesses étant estimées positi-
vement toutes deux dans la même direction, celle de j, par exemple.
Or on a

, ^0 r> USoi ^—— == r\, —,—— == JDLI,
dvQ d^oi

R et Ri étant les rayons de courbure estimés positivement dans la
direction de To (donc de —i); on en déduira p* : p^ d'après (ni).
Bornons-nous au cas où p* : p^^ i ; on calculera 0 d'après (101) en
utilisant les indicatrices des réglées, c'est-à-dire de Co et Coi ou en
observant que, T et 1\ étant les rayons de torsion de Co et C o i , on a

m rn /-]C)

p =— .-? p , = — —. On aura ensuite tang^ en formant - ,— d'après
(110)1 et (ni), et d'après (110)2 on en déduira p^ et py. Or on
connaît a^—a, ainsi que -^5 —^•; donc (n5) et (62) fourniront d
et h (du moins pour cosd^cotgp^ cos^cotgp^, et cosQ^o). Les
formules (94) donneront alors

a p sinO + cos6
ai — a (pi — p ) cos6 •

et, par suite, a, et a^ ; dès lors (n3) et (n^) définiront k et z ;
enfin (ï i4) fournira c^ et Cy.

2° S et S^ sont gauches. — Connaissant la distribution des courbures
le long de o, on aura k' et k\ d'après (52) (on formera, par exemple,
la différence des courbures des sections planes de S normales à4? en
deux points de S symétriques par rapport à Io) ; on aura ainsi p* : p^
d'après (102), et si ce rapport est ̂  i (c'est-à-dire si k ' : k\ -^-1) on en
déduira comme tout à l'heure 6, f^, —9 ~T19 ?m^ P/' ̂ es équations (99)

et (io3) donneront d et h\ on en déduira-,—? -.-5 d'où k et z d'après
(124) et ( t25)^ et l'on aura c^n et c^ au moyen de (i23).

VI. — Extension (Tune formule de Disteli.

56. Proposons-nous de déterminer les axes instantanés des mouve-
v y

ments -°- et ^5 où %o désigne le trièdre central commun des surfaces
^) (£>4 v
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gauches S et S, (n° 53). La rotation de ^ est

/ j - \ dv.
—(Ï^)^

(i, j, k ayant toujours le même sens qu'au n° 45), ce qui définit la
direction de l'axe instantané de — • On a alors

<£»

- A ©.-(M A ̂ 'fë)•^•--X^•)'•=^•)i.
avec

CX== Â-o(i — P* tangO) — cp* == h — k -\- z tangip + ̂ (2 tango — p* séc^),

la dernière égalité résultant de (99) et (io3). Cela étant, l'axe héli-ce»
coïdal instantané de — est la parallèle àœo menée par le point

A (^<xïo A —77
T — T -4- \ dt )^^O——• 1 0+————————~>—————î

(«î-^

soit

avec

ou
l==d-{-

3o= I + zïi 4- /i,

^
i — 2 p * t a n g 6 4 - p * 2 séc^

d + p* ( h — k -4- z tang ̂  )
i — 2p* tang6 4- p*'2 séc^"

L'axe est ainsi bien déterminé. Or on peut écrire, diaprés (90),

W-^o^ lcos^+^f^ - s inoW• cosô \cos6 / '

désignons par ̂  l'angle de (x>o avec H, de telle sorte que

il viendra

. , cos^
S 111 y '—— ____——_____________________ *A- i — 2p* tango + p*2 s éc^O 5

/ _d-{- ̂  (h— k -+- z tang^)
sin2^ cos2^)

et l'on pourra écrire, en procédant de même pour ^°»

/i / _ en) h — k -4- z tang ̂
sin2^ s i n 2 ^ W cos^»
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Cette formule a été donnée par M. Disteli dans le cas particulier

où S se réduit à une droite (p*=o, =± y = T: — 6, l=d) (1).
2

VII. — Roulement ponctuel.

57. La méthode du n° 8 fournit encore des résultats importants
dans le cas où S^ désigne, non plus l'enveloppe des positions de S par
rapport à %i , mais seulement une surface de %/, à laquelle S reste cons-
tamment tangente^ le contact ayant lieuy non plus suivant une ligne,
mais en un point (ou des points) isolé. En effet, on pourra toujours
procéder sur le point de contact, que nous appellerons encore m(t\
comme au n° 8; le seul fait nouveau, c'est ^actuellementla trajectoire
de mÇt) par rapport à S^(S) ne pourra plus être choisie arbitrairement;
ce sera une courbe bien déterminée C^ (C). Dès lors le rapporta : Y], ne
peut plus être pris arbitrairement; et Fon ne peut plus écrire que les
équations (5) sont indéterminées, mais seulement qu'elles sont compa-
tibles, ce qui se traduira en général par l'annulation d'un déterminant
du troisième ordre.

Nous nous arrêtons seulement sur le cas, important en pratique,
où S roule et pivote sans glisser sur Si. Les courbes C et C^ sont les
courbes de roulement; la vitesse d^entraînement de m est alors cons-
tamment nulle; Ci est donc F enveloppe des positions de ÇA par rapport
à %^ . L'axe instantané de rotation A passe constamment parm(^); avec
les notations do n° 8 on a donc ^ = O = = Y ] , A =r- q, B = — p . Nous
choisirons l'axe ma^o de ©y de manière quejo=o; les équations (5) se
réduiront alors à

(i33)
(r-i— r)'^-{- (Si—s)rîi==—q,

(^i~ s)'^i-\-(ti~ t)m= o,

' ̂ i = ^

(1) Voici le tableau de concordance de nos notations avec celles de M. Disteli :

M . D . . . . . ho l y p p p p .°r §' (axes) X y ^ x y z

R . G . . . . . h z ^ — T C pr1 Pw1 d I.Y 7,1 ^ (vecteurs-unités) —j i k H T G
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et le vecteur ^ i + ï]i j sera une tangente commune à C et C ^ . Suppo-
sons t^ — t ̂ z o; il viendra

si—s r (si—sy}.^=-j—^ [/^-^^-F—^
d'où

(-34) ———-^——^6! — l S

Le cas ^ — t=o^s^ —s exige ^ =0= ^/, avec (^ —^)ï]i =— ç»;
c'est un cas singulier (n° 10). Enfin, si t ^ — t = o = s ^ — s , avec
7-1 — r^é. o, les équations (i33) se réduisent à

( r i - — r ) ^ = = — q, q^=^,

et l'on aura, en général,
r r— qîr.-r_--^.

Dans le cas général du roulement (2 et 2^ non cylindriques), (i34)
donnera, avec les notations du n° 33,

(s^— s)2 _ ûû sin6
rï~r~~ t,—t ~ W ô s m ( ^ — o c ) 5

soit encore
(^ i— s ) ' 1 _ / i i \ s i n 0

rl — r -- ~7,~~r ""YH/- — R m J c O S ^ '

Dans le cas où S, par exemple, se réduirait à une courbe C, on
remplacerait r, s, t^ rt — s2 par leurs expressions (n° 18); mais les
équations (i33) se ramèneraient à l'équation unique

^ s i n c p — Y î i coscp =: o;

cette équation exprime que la courbe roulante C est tangente à la
courbe de roulement Ci.

58. Les deux premières équations (i33) ont déjà été obtenues sous
une autre forme par Resal. Pour le voir, désignons par y et ^ les
angles de la tangente commune mt à C et Ci avec ses conjuguées
relatives aux indicatrices de Dupin de S et S^ en m (ces angles étant
comptés à partir de mt dans le sens direct); soient p et p^ les rayons
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de courbure des sections normales menées par mt dans S et Si (ces
rayons étant estimés positivement suivant m^). On a

i _r^-i-2^+^ ^^^^-^-(r-t)'^-s^
P Sî+^ ' ^ï- ^+2^4-^

et des formules analogues pour S,. Ajoutons alors membre à membre
les équations (i33)^ et (i33)2 après les avoir multipliées d'abord par
^i et — ^, puis par ^ e ty^ ; il viendra

cQtfj _ coty _ qr^î

et Pi P Si + ̂ îï

(i35) -I- - ^ —-_ZS_
Pi P ~ Sî+^

d'où, par division membre à membre,

(i36)
i i— c o t Y i — - coty

co tV=P- P ,
1 1

PI P

V désignant l'angle mt avec la projection de A sur le plan tangent (cet
angle étant compté à partir de mt). Or, les équations (i35)et(i36)
ont été données par Resal dans son Traité de Cinématique pure
[formules (2), p. i58, ou p. 160 et (i), p. 157].

Observons enfin que, dans le cas actuel du roulement (^ = o = Y]),
les équations (i33), où le second membre de (i33)a est remplacé
maintenant par p , pour plus de symétrie établissent une relation
d/involution entre la tangente mt(^,, r?) aux courbes de roulement et
la projection (p, q) de la rotation instantanée sur le plan tangent

(^i— r)'^p 4- (s,— s) ('^q 4- ri,p) -+- (t,— t)^q,.

C'est Finvolution des directions « cinématiquement conjuguées »,
étudiée par Beltrami et par Bianchi.


