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SUR LES

SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS DU SECOND ORDRE
QUI ADMETTENT

UN GROUPE CONTINU FINI DE TRANSFORMATIONS

PAR M. GUÉRARD DES LAURIERS.

Introduction.

La détermination des systèmes différentiels du second ordre, dont
les courbes solutions admettent un groupe continu fini de transforma-
tions, a fait l'objet des recherches de Lie dans le cas d'une seule équa-
tion y ' ^ f Ç x y y ' ) . Le groupe admis par une telle équation peut
comporter : un, deux, trois ou huit paramètres. On se propose ici
d'examiner comment ce résultat s'étend à un système de plusieurs
équations : on suppose les dérivées secondes^7 fonctions holomorphes
des dérivées premières x\ au voisinage de x\= o. La détermination
des espaces, dont les géodésiques admettent un groupe, est un cas
particulier de la question proposée.

La méthode suivie par Lie constitue une application de la théorie
des groupes : tous les groupes sur deux variables ayant été déterminés,
on examine, relativement à chacun d'eux, s'il existe une équation
qui l'admette. La considération des êtres géométriques associés à
l'équation sert, d'une part à éliminer à priori certains cas inutiles,
d^autre part à exprimer sous une forme indépendante du choix
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202 GUERARD DES LAURIERS.

des variables certains des résultats; et notamment , le cas dans lequel,
l 'équation étant réductible à y"=(.^ ses solutions sont les transformées
des droites du plan dont l 'ensemble admet le groupe projectif général.
Nous nous plaçons ici à un point de vue plus analytique et utilisons,
pour l'un et l'autre objet, des symboles covariants attachés au système
donné.

D'autre part la détermination complète du groupe devient rapi-
dement, lorsque n augmente, un problème trop compliqué pour que
la méthode de Lie permette d'obtenir le moindre résultat. II est
nécessaire de tenir compte, si possible au stade de ses équations
de définition, des conditions l imitat ives imposées au groupe du fai t
qu'il est admis par un système. En retour, les condit ions de structure
permettront souvent d'obtenir beaucoup plus rapidement un résultat
implicitement contenu dans les équations de définition. On ne peut
donc, en rigueur de termes, parler ici de méthode; sinon d'une
méthode de balancement qui envisage, tantôt les conditions propres
au groupe comme tel et qui seraient le fait d'un groupe quelconque,
et tantôt celles qui résultent des équations de définition à partir
du système différentiel proposé. Il est d 'ail leurs impossible de préciser
à priori le rythme de ce balancement; et ce qui se trouve ici réussir
au moins partiellement, c'est plutôt Pabsenee de méthode jointe à la
systématisation d'un point de vue : mettre en relation *des éléments
covariants ou invariants attachés au système avec des éléments de même
nature caractérisant le groupe. En ce qui concerne ces derniers, ce
sont les racines caractéristiques de la partie linéaire des transforma-
tions du premier ordre et le nombre de ces mêmes transformations
qui s'introduisent le plus naturellement. La mise en œuvre des con-
stantes de structure elles-mêmes n'est malheureusement pas conforme
à la nature de la question : à une même structure peuvent en effet
correspondre certains groupes admis par un système différentiel et
d'autres qui ne le sont pas.

Indiquons rapidement la marche de ce travail :

Le Chapitre 1 précise le mode de représentation du système diffé-
rentiel proposé : il n'est pas toujours indifférent de faire choix d'un
paramètre distinct des variables (système S) ou de prendre l'une
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d'entre elles comme paramètre (système L). Le cas dans lequel ces
deux modes de représentation coïncident est celui des systèmes G qui
conviennent aux géodésiques.

Le Chapitre 1 excepté, le présent travail sera limité aux systèmes G.
Nous indiquerons ultérieurement comment les résultats obtenus
s'étendent aux systèmes S et L; il suffit, en ce qui concerne la cova-
riance (Chap. II), de conventions judicieuses, mais la généralisation
des chapitres suivants exige des calculs considérables.

Le Chapitre II définit des éléments covariants attachés au système
différentiel; indique les conditions nécessaires et suffisantes pour que
celui-ci soit réductible à X\=Q\ définit, à l'intérieur de certains

, systèmes covariants, des systèmes covariants plus restreints qui
peuvent être nuls sans que les premiers le soient.

Le Chapitre III donne les équations de définition du groupe;
détermine les systèmes qui admettent un groupe dans lequel figure
au moins une transformation du second ordre; étudie, l'existence
de transformations du second ordre étant exclue, la limitation du
nombre des transformations du premier ordre; précise enfin la distri-
bution de leur ensemble (désigné par y) : on ne peut en effet choisir
arbitrairement celles qu i doivent être envisagées comme indépen-
dantes.

Le Chapitre IV étudie le comportement réciproque des transforma-
tions d'ordre o et i. Si l'on désigne en effet par Y une transformation ^
d'ordre i et par X^ les transformations d'ordre o, on a

(i) Y^Ô.X,
i

les 6/ étant d^ordre i. Si l'on réduit les transformations à leurs termes
de l'ordre le moins élevé, l'égalité (i) vaut, en y réduisant les 9, à leur
partie linéaire. En particulier, à une égalité

(2) v=ex

correspond, pour les termes de l'ordre le moins élevé, une égalité

(2') ' Y=0X.
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Les égalités (a') résultent immédiatement delà distribution des trans-
formations de y supposées connues. Mais il est fort utile de savoir dans
quels cas une égalité (2') permet de conclure à une égalité (2). En
d'autres termes,les deux transformations X et Y forment un couple,
c'est-à-dire sont proportionnelles : en résulte-t-il que X et Y forment
elles-mêmes un couple ? En d'autres termes encore, le fait que les deux
transformations X, Y forment un couple au second ordre près [ce
qu'exprime l'égalité (2^] entraîne-t-il que ces mêmes transformations
forment un vrai couple conformément à l'égalité (2). La disparition
des transformations du second ordre inclinerait à le penser, mais la
réponse n'est affirmative que sous la condition X(9) ̂  o.
! On considère alors l'ensemble de tous les couples existant dans le
groupe et on les réduit simultanément à une forme canonique. On
trouve en général yn sous groupe du groupe linéaire.

Enfin on peut examiner l'influence de l'existence des couples sur la
détermination du groupe : le problème se trouve ramené aux seules
variables qui n' interviennent pas dans les couples. Mais nous laisserons
de côté ce point qui a d'ailleurs un intérêt surtout théorique.

Le Chapitre V considère les seuls termes du premier ordre des trans-
formations de y e n regard des éléments covariants attachés au système.
Une relation très simple entre les racines caractéristiques de la partie
linéaire de toute transformation et les symboles R^ (qui jouent un
rôle analogue à celui des symboles de Riemann) permet ensuite de
déterminer complètement les termes du premier ordre de y dans les
trois cas : G. M. [groupe maximum : Çn — i) Çn — 2) + 3 paramètres];
G. S. [groupe sous-maximum : (z i -—i) ( / i — 2 ) + 2 paramètres]
(n quelconque) ; n = 3.

Le Chapitre VI comporte la détermination du groupe et corrélative-
ment du système qui l 'admet dans les trois mêmes cas. On peutsoit
passer pnr l ' intermédiaire des formules de structure, soit utiliser la
théorie des couples.

Des calculs auxiliaires considérables n'ont pu être insérés dans le
texte; on s'est borné à développer les cas les plus simples, susceptibles
d'illustrer, sans trop de longueur, les considérations générales placées
au début de chaque chapitre.
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La numérotation des équations est indépendante pour chaque
chapitre; et, sauf mention contraire, un renvoi doit se prendre dans
le chapitre où il se trouve.

La numérotation des résultats et celle des définitions concernent
l'ensemble du travail.

CHAPITRE I.
ÉQUATIONS DE DÉFINITION DU SYSTÈME DIFFÉRENTIEL.

CHOIX DU PARAMÈTRE.

Les courbes solution d'un système différentiel qui admet un groupe
demeurent invariantes dans leur ensemble par une substitution
quelconque du groupe. Si ces courbes sont représentées paramétri-
quement, le paramètre attaché au système sera en général modifié au
cours de la transformation, c^est-à-dire que les points des différentes
courbes solution qui correspondent à une même valeur du paramètre
ne sont pas en général transformés les uns dans les autres par le groupe.

La question de savoir si un système différentiel admet un groupe
requiert donc la détermination des systèmes qui sont équivalents au
système proposé, à un changement du paramètre près.

Soit donc

(S) ^ /=/<+// f^+.. .4-/^...^<,.. .^4-. ..=S, (i= i , 2, . . . ; ^2)

un système différentiel du second ordre.
r Les / sont supposées fonctions holomorphes de leurs arguments
x^, .2-2, . . . , Xn dans le domaine où on les envisage.

Les x sont fonctions d'un paramètre t

/ dxi -- „. d^Xi '

^=W ^=^-

Le développement (S) suppose que les S, sont des fonctions holo-
morphes des ( — ) dans le domaine (—) =o; nous nous plaçons
dans cette hypothèse.
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Nous nous proposons d'examiner la relation entre le paramètre t
du système (S) et le paramètre 9 d'un système 2 équivalent au sys-
tème (S)

ç, . d^x; ( dx\
(s) - -W^^-dî)' . .

,ç d'^Xi ( dx\
w - T ^ ^ ^ d ^ ) '

Formons
d2 Xi _ i / dxn d1 X j dx-i d'2 x,i \

(I} ~dx^ ~~ ( dxn\' \ ~dT df1 ~~ "dt dt2 )
\~dt )

fit
dx^ dx, dx^ ^ dxi

_^~dt ~^^r__^^e" ~^^r
~~ ( dx^V- ~~ ( dx^

\ dt ) \ d^ )

d'où

^ dxn _ ç, dxj(d^_ 'w ~ ^"^r
\dt ) ^ dxn dxj

~i~d^~^n^

( 2 ) . \l f dXr, dXr^\dXn ( ^ dXr, dXr,\dXj~\ (dQ\P__ [\^-^-^e"" •^ry'7/r \^...r, ̂  ' • ' ^ j ^ ^ [ ^ )

K~ i dXr, dXrp \ dXr, ( „ dXr, dx^ \ dx, 1

^•••^"^Ô" ' " ~ W ) W ~ V971-7'/-^"'" ~d^) 6/6 J

[p==:o, i , . . ., oo; r^==ï, 2-, .... n\ i==ï, 2, . . ., (n — i)].

On supprime, comme il est d'usage, les signes de sommation
inutiles.

On peut, de la relation (2) (ou de celles qui s'en déduisent en
modifiant la valeur de ? s i ^^3), tirer sans intégration la valeur de ,9

i. . d9 , i. . ^ dO ,.a condition que ,- n en disparaisse pas. Or, pour que ,, disparaisse,
il faut

r , dx^ dx,. -1 dxn [ dxr, ^ 1 dx,_ , 3 ^
[f^^'-'^^-^.^^'-^^^o (p-^o,i,3,...).
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Les — ne pouvant être liés par aucune relation indépendante

des ——f on en conclut

(3) /^O, A...r,=^P/,..r,+ £î,p,,/,,^+. . .+ £^p/,,,^ (p^ 2).

Alors ( , ) disparaît des relations (2) qui se réduisent à

( 4 ) fjk — ^jk == £)^- 4- Si- ûû/.

P,. Deux paramètres t et 0, qui correspondent à deux représentations
différentes d\in même système (S), sont liés par une relation du type

,,. 9̂ -/ dx\(5) - dï-^ a-}
(qui peut s'obtenir sans intégration)^ à moins que le système (S) ne se
réduise à

(G) ^=.f^x,x^x^.

R étant une forme indépendante de i

R == p 4- pr^. + ̂ rs^'r^'s -+- - - - ?

En particulier, si l'on n'a pasy^^p la fonction H est une fonc-
tion holomorphe de ses arguments pour des valeurs de ceux-ci qui
rendent non nulle Pune des expressions

|" ( ^ dXr\dXn __ ( ^dXr\dXj~\

LV' ^6 ; dQ V ^6 ) dQ [ '

Di. Les systèmes (G) comportent comme cas particulier les équations
des géodésiques d^un espace riemannien^ d'où leur désignation. Les sys-
tèmes (S) sont ceux dans lesquels les variables x^ x^^ ... 5 x^ jouent un
rôle symétrique en regard du paramètre t qui ne figure d'1 ailleurs pas
explicitement dans les équations. Enfin nous désignerons sous le nom
de système (L) un système du second ordre de la forme

^ ë'=/I^È-+•••+A...,,S-.-•ê^...^
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les fsont des fonétions de x^^ . . ., x^\ les indices i ; j\, . . ., r? prennent
les valeurs i, 2, . . ., Çn — i).

C'est en effet sous cette forme que Lie les a considérés pour déter-
miner les groupes qu'ils peuvent admettre.

Retenons donc que si un système (S) n'est pas réductible à un sys-
tème (G), on peut obtenir tout système équivalent à (S) en posant

dQ _ / dœ\
^ ' ^ :=H(" ̂

d'où l'on déduit successivement
d!^ _d Q r v (m d^ à}î d^x^
'~d^ ~~ ~dt \ 2^ ~àx, ~dQ 4- dxs ~d¥~

L ' ô^ \
et, en substituant dans (S),

d^Xj dxj r^logH dxr ^logH d^Xr\
( ) ~d¥~ "}" ~dQ \ àxr ~dS ~^ ^ dxr ~d^ \

L ^ J
- I fi^lf^^ +H^-2f^ dxrï dxrî dxrp i
- H2/-4-H^^ 1-"" •/r l•••7> 6/9 ^0 6/0 "•"

6/2 tZ'^Les équations (6), résolues en -777-' et ^ans lesquelles on aura
remplacé H par sa valeur, donneront un système 2 équivalent à (S),
mais écrit avec le paramètre 6.

En ce qui concerne les systèmes G, il est aisé de trouver directement
des conditions analogues. Soient

d^Xj __ - dxr dxs dx\
^ ) ~dr^~~Jr'~~dt ~ J ^ Ï ~ d t ?

.„, d^-Xi , dxr dx^ dx-i
w ^-=:^^6-^-+-^-P

deux formes équivalentes du même système. On obtient immédiate-
ment, en calculant —— à partir de la première forme,

/72A //y //^
U ' J , n i \ t^^r u^s

"̂ F _ R _L/^~?rJ'^e"'^e~
^6/6 y2 + p — ~d^~~ dx,
\ d t ) dî ~dQ
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dxEt comme il ne peut exister aucune relation entre les —

/ / \ y/ / 7 7 -r^ v dX^ d^1p
(4) /Â-9^=£)^-(-£^y, R=,^^,.^-^...-^5

, . d , <^9 ^6 - <&, - 6/^,. ^r»(^ ^lo^+p^=R+2cl)^î p-^^-7.^1-'-^-

PQ . L^ conditions nécessaires et suffisantes, pour que les deux formes
envisagées pour le système (G), Vune (S) relative au paramètre t,
Vautre (2) relative au paramètre 9 soient équivalentes, sont

• /^—^==£}co^+£i•ct)/•

Ces conditions montrent à nouveau que la réductibilité d'un
système (S) à un système (G) constitue une propriété indépendante
du choix du paramètre.

Les quantités p et ojy sont des fonctions arbitraires des x : on peut,
en les modifiant, obtenir tous les systèmes (2) équivalents au sys-
tème (S). Pour un choix déterminé des p, ce,., l 'équation (7) permet
de passer effectivement de la forme (S) à la forme (2) : co,., a, a sont
en effet, le long d'une courbe solution, des fonctions de t, et (7) cons-
titue une équation différentielle. Elle établit, sur chaque courbe solu-
tion, la loi de correspondance entre les deux paramètres, mais cette
loi varie en général d'une courbe à F autre et c'est, pourquoi il est
impossible de l'obtenir sans intégration. On peut d'ailleurs lever
l'indétermination de p, (Oy par les conditions

P = = o , ^ P^^A--^- (^4-i)c^=:o ( Â - = = I , 2, . . ., n),

(8) • .. l

f 9=: f d t e J ^ ' 1 ' avec7(^=:R+2^^' .

11 correspond une fonction f(t} à chaque choix des co. Dans le cas
particulier où 2 représente les géodésiques d^un espace à n dimensions,
il existe un choix des co tel que 9 soit, pour chaque géodésique, une
fonction linéaire de l'arc.

Enfin si deux paramètres t et 9 répondent l 'un et l'autre aux deux
î., û

conditions (8), on a —==o. Le paramètre d'un système assujetti aux

Ann. Éc. Norm., (3), LVII. — FASC. 4. 20
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conditions (8) est déterminé à une substitution linéaire près, ce qui
souligne le caractère intrinsèque de celles-ci.

^
P3. Notons qu'étant donné un système (G) on peut faire apparaître

ou disparaître de ses équations telle forme R donnée arbitrairement :
il suffit d'un choix convenable du paramètre.

Les systèmes (G^ se présentent donc dans l'étude de l'équivalence
des systèmes (S) entre eux. Nous allons les rencontrer à nouveau à
propos de l'équivalence des systèmes (S) et des systèmes (L). Les
solutions d'un système (S) dépendent de (271—i) constantes
arbitraires; celles d\m système (L), de Çin—2) seulement. Un
système (S) n'est donc pas en général équivalent à un système (L),
mais il est aisé de préciser à quelles conditions il doit satisfaire pour

d^-x-jouir de cette propriété. Les valeurs des —— calculées par les
formules (ï) à partir du système (S) proposé doivent dépendre
exclusivement des rapports —' Les expressions

UJCn

dx,, dx,
(s) ^-dt-^W

doivent donc être des fonctions homogènes et du troisième degré
dx

e n d t ï

Réciproquement d^ailleurs, si ces conditions sont satisfaites, le
système (S) est bien équivalent à un système (L). l i en résulte que, étant
donné un système (L), on peut toujours, d'une infinité de manières,
trouver un système (S) qui lui soit équivalent, au moins si l'on n'impose
aucune restriction à la nature des coefficients de celui-ci. Il suffît,
dans les équations

(, dx,t _ ç. dx,
i ~ d t ~ "^T - / dx,\(8) /^v -H"^>
\dt )

de prendre pour c-—i un développement arbitraire en c— et de calculer
les autres dérivées secondes. Mais si l'on suppose, comme nous l'avons
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fait, que les S, sont des fonctions holomorphes des ( — 1 dans le

domaine de ( — 2 ) ==o, il n'est plus vrai qu ' i l existe un système (S)
\ Ctt / o

équivalent à un système (L) choisi arbitrairement. Dans les conditions
de régularité précisées :

t\. Un système (S) et un système (L) sont équivalents si et seulement
si ils sont équivalents à un système (G). 11 est aisé de le voir sur les
équations (8) :

a. soit en partant des premiers membres [système (S)].

Comme ce sont des fonctions homogènes du troisième degré
holomorphes dans le voisinage des valeurs o, ils se réduisent à des
polynômes du troisième degré. Deux groupes homogènes, d'un
même degré différent de deux en ( -p)? et appartenant l'un à S,
l'autre à Sn satisfont à

dxn rr dxi
1 i —— — 1 n —7- == 0,dt dt

d'où l'on déduit immédiatement le résultat.

6. soit en partant des seconds membres ̂ système (L)].

Les Li deviennent, si l'on y remplace dxi par — des fonctions

homogènes de degré o en —• Comme ils doivent être holomorphes

( dx \*' "après multiplication par — ) ? i l s ne peuvent contenir que des

termes du troisième deffré au plus en —i* Par suite
0 r dXn

T V ^/ dx,, dXr, dXr
ï———l^-^^1^"-^ ^ ̂ ^..•^^^...^-1)].

p=o

Les équations (8) s'écrivent

i dXn d^Xi ̂  dXj d^Xn __ fdXn\-\ ( fid^_\ t' dXn\1

dt dt^ dt df1 ~ ' j \ dt ) V dt ) \ dt )

(9) , . / / •< ̂ r .̂ f.̂  ̂ ^ _ , _ / • / • dxu dxv dxw

' V ' dt dt ) dt ^J11^ dt dt dt

(/•, s, u, v, \v^rz).
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Mais tous les termes du premier membre contenant en facteur
soit —^ soit—^î il en est nécessairement de même de tous ceux du

dt dt

second. Et comme, dans le dernier groupe, u, v^ w sont différents
de n, l'un au moins de ces indices doit être égal à i\ et la solution la
plus générale des équations (9), linéaires çn ~—^Çk=ï, 2, . . ., n\
conduit au système (G)

d ^ x i _ / d x n \ " / ,dxr\dxn. _ ç, d x r d x , dx,
'd^-^'dt) ^y^J'dt^^^'dt ~cU^~dt ^

d'-Xn __ 5 .i dXr dx, dXn
~d^-~UJi^s~d^ 'dt^^F^

On voit de plus que, si l'on écrit les systèmes équivalents (S) [ou (G) j
et (L) sous la forme

i— w ? ~i
d^Xj __ , dXr dXs dXj ^ dXr^ dXr
'SF -^'"dt ~dt + ~dt \ 2à ̂ -^"dr ' " ^ d t \

4_/^='» J
d^x, . dxr ^; dxr dx, dx, / . dxr dx,\
—-—-^ — r -\- r ̂  —— -1- r ,.̂  —— —— —t— —— i r ;,,̂  —— /—— i ^
dx^ dXn ^ dXn CU'n dXn \ dx^ dXn.]

on a, entre les coefficients des deux systèmes, les relations

J -pX:__ fk ?/>- —— -fk ckfn. ' çk fil \

(10 ) "^ i j -^-£^^-£^m { i j ^ k ^ n ) .
{ ) F?=^-</^ 3F^=-^ f ^J7 ^ )

Les relations (10) montrent que F^y est indépendant de k, comme il
résultera d'ailleurs de considérations ultérieures concernant la
covariance. On vérifie de plus, conformément à une précédente
remarque, que la forme R n'intervient pas dans les relations (10).

Si un système (S) ne vérifie pas les conditions (S) (p. 208)^ il est
équivalent non pas à un seul système (^L), mais à oo' systèmes (L).
[Il pourrait d'ailleurs être considéré comme un système (L) particulier
de l'espace à (n + i) dimensions. ] On pressent par là l 'importance de
la distinction des trois types de systèmes : (S), (L), (G), en ce qui
concerne les groupes de transformations qu'ils peuvent admettre.

Désignons par L\ les systèmes (L) (oo1) auxquels équivaut un
système (S). Désignons par F le groupe éventuellement admis par le
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système (S) et par v^ le groupe éventuellement admis par le système L>.
Le groupe y^ ne fait pas nécessairement partie de F; il faudrait pour
cela qu'une transformation quelconque de ^\ changeât toute solution
de (S) en une autre solution; on est bien assuré qu'il en est ainsi
pour les solutions qui appartiennent à L), mais non pas pour celles
de L^y quel que soit V. Considérons inversement le groupe F et un ^
déterminé. Désignons par y l'ensemble des transformations de F qui
lui sont communes avec ̂ . Du fait qu'elle appartient à F, une transfor-
mation de Y est indépendante de X; en sorte que l'ensemble y
demeure le même, quel que soit le ^ qui a servi à le déterminer.
I/ensemble y forme d'ailleurs un groupe puisque le produit de deux
quelconques de ses transformations appartient encore simultanément
à F et à ̂ .

Mais l'existence de F n'entraîne pas celle de ^ ni inversement.
D'autre part, y peut s'identifier à chacun des ̂  eux-mêmes semblables
entre eux, F étant plus ample que y. On peut montrer effectivement
que le groupe maximum admis par les systèmes (S) est plus ample
que le groupe projectif général qui est maximum pour les systèmes (L).

Terminons par un exemple ces généralités relatives au choix du
paramètre. Considérons le système

( s ) d^L=xi (^=A^+B^).

Entres trois quelconques des x, il existe une relation linéaire et
honïogène; on achèvera de déterminer les courbes solution par leurs
projections sur l'un des plans de coordonnées que nous appelle-
rons x0y. On trouve un système de coniques qui dépendent de trois
paramètres

(G) A ^ + s B ^ r + C ^ + ^ ^ A C — B ^ ^ o .

Passons du système s à un système /

d1 Xi _ d^-Xi ( dxn \ ï dxj d^x^
dt1 dx^ \ dt ) dxn dt2

La valeur de
/^y___ / ^.^i d^zl\
1 —————- 1 ———— ^V 1 .X-l , . . . y X^ , —————— ? • • • ) ————-—————— 1

\ dt / \ ' - ' dXn dXn 7
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doit être compatible avec d-c^ =x^ On obtient

cl^Xi i / dx,
^\^i ^ndx- ~ O» \^ ^ dx.

avec
dXr

à^_ ^ à^dx_ ^ à^ xr xn dxn _
ÔXn ^Zà àXr dXn ^2^ , ̂ , ^ — 2^

<7 ———
dXn

On peut prendre par exemple

d^-Xi _ Xi Xn dXi

dx\ ;̂1 + À ^ + À û?̂  *

S'il existe au moins deux valeurs de i, on retrouve les relations
linéaires a.r,+p^+y^===o, et le système / comprend en outre
l'unique équation

(4) y"-^-
(Co) a^—^j+pr^o (À==o),

( /̂ ____ /y r^\ 2

(C,) 2-^^_^^^ (^^.

Toutes les coniques (C>.) qui correspondent à une même valeur de \
sont tangentes aux deux droites : x=±\[~^\. Une famille (G),)
déterminée ne coïncide donc pas avec la famille C. Il y a seulement
équivalence entre C et l'ensemble des (G),), c'est-à-dire entre s et
rensemble des (4).

La recherche des groupes correspondant aux systèmes / est simplifiée
par la considération des multiplicités solutions que les changements
de variables respectifs

——=^Ui [ l == ï , 2, ..., (n—l ) ] ; -"-^P OU i/I+-^=:^
XTt ' Xn \ Xn

ramènent à des multiplicités linéaires qui admettent, dans l'espace u,
^, le groupe projectif général. En effectuant le changement de
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variables inverse, on est conduit aux groupes

v à/ àf / • /
^ i ^ k ^ ^ s - ^ — ï xn à v 7 K==î, 2, . . ., / î ) ;

f~ 1 V ^/ ^/"l à/ r • / / M(ïo) ^ ~^2J^^+2^ r ^^ [./^=i,2,...,(^--i)];1 1 •^/î ^— fJXs O^ii 1 (A^/-
L s=:[ J

i r i Y. 0;/' àf^ i àfi | i v^ ^f ^f 1 i àf ., , .-,
- — — ^ ̂ ,s-T-+ 2-^- h -- —— [ ^ = = 1 , ï , " ' , ( ^ — ï ) 1 .
C,. | X,, ̂  OX, àXn Xn ( J X i . L— — — 2. ̂  T- 4- 2 -T- 5 - - T-^^ | ^n —— O.r, OX^ Xn OX'h

r yi àf - ^/n /———- àf
Xi œn2lxs—— + ̂ -T- ï V^+^-T—î

j-J àx,, àxn \ v /' àx^

(ïx) àf
^^l+À^^—7 (?==i, 2, .. ., ri);

^"Ô^ H^ k=l^^"^n-ï)'\^ 'Tn~à^^ [/=!, 2, ..., (^-l)J.-ÔJ- r / . Â-=:i. 2 . . . . . r ^ - i ^ i : x
à̂xi

Tous les groupes (^\) sont semblables entre eux et semblables au
groupe projectif général.

La recherche du groupe admis par le système ^conduit aux résultats
suivants

(F)

n

T^^^—7-» U^==^^^^—- (?, k=i, 2, ..., n),

A-==1.A-==1.

——— j païailiCLieS, (T^? TA/) == ̂ ^

.ATT . , ^1

r^ + " t̂̂ ) 1 paramètres, (Tu, T,,,) = ̂ T,,- £^TAA,n,

(L^, U/À) == o, (T^, L^) =: stU,/+ £iU^

Le groupe Y, effectivement indépendant de X, est

(y ) ^'/T^ [;==!, 2, . . . , / l ; Â - = = I , 2, .. ., ( / Z — l ) ] .

Nous remarquerons sur cet exemple que la similitude des groupes ^
n'entraîne pas que ces groupes fassent partie de (F); et qu^on ne peut
pas même déduire du nombre des paramètres de (F) une limite
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supérieure du nombre des paramètres de Y),. 11 faudrait ici que l'on
eût

^O-}^)^7^4"^ 4-^2 (^3).
2

11 importe donc, à chaque étape de la résolution du problème, de
distinguer deux cas : celui des systèmes (S) et celui des systèmes (L).
On est utilement guidé par la considération des systèmes (G) qui
constituent comme un noyau commun aux deux cas. Pour ne point
trop alourdir le présent travail, nous nous bornerons à développer ce
qui concerne explicitement les systèmes (G). Avant d'aborder cette
étude, nous rappellerons et étendrons quelques considérations de
covariance.

CHAPITRE II.
ÉLÉMENTS COVARIANTS ATTACHÉS AU SYSTÈME DIFFÉRENTIEL.

Le fait d'admettre un groupe constitue pour un système différentiel
une propriété invariante par toute substitution effectuée sur les
variables. Les relations qui traduisent cette propriété, étant donc
invariantes dans leur ensemble par une telle substitution, ne doivent
faire intervenir que des éléments covariants attachés au système.
Nous nous proposons de construire plusieurs ensembles covariants
attachés au système différentiel donné : simple extension des procédés
habituels du calcul différentiel absolu. Nous chercherons surtout
à déterminer l'ensemble des conditions auxquelles se trouvent soumis
certains systèmes covariants du fait que quelques-uns de leurs éléments
sont assujettis à prendre des valeurs numériques fixes. Ceci revient,
en fait, à mettre en évidence une covariance plus restreinte à Pintérieur
de systèmes covariants déjà obtenus.

Le changement de variables

x,=hi{y^ j2, • • ., J/0 (^==i. 2, . " , n)

fait passer du système
d2 Xi _ . dxr dxs dxi / dxy,
~dî^=Jrs~d^~dt~'~~dt\^~'~r^~dT +-

(r=f^r^f^ ...)



SUR LES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS DU SECOND ORDRE. 217

au système

d2 y i . dy'r dy, dyi ( dx^ \ . ; , ,
^-=^-^-^--7/^(P+Pa^^+•••) (p=9.Pa=^...).

Et l'on a
^ - àyi r àx^ ..̂  ^ (n^^?r/l••^-^/a-a^• ^ (p7=2h

— ^21 F /•(7 ^a ̂  — _^!^_1
T77L - ̂  [/a? ̂ 7 àyk ày, ày^ \9

_ f àyi ^ ^yi 1 àx^ àx^
l77L ~ L ̂ •/ar ^a ,̂3 J àyj ôyk '

On voit donc que tous les / sont covariants à l'exception des /^..

Da. Il est possible de définir^ à partir des f1.^ des symboles cova-
riants jouant par rapport au système différentiel le même rôle que les
symboles de seconde espèce de Riemann à V égard d'un espace riemannien

n

I \ Di ° J J 1 ° J j k , ^^ f ri fs fi -fs\(i) _ R^= ̂  - ̂  +2j (A//A-A<//v).
s-=-\.

Il est facile de vérifier la covariance. D'autre part, R — a les mêmes
propriétés de symétrie que le tenseur riemannien, auquel d^ailleurs
il se réduit pour ceux des systèmes G qui,représentent les géodésiques
d^un espace de Riemann (1).

On peut également, au moyen des symboles/^, étendre au système
différentiel la théorie de la dérivation covariante attachée d'ordinaire
à une forme quadratique.

Le système que l'on obtient par dérivation d'un tenseur n'est pas en

(1) On sait que, dans la géométrie relativiste d'Eddington, la présence d^un champ
électromagnétique est liée à la non-intégrabilifcé des longueurs comme la présence d^un
champ de gravitation à la non-intégrabilité des directions. Les symboles R ici définis
peuvent être associés à un espace pour lequel il n'y a pas intégrabilité des longueurs ;
les systèmes G constituent alors les équations des lignes d^univers d^un tel espace. Du
point de vue des espaces à connexion projective développé par M. É. Cartan, on peut,
à tout système G, associer d^une manière intrinsèque un espace à connexion projective
normale^ dont les géodésiques sont les courbes intégrales de G; tandis qu^il y a une infi-
nité d^espaces à connexion affine admettant ces courbes pour géodésiques.

Ann. Éc. Norm., (3), LVII. — FASC. 4. 27
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général an tenseur. Mais on vérifie aisément que, si '̂ et T), sont
des tenseurs,

s'/'-<£-/»••
»^+/««.

sont encore des tenseurs.
En général, Xîf^En général, X :̂;:̂ 1 étant un tenseur,

n,
^Y^i.-.^m j

(2) XW- - -M7—^ ^•••^ Y /^ Y^i..."...^»,V ^ Y^...^,\ z ) 7^...^///— ^——~^JhHA-b,...h, +^A/A,1...^:.^

^ n< 6^

est encore un tenseur.
Nous appellerons dérivation covariante par rapport au système

différentiel donné et nous désignerons par / l'opération exprimée par
la formule (2). Nous désignerons, comme il est d'usage, par une
virgule la dérivation ordinaire.

A la permutabilité de l'ordre des dérivations correspond dans le cas
de la dérivation covariante

(3) X%::^- X :̂::̂ ^ R^X^;:::^---^ R^X^:::^.
iu iu f)^

Le tenseur R}^ est lui-même susceptible de dérivation covariante
et les symboles R satisfont, comme il est facile de le vérifier, aux trois
types de relations

(4)
(5)
(6)

R^+R^=o,
R)^/+ RH/+ R^^ o,

R)ap/y + R}py/a + R)va/p == 0.

La relation (6) se réduit à l'identité lorsque deux quelconques des
trois indices apy sont égaux.

Pour que les symboles R}/^ soient des symboles de Riemann, il est
nécessaire qu'il existe un covariant double symétrique a^ dont les
dérivées covariantes soient nulles. En écrivant

<^//<== 0,
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on retrouve immédiatement

f- )./ ^ '^—i / r
La condition est par conséquent suffisante.
Indiquons deux propriétés presque intuitives des systèmes cova-

r iants /e tR.

PS. La condition nécessaire et suffisante pour que F équation

(7) fa,...a,,== o (p ̂  2 ; a^ a.i, . . ., a^ /; a^ .... cip, / fixes)

soit invariante par tout changement de variables est que le système f soit
de la forme

(C) fi — ci '\ i _i si •) ,,/'_
J a^...(ip — <=-r/i ̂ 2.. .rt^ • • • < ,̂ /^i.. .^,-i? £/'-

o, sU^zj,

i, si r=:y.

A^.. .& _, ^^ unsystème covariant assujetti à la seule condition desymétrie
par rapport à deux quelconques de ses indices. On sait d'ailleurs que le
système s.1 est lui-même un tenseur.

Nous noterons tout d'abord qu'une propriété tensorielle demeure
inchangée si l'on remplace la substitution à laquelle elle est attachée
par une substitution linéaire et si l'on suppose que le système covariant
considéré est un système de constantes. On pourrait établir la propriété
indiquée en utilisant une série de changements de variables convenable-
ment choisis. Il est pins rapide de remarquer qu'à l'équation (7) doit
correspondre un système covariant nul extrait du système f^...a • La
dérivée covariante de ce système est elle-même nulle, et, comme on
peut supposer que les/sont des constantes, on obtient

(7') —fi•hf1a,...a^^f^hf^...r...a,-=0 (^1, ..., Clp^i).

(f, r a^

Supposons que parmi les indices a ^ . . . âp, a soient égaux à û,
p égaux à b, . . . , y égaux à c.

La relation (7^ s^écrit

—f^l•hfa...a b...h <•.../•+ afahf!•a...a b...b c...c~^~ • • •-h Y f'chfn...a b...b c...(-::==• 0.

a p y a — i p v a ^ "f — j
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Les quantités/^ pouvant recevoir des valeurs arbitraires, le coeffi-
cient de chacune d'entre elles doit être nul; on en déduit, entre les /,
des relations algébriques qui permettent de poser les formules (C).
On vérifie ensuite la covariance du système À.

Pc. La condition nécessaire et suffisante pour que F équation

(8) Rj/,/^o (y, k. l^Li', k^.1; n^ 3 ; i, j, k, / f ixes )

soit invariante par tout changement de variables est que le système R soit
de la forme

(9) R^=^(^--^)+£p.;/—£^ ( i , J , k, l=ï, 2, . . . , n),

Xy/, étant un système covariante symétrique ou non.

La dérivée covariante du système (réduit à des quantités constantes)
qui correspond à l'équation (8) doit être nulle

-A^+/&R^+y&R)./+yx/R)^.=o (i^j\ /c, i).
En prenant par exemple h=j\ puis r^j\ k, l, le premier terme

donrie
R^=o ( r ^ j , / ^ l ) ,

puis les deux suivants

R^=o, R)^=o ( r ^ i ) .

En appliquant la dérivation covariante aux nouvelles équations
obtenues, on voit que les seuls R}/^ non nuls ont un indice inférieur au
moins égal à l'indice supérieur

(10) R^=R^ ^k^jl\
(^) R^=Rj//+R^ (^=y) .

Les relations (10) permettent de définir pour n^3 les symboles

^=R^=R^ = = . . . .

Compte tenu de (n), on peut alors écrire

(9) R^/= £}(^/- ̂ ) + 4}.;/- £^^. ^c)
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Ces formules, établies pour n ̂  3, valent encore pour n = 2, car on
peut toujours poser dans ce cas

(12)
RÎ 12 =2 ̂ 2 -^1, R^=À.,2,

I ^ S l ^ 2 ^ ! — — ^ - 1 2 ? R^=ÀH.

Les relations (9) n'imposent plus aucune condition aux R.
Supposons vérifiées les relations (9) ou (12). Désignons par Ay/,

et Xy/, respectivement le système défini algébriquement au moyen desR
qui correspondent à un choix (y) et à un choix Çx) des variables. En
remplaçant les R par leur valeur dans la relation

p. _ a ày, àx^ àx^ àx^
^-^^^w^

on voit que le système Xy/, est covariant.
Il est en outre soumis, pour n=3, à certaines conditions diffé-

rentielles que l'on obtient en substituant, dans (6), les valeurs (9)

(i3) ^/k=\kij (^3).

La restriction .n^3 est essentielle : car pour 71=2, la relation (6) se
induit par (11) à une identité.

P^. Il résulte des isolations (9), et de la covanance des sys-
tèmes R)/,^ ^7,, que le système

(a) - ^/ (y^^
( 6 ) [1^7-R4//] (^y^ l ) ,
(61) IXy- 2R},/- R?,,] ( i , /., l ^ )

est un système coloriant.

Supposons en effet que les expressions (a), (6), (c) prises dans le
système y soient exprimées en fonction des grandeurs du système x :
(Y) (a)y ou (b)y. ou (c)y= combinaison linéaire des R)^./ du système x.

Le premier membre est identiquement nul si et seulement si les (R),.
ont la forme (9); mais cette forme étant covariante pour les R, il en
résulte que les seconds membres sont identiquement nuls si et seule-
ment si les (R),, ont la forme (9). Or, comme on le verra dans un instant,
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lorsque les R ont la forme (9) on peut choisir arbitrairement les Xy/,.
Il est donc nécessaire que, lorsque les R ont la forme (9), les seconds
membres de (V) qui doivent alors être nuls ne contiennent pas les A. En
d'autres termes, ils ne peuvent contenir que des combinaisons des R
qui soient indépendantes des X. Or les seules combinaisons de cette
nature sont précisément^), (6), (c).

Pg. On peut établir qu'étant données des quantités R^ satisfaisant
aux relations (4), (5), (6), illeur correspond effectivement un système y\.

Pô. Lorsque n^3 la condition nécessaire et suffisante pour que le
système /^/ soit réductible par un changement de variables à la forme
/^ = s} p/, + £^py est que les R^ aient la forme (9).

La condition est nécessaire comme le montre le calcul des R à partir
des formules (i) où l'on remplace les/}/, par leur valeur.

Mais on peut procéder de manière à montrer simultanément que les
conditions indiquées sont nécessaires et suffisantes. Il suffît de revenir
aux formules qui donnent les (F}/,),, en fonction des (/}/,).,

F< - ( ^ , à^ - \ àxr àx,
] k ~ \ à^ ôx, • ô^ J r s ) Wî^k

On veut avoir dans le système y

F),=s)R,+4Ry.

En multipliant ces relations par j^' —, et sommant par rapport
aux indicesy, k, il vient

^ y j , É l̂ /•/• — ^2-i ( R ÔZl\ ̂  ̂  /p àr^ \
ôxi àxn ' ^////- àx,, \ s à x i ) 1 àxi \ s^) '

Les R, sont fonctions des y; d'autre part, ces relations doivent
demeurer vérifiées, un changement de variables quelconque étant
effectué sur les a?, lequel d'ailleurs laisse inchangé chacun des y. Il en
résulte que, dans une dérivation par rapport à x, les y doivent être
considérés non comme covariants mais comme invariants. Et la relation
précédente s^écrit

. / ^ ày,\ /- ày,\^=^.(R^)+^(R.^).
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Les quantités R, —-' sont donc elles-mêmes des covariants et Fon
peut poser

r» ^Vs-
^^

Réciproquement, si l'on peut trouver des solutions y de l'équation

j/M==p/j//i4-p^r//

satisfaisant d'autre part à la condition - — - ^ o , la rédactibilité sera
assurée. Mais, en ce qui concerne cette dernière condition, il suffira
de choisir convenablement les valeurs des dérivées premières.

Les équations en y s'écrivent encore

J/y/^P/jA+PV^

Compte tenu des valeurs des R^, les conditions d'intégrabilité,
obtenues par(3), donnent

avec
Y I ( ̂ kh — ^hk ) — V h O//: 4- yk O/À == 0

0^== ̂ lk— ?///:+ P/cP/-

Les conditions d'intégrabilité seront identiquement satisfaites si
les 9^ sont nuls, c'est-à-dire si l'on peut déterminer les fonctions p
par les conditions

P//A== P/P/c— ^lk-

Les conditions d^intégrabilité de ces nouvelles équations se
réduisent, compte tenu des équations elles-mêmes et des valeurs
des R;.,,, à

\k^h= ^l/i/k-

Or on a vu que ces conditions résultent précisément des relations (6)
lorsque ^^3.

Et Von voit de plus que F on peut choisir arbitrairement les valets
initiales des ç^ par suite celle des R^ et enfin celle des Ay/;= — (R, /, + Ry R/0-

P,o. Le même calcul établit que, lorsque 71=2, la condition
nécessaire et suffisante, pour que le système /'/. soit réductible par chan-



224 GUÉRARD DES LAURIERS.

gement de variables à la forme ./}/,= £}p/, 4- ^l.p/? est

^ii/k'1^ ^ik/u

le système covariant À^ étant défini par les équations (12).

REMARQUES. — I. Il résulte de là, et on le vérifie aisément, que des
conditions du type (9) et (i3), vérifiées pour les R^ et les Ày/,, demeurent
satisfaites quand on substitue aux /^ les valeurs /}/,-+- £}p/i+ ^•p./-

II. La précédente réduction vaut séparément pour chaque valeur
'de l'indice supérieur ;; ceci permet d'effectuer une réduction au moins
partielle dans les cas où les changements de variables dont on dispose
sont assujettis à certaines conditions.

D;^ III. Nous dirons en général qu un système f1^^ est C s^il satisfait
aux relations

(G) j^^== £^Aa;3...^+ • . . 4- £rt/,^...^,-i7

^b,...b -i étant un système coloriant symétrique d'ordre Çp — i).
Nous durons encore que les R^ qui ont la forme (9) sont C, ils ont

effectivement cette forme lorsque les /^ sont C.

CHAPITRE III.
LES ÉQUATIONS DE DÉFINITION DU GROUPE

ET LA LIMITATION DU NOMBRE DES PARAMÈTRES.

SECTION I. — FORMATION DES ÉQUATIONS.

Nous nous proposons d'exprimer que le système

"-•) ^A'^-^"-"

admet un groupe que nous supposerons défini par l'ensemble de ses
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transformations infinitésimales. Soit
n

x/=^»^,..,^
r=l

l'une quelconque d'entre elles. Nous supposons qu'on obtient, en la
prolongeant, les transformations subies par—S —?(')•

Associons à X la quantité infiniment petite u; les accroissements
qui résultent pour x, —, —— de l'application de X sont, en négligeant
les termes en u dWdre supérieur au premier,

ôXi •===. uc.̂
. dxj _ d . _ à^1 dxr

"dt ~~ ~dt xi~u~àx'r~dt

.d'-Xj __ d\ [ d x j \ \ _ [" ô^ d^Xr à2^1 dxr dxs\
dt1 ~dt[ { dt )\ ~ u L^ ~dïT + àxr àx, ~dt ~dT\ '

Les transformées par X des équations (Go) sont par conséquent, en
désignant pour plus de clarté par 9 le paramètre du nouveau système
et en développant les seconds membres de (Go),

^•__^Y \d^(G.) — — — — F - .
d^

l^P^l à¥i ^ dxx i^V^ •^ dxrdx\^
àxrcs dx^ àx, 6/0 \àxr ôxr àx, ÔQ d^ ) \ 1 u~'L •^ ]

Pour que le système (G) admette la transformation X, i l est néces-
saire et suffisant que les deux systèmes (Go) et ÇGa) soient équivalents.

Or on a vu [Pa, p. 209] que deux systèmes (G) sont équivalents si et
seulement si

fh — ?k- = £) ̂  + 4 c^-,

d'où, compte tenu de (G,(),

Ï^fK-f^-f]r^-f]^= £)^+ 4c0y.

(1) Dans le cas contraire, les systèmes du second ordre ne se distingueraient pas de
ceux du premier.

Ann. Éc. Norm., (3), LVII. — FASC. 4. -28



226 GUÉRARD DES LAURIERS.

II est facile démettre le premier membre sous forme covariante

^//-^-./^
^ljk=WI,Yk-^fKlr-f^ln

^ = ̂  + Mr - f^J - /% - [f^ + f^ -f^f^'

Les équations cherchées prennent la forme

(G) ^+ ̂ Ïf= £)^4- S^y.

Ces mêmes équations peuvent s'obtenir par la méthode classique
de Lie en mettant le système (G) sous la forme équivalente

d^Xj ̂  ̂  ^ dxr ^ dxr dx, dx^_f^ dxr dx,\
dx^ r dXn 1 A dXn dx,^ dXn, \ l l s dXn dXn ) ï

les F ayant les valeurs (1.10) (p. 212).

SECTION II. — L'ORDRE DIFFÉRENTIEL DU PROBLÈME.

Le groupe admis par le système différentiel étant supposé fini, on
peut calculer les dérivées d'un certain ordre des ^ en fonction des
dérivées d'ordre inférieur. Nous dirons que le problème est d^ ordre p si
les dérivées d'ordre p sont calculables sans que les dérivées d } ordre (p — i)
le soient. On voit immédiatement sur les équations (G) [ou (L) ou (S)]
qui cont iennent les dérivées secondes des ^ que le problème est au plus
d'ordre trois. Nous allons montrer qu'il est seulement du second ordre.
En d'autres termes, pour une transformation quelconque du groupe,
les développements des ^, supposés analytiques, commencent ou bien
par des termes constants ou bien par des termes du premier ordre.
Il résulte évidemment de la covariance que la propriété vaut simulta-
nément pour tous les ^. .

Les équations de définition du groupe sont

(G) ^+R)^=£)c^4-4^.

Une même dérivée troisième pouvant être obtenue de deux façons
différentes, il en résulte des conditions de compatibilité

^IJH- ̂ //ik= W l j } i k i - [EV/]^= B^/,- R^V,.
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Et, en calculant le premier membre à partir des équations G elles-
mêmes, on obtient

( I ) ( G' ) ^jkl = £) ( ûû^// — W//h ) + Si- CO/// — £; û0;̂

avec

( 2 ) p^== R),^+ R^//+ RU'A+ R)^5//- IW-
Cette expression demeure la même si Von y remplace chacune des

dérivées co variantes par la dérivée ordinaire correspondante; à la condi-
tion évidemment de faire la substitution simultanément sur tous les termes.

Appliquons, aux équations (i), la dérivation covariante par rapport
à Pindice h, et remplaçons les dérivées secondes par leurs valeurs tirées
des équations (G). En désignant par J?un ensemble linéaire de termes
en ^ et en ^ , il vient

2 R^/ co/, + R^z co/ + R}/,/ Wk + R)/^ ûû/
== £ARJ^C.^-+-£)(CO^— Wlikh) + 4^/7/A— ^jlkh-\- ^ '

Supposons tout d'abord ^^3. On peut alors prendre k=h=j;
i, j\ I^É. D'où

4R^co;=.^.

Si les W..- sont différents de zéro (1,7, l^) on peut donc calculer
tous les ojy en fonction des ^ et des ^'/y. Et, en subst i tuant dans les
équations (G), on aura

^ •==- fonction linéaire de '^l, ̂ p

le problème est du second ordre.
Pour que le problème soit d'ordre supérieur au second, il faut donc

que l 'une au moins des équations

R^=o (v/^)

demeure vérifiée quel que soit le système de variables adopté. Il en
résulte que tous les R}^ sont C [Pc, p. 220]. Et l'on peut alors,
puisque n^3 (P<j, p. 222) choisir les variables de telle sorte que

^==£)p^+4p;.
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Le système proposé G est donc réductible à la forme

r °° n
^ = ̂  ^ Pa,...a^a, . . . ̂  .

L^==o J
Si n ==2, on peut toujours [Pg, p. 222] déterminer un système

covariant Xy/, tel que les équations (II. 12) soient satisfaites. Les
équations (i) prennent, dans ces conditions, la forme

£)[A^— Aïk] + 4Ay/— £^4^== 0

avec
A/k= ̂ /^+ A^V,+ ̂ j^lk— ^//k'

Prenant dans ces équations i= Z-, y ==/, i^j\ puis i=j==k^l,
on en conclut

A^== o, soit ?w4"4- ̂ ^//4- ̂ 4'A^ c0//^

En appliquant la dérivation covariante par rapport à l'indice h et
util isant les .équations (G)

^/k/s'y/h^r ^sk/hÏf//-}- ^fs/hîf/^4- [2À^a)/,+ ̂ ûûy+ ^//,ûi)^] == ût)//^+ termes en ^.

Permutons k et A et retranchons les résultats obtenus. Les termes en co
donnent

^/Ikh — Wjlhk — (^hk — '^kh ) ûû/ — ^/k ̂ h -+- '^jh ̂ k '

Mais cette expression est ident iquement nulle si l'on tient compte de
la forme C des symboles RJ^(^ = 2). On obtient donc

( 3 ) ( ̂ ^/s — ^/s/k ) 'cffh + ̂ sk/h — ^sh/k ) '^ I j 4- ( ̂ /s/h — ^-h/s ) îf/k = termes en ^.

Appliquant la dérivation covariante par rapport à Pindice / et tenant
compte des équations G

3 ( ̂ jkfh — ^/h/k ) ̂ / + ( ̂ -k/l — ^ j l l k ) ̂ h + ( '\jlih — ^/h// ) ̂ k + ( ̂ lk/h — ^lh/k ) ûû/ = ̂  '

Prenant enfin l==:h=j\ k^j; on voit que l'on peut calculer coy à
moins que

^jklj— ̂ jjlk= 0.

Mais, dans cette dernière hypothèse, on peut [P^o? P- 223] faire un
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'choix des variables tel que

/^=£)p/,4-4p/..

Le résultat est donc le même que pour /^3.

P^. Étant donné un système (G) (pour lequel on a nécessaire-
ment n ̂  2) :

ou bien le problème est du second ordre ;
ou bien le système est réductible^ par un choix convenable des variables
et du paramètre à x^ = o.

Les multiplicités solutions

^•==A,^+B^ [i==î, 2, . . ., {n — i)]

admettent alors le groupe projectif général et le problème n^est évidem-
ment pas du second ordre.

Le système constitué par les équations G est alors un système
complet; on peut calculer les dérivées troisièmes des $' et aux valeurs
initiales de '̂, ^, co/; correspondent autant de paramètres arbitraires.

Si un système du type

(4) Xi-=Xi{^s^'s)

représente les géodésiques d'un ds2, l'espace correspondant est à
courbure constante. Un tel espace existe si et seulement si il existe un
système covariant symétrique double aji, tel que aj,,^=o. Des
relations

Ojkllh— ^jk/hl^ Of

on tire alors, en remplaçant les RJ^ par leur valeur,

R)^==£)(^/— 7.1k) + 4^7— ^ik [^/k=— (PM+ P/pyO],

2 ( ̂ lh — ~^hl ) Cijk -t- ̂ jh ̂ kl 4- '^kh ̂ jl — ̂ jl ^kh — ̂ / Ctjh == 0.

En prenant, d 'une par t /==/ , k==h; d'autre part h=j=l^h, on
obtient trois équations homogènes renfermant les quatre inconnues :
^? ^ih9 ^hh '^hh' On en tire aisément :
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ou bien : a/^=Â/^. La condition a^i=o donne alors

^/h=o, ^=^t ds^WY,

ou bien : X/^==Aâr/^. Les conditions \i,i,ii= ̂ ki/h donnent alors, les a,^
n'étant pas de la forme X/,X/, : Ay=o, A est donc une constante. Les
symboles R,^ de première espèce ont d'autre part pour expression

R^/= a^R^/=: ajs(e-{Aau— £?Aa^) == A[a^au— ay/a^].

L'espace a donc la courbure A.
On peut enfin ramener tout espace à courbure constante à une

forme canonique. Le système (G) correspondant étant réduit à la
forme 4? si l'on remplace Xy/, par sa valeur Aaj/, on obtient

Aa/k==— (p/,^4-p/p^).

On peut donc poser p;= •^/-
03C j

_ i / à2/ àf_ ôf_\
] k A \ àx^ àxjç àxj àxk ) ?

/étant une fonction de point, non linéaire puisque a^ n^est pas de la
forme X/A/,.

REMARQUES. — I. On parviendrait au même résultat si l'on recherchait
les systèmes G pour lesquels le sous-groupe y, formé par les transfor-
mations du premier ordre dans le domaine d'un point quelconque,
coïncide avec le groupe linéaire général. Pour qu'il en soit ainsi, il est
nécessaire et suffisant que toute relation entre les $1, ^ disparaisse.
Les équations (i) prises poury'H^ iÇn^3\ ou les relations (3)(/i^2),
montrent respectivement que les R^ doivent être C, ou bien qu'il
faut \^j= X^.

Le nombre maximum des paramètres de y est donc inférieur à /i2.
Nous le déterminerons à la section suivante.

II. Le problème est encore du second ordre pour les systèmes (L).
Pour les systèmes (S) il existe plusieurs cas d'exception dans lesquels
le problème peut d'ailleurs être complètement résolu.
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SECTION III. — LA LIMITATION DU NOMBRE DES PARAMÈTRES.

Le problème étant supposé du second ordre, les équations de
définition du groupe ou leurs conséquences différentielles permettent
de calculer les dérivées secondes des ^. L'ensemble y des transforma-
tions du premier ordre dans le domaine d^un point forment un sous-
groupe du groupe total. Ce sous-groupe y est déterminé si l'on en
connaît le nombre de paramètres et la structure. Or, le fait, pour le
groupe, d'être admis par un système différentiel lui impose certaines
conditions. Mais, tandis que la limitation du nombre des paramètres
résulte immédiatement du nombre des conditions indépendantes qui
lient les dérivées premières des E, la structure du groupe n'est pas
directement déterminée par des éléments covariants attachés au
système. La forme des fonctions ^ demeure un intermédiaire
nécessaire. Nous donnerons ici la l imite supérieure du nombre des
paramètres de y, en même temps qu 'un choix possible de celles de
ses transformations qui sont indépendantes, réservant pour les
chapitres suivants la détermination complète du groupe dans le cas où
cette limite est effectivement atteinte. Nous désignerons pour cette
raison ce groupe sous le nom de groupe maximum ou G. M. Il est clair
que cette détermination ne constitue qu'une première étape : la suite
des nombres de paramètres possibles pour un groupe admis par un
système est une suite discontinue; la première discontinuité sépare
le groupe maximum du groupe projectif général. La suivante est égale
à l'unité. Nous le montrerons en déterminant effectivement les groupes
et les systèmes pour lesquels le groupe y a un paramètre de moins
que le groupe maximum et que nous appellerons pour cette raison
groupe sous-maximum G. S. Enfin nous montrerons au dernier
chapitre que, pour n = 3, le nombre des paramètres de y peut prendre
toutes les valeurs depuis zéro jusqu'à la valeur maximum.

P^a . Lorsque n^3, le maximum du nombre des paramètres de y
estÇn— i )(7i— 2)+3.

Il suffit pour le montrer d'établir que les équations [G7, p. 227].
considérées comme des équations algébriques en ^?, ^, sont au
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nombre de ( 3 n — 5 ) indépendantes au moins. On suppose évidem-
ment que les ̂  ont été éliminés et que les R ne satisfont pas à la
condition C. II résulte de cette dernière hypothèse qu'on peut supposer
non nuls tous les éléments du système covariant : (Py, p. 221)

.^ ( Hki ( j , k , l ^ i ) , R^-R^/ ( j , l ^ i , / c ) ,
\ R^- R^- R^, R^- 2R&,- R^ (/ ,y , ^ /^).

On considérera d^ailleurs comme impossible toute relation entre
les R qui ne serait pas covariante.

1. — nï5.
a. Les équations

p^==o, pJ//=o, pL/^0 (^ ^ ^ IT^Î ^ ̂  / f ixes; î variable; ^y, k, i)

permettent de calculer tous les ^ (/ == 2, 3, .. ., n) en fonction des
autres dérivées. Chacune des équations contient en effet une seule
des dérivées ̂  affectée de l'un des coefficients R,^, R^y, ^/, lesquels
ont été supposés non nuls.

b. Les équations
P^==o, ph^^o [À-=3, . . ., ( n — i ) , n]

ne contiennent aucune des dérivées ^((=2, . . ., n) sont indépen-
dantes par rapport aux (^.n — 4) dérivées

^, ^ [ ^ = 3 , . . . , ( ^ - i ) ] ; ^, ^,

comme on le constate aisément en se reportant à l'expression des p^/.

c. Il existe donc bien (3/ i—5) relations indépendantes entre
les^.

O/i z?o^ de plus que F on peut considérer comme étant calculables
(J) y (,=i, 2,..., ^); ^ (y =3,..., ^); ^ [^=3,..., (^-i)].

Cette remarque nous sera évidemment fort utile dans la détermination
effective de y.

La détermination précédente vaut encore pour n=[\. Nous en
donnerons cependant une autre, commune aux deux valeurs n = 3, 4-
Elle permet le choix d^un ensemble un peu différent de l'ensemble (<J).
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2. - 71=3, 4.
û. Les équations

^^,=0, p^ i==o , p ï i 2 = = <

permettent de calculer les ̂  en fonction des autres dérivées
?2 Ï3 T4
^ ^,1 ';,!

p w > " -R^ ^ = 4 ^=-1^241^24^.12

P ^ r - - ^23-^221 R J 2 4 ^=3 §= ^ 1 2 ( R J 2 3 - R ^ l )

P Î ^ . . . KÎ12 ^12+RÎ32-RÎ12 R : 1 2 + R Î 4 2

Les facteurs § sont donc toujours des éléments du système C supposé
non nul.

6. Il existe 4(/i=4) ou 2(^=3) équations qui ne contiennent
pas les ̂  et qui sont indépendantes par rapport à E^^E4,.

^ S'3 ^4 ^2 ^ = = 4 ^=2R^-3(R^ ,JS

P ^ . , 3 . . . 2R,,3 R^^ ^^3 ^=-2 (R^ , )2

P 3 3 2 . . . ^32 1^232 ^32+^342

û1 o R 1
^ 2 2 4 • • • ^ i - l 224

o1 R 1 Pt1
^ 4 4 2 • • • i : l442 -n-242

c. O/i î;o^ donc qu'on peut considérer comme calculables

(J /) '€k (Â-=I , 2, . . , ^ ) ; ^ (i=3,...,n)', ^ ( ^ ^ = 4 ) ( a ^ / ^ M ^ ^ ) .

Pi 3. Lorsque 71=2, y comporte au maximum une transformation;
et les racines caractéristiques ( } ) en sont nulles. Le nombre des transfor-
mations du premier ordre qui sont indépendantes dépend en effet du
nombre des équations (3)(p. 228) qui sont indépendantes, soit

(^/5— ^//0&^A+ (^jsih— ^jh/sÏ^lk-^- (}.skfh— ^sh/k)Ïf/j= termes en ^.

11 faut k^éh, et en prenant j=h ou j==k on trouve la même
équation

( ï ) ( ̂ jilk — ^jkij ) '^k + 2 ( À^ — À^y; ) ̂  + ( ̂ kfik — ^kk/j ) ̂  == termes en ^.

(1) C'est-à-dire les racines de A(p) = (çf/jo— ef p [ == o.
^/i/ï. Éc. Norm., (3), LVII. — FASC. 4. 29
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En posant
^11/2- '42/1 - ^21/2—— b.

le tableau des ̂  relativement aux deux équations est

b
20

S2! ^2

ib
— b a

D'autre part, la condition nécessaire et suffisante pour que le
système se réduise à un système (C) (admettant par conséquent le
groupe complet) est (P io , p- 223) : a=o 6=0. De plus, a et b
forment un système covariant. II existe donc deux équations indé-
pendantes en ^ et le groupe (y) des transformations du premier
ordre comprend au plus deux paramètres. Mais un groupe (y) à deux
paramètres est réductible à l'une des deux formes :

^iPl, ^2?2; Pl^lpl4- P2^2P2, ^Pi-

Là substitution de ces deux transformations dans les équations ( i )
donne dans les deux cas (û)o=ô, Çb\=o. Le système covariant a, b,
nul dans le domaine d'un point quelconque, serait donc identiquement
nul. Par suite le groupe (y) comporte une seule transformation. Si les
deux racines caractéristiques ne sont pas nulles simultanément,
cette transformation peut se mettre sous l'une des deux formes

Pl^lpi+ P2^2/?2; X^p^-\- (^i+ OCî)p^

ce qui entraîne encore a = o, b = o.

Groupes y à [(n— ï ) ( n — 2) + 2] paramètres.

P^,. Lorsque y a le nombre maximum de paramètres^ on peut donc
prendre pour tableau des ̂ \ calculables

Les termes calculables cor-
respondent aux points

(^ — i) . situés sur les traits.
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si y a un paramètre de moins, il doit exister un terme calculable de plus;
nous voulons montrer qu'on peut prendre ̂  comme nouveau terme
calculable. Posons pour abréger

Ji== ensemble de Ç2^ ^, . . ., ̂  ;
»-/ ___ ',-9 L, 9 ',-9^2== » ^ ^ ç,':;? • • • ? S;/̂-( __ .. 'C2 ^2 T2 . ?-3 Ï/i—l .

' - '2—— )) ^ ,27 ^l? • • • 7 ^>,/; ? ^,:!7 • • • ? ^-1 7

M == nouveau terme calculable.

On peut évidemment, quel que soit le nombre des paramètres de y,
et par conséquent le nombre des termes calculables, conserver pour
ceux-ci le même ensemble. Le mot même peut avoir deux sens :

a. les combinaisons calculables relatives aux nouvelles variables (y)
sont les transformées par covariance des combinaisons calculables
relatives aux anciennes (^) ;

P. les combinaisons calculables sont formellement les mêmes
pour (x) et pour (y). L'ensemble J^ est remplacé par Y)^, .. ., T]^ et
de même pour l'ensemble ^2-

Bornons-nous au changement de variables
(V) y^=x^\ yi=g-i(x^ . . ., Xn) (<==2, . . ., n)

par lequel aucun terme de J\ ne se change en une combinaison
contenant des termes appartenant à J^, ni inversement.

n

Si u était Pun des ^, (V) montre qu'une combinaison Ya,E^ à

coefficients arbitraires serait calculable. Il en serait par suite de
même de chacun des ^, et, comme cela ne modifie pas l'ensemble ^3,
le groupe (y) aurait un nombre de paramètres supérieurs à celui qui
a été assigné.

On peut donc raisonner sur le seul ensemble «Ja et sur le tableau

2

'cn-i 'rn
^,2 ^.2

ïn—ï 'en
S" c1»^

(n — ï) n

( n - i )
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Considérons la forme linéaire

F=^(^)o^, [(^)o^o];
f^S

/', s prenant les valeurs qui correspondent aux seuls termes calculables
appartenant à J^ et à u. Abstraction faite de u, F a une racine carac-
téristique nulle et une seule.

Si l'on prend u dans la dernière colonne, F n'a aucune racine nulle.
Si l'on prend u en dehors de la dernière colonne, F conserve une

racine nulle.
La condition nécessaire et suffisante pour qu^il soit impossible de

prendre u dans la dernière colonne est donc que la forme ^constituée
avec les termes caculables de y d'indices 2, . . ., n, et qui contient F
comme cas particulier, ait un invariant nul. Or cette condition n'est
pas remplie, car les équations ç^=oÇjkl^ i) donnent comme
calculables les combinaisons (^y— ^ ̂ ), et par suite les ̂ (/=2, ...,n).
On peut donc prendre u dans la dernière colonne : soit ^. On a alors
pour Ja

^ ^ S:L ^ etdWres ^ ( r , s ^ n , k ) .

Une substitution sur x^ et x^ seuls montre alors qu'on peut remplacer
cet ensemble par ̂ , ̂ , ̂ , ̂ .

Nous verrons qu'aux groupes y ci-dessus déterminés correspond
effectivement des groupes admis par des systèmes du second ordre.
Nous désignerons en général par

G. C. Groupe complet-groupe projectif général
(y comporte n2 transformations) ;

G. M. Groupe maximum, G. C. étant exclus
[ y comporte [(n — i) (n — 2 )4-8 ] transformations} ;

G. S. Groupe sous-maximum
[ y comporte [Çn — i) (n — 2 )4 -2 ] transformations}.

Signalons en passant que le G. C. ne comporte, relativement aux
systèmes (L), que Çn—i)(^—2) paramètres. La même limite vaut
pour les système (S), sauf les cas d'exception liés à ceux qui con-
cernent l'ordre différentiel du problème (p. 23o, R. II).
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CHAPITRE IV.
ÉTUDE DU GROUPE y DES TRANSFORMATIONS DU PREMIER ORDRE.

Le groupe (T) admis par un système différentiel ne comprenant pas
de transformation du second ordre, les équations de définit ion ne
peuvent laisser arbitraires :

a. qu^un certain nombre des (^)o soit Vo;
P. qu 'un certain nombre des (^s)o soit v^

Système G. . . . . . . . . . . . V i ^ ( n — i ) ( n — 2 ) + 3
Système L . . . . . . . . . . . . v^{n—i) (n—2)

A l'ensemble ? correspond le groupe y des transformations du
premier ordre appartenant à F; à l'ensemble a le groupe ^o des
transformations d'ordre zéro.

Nous désignerons en général par -y une transformation y réduite
.aux termes du premier ordre ; par yo une transformation d'ordre zéro
réduite à sa partie d'ordre zéro. Nous désignons enfin par des points,
dans une transformation déterminée, des termes qui sont d'un ordre
supérieur à celui de tous ceux qui sont écrits dans la même trans-
formation.

Les deux ensembles a et ^ ne sont pas indépendants l'un de/l 'autre,
et il est important de noter que :

Si y comporte une transformation du premier ordre : y+. . . ? Yo
comporte toutes les transformations

^+... (/:=!,2,...).

Il suffît pour le montrer de donner aux différentes variables x^ des
accroissements arbitraires respectifs (^)o. L'un quelconque des ^, ^a

par exemple, devient
n

(l) ^[^^(^^^^^(^l, ^2. ..., ̂ n)+^ (^)o^-

i==l

+ termes (Tordre supérieur en (^;)o.



238 GUÉRARD DES LAURIERS.

Or les transformations de yo demeurent évidemment d'ordre zéro.
Le nombre v, demeurant le même, à toute transformation ^ de y doit
correspondre, dans le domaine du point arbitraire (^:)o, une trans-
formation du premier ordre. En d'autres termes, il est possible
d'associer à ^ un ensemble de transformations d'ordre zéro telles
qu^une combinaison convenablement choisie de toutes ces transfor-
mations demeure du premier ordre. Or si dans le développement (i),
on suppose que les Ç appart iennent à une transformation de y, les ^
sont d'ordre zéro. Chacun des (^)o demeurant arbitraire, il doit
correspondre à chacun d'entre eux une transformation d'ordre zéro
indépendante. Le terme en (^o? sera précisément (^)o; il suffît de
raisonner de la même façon sur chacun des ^ pour établir la
proposition.

Toute transformation Y de y peut alors se construire au moyen des
transformations X de yo

p
Y=^9,X, (7^0),

p=i

9p étant une expression qui commence par des termes du premier
ordre.

*
D/f Nous dirons, lorsqu'une telle égalité a lieu, que l'ensemble

des X et de Y forme un' système d^ ordre p . En particulier^ lorsque p ==• i
nous dirons que l'ensemble (X, Y) forme un couple,

On sait le rôle fondamental joué par les fonctions 6 dans la
similitude des groupes. On retrouve ici une circonstance semblable.
Les équations (G') [ou (L')J ne comprennent en effet que des termes
du type

R)^& R^, FW^.
Si l'on écrit ces équations pour une transformation Y et si l'on se

borne à la considération des termes d'ordre zéro, on peut négliger
dans les ^ tout terme d'ordre au moins égal à deux. C'est-à-dire que
l'on peut substituer y à y. Les conditions obtenues concernent les
valeurs initiales des R. Mais /^ensemble y demeurant le même dans le
domaine d^un point quelconque^ on peut lever cette dernière restriction,
II restera à traduire en termes covariants la relation ainsi imposée
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aux R. Le cas le plus simple est celui dans lequel l'existence du
groupe (F) exige que tous les R soient C. Le système admet alors le
groupe projectîf général; cette remarque permet d'éliminer un bon
nombre de cas parasites.

Onpeut également^ sans avoir recours à la covariance^ lever la restriction
qui concerne les valeurs initiales^ si l'on est assuré que la tranformation
du premier ordre considérée y, demeure la même dans le domaine d'un
point quelconque.

Il existe dos transformations du premier ordre lorsque les équations
de définition du groupe et leurs conséquences différentielles laissent
indéterminés quelques-uns des .̂. Supposons qu'au paramètre arbi-
traire À corresponde u n e transformation du premier ordre ï\. Les ̂ que
comporte T\ dépendent d'une seule arbitraire et sont par conséquent
liés par
(R) (n2— i) relations indépendantes

que l'on peut toujours supposer résolues

( r ' ) ^= A)^+ B),^ { r " ) ^/,= A)^/3+ ̂
(i , j = i , 2, . . ., n, sauf la combinaison i=(x,j=z^).

S'il existe un couple au second ordre près, le degré d'arbitraire
compatible avec la résolution qui conduit aux relations r ' r " permet
toujours de supposer que ce couple est ^spa+. . • • Les relations r ' r "
donnen t alors
(Ao) (A))o=o.

Soit % le tableau des coefficients des ^y dans les relations R. On peut
en extraire (n2—i) déterminants à (n2—i) rangées. Soit ̂  le déter-
minan t obtenu en supprimant dans % les coefficients de ̂ .

Les conditions Ao se traduisent par

(ûÇ)o== o, quels que soient i, j, sauf dï.

En d'autres termes :

Ao. Il existe une substitution Vo telle que tous les déterminants rf,
un seul excepté, aient une valeur initiale nulle.
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Plus généralement, le nombre des termes du premier ordre qui
figurent dans une transformation du premier ordre est égal au nombre
des déterminants r f à valeur initiale non nulle. Nous désignons par :

A. Conditions pour qu'il existe une substitution V telle que tous les
déterminants d soient nuls, un seul excepté.

Si A est satisfaite, A() l'est aussi . Mais si A n'est pas satisfaite, les
conditions r" qui sont covariantes ne peuvent l'être, et il n'y a pas
de couple. Il se peut évidemment que Ag soit néanmoins satisfaite, car
les réductions correspondantes ne portent que sur les termes de
l'ordre le moins élevé; mais ces cas, que l'on peut obtenir à priori en
raisonnant sur les termes de l'ordre le moins élevé, ne peuvent corres-
pondre à aucun groupe défini comme appartenant à un système diffé-
rentiel. On peut donc toujours supposer, pour les groupes qui
intéressent ici, qu'aux conditions Ao correspondent des conditions A.

Les conditions A valent évidemment dans le domaine d'un point
quelconque; puisqu'elles ne font intervenir que les coefficients du
système; il résulte de là qu'un couple au second ordre près peut toujours
être pris sous la même forme quel que soit le point considéré. Les résultats
qui dépendent de l'existence du couple et qui sont attachés au système
vaudront donc, eux aussi, en général.

Mais, si l'on considérait plusieurs couples simultanément, on ne serait
plus assuré de l'existence d'une même substitution V permettant de les
ramener simultanément à une forme réduite. L'étude de y conduira
à une substitution Vo permettant de ramener 7 (et en particulier les
couples qu'il contient) à une forme réduite, et c'est ainsi que nous
procéderons pour l'application au cas n ==3. Mais nous ne pourrons
plus alors déduire immédiatement d'une condition imposée aux
valeurs initiales des R la même condition liant les R eux-mêmes.

La présente section ne considérant qu'un seul couple, on peut y
supposer que ce couple conserve la même forme dans le domaine d'un
point quelconque.

Nous ne reproduirons pas ici les calculs de type élémentaire qui
permettent d'obtenir la forme imposée aux R par l'existence de certaines
transformations du premier ordre; nous mentionnerons simplement
(p. 291) les résultats utiles. On notera que ces conditions, qui sont
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nécessaires, sont, au moins en général, loin d'être suffisantes. Pour
obtenir des conditions nécessaires et suffisantes, il eût failli considérer
les équations (G') elles-mêmes, et par conséquent tenir compte des
termes qui ont été remplacés par des points. Les paragraphes suivants
fixent quelques cas généraux dans lesquels les conditions nécessaires
qui résultent de l'examen des termes du premier ordre sont également
suffisantes.

SECTION 1. — LES TRANSFORMATIONS FORMANT COUPLE.

P, 5. Si un système (G) admet les deux transformations
n

X --=^ aipi-^r-.. . (a,, bi, const. ),
/=!.

/ n \ / n \ / n \Y= 2^ (2^)+... (^^o\
\i=i / \s=l /' \^i /

on a nécessairement
n

y == 9 X, 6 =^ ̂ +. . . . ; avec X = X ^==Y, ou bien X=:(XY).
.ç==l

Ce qu'on peut exprimer brièvement en disant qu^z/i couple au second
ordre près est un vrai couple.

La condition S^é^o permet de ramener les deux transformations
envisagées à la forme

x==pi,
/;

\ == Xvpv 4-^ c ^ p s (^== fonction du second ordre au moins).
,?==i

Les équations de défini t ion du groupe, réduites aux termes d'ordre
zéro donnent alors
(2) (^)o+£^-(^^+^)=£}^+4^

et l'on en déduit les premiers termes du développement des $.
Un calcul simple montre alors que le crochet de Y avec

V=:[Y(YZ)] -Z4-( /^+2çO.Y,
Ann. Éc. Norm., (3), LVII. — FASC. 4. 3o
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étant du second ordre, doit disparaître
{ Y [ Y ( Y Z ) ] ; =(YZ) avec Z = : ( X Y ) — X . •

On en déduit successivement
(/i\+2ÇOo=o, (/ii)o==o, [Y(YZ) ]+(YZ)=o. .

Cette dernière condition permet d'étudier les ^ comme fonctions
de x^ et montre que ce sont des polynômes du second degré. La trans-
formation

{[^(p,Y)]YJ.-[^(^Y,)]

étant du second ordre doit disparaître : les ^ sont du premier degré
en x^ et i l faut [/?i (pi Y)]=o. L'application des mêmes principes
permet enfin de démontrer l'existence d'un vrai couple

X, ^=x^X; {Xy)=X avec X = X ou ^=(XY).

On établit , en suivant une marche semblable que

Pi e. Si un système (G) admet les deux transformations :
X = aipi^-.. . (ai, bi, const. ) ,

Y== [îbs^s] {^CLipi} -4-. . . (îa,bs=.o),

cet ensemble e^t réductible à Vune des quatre formes

(I)
X==jo-i, Y ==^o| PI-T- £ ^îpî 4-^ ^(^2, ..., ^^)p,•2, ..., ^^}/?5

[ ( £= :OOU I; ( X Y ) = 0 ] ;

^ X==pi4-^27?2? Y==:^ 7?l+^^2^2 +V ^(^-^^2' ^37 ...,^)^

[ ( X Y ) = Y ] ;

[ Al ~

^ X=:7?i4-^2^27 Y=:^2 pi-T- ^ipa 4-V Yî5^-^^' •̂  ...,̂ )P,.

1 ^=4

( [ (XY)=Y4-T ,3 ; (X.T^)=o];

(IV)
X=/?i+^27?2? Y=^2 pi^^ip^^Ïp^^.r^e-^^,^^ ...,^)p.ç

L •<>=:3

[ (XY.)=Y+T,3; (XT^)==T^; (XT,t)=o].
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En résumé, si un système (G) [ou un système (L)] admet un couple au
second ordre près : X, Y= yX +. . . ̂  étant du premier ordre), ce
couple entraîne l'existence d'un vra i couple si ( X y )o 7^ o.

Lorsque (Xy)o = o o/î n'est plus assuré de l'existence d'un vrai couple:
Cette circonstance se présente cependant certainement lorsqu'il existe
déjà un vrai couple Z, ^Z avec Z(^) ̂  o et de plus : ou bien Z(y)^o
ou bienX(^')^âo. \r/^- '

La question se pose alors très naturellement de chercher à ramener
les couples à la forme la plus simple. Les propositions précédentes la
résolvent quand il s'agit d'un couple pris isolément. La réduction
simultanée de plusieurs couples fera l'objet de la section suivante
dans laquelle nous nous bornerons toutefois aux seuls vrais
couples (P^).

SECTION II. — LA FORME CANONIQUE DES COUPLES.

Il résulté des considérations'précédentes qu'à un groupe linéaire,
envisagé comme groupe y possible, correspondent un certain nombre
de couples de F : X, Y= yX. X désigne dans toute celte section une
transformation d'ordre zéro; on l'appellera transformalion de base
du couple, y est la fonction multiplicatrice; el le est, comme Y, du
premier ordre. On se propose de déterminer les formules de structure
qui lient entre elles les transformations X,, X,, Y,, Y, qui interviennent
dans les couples.

Le résultat est le suivant :

P, 7. Si un groupe F est admis par un système G ou par un système L
on peut [sauf un cas d'exception explicité ci-dessous] choisir les trans-
formations de base X,, .. ., X, des différents couples Y,= <p,:X., de telle
façon que

(X,X^-)=:o, X;(cp^) =const.

La méthode employée est toujours la même. Outre la covariance, on
utilisera le recours alternatif à des conditions imposées aux transfor-
mations tantôt parleurs équations de définition, et tantôt du fait même
qu'elles forment un groupe. Le succès n'est d'ailleurs pas seul à
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justifier cette méthode : la proposition énoncée ne valant que pour
des groupes admi^ par des systèmes différentiels, il est normal de tenir
compte de cette hypothèse et de celle de l'existence d'un groupe d^une
manière simultanée.

A. — Conditions coexistence et normalisation des couples.

Le couple : X, Y = yX satisfait toujours à la condition

(X. Y) =r aX-h ^Y ou équivalemment Xcp ==04-^9 (a, 6, constantes).

On montre en effet aisément, soit en raisonnant sur le groupe, soit
en utilisant les équations de défini t ion, que la transformalion
[(X Y) — a X — 6 Y ] , qui appartient évidemment au groupe, doit
disparaître. Ça et b sont des constantes qui s'introduisent dans le
développement en série des ^.)

II résulte d'ailleurs de l 'origine de a et b que si a est nul b l'est aussi.
Mais il peut se faire que la transformation X intervienne dans

plusieurs couples Y,= op,X.
Les fonctions y,satisfont aux relations Xç,==û/+6/y,. Et l'on obtient

(Y; Y^) == {a^i— a,cp/OX 4- (h/,— ^)9^X.

La transformation (&/,—6,)ip,îp/,X appartient donc au groupe; et,
comme elle est du second ordre, on doit avoir

h/,=zbi==:b et, par suite, Xcp;== ^-4- b^i.

Si les a sont nuls, b Fest aussi.
S'il existe un a non nul, a^ par exemple, on peut remplacer Xpar

_ , & - , / b \-^ = : X + — Y . i = = i + — î p i X.
ci\ \ a\ )

On a alors

•(X Y i ) = = ( X Y-,) =:(X cp,X) ==.a^X avec X == ( 14- — c p i ) x .
\ ^i /

Relativement à la transformation de base âC, b est nul pour Y, et par
suite pour tous les Y. La proposition P^y est alors établie.
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Dg. Nous dirons qu'une transformation de base X est mise sous forme
normale ou normalisée quand elle satisfait à (X yX) == ûX. // n^y a
quune seule forme normale si a est non nul, une infinité si a est nul.

B. — Réduction des systèmes de deux couples.

On vient d'examiner le cas dans lequel deux ou plusieurs couples
ont, à un facteur près, la même transformation de base. On considère
maintenant le cas de deux couples dont les transformations de base
sont différentes. Il convient de distinguer à nouveau deux cas selon
que les fonctions multiplicatrices sont ou non fonctions d 'une même
variable.

1. — Couples dont les fonctions multiplicatrices
sont fonctions d^une même variable.

Les transformations de hase sont alors nécessairement distinctes.
Dans le cas contraire il existerait une transformation du second ordre.
En prenant pour variable x^ la fonction multiplicatrice de l'un des
deux couples, on se ramène, compte tenu de la normalisation, à

n n
„ àf v^ . ,, h àf ' v-i , ,
Ai == a—— 4- 7, cfps, A 2 = — —— 4- Z, ̂ ps (a, ô, constantes) ;03C y ^— CO (7«3?i •'——

Yi==^iXi, Y 2 = = c p X 2 (9 ==:^i+ (3^4-...).

On forme aisément deux transformations appartenant au groupe
et qui, étant du second ordre, doivent disparaître, savoir
(7) (X, Y,) + (X, YQ - a(i 4-2j3cp)X,- b(i - 2(3^) X,

(8) = (9 - ̂ i) (Xi XoJ 4- a[^'- (i + 2pîp)]X24- b | A - I 4- 2p^tXi= o,

(9) (Y/Ya) —aîpX-24-^iXi

( / ÇQ \
==^i(p(Xi X2) 4- a(^i, (i/— cp)X.2-h b x^ — -L JXi== o.

Si a == o, b == o, (8) donne (X Xs) = o. On a d'autre part
X/:(^i)=0, X ^ ( ( p ) = = 0 ( Â - = = ï , 2 ) .

Pi 7 est établie.
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Si a-^oonb^ o(o\iaby^o), la comparaison de (8) et (()) conduit,
puisqu'on ne peut avoir aucune relation X^ == ^(.r^.Xa, à l 'une au
moins des deux équations

(10) ^9'+ 9 [9 — 2^i(i+ [3îp)J =: o, ïy -J- ̂  — 2^19 + 2(3.2^(p ==o.

Mais la seule fonction régulière du type ç = x^ (i + . . . ) , solution
de l'une des équations (10), est la même pour ces deux équations,
savoir

— x^
^~i-^^

Pour poursuivre la discussion on supposera par exemple a-^o.
(Si Von avait a == o, b ̂ z o, il suffirait de prendre y pour variable x^.)
Une subs t i tu t ion sur les x d ' indice différent de i permet alors
d'annuler les ^ d'indices correspondants et le groupe comporte
les quatre transformations

n

Xi==7?i, X^=b(i— p.^^i+Z avec Z=='VYÎ^.

Yi=:^/?i, ¥2==: ^^1(1— p^i)7?i+ i ^ ^ z^

( Y i T ) — T = ^ ^ avec T =: (YA) + Xi, d'où ^ = o.
(jOC .1 (J3C ^

Et alors [ ( ¥ ^ ¥ 2 ) — Y a + è Y J permet d'achever la détermination de

Z=(i-p^)B f^-=o\\ t/^i j

II en résulte que le groupe contient les quatre transformations

p^ x^p^ B, x.^—b^x\p^ (7?iB)=:o.

S'il existe d'autres couples construits avec une fonction de ^,
il leur correspondra semblablementdes ensembles de transformations

»»
C, x^—c^x\p^ Q^C)==o.
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Si tous les produits cy sont nuls, tous les couples analogues Xa, Y 3
se réduisent au type B, x^ B.

Il n'y a alors qu 'une seule fonction multiplicatrice, x^, et les
transformations de basejo^ B, C. .. sont permutables entre elles.

Si 6p =/= o, on prendra pour nouvelles transformations de base

X',== Xi-pYi == (i-^^)p, ^ ou ( X/,==(^+Â•)p,;
X2== (Xg-h pYa) == ^(i—(3.r i) /?i-+-B j équivalement } X'^== (^i+ k)p^ -{-p^,

qui sont permutables.
Tout autre couple est alors réductible à la forme G, x^ et

satisfait à la condition (BC)4-C^=o. Cette condition permet de
ramener l 'ensemble des couples à la forme

(Xi=r^i, X2==7?2, X,==e-^Z,, (piZi)==o, (p^Zi)-==:o,
(o) <
''[Y^e-^^p^ 'Y^e^^p^ Y<==^ Z,, Zi^+^y^o, (X,X^)=o.

Les condi t ions (X,X/,)=o résultent de ce que ces transformations
sont bases de couples normalisés.

Il existe effectivement des systèmes qui admettent de pareils
ensembles de couples.

2° Couples dont les transformations de base sont distinctes et dont
les fonctions multiplicatrices sont indépendantes :

n n

X-i == (Xpi + y?2 + ̂  îfps, X^ = n^py 4- Pjo, + ̂  ri8 p.,,

Y-i=:^iXi, - Y2==^X,.

La réduction à la forme normale étant supposée effectuée, a et j3
sont constants.

La méthode consiste à extraire du tableau des crochets des
quatre transformations Xi , Xa, Y , , Ya entre elles une combinaison
qui, étant du second ordre, doit disparaître : les équat ions de
déf ini t ion de ^2 et T)' permettent d'évaluer cet ordre sans former
explici tement les transformations. Nous résumons dans le tableau
suivant les résultats d'une discussion assez longue.
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G. — Réduction simultanée des couples d^un groupe
qui ne comporte pas de système <ê.

1. Détermination intrinsèque des couples.

Considérons l'ensemble de tous les couples relatifs à une même
transformation de base X; < p i X , . . . , ç/,X; les couples peuvent,
comme on l'a vu, être normalisés s imultanément et deux cas peuvent
se présenter.

Dg. Ou bien X(;pa) = ° q^l que soit a. Nous dirons alors que X
est intrinsèquement indéterminé ou bien en abrégée que X est i. i.

Ou bien il existe des valeurs de a pour lesquelles X(<pa)^o (et
comme pour lés couples normalisés ces valeurs sont des constantes,
on peut supposer qu'il n'en existe qu'une). Nous dirons alors que X est
intrinsèquement déterminée ou en abrégé que X est i. d.

On aperçoit immédiatement la portée de ces dénominat ions .
Si X((p^)=o quel que soit a, on peut prendre pour transformation
de base l'une quelconque des <paX à la place de X sans que l'ensemble
cesse d'être normalisé. Si, au contraire, l'un des X((pa) est non nul
et si l'on prend <paX pour transformation de base, la normalisation est
détruite et on devra l'effectuer à nouveau relativement au choix ÇaX.
En d'autres termes, lorsque la normalisation demeure invariante
par le choix de la transformation de base, nous dirons celle-ci i. i., et
nous la dirons i. d. dans le cas contraire.

Enfin nous disons qu'il y a détermination ou indétermination
intrinsèque de X, parce que nous envisageons ici les fonctions
multiplicatrices ç^ q111 sont relatives à X elle-même. Le choix définitif
de l'une des ÇaX comme transformation de base dépendra évidemment
des autres couples existant dans le groupe; et ce second principe
de détermination est, lui, extrinsèque à X.

La distinction entre les deux catégories i. i. et i. d. est encore
précisée par la proposition suivante.

Pis. Pour que X soit i. z'., il est nécessaire que X(^p) == o, (L étant
une fonction multiplicatrice d'un couple quelconque.

Ann. Éc. Norm., (3) , LVII. — FASC. 4. 3l
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Lorsqu'il existe 4'X, c'est-à-dire lorsque la fonction multiplicatrice ̂
est relative à X elle-même, la proposition se réduit à la définition.
Nous supposons donc que ^ est relative à une transformation
distincte de X et que la fonction multiplicatrice relative à X n'est pas
elle-même fonction de ^. On peut doncprendre X^ x^ ; Xa, .2^X2.
Et en supposant que, par exemple, Xa soit i. i., on est conduit
à poser (comme p. 247)
c

n n

Xi==api+c7?2+^^^ X2==Yî/?i'4-^ rfps (-n^o).
•f =3 ,<? = :J

Y] n'est autre que Xa^y , ) et doit être supposé non nul : dans le
cas contraire la proposition serait établie.

Il suffit de reprendre les calculs dont le tableau de la page 248
résume les résultats pour montrer qu'il existe alors dans le groupe
une transformation WX^ avec X^(W)=^o. Par suite Xa serait i. d.,
contrairement à l'hypothèse.

2. Les transformations de base X peuvent être choisies de telle façon
qu'elles soient toutes permutables entre elles.

a. Soient deux transformation X ^ , Xa, i. d. et mises sous forme
normale. — Le cas des systèmes & étant exclu, les fonctions
multiplicatrices associées à Xi et Xa sont ou bien ident iques ou
bien indépendantes. Dans le premier cas, on pourra remplacer Xa
par X^=X2-+-^Xi de telle façon que Xa soit i. i. Nous supposons
donc indépendantes les fonctions multiplicatrices que nous pouvons
par conséquent prendre pour x^ et x^. Alors (cf. p. 248) on a
nécessairement

(14) ( X i X 2 ) = = À X i ou bien (XA) = jmX^

X^. ne sont pas nécessairement constants, et en toute hypothèse
(15) . [X,(XA)]=o, [X,(XA)]^o,

c'est-à-dire que, si X^ et Xa ne sont pas permutables, il suffit
de substituer à l 'une d'entre elles le crochet (Xi Xa) pour réaliser
cette condition : il y a d'ailleurs conservation de la forme normale.
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Puisqu^on peut toujours réduire un ensemble de deux trans-
formations i. d., i l suffit donc d'établir que si l'on suppose réduit
l'ensemble X < , .. ., X/,, on peut réduire l'ensemble X^, . . ., Xp, X.
Les crochets de X avec l 'un des X , , . . . , X ^ né peuvent être que
l'un des deux types ( i4 ) - Nous distinguerons ces deux cas par
des indices de nature différente

(XyX)=a/X,, (XaX)=aaX.

Les Xy, X^ représentent, dans leur ensemble Xi, . . . . X/,, et
sont toutes, par hypothèse, permutables entre elles.

L'identité de Jacobi conduit respectivement aux conditions

(16) X;X^X, X;(^)=o, X^(a;)==o C/T^);. Xa(^)=:o, X^(aa)==o.

Les conditions du type (i5) donnent semblablement

[X;(XyX)]=o, X;(^)==o, [X(X,X)]=(Xa;X,)=o.

Pour toute valeur de/ pour laquelle a/ n'est pas nul, remplaçons Xy
par X . = = û y X y . La fonction multiplicatrice o .== ? / relative à X^.
répond à la condition

^(^^^ayX/^^X^^).
\ u/ /

Les X. restent normalisées. D'autre part, d'après (16),

(X)X^ ) == (a^-akXk) = a/^(XyX^.) == o,

(X)Xa)= (^-X/Xa) = 0;(X;Xa) =0.

On peut donc supposer nuls tous les aj

(X,X)=o, ..., (X,X)=o; (XaX)=aaX, ..., (X).X)=:a).X;

(17) XaX^X donne Xk(a^) ==z o et [X(XaX)]==o donne X(a^)-==o.

On réduira les a d'indice grec à être nuls en procédant de proche
en proche. Si ciy, -=/=-. o on prend X^ûaX. On montre, comme
ci-dessus, qu^en vertu de (17) la transformation X^ demeure
permutable avec chacun des Xy et normalisée. Oh aura en outre

(X'Xa) = o, (X'Xp) = (aaX Xp) == [a^- Xp(aa)]X = asX.
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On est donc dans les mêmes conditions avec X/ ou avec X,
mais le premier des Oy, est annulé. Un nombre suffisant d'opérations
permettra de les annuler tous.

b. Soit maintenant Z, d^Z un couple i. i.\ X,, ^X^ désignant un
quelconque des couples i. d. — Les crochets des Z entre elles
sont nuls, puisque la condition Z(^) = o entraîne

(^•Z, ̂ A) = ̂ i^k(ïi^k)'

II reste à montrer qu'on peut annuler les (X/Z). Z(y/) étant
nul, puisque Z est i. i., il résulte du tableau page 248

(l8) (XyZ^^-Z, [X/(XyZ)]==0, [Z(X,Z)]=0 (j = 1, 2, . . . , m).

Comme on peut prendre nul l 'un des X, par exemple A, relatif
au système des deux couples X^ et Z, il suffit de montrer que
si A . , , . . . , A/, sont nuls on peut annuler Â/,^ supposé d'abord
non nul. Prenons Z^ (X/^n Z) == A/.+| Z.

(X,Z7) = [X,^(X,Z)] + [Z(X^X,)] = o (^=i, 2, . . . , / : ) ,

(X^Z^^X^X^Z)]^, diaprés (18 ) .

D'autre part, la nouvelle fonction multiplicatrice ' ,[ /==—'-donne

Z^)^- -^Z(Â^)=o.
^/s:+i

On est donc bien dans les mêmes conditions avec Z/ qu'avec Z,
mais on a annulé XA+I .

3. Réduction à une forme canonique des X i. d. et indépendantes
(c'est-à-dire linéairement distinctes) et des couples qui leur corres-
pondent.

û. Le groupe comporte toutes les ^ipi. ( î = i , 2 , . . . , m . — Les
conditions (X, X/,) = o permettent de poser

Xi=pi (i==i, 2, . . . . m).
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A chacune de ces transformations correspond une fonction
multiplicatrice y; telle que l'on ait

X,(9,)=i, - X,[X^(9,)]===o ( ] ) , [X^(9,)][X,(^)]==cons.t.,

d'où
/ m \Xi=--pi, Yj= ̂ i^j= { ^H-^ ^^-4- bi \pj
\ s=). /

(a^==o; a^bi indépendantes de ̂ , . . ., Xjn\ ^^f== const.)
(Y,Y,)+[Y,(Y,Y,)]+2(ai.^)Y,==:2a?9,X,.

Par conséquent, toutes les transformations U^== ^^y^X/.. appar-
tiennent au groupe.

Envisageons alors
Xi ==/?i, Y'i == (^-i + a^ ̂ ,+ ^i )^^

et séparons les autres transformations en deux groupes que
nous distinguerons par des indices grecs ou latins.

a. Les XaYa d é s i g n e r o n t les c o u p l e s te ls que â^â^==o.

Si a^=o et a^=o, y, est indépendante de Xa et Ya indépendante
de x^.

Si a^-^. o et a^=o, il existe ^y^X, et l'on peut substituer à y ^ X ^ la
transformation (<p^ — û^a)Xi dans laquelle la fonction multiplicatrice
a la même forme que y ^ , mais ne contient plus x^\ ©a ne contient
d'ailleurs pas x^. Remarques analogues si a^= o a^ -=f=- o.

Si donc il n'existe que des indices grecs, on pourra remplacer Y,
par Y^ == (^ 4-&i )/?i, et la substitution y ^ = = ^ , 4 - & i ramène le
couple X^ , Y, à/?i, x ^ p ^ .

P. Les X/.Y/, d é s i g n e r o n t les c o u p l e s te ls que a^a^^o.

Comme il existe (X^ Y/;) == a'^pi^ la substitution x,,= a'^y,, permet de
conserver formellement la même transformation de base-— toutensup-ày'k i

(1) Un calcal simple établit que X/[X/-(®;)] == o chaque fois que X/X/X/ i - sont
permutables.
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posant ̂ '=X/,(y,)= i. La condition ûfâ^=const . exige â^==const.,
en sorte que le groupe comprend y^X/, , y/A. S'il existe deux indices
latins au moins» on forme

((pA 91 X/) == cp^X/— a^.Xi, (9/Xi 91 X/.) == (p/X^— a^iXi,

Si a^=o il reste yA; si a^o, il existe û^X/,, et par suite

a?9/X^— (^)o[(p/X^— ai.îpiXi] — (a?<4)o(piXi.

Cette transformation étant du second ordre, on en conclut a'^ = const.
et il existe encore y/,X/. \

En résumé, les a\ sont des constantes et le groupe contient
tous les yA, l'indice i jouant ici le rôle d'un indice latin.

Désignons par y, l'ensemble des termes d'indices latin contenus
dans y,, et supposons pour fixer les idées que les indices latins
soient i, -2, . . .,jo. Si parmi les formes ç7y^ . . ., y^, q seulement
étaient indépendantes (<?<jo), on pourrait prendre ces q formes
indépendantes pour variables x, x^, . . ., Xq. Chacune des fonctions y,
étant multiplicatrice pour tous les p,(i=i^ 2, . . . , J ^ ) cette
circonstance est invariante par ce changement de variables.

Les transformations d'indice la t in s'écrivent donc

( m \

Rk, Tik= ^+ ̂  a\yXa^-bik ^pk (k-==.i, 2, . . . , ? ' , 1=1, 2, ..., q ' , q <p).
(7==7?-+-l /

Par suite, toutes les transformations de base pq+^, . . . , p p
seraient i. i. et non pas i. d., contrairement à l'hypothèse.

Les formes y, étant indépendantes, le groupe contient toutes
les transformations T\/,(î*,Z:= i, '2, . . .,p). Les indices ik prennent au
moins deux valeurs, puisqu'on a supposé l'existence d'indices
latins distincts de i,

(T»T^) •==. (^-+ a^(7+ bu)?/,.

Cette transformation peut jouer le rôle de 1\/,, et si l'on effectue
la substitution

(î 9 ) Y I == ^i + a\^Xy + bu,
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il vient, en désignant par un accent les nouvelles valeurs
p

T,k=œipk (i, /i-=i, 2, . . . ,7?) , Xa==/?a-+-^a^;

s=:ï
P m

'UÏ==a^^pk ?a==^a4-^^a^+ ^ a'S-X^.

s-=-\- a-==yo+l

En formant les combinaisons
/-' p

(XaT,,), Xa-^;(XaT,,)=X;. ^X^-^l^ (T^X;),

^•=1 Â-==l

on voit qu'après la substitution (19) le groupe comporte les couples

Pk, ^ipk (;,, ^==1, 2, . . . , / ) ) ;

/ m \ _
Xa==/?a' ( ^a ^ ^^(T ^a^ 9aXa ( a ==^ + l , . . . , m).

\ (7=:^+1 /

On ^peut donc opérer sur les indices grecs (c^est-à-dire ceux
dont la valeur est supérieure à jo), comme on a opéré in i t ia lement
sur Pensemble des indices.

L'ensemble des indices i, 2, . . . , m se sépare donc en un
certain nombre de systèmes

i^j\...k^ / 2 . / 2 . . . Â 2 , . . . , i p j p . . . k p .

Le groupe comporte toutes les transformations x.y^ dont les
deux indices appart iennent à un même système.

Pour déterminer les transformations qui correspondent à deux
indices de systèmes différents, nous reprendrons l'analyse à un
autre point de vue. Retenons à cet effet l'existence de toutes
les Xipi{i= 1 , 2 , . . . , m).

&. On peut faire un choix des X i. d. tel que toute fonction
multiplicatrice qui leur est associée réponde à X/,(<py) = const. — Etant
donnée une transformation <pjo,, on voit immédiatement, en formant
ses crochets avec Xipi, qu'elle se décompose en a\Xi,pi, &,/?,; a1^ 6,
étant indépendants de x^ ...,^. L'existence simultanée des
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transformations jo,-, a\pi, Xi,a^pi conduit aux condit ions

j/ap^api+^P- f^^9^^h ^=Pa-pâ

( ( / , / , / := i, 2, . . . , 772; a, P quelconques).

Tl peut y avoir parmi i, 2, . . . , m des indices h relativement
auxquels a\= o, a^=. o quel que soit i.

L'indice h compose alors à lui seul un système partiel auquel
correspondent les seules transformations p^ ^j,p^. On a

X/,(^) =i, X^Xh)-=o.

Nous laisserons ces indices de côté et considérerons le tableau
des a\ dont la diagonale est i

Nous dirons avoir ordonné une suite des quantités
a\ ( i fixe; s prenant plusieurs valeurs successives),
a^ (k fixe; s prenant plusieurs valeurs successives).

lorsque toutes les quantité^ a\ (ou a'^ nulles ont un indice s supérieur
à l ' indice s de toute quantité <^(ou a ' ^ ) non nulle. En d'autres
termes, pour le fragment de rangée (ligne ou colonne) considérée,
dans le tableau des a\, tout a\ nul est, après l 'ordination, à droite de
tout a\ non nul; tout a'^ nul est, après l 'ordination, au-dessous de
tout a!\ non nul. Considérons la première ligne et la première
colonne, et ordonnons celle de ces deux rangées qui comporte
le plus d'éléments non nuls .

Si, par exemple, on a à ordonner la première ligne, on effectuera
une permutation des colonnes 2 ,3 , . . ., m, et bien entendu la
permutation corrélative dans les lignes 2, 3, . . ., m, la première ligne
demeurant, dans son ensemble, inchangée. On aura alors

a\, d\, . . ., a^o; a^r^o, ff^-'—o, ..., ^=0

ou bien
a^, a\, . . ., a^-^. o ; a^-==o, a^+.== o, . . ., <,== o.
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Et p i^ 2, car, dans le cas contraire, l'indice i serait du type h.
L'ordination de la première ligne étant ainsi effectuée, il peut se
faire que le fragment

a\^, u^i, . . ., a]n (ou a^-4-1, a^, . . ., a^)

de la première colonne (ligne) comporte des a non nuls. On
ordonnera ce fragment, ce qui exige une permutation des lignes
(colonnes) jo, 4- i, pi + 2, . . ., m et la permutation corrélative dans
les colonnes (lignes) /?, + i? p\ 4- 2, . . ., qui commencent toutes par
zéro. On aura alors

u}>^ u},^ • • - «^ ° ; a^,-=.Q, ^+2== o- . . . ' ci^ == o

ou bien

a'[^ ', ^l-Ki., ..., Û^^O; a^'r^O, ^{i-^rrro, . . . , 0.^^=-- 0.

La substitution

J7,=^^- (k=='2, . ... p,) } \yk~=^ (À -=2 , . . . , ^ )

' ou bien < /L

^7
J'/ =---- ̂  ( / =^i + I, . . ., <7i ) i ^ J7 = ̂ 4 ̂ i ( l '•=~-PV 4- J, . . ., ^i)J/r-^^

ramène alors les a\ qui y figurent à être des constantes; les condi-
tions (20) donnent par conséquent, dans l'hypothèse des lignes comme
dans celle des colonnes,
(Ai) P<'==P? (À==2 , ..., ^i; ^ 1 ^ 2 ) .

Il en résulte que tous les a\. dont les deux indices sont au plus
égaux à ^i — en d^autres termes ceux qui sont inscrits dans le carré
formé par les q^ premières rangées (lignes et colonnes) et que
nous désignerons par T, — sont des constantes. De plus, exté-
rieurement à T\, la première ligne et la première colonne de (T) ne
comprennent que des éléments nuls . On opère alors sur les deux
secondes rangées, comme on a opéré sur les deux premières.
C'est-à-dire qu'on effectue successivement l 'ordination des fragments
des deux secondes rangées extérieures à T,. On aura par exemple

ay-, a^4-2, . . ., a^ -^- o ; a}^ == o, . . ., a^ = o

ou bien
î+.l' î+^ • • • ^ ^Â 7^ ° '•> ^Â+l ==zo! ' • • ? a^= °- .

Ann. Éc. Norm., (3), LVII. — FASC. 4. 32
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On effectue la substitution, d'ailleurs compatible avec celle qui
a été déjà effectuée

^Xl
yk=n:^x,, (Â'--=<7i+ i , . . . , / ? 2 ) ; J/=='-^ (^==^2+1 . . . ., q ^ ) ,

U{

et l'on en"conclut comme précédemment, par application de (20),

(B^) (), z-. </.i4- l , . . . 7 q-iYpf^P/

Si, extérieurement à T, , les deux secondes rangées étaient nulles
on considérerait les deux troisièmes rangées, ce qui conduirait à

(B:,) ( À = - r ^ , 4 - i , . . ., q^}9'i = P<

On voit donc que s'il existe, extérieurement à (T,), des a\ non nuls
appartenant à l'une des y, premières rangées — disons la p161"0 —
on aura des relations
(B//) P^=P^ (A- -=<7i+ i , . . . , qp\ piq^

qui se soudent aux relations (A,) et donnent par conséquent

(A,) . ^=9t ( À = i , . . . , qpY

La conclusion qui valait pour T, vaut donc pour le tableau Ta
formé par les q? premières rangées; et, extérieurement à T.j,
les p premières rangées (lignes et colonnes) sont identiquement
nulles. On ordonnera alors les deux rangées d'ordre ^ -h i , ce
qui conduira à un tableau Î3, et ainsi de suite.

S'il est toujours possible de former un tableau^ empiétant sur
le précédent, le dernier tableau coïncidera avec (ï) et, les égalités A
valant pour tous les indices, tous les a\ seront des constantes.

Si un tableau (Tp) déterminé ne peut être dépassé, c'est qu^exté-
rieurement à lui les rangées qui le composent sont identiquement
nulles

(T)

ï

(Tr)
ai

0

0

6(\

ï

()

0

0

^

ï a'^
(

^ '

o

0

T')

(T')

.-.ni
^P-t-J

.,,/;l
^i'+2
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Les indices qui figurent dans le tableau (T) sont alors tous
distincts des indices qui figurent dans le tableau Tp. Les a\(i, k^P}
ayant été ramenés à des constantes, il n'y a plus à s'occuper en
ce qui concerne (T) des variables x^ . . ., a-p. En reprenant sur (ï7)
et relativement à ^p+j, . . . , -Vm le raisonnement fait sur (T), on
établira que tous les a\ non nuls qui y figurent peuvent être
ramenés à être des constantes.

c. Forme canonique des X, Y i . d. — On peut alors reprendre
l'analyse des pages 253-256 à ceci près qu'on considérera les a\ comme
constants.

Les indices i, 2, . . ., m étant, comme on l'a vu, séparés en systèmes,

? j , J i, . . . . A I ', <2 i Jït • • • 7 ^Ï'I ' ' ' '•) l/^ ] RI • - ' 1 ^pf

il existe oc,py . Toute autre transformation (fp/, se décompose en
transformations : bpi, ou ^^p/^ Çu •=^ ^). Or l'existence de trans-
formations dont les deux indices appart iennent soit au système u soit
au système v exige respectivement

/îy^^-P^+S^, f^ =£^pp4-£^'pa, -

f^ ̂  £•?,< PP + ̂  P^ /^ = .1 P? + ̂  P^.

S'il existe une seule transformation ̂ j^, on doit avoir

/a"̂  == S'a 0-fj + ̂  0-a, f^ = £^, Œy + £^ ̂ ,,

d'où l'on tire, en prenant a = ku= i^ puis a == k^=j^

^==^==^

Mais alors les deux systèmes u et ^ ne forment qu'un seul système
et le groupe comprend ^/^,, quels que soient i'u et /„ appartenant
respectivement au système // et au système (\

Les X i. d., indépendantes et les transformations qui leur
correspondent sont donc réductibles à un certain nombre de systèmes
distincts

7\' P/^ " " 7^- ^7^5 ,̂7^ ( 7 = 3 : 1 . 2 , . . . . ^ ) .
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Les b ne dépendent d 'aucun des x qui f igurent dans les x^pj^
^ et /^ peuvent prendre l 'un et l'autre toutes les valeurs qui
appartiennent au système q. Mais Un} existe aucune tranformation dont
les indices appartiennent à deux systèmes différents.

4. Réduction à une forme canonique des Z i. d. et indépendantes^
et des couples qui leur correspondent.

La réduction relative aux X i. d. étant supposée effectuée, les
conditions (X,Z,)=o, (Z,Z,)=o permettent de ramener ces
transformations Z indépendantes à

py^ (a == m -h- i. . . ., m + p.).

Toute fonction multiplicatrice ^ répond alors à la condition '^= o.
D'autre part, on établit comme ci-dessus que toute transformation ^pa
se décompose en transformations du type

a^x-ipy,, 0pa ( a? P ne dépendant que de cT/^+p.+i, . . ., Xn}.

En désignant par k un indice de même système que i, il vient

(Xkpi ^Xip^-=a^Vkp^ d'où 0?:=^==...==^.

L'ensemble des couples relatifs à la transformation Z se sépare
donc en autant de groupes qu'il existe de systèmes distincts d' indices
relativement aux X i. d.

P^ ^^ ; <^ ^a?a ( 7 == 1, 2, . . . , y/)

et l'on a

fab ==1 ^Pî7 + ̂ P77 ^=: ̂ P^4" £/^ (^ b q1161001^11^)'
f^= ̂ Ï + £Zp^ </.=(?? - P?K ( / - == ̂  +7^ + I, . . . , 7.).

On ne pourra donc prendre égal à une constante que l'un des a^
supposés non nuls. Mais le groupe ne peut comporter simultanément :
x^p^ et ^pa. Ceci entraînerait en effet p;f = p;: et les deux systèmes u
et v ne seraient plus dis t incts .
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F). Réduction des autres couples.
S'il existe dans le groupe des transformations qui «oient bases

de couple et autres que celles qui ont été explicitées, elles n'en
sont pas indépendantes et sont par conséquent de la forme

m ni-^-p

X=^^,+ ^ ̂ ,, (piX)=o, (p^X)=o,
S-=:l p=:/»4-l.

X- ^ V^ 1 ^a^ ^\=oX, cp^^.+^ ^=:o, ^=o.

Si X est i. i., X(^) doit être nul et
îf=o (s=i, 2, . . ., m); { œ j p j ^ X ) = a j X j X .

Le couple proposé se décompose donc eu
/ m+[).

• • \ X:= ̂  ̂ , a^X, &X
1 . cr=:///,+i.

' C^, ^/' ^ ne dépendent que de ^^+0+17 • • • ? ^ n } '

Si X est i. d., on montre aisément, par crochet avec oc^pj, z ^ p j
que le groupe contient aj^jX, ̂ p / , ̂ py, et que

a^^'r^const. ( j , k-=zi, 2, . . ., m).

A des transformations près qui ont déjà été obtenues, on peut
donc ramener le couple à la forme (21), c'est-à-dire à un couple i. i.

D. — Réduction simultanée des systèmes ê
à leur forme canonique.

Nous nous bornerons ici à de sommaires indications sur la ligne
générale d'une enquête qui s'inspire toujours des mêmes principes.
Elle comprend trois étapes.

1. Forme imposée par Inexistence d'un système ê aux autres couples
existant dans le groupe.

Parmi les couples dont se compose ê, on distingue ceux qui
font intervenir les transformations dites principales

p\, ^-(•rl+•r2)y)l ; p^, e^'^^p^.
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On les normalise. Le second par exemple aura la forme

X.2= e^^p^ Y,== \e^+^— i]p.,=z i — e-^^]X^ cpA, X,_(9,) == i.

On considère un couple n'appartenant pas à ê, mais supposé
normalisé : X, Y = oX.

Les résultats de la page 248 s'appliquent alors aux deux couples
normalisés X Y et XaYs, et la condition X^((f^)==ï permet de ne
retenir que quatre cas, savoir (c/. ibid.) : 3 qui donne lieu
à deux cas possibles, 5, et enfin (XX2)=o. Les conditions
indiquées page 248 montrent alors aisément qu'il faut

X fe-^-^l =: o. -^ -^ o, ô \e- à^-\ ~^=- °i J àx^ / àx^ [ àx^ \ /

ou bien
(XX2)=:o, . d'où- (^X)==[X(^+•^)]p2.

Une alternative semblable se présente dans la comparaison des
deux couples X, Y et X^ , Y^

On montre à partir de là que les transformations principales
d'un système exceptionnel & (c'est-à-dire d^un ensemble de deux
couples intrinsèquement déterminés qui ne sont pas simultanément
normalisables et permutables) étant ramenées à la formef
(22) pi, e-^+^p, ; p.., e^^p^

les autres transformations du groupe qui donnent naissance à des
couples sont nécessairement de la forme

"
(23,) ÀZ, e-^Z, e-^Z avec Z r= y(pi —^2) +V Vps'==- ^(pi — pî) + Z,

K

(24) X, c p X - avec X == c(.{p\.—p'î) +'Y 'Vps=- ^ ( p i — p i ) + X

(^, < p ; a, y; ^ ^ étant indépendants de x^ et ^2).

Les conditions de crochet imposées aux transformations ^"^Z
et X qui sont bases de couples montrent qu^une substitution laissant
invariante la forme de ê permet d'annuler a et y.
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2. Réduction simultanée de tous les systèmes 6.

Un premier système ê, ayant été ramené à la forme (22), les
transformations principales du second ne peuvent être que du
type (24); les couples (28) sont en effet i / i . Les équations de
définition montrent alors que les transformations principales de &^
soit X^ et Xa ne peuvent répondre à une condition X^== OX^. Ceci
permet de mettre 63 sous la forme

P^ e-^^p^ p.^ e^^^p,,.

La rédaction se poursuit ensuite de proche en proche.

3. Forme des autres couples.

Il reste à réduire les couples du type (28) et ceux du type (24) qui
ne sont pas des systèmes &.

En ce qui concerne les premiers^ les conditions de la page 248
montrent que les Z des couples (28), associés au système ê de
variables principales x^ et ^2, ne peuvent contenir aucune des
variables principales des antres systèmes ê.

En sorte qu'on peut étendre les conditions (28), (24) à l'ensemble
des systèmes ê. Ceux-ci mis à part, les couples qui existent dans
le groupe sont déjà forme

X; V=e-^Z avec ^=-^^(pi—p2)^-^(p:—p,)-^-...-^ V ;̂

.S'rr.SK+l.

fi

cpX; V=^—Z; W=--:ÂZ avec Z == y,(^ -p,) -+- ï.^-p.O +...4- V Ç^,;
.s-=:-2K+l

aucune des variables ^,...,^1, ne figure dans aucune des
fonctions a, y; ^, Ç; y, X.

On montre alors successivement que les crochets (X,X/,), (U,U/,),
• (X,U/,) .sont nuls. Une analyse assez minutieuse établit que les
systèmes différentiels qui doivent être résolus, pour annuler
dans X, et dans Z les formes du type ocaQ^—jP->) 4- . . . , sont
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des systèmes complets : le recours aux équations de définition
est, une fois de plus, requis. Les Z étant ainsi réduites, (U,-UA-)=O
donne (Z,Z/,) -== o.

Pi 7. Ré&umè des résultats de ce chapitre.

i° L'ensemble des systèmes exceptionnels &^ peut être entièrement
séparé.

P2i-ï, Rît ) , . -^
\ ( l ==I, 2, . . . , K).e-^-^-^p^, e^-^-^p^ ( v ^ . )

2° A chacun de ces systèmes peuvent être associées des transformations
formant couple

e^-.Z, e-^Z, ÀZ, Z= V Ç ,̂.
.ç=2R4-l

3° II peut en outre exister dans le groupe d'autres couples : X,oX
[cf. 5°].

4° On peut choisir les variables x^ x^^ . . ., x^ qui interviennent
dans les systèmes &i de telle façon que les Ç, Ç, ©, X ne contiennent
aucune de ces variables et que les X, Z ne contiennent aucun
des pi ( î == i , 2 , . . . , 2K). Enfin

(X,.X,)==o, (ZA):=o, (X,Z^)=o.

5° Les couples X, <pX TIO^ associés à des systèmes &i se réduisent à

Couples i. d. Couples i. i.

P^ ^P-J, ( < 7 = = I , 2, . . . ,?) . - K _ _ ^

Les indices i sont tous supérieurs à 2 K et — ^j !- P0 (^A^p.) :::::: o ;
^e^r nombre total est supposé égal à m. o-==2K+/»+i

Pour chacune des valeurs de q, ^ et j ^ Q^, OnX, X, ^, .
doivent prendre toutes les valeurs du cl (1

système correspondant. Les ,̂ 6, p, a^ ne contiennent que les x dont
l'indice est supérieur à 2K-{-/n + [JL. Et
il en est de même des Ç. Enfin (XZ) = o.
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CHAPITRE V.

CONSÉQUENCES QUI RÉSULTENT SOIT POUR LE GROUPE,
SOIT POUR LE SYSTÈME DE L'EXISTENCE

DE CERTAINES TRANSFORMATIONS DU PREMIER ORDRE.

Après avoir déterminé au Chapitre III le nombre maximum des
paramètres de y, puis au Chapitre IV le comportement réciproque des
transformations d'ordre zéro et des transformations d'ordre un, il
nous resterait à déterminer effectivement le groupe (y) et les systèmes
qui lui correspondent. On peut, dans ce but, chercher à étendre aux
systèmes d'ordre supérieur les résultats qui ont été établis pour les
couples. Mais ceux qui concernent les systèmes tripler et que nous ne
mentionnerons pas ici, n'ont déjà plus la simplicité de ceux qui
concernent les couples. En sorte qu'il y a lieu, pour déterminer y,
de faire en outre appel à d'autres principes que ceux qu i ont été
développés jusqu'à présent. La remarque suivante sera d'une fréquente

ri
application : l'existence de la transformation V^j0y+. . • entraîne

celle du groupe projectif général, parce qu'elle impose à tous les R
une même forme C. (Da, p. 224). Il y a donc une certaine limitation à
priori dans le choix des transformations qui const i tuent (y). Le
présent chapitre a pour but de la préciser.

SECTION I. — RÉDUCTION D'UNE TRANSFORMATION DU PREMIER ORDRE

A SA FORME CANONIQUE.

DÏ. Étant donnée une transformation linéaire î^.a^.p,., rappelons
qu'on appelle équation caractéristique de cette transformation l'équa-
tion

A(p)=|^-£)p]=:o.

Pour abréger, nous désignerons par la lettre p, affectée ou non (Tun
indice, une racine quelconque de cette équation. On sait que les p sont
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des invariants relat ivement à toute substitution linéaire effectuée sur
la transformation.

Nous ne reproduirons pas le détail d 'une analyse à peu près
classique, également utilisée pour ramener u n e substitution linéaire
à sa forme canonique. On établit d'abord qu'on peut supposer
a^=o(i<^/\ On montre ensuite que les variables se séparent en
groupes n'ayant entre eux aucun élément commun, chaque groupe
étant associé à l 'une des valeurs distinctes prises par les p, et com-
prenant autant de variables qu'il y a d'unités dans l'ordre de
multiplicité de la racine p envisagée. La réduction dépend alors de
la réduction séparée de transformations du type

1 1 1 r - 1^ ^<^+p^ \pi
Mais la transformation p2^p, étant invariante par toute substitution
linéaire, la réduction est ramenée à celle de transformations dont
tous les p sont nuls.

Soit donc

T ̂  ^ a^x^pr
/'.<

une transformation dont tous les p sont supposés nuls. Le déter-
minant a\\ est nul. Supposons qu'il existe un mineur à ( / i—p)
rangées non nul , tous les mineurs à (n—p-\-1i) rangées étant nuls.
Il existe alors exactement p formes linéaires indépendantes y,=a^
telles que T (y/).,== o. En prenant ces formes pour^, x^_, . . ., o^, on
annule lesp premières lignes du déterminant des a^ Tout les p étant
nuls, le déterminant

Ai == r/4 ( i, k -=p 4- i , . . ., n)

est lui-même nul. On supposera qu'il existe un mineur à (n—p—p^)
rangées non nul et l'on prendra pour x^^ . . . , x^^, p , formes
linéaires qui doivent être indépendantes par rapport à x ^ , . . ., x^ (ce
qui exige p ^ p } ' Alors lespi premières lignes du déterminant Ai sont
nulles, et l'on continuera de la sorte jusqu'à avoir atteint la valeur n,
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Les indices se classent donc en systèmes partiels
1 ' 2, . . . . p\ / > + i . . . . , p+7>,; . . . ; (p 4-y-?i4-.. . - - \ -p< i ) 4 - i . . . ., n

\p^p^. . .^/; E'^o { i = ^ i , 2, . . ., p)].

Les Ç d'un système déterminé sont des formes indépendantes par
rapport aux x du système immédiatement précédent, mais qui
peuvent contenir en outre des x appartenant à tous les systèmes
précédents. On peut alors poser (l ire par ligne)

^+1 ̂  ̂  ' ^ = ̂  .... ^1-1 = .̂ -i, ̂  = X,, ;

y^ = x^, + ..., fl^î^ =: x,^_ 4- ..., . . ., ^+/^-^ ==r x^,

Les . .. représentent, après chaque lettre x^ des formes linéaires des x
appartenant aux systèmes qui précèdent. Enfin comme on ne change
pas la forme réduite obtenue, en ajoutant à un x déterminé une forme
linéaire des x de tous les systèmes qui précèdent le système auquel il
appartient, on peut, en commençant par les x d'indice le plus élevé,
supprimer dans le tableau précédent tous les points. Si l'on groupe
alors les termes écrits dans une même colonne, on voit que chacun
des x de la première ligne donne liea à une chaîne

i^ col. : ̂ i^+i+^+i^4-i+/n+. . • dern. col. si p^p, : ̂ pp+p,-^- ^p+p.Pp+p^p,-
2e col. : x._pp^_ 4- Xp^pp^p^_ + . . . ). si pi >pa : ̂ p,pp+p,.

P, 9. Étant donnée une transformation T= V a',x,pr^ on peut la
rs

réduire à une forme canonique, de telle sorte que :
A un p non nul correspond

(Fp) P[^lPt+ (^1+^2)P2+. . .4- (^/-l4-^y)7?y]

(q peut être égal à i, mais à la même valeur de p peuvent correspondre
plusieurs ensembles tels que le crochet précédent).

Au p nul^ s'il existe y correspondent un certain nombre de chaînes sans
indice commun du type ( ' )

(To) (^1^2 + ̂ 2P3 4- ... 4- ^k-lpk) + (^h+qPk+q+1 4- ... 4- ^k+h+lpk+h ) 4- ...

(') II est clair que le nombre et la longuear des chaînes sont les mêmes quelle que soit
la manière dont on effectue la réduction.
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SECTION II. — LA FOP.ME CANONIQUE DES ÉQUATIONS G\

P}/,/ == S) ( û .̂// — ûû///, ) + £i. CO/y/ — ̂ ji,, ( p. 2 2 7 )

On ne considère ici que les termes d'ordre zéro qui résultent de la
dérivation d'une transformation d^ordre un.

A. — On peut toujours, relativement à une transformation déterminée,
substituer aux Rjy^ des symboles pj^ qui leur sont équivalents à
une forme G près, de telle façon que les wkij soient nuls.

Lorsque les RJ^ sont G, [D 3, p. 224], la substitution dans les
équations (G7) donne

( I ) ^/// == ^.S-/ Çj ——————— ^-/.ç $'J/ •

Inversement, étant donnée une transformation (T) du premier ordre,
si l'on peut déterminer des quantités Xy/, satisfaisant aux équations (i),
les équations (G7) prennent la forme

avec
P^-/^+ p),./^+ P)^— PA/^.s-^ o

P^-/^ R)/.-/— £)(^/î-/— ^//O — £/:Ày/-4- ̂ jk'

Pour montrer que les équations (i) considérées comme équations
en Xy/. admettent au moins un système de solutions, nous supposerons
la transformation proposée (ï) mise sous forme canonique. Les
indices se séparent alors en groupes de telle façon que les $ qui
appartiennent à un groupe ne dépendent que des variables de ce
groupe. Il en résulte que les équations (ï) contiennent :

1. Si j et l appartiennent au même groupe^ des X//, dont les deux
indices appart iennent à ce même groupe.

Groupe d^une racine non nulle. Il suffît, pour résoudre par rapport
aux À de ce groupe, de commencer la résolution par les X ayant les
indices les plus élevés.
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Groupe de la racine nulle. Nous désignons respectivement par leur
dernier indice les différents systèmes en lesquels il se scinde

Fo) ^ipî-{- ^2^:j4-...4-^a—i7^+ ̂ a+i^a+24-...4-^-i7^4-...4- ^•ô-ipg+ 0 .po+i 4- 0 .R^ -

Systèmes : a. P. ô. (o+l.. (04-2).

Les indices auxquels correspondent des ^ identiquement nuls sont
considérés comme const i tuant chacun un système.

On constate sans peine que la résolubilité des équations (i) est
assurée si et seulement si l'on a (0^3=0 chaque fois que ni Xy, mx^ne
figurent dans la transformation (T). Mais cette condition résulte alors
des équations (G^) elles-mêmes. On a successivement

, -, i ., / comme on le constate \
(a —l)c,Jaa=paia+ pà.a+. . .4-- pîa-'-i EEE ° r i • ) •\ en tonnant les expressions p y

a — i a

(a —l)&)^=^ P'^a^ 0, (a 4-l)^a^— ût)^--=^ pa.s-^= 0.

Il suffit de faire jouer ensu i t e à y, . . ., S, (o+ i), (o 4- 2) le rôle
qui est joué par ? dans ces deux dernières équations. Ceci suppose
qu'il existe un groupe a non réduit à zéro [comme les groupes
(o+ i), etc.]. Dans ce dernier cas, i l existe certainement des groupes à
racine non nu l l e , soit

p 1 x,p, 4- (^, 4- .̂ )7?, 4- ... -4- (^-t 4- ^i)pi];

a et ^ désignant alors deux indices quelconques qui correspondent
à la racine nulle, on obtient

i

K,)^==^ pa,?==o.

'1. Si j et l appartiennent à deux groupes distincts^ des À//; ayant un
indice appartenant à chacun de ces deux groupes.

a. Aucun de ces deux groupes ne relève de la racine nulle

p [ x,p, 4- ( x, -1- x._ ) p., 4 -. . . 4- ( .r̂ .i 4- Xa )pa ] ( a >, l ) ;

Œ [ ̂ /P'/ + (x '! + ̂ y+i )/VM 4- . . . -+ - ( .̂ -i 4- r i , ')?/, ] {a<q^b).
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a. Conditions imposées aux 00.

Supposons quey soit du groupe a et / d u groupe b

P ( ̂ jl + £« Ay+i/ ) -4- 0- ( À// 4- £^7+1 ) =-= ûû/7

( Ea =£/,== 1 . Sauf Za ̂  0 SI J = Ci ; £/, == 0 SÎ / =— ^ )^

s ic -h c7^o, la résolution ne présente pas de difficulté : il suffit de
commencer par les indices les plus élevés. Lorsque p +CT==O, il vient

( ^ ) £^•74-1 / - - ^b ̂ / /+]. rrr - ûûy7 == Ç')}/-

La somme des valeurs des indices qui affectent les deux quantités \
qui figurent dans une équation est la même pour ces deux quantités et
égale à

y 4- ^+1:= A 4-1 ( < 7 + ï ^ A ^ a 4 - b\

Le système (2) se sépare dorrc en systèmes partiels tels que, pour
chacun d'eux, le nombre A ait une valeur déterminée; et, comme
aucun des \rs ne figure à la fois dans deux systèmes partiels, il
suffit d'examiner la résolubilité de chacun des systèmes partiels.
Pour A=a-{-b il existe une seule équation qui exige co^=o. De
même, pour A=q-+- i, il existe une seule équation qui ne conduit
d'ailleurs à aucune condition de compatibilité. Lorsque

(^/ -4- 2 ) ^ A ^ ( a 4 - b — i),

il existe pour chaque valeur de A plusieurs équations. Si l'on prend
par exemple des valeurs décroissantes pour y et croissantes pour /, le
terme négatif d'une équation est le même que le terme positif de la
suivante. On n'aura aucune condition de compatibilité, à moins que
le premier terme de la première équation et le dernier de la dernière
ne se trouvent disparaître. Pour qu'il en soit ainsi, il faut que j puisse
prendre la valeur a e t / la valeur b. Alors la somme des 00/7 tels
q u e y + / = = A doit être nulle.

/-z-.a, / = = : A — a ^ < y , • \'^a-\-<j\ l=ib, j == A — b ̂  i. A ^b -4 i.

Comme A^a 4- b — i , on en conclut 6 ^ ^ + i , a ^ 2 ; c*est-à-dire que
chacun des groupes a et b doit renfermer au moins deux termes.
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On peut toujours supposer que le système b renferme au moins
autant de termes que le système a. Alors

a -\-q^b 4-1, 6 - 4 - i ^ A ^ a + ^ — i .

En tenant compte de 00^= o 00^=0, on obtient le groupe de condi-
tions symétriques

(3) ^(,^==0 [ ( / 4 - y ) = = A | ; [ (a+<7)^4-i^+ b,
(^

i,j appartenant l'un au groupe a, Fautre au groupe &.

p. L^.y conditions imposées aux (o,, sont conséquences des
équations (G^).

Soit à établir, en supposant ; du système b eij du système a,
(4) c^/+ c»^_< y+j 4-. . .-+- c*)/^== o • C /^ i , k-=b ̂ -j — u^q}.

Désignons par a et i deux indices distincts du groupe a, par ? un
indice du groupe b

P^a-P^.a+i+^^^+P^^ia-P^a^^a,

en convenant que, si la valeur d'un indice excède la limite tolérée par
le groupe auquel il appartient, l'on doit annuler la quant i té corres-
pondante.

En donnant à ; les À valeurs du système a (on sait que A ̂  2), saiif la
valeur a, on obtient

(5) (?.-I)C^^ [pR^a^+^R^,,,];

;

la sommation étant étendue à toutes les valeurs de ?'qui appartiennent
au système a, a compris. Si l'on considère, dans l'égalité (4), deux
termes consécutifs exprimés au moyen de (5), le terme en p de la
première parenthèse et le terme en a de la seconde se détruisent. Il ne
reste donc que le terme en a de la première parenthèse, soit YRI+,, et

;
le terme en p de la dernière, soit YRL+,. Or ces deux termes sont

i
nuls en vertu de la convention faite sur les indices.
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Si X ====.1, les conditions imposées aux co se réduisent à co^=o,
co^==o. Si le système b renferme plus d'un terme, on montrera par
la précédente méthode que co^=o; comme p^==o, œ^ est nul
également. Si les deux systèmes a et b renferment un seul terme, p^
et ^bim sont nuls; il en est de même de co^ co^.

6. Z////1 rf^y deux groupes relève de la racine nulle

P[>i^i+(^i4- ^2)7^4-. . .4-(^-/+^)/^];
x,ip,^ 4- . . . + ^b-ipb ou bien o.p& [a < ^ ^ (^ — I ) ] ? .
p(^+ ^a+i^) -+- ^a.8+i== ûûa3 (o^ groupe <% ; [3, groupe b).

Si la valeur d'un indice excède la limite tolérée par son groupe la
quantité correspondante est nu l le . On peut alors résoudre de proche
en proche à commencer par les indices les plus élevés.

B. — <Les équations G7 réduites,
pour une transformation mise sous forme canonique.

Nous supposons que la transformation pour laquel le sont écrites
les équations (G') est mise sous forme canonique et a pour racines
caractéristiques : pa, p^, . . ., p,,, . . . . Nous désignons par a un indice
du groupe auquel est associé pa? b correspondant à pp, etc.

Inéquation [pLj = o donne

( 6 ) ( Pji + PY + p5 — Pa ) pW + £ . p^ . p2+,,.,/ + £ . p^ . pg,.+,. //

-4- £ . pS . p^+i — £' • ?a • ?&' = 0-

1. s r=: o, si b (ou c oii d) est seul de son groupe ou dernier de son groupe ;

2. s = i, si b (ou c-ou d ) n^est pas le dernier de son groupe;

3. ^ == o, si a est seul de son groupe ou premier de son groupe;

h. s^ i, si a n'est pas le premier de son groupe;

5. On peut encore faire £ •==. :i, £^--= i et convenir que, si un indice excède
les limites tolérées par le groupe auquel il appartient, on annule le
terme qu'il aflecte.

On se servira de l 'équation (6) pour remplacer, dans cette même
équat ion, les p;'.,., qui y f igurent affectés de ££'\ en fonction de
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symboles ayant au moins un indice plus élevé. On obtient ainsi, en
prenant pour a la première valeur du groupe a,

(p^+pY+ps—pa^pM=(—i^Vp3P'Tpi-P?+rr+.^-f^^ (avecr+5+^==7?)
^—— • i . o . L .
rsi

avec la convention (7 ') sur les indices.
Il suffit de prendre p== 3 q—(6+c+ûf) en désignant par q la

valeur maximum des indices des groupes aRyS pour annuler le second
membre.

Si l'on donne ensuite à a la seconde des valeurs de son groupe,
p^J=o comme on vient de l'établir.

On voit donc que

(8) P&r/^o chaque fois que p^+ p^4- p5— pay^ °-

Si pp+ ç\ -+- pô— pa= o, Inéquation (6) montre seulement que

(9) P^-rf^ °7 sauf peut-être lorsque a est dernier de son groupe,
à moins que pa== o, p^+ p-y-4- p§== o.

Ce qui précède suppose les pa non nuls, mais demeure valable pour
les p nuls moyennant les conventions suivantes :

Remplacer, dans les facteurs (p^-h p/. -+- po— pa)? les racines nulles
par o.

Remplacer, dans les termes en ££\ les racines nul les par i.
Adopter la convention (7') en se référant à la forme (Fo) (p. 267)

pour la forme canonique du groupe qui correspond à la racine zéro.

P^o- On voit donc que les racines caractériques de toute transfor-
mation (T) doivent satisfaire à V Une des conditions

P^+Py4-pô—pa==0, 2pa+ p^— PY==O, pa4-p^==0, pa == 0

(PaP^PyPÔT^

dans le cas contraire, les valeurs initiales des R seraient toutes C en
un point arbitraire, et par conséquent en tout point. On a déjà signalé
que la permanence de conditions partielles imposées aux R^./ est liée à
la permanence de la forme canonique de y quand on passe d'un point
à un autre [cf. p. 239].

Ann. Éc. Norm^ (3), LVII. — FASC. 4. 34
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Pour n = 3, les racines caractéristiques^ supposées non nulles^ de
toute transformation^ doivent satisfaire à F une des deux relations

2pa+pp— p^==0, pa+ Pp==0.

Dg. Il est aisé, lorsque 71= 3, de former le tableau complet des
équations (G'), dans lequel V élimination des co///; introduit naturellement
le système covariant déjà défini page 221.
(^) R4,z=^ R^,-R^=^=-^ R^,-R^-R^,=^ (j'kl^).

Nous désignerons par (G") les équations ainsi obtenues.

SECTION III. — INAPPLICATION DE L'OPÉRATION CROCHET

A UNE TRANSFORMATION DONNÉE.

A. — La transformation est à racines caractéristiques nulles.

Étant données deux transformations appartenant à un groupe, leur
crochet appartient également à ce groupe. On peut se proposer de
déterminer à quelles transformations distinctes on aboutit en répétant
cette opération. Soient donc

A =^ a'sX^pr, X =^ ̂ s^spr {a, ̂  constantes),
r.ç rs

deux transformations linéaires et homogènes. Formons A^==(Ap_^,X)
avecAo==A. Lorsque les p de X, supposée mise sous forme canonique,
sont tous distincts et ne satisfont à aucune relation p a — P t 3 = = P Y — p ô »
on voit immédiatement que le groupe contient séparément : a^Xjpi
pour tout couple de valeurs distinctes de ij, et 'La\Xipi. Nous nous
proposons d'examiner comment il convient de modifier ce résultat
lorsque les p de X ne répondent plus aux conditions précédentes.

P^i. 1. Lorsque toutes les racines caractéristiques de la transfor-
mation X sont nulles^ l'itération de V} opération (A, X)X, . . . conduit à
un insultât identiquement nul. Le nombre des opérations nécessaire pour
atteindre ce résultat est égal à (2^+r) en désignant par k le nombre
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maximum des termes qui appartiennent à une même chaîne dans la
forme canonique de X.

X==^i/?2-f-^jp3+-- '-+-^a-ïpu-^-^a+lpa+2 -4-... -^-^b-lpb -4-. . .+^c+lJ?c+2+• •-+^-1^

Groupo a,. Groupe b. Groupe d.

[k •==. plus grande des différences (a — i), (b — a — i), . . . , (d — c — i)].
n

A =V a^spr, A ==Ao7 (A, X) == Ai, (A« X) = A^i.
r,?

Nous désignons en général par :

^o un quelconque des opérateurs pi que ne figurent pas dans X.
Ainsi p^ pa+\,pb+\^ . . . ; ' •

T^ un quelconque des opérateurs pi qui est le premier de son groupe.
AinsijOa, pa+2, . . .;

^/, un quelconque des opérateurs pi qui occupe dans son groupe le
rang A;

^o une quelconque des variables x, qui ne figure pas dans X.
Ainsi x^ . . . ? x^ . . . ? x^+\ ;

^ une quelconque des variables Xi qui occupe dans son groupe la
dernière place. Ainsi Xa-^, x^, . .. y x,i-\ ;

^ une quelconque des variables Xi qui occupe le rang h dans son
groupe supposé numéroté à partir de la fin.

Par définit ion même de k, i l n'existe pas d^expression TI ou ^ dont
l'indice soit supérieur à k. L'ensemble des TT/, est identique à
l 'ensemble desp, et l'ensemble des E/, à celui des Xi.

L'égalité (A, X<)=A^^ donne
(10) Coefficient de TTa dans A,+i

== coefficient de TT^ dans A;— [X (coefficient de TTa dans A;)]. ^

(H) Supposons que dans la transformation A;, les coefficients
des lia dépendent seulement de

^•-a? ^-a+i, . . . 7 ^ [a==0, ï , . . ., ( ; — l ) J .

Comme on a évidemment X(^)==Ç/,+i, il résulte immédiatement
de (10) que la condition (H) est encore vérifiée pourA^i. Or, dansAo
les coefficients des 7io ne dépendent que des x qui figurent dans X,



2;6 . GUÉPARD DES LAURIERS.

c'est-à-dire de ^, ^2? . . . ? ^ (non de ^o)- La condition (H) vaut donc
pour Ai et par suite pour tous les A. Dans A/^, les coefficients des rio
ne peuvent donc dépendre que des ^/,+i, ^/,+a, .. ., c'est-à-dire qu'ils
ne peuvent dépendre d'aucun ^, et par conséquent d'aucun x. Ils sont
donc identiquement nuls. En général, les TC, disparaissent de
A/^+^(.y^o). La transformation Aa/^ ne contenant plus aucun des TI,
et par conséquent aucun des p^ est identiquement nulle. On a
d'ailleurs

k ^ n — ï , 2 À-4-i ^ 2 / ^ — i .

B. — Décomposition des transformations A;
lo'rsque X a des racines caractéristiques nulles.

La transformation X étant supposée mise sous forme canonique,
nous en groupons les termes de la manière suivante :

n

ensemble des termes qui sont de la forme V çi^ipi et que nous
désignons par Y; '=1

ensemble des autres termes que nous désignons par Z.

Z comprend un certain nombre de chaînes du type déjà envisagé et
qui proviennent les unes du p nul, les autres de p non nuls :

Z==(^apa+i+. • .+^a-i7^) -h (^3p3+i+. . .+^-i/)/,) 4- . . .

( 6 ? < P , ^ < Y , . . . ) .

Mais, en toute hypothèse, les p qui correspondent à des indices
faisant partie d'une même chaîne sont tous égaux et l'on a

Y=:ip^p, avec pa= pa+i=- • •= P^ P.8=p3+i==- . .=P^.

€ L'ensemble des termes de Y qui ont un indice commun avec l'un
quelconque des termes d'une même chaîne de Z consti tuent donc un
ensemble S^p,, lequel est permutable avec toute transformation
linéaire et homogène portant sur les mêmes indices. Il en résulte
(n) ( Y Z ) = o et, par suite, [ (BY)Z] = [BZ)Y] ,

B étant une transformation quelconque. Si donc on prend les crochets
successifs de A avec Y et Z, le résultat est indépendant de l'ordre
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dans lequel on effectue les opérations, ce qui permet de poser
' ( ï î b i s ) { - [ ( A Z ) Z ] . . . Z YY. . .YJ.==(AZ/Y^) .

~ ~ ] î

Enfin on voit aisément que les indices des chaînes qui constituent Z
sont disposés de telle façon que les p de Z soient tous nuls .

La transformation à analyser est
A ^ = j [ A , ( Y + Z ) ] , ( Y + Z ) , . . . , ( Y + Z ) j .

Les p de Z étant nuls, les crochets (AZ7') sont nuls pour p ^ 2 k + i
(k étant le nombre ci-dessus défini). La permutabilité des opérations Y
et Z permet alors d'écrire, pour? ̂ 2/:,

( A^=(ao Y/-) +Cî(aiY^-1 )+...+ (a^Y/^-) {p^^k).
( 1 2 ^ \

( avec a^==(AZ^)

C. — Transformations qui résultent de A
par itération de Fopération X.

Do. Nous appellerons multiplicateur du terme scipj, relativement à la

transformation Y = V Çr^rpr^ la quantité (py— p,). On a en effet
r

(X i p , Y)==(py—p,).^-.

De Y dérivent n2 multiplicateurs dont n sont identiquements nuls,
Étant donnée une transformation A = ̂ a^x^pr, on voit que chacun

des ensembles de termes de A, dont les multiplicateurs ont la même valeur
numérique^ fait séparément partie du groupe; la remarque vaut encore
pour le multiplicateur zéro.

Considérons maintenant l'itération de l'opération X = Y - + - Z . Si
l'on désigne par a, b, . . . , / l e s multiplicateurs non nuls dérivés
de Y, la transformation Ap se présente, d'après (12), sous la forme
Kp=[a?{ )+^( ) + . . . + ^ ( )]

^^[a?-^ ^...^-/^ )]+...+C^[a/-^(' )+...+ l^( )],

les parenthèses du (q + i)16111" crochet représentant des ensembles de
termes extraits de la transformation ^^(AZ'7), soit ^. Les ^ étant
indépendants de p , on donnera à p ^(2/:-+-i) valeurs consécu-
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t ives(^ étant le nombre des quantités a, &, . . ., /). Le déterminant
des % est, à un facteur numérique près, égal à

( a .ô . . . / ) ^+ l ) [ ( a—6) (a—6- ) . . . (Â •—/ ) ^ 1 7 I 4 - ^ ^

il étant la plus petite des valeurs prises par/?.
Il en résulte que chacun des ensembles % fait séparément partie du

groupe.

Pas. Les transformations qui dérivent d\me transformation A par
itération de V opération X s ̂ obtiennent donc de la façon suivante :

1. On met X sous forme canonique et on la décompose en deux
transformations

Y = ̂ ^i^ipi, Z == autres termes de X (transformation dont les p sont nuls).

2. On forme les multiplicateurs de Y, c } est-à-dire les n2 quan-
tités (p,— py).

3. On forme les crochets : o^ = A, a, =(AZ), . . ., jusqu'à obtenir
un résultat identiquement nul, ce qui arrive après (271—i) opérations
au plus.

4. Appartiennent au groupe tous les ensembles de termes extraits
d^une même transformation a, et dont le multiplicateur a la même valeur.

Lorsque les p demeurent arbitraires, toutes les quantités ( p ; — py)
sont inégales.

5. Le nombre de conditions distinctes qu'on peut imposer aux p, en
écrivant que certains multiplicateurs deviennent égaux^ est au
maximum (n—2). Si, en effet, il existait ( n — i ) relations
indépendantes du type p,— py= p/,— p^ l iant par conséquent les (n— i)
quantités (p i — p/,) (^=2, 3,. .-., n), toutes ces quantités seraient
nulles. Or, dans le cas qui nous occupe, les p ne peuvent être égaux
que s'ils sont tous égaux à zéro.

D. — Les racines caractéristiques et la structure.

En appliquant le processus d'itération qui a servi à établir P^, on
peut montrer directement que dans les formules de structure du
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groupe qui font intervenir une transformation donnée X, soit
(T,X)=a,X+^T,,

on peut choisir les ï\ de telle façon que les constantes de structure A
qui leur sont associées soient précisément égales à certains des
multiplicateurs de X. Nous n'insisterons pas sur ce résultat connu.

Pa3. Si(XÏ)=X, Van au moins des p de Y est non nul; tous les p
de X sont nuls,

Si, en effet, tous les p de Y étaient nuls, l'itération [(XY)Y] Y, . . .
conduirait à un résultat identiquement nul, tandis quelle doit toujours
donner X.

D'autre part si l'un des p de X était non nul, on pourrait ramener X
à la forme

n

X = ̂ pi -4- ( ̂ i + x^_ )p.i + . . .+( ̂ -i 4- x,, )p^ + ^ 'cfps,
s =//+t

les $' ne contenant que *z^+i, . . ., x^ Une combinaison des conditions
dérivées de l'identité (XY) = X conduit à l'impossibilité q == o.

Pa4. Il en résulte qu^on ne peut avoir à la fois

(XY)=X, (ZY)==Y. ; .

P^s. Si (XY)==Z, la somme des p de Z est nulle. (Vérification
immédiate.)

P^g. Si la transformation Y est du type Sp^^^ on ne peut avoir la
structure

(XiY)==£Xi, (X2Y)==Xi4-£X2 ( £ = o o u i ) .

En itérant en effet Fopération Y et en désignant par Z, l 'ensemble (les
termes de Xs qui correspondent au multiplicateur a, de Y

^, a^'Zi^e) Â 'XI+^ .Z; ) , quel que soit l'entier k.

Ceci est impossible si s=i, Si£==o, il faut a^==o, mais alors (X2Y)=o,
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SECTION IV. — DÉTERMINATION DES TERMES DU PREMIER ORDRE

DES GROUPES MAXIMUM ET SOUS-MAXIMUM.

Nous nous contenterons de donner deux cas de détermination
qui laissent entrevoir la méthode employée. L'examen de tous
les cas entraîne des calculs trop longs pour qu'iPsoit possible
de les reproduire ici; on en trouvera les résultats page 291.

A. — Le groupe maximum ( ^ — i ) ( / i — 2 ) 4 - 3 paramètres.

On obtient ce groupe en laissant arbitraires les E^ non calculables
et en adjoignant à chacun d'entre eux une forme linéaire construite
avec les E7, calculables.

Les traits pleins joignent les emplacements des termes calculables.
On a encadré en pointillé les transformations qui seront remplacées

par les T,, [ /==3, .. ., ( n — i ) ] .

( 1 )

(2)

n—l

1 ab = Xapb -+- Z. ̂  s OC sir^ab=^apb-^^, P.^/^-+- U

[a, b == 3, ..., n (a^b); a='î, b=3,\... n', b=ï, a=\., ..., ̂ ; a=b=-n\

n n—\

U = x^ a^,+^ ̂ x,)p,_, T = U +^ ç,x,p,.
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A chacune des T^ est associée une T dont les coefficients sont
particuliers à cette T^. U, ï ne désignent que des types de
transformations. On notera les conditions de crochet

(U, U) = l^p, (= V), (U, V) = o ;
(3) ( T , U ) = = U , à moins que 0 = 2 0 1 1 ^ = 1 . Cependant ( T n , U ) = = U .

1. Substitution des T^ aux T^pour i = 3, . . ., Çn — I).

Cette substitution se trouve effectuée lorsque n ===3, [\, si on
choisit l'ensemble 3 ' (p. 233). Il y a lieu de l'effectuer, en général,
parce que les transformations T,, permettent une application facile
de la théorie des multiplicateurs.

n — 1 n — l

T^ = œ,zpi 4- ̂  p,. Xsps 4- U, Tin = x,pn 4- ̂  o\, Xsps + U,

n— 1

(Tm-T^) — pz-T^— 0-,T^== Xnpn— (ï + 2 p,0-, )^^+^ T,.^/^+ U == T/^.

^7-:;

Si p iCT^—ï , les crochets (T^T,,,,) et (T^T,^) permettent
d'annuler p, a et par suite T :

( 4 ) T^ == ̂ ,p^ — Xipi -\- U.

Comme on peut supposer ici ^^5, il existe, au moins, deux
valeurs pour i,

[ ( T^ Tnn ), ( Tnk r!\n ) ] == ^riRn — ^kRk + U.

Cette transformation étant distincte de toutes celles qui correspondent
aux termes calculables, on doit supposer
(5) p,o-,=:—i [i=3, . . . , ( / i — i ) ] .

Nous commençons la réduction par les deux transformations
n — "2

Tnn-l^(^n 4- ^n-i ^n-l) Pn-ï 4- V P^^^4- U,

yt—2

Tn_ln= Xn-ipn^- ^n-l ̂ n-ipn-l 4- V (7^^ 4- U.

^l/i/i. £'c. M?rw., (3), LVII. — FASC. 4. 35
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La substitution yn=oCn-\-Çn-\Xn-\ permet, compte tenu de
l'existence de T^, T/^_^, T^ [j\ k== 2, . . . , ( / i— 2)] et de la
condition (5), de prendre

n — 2

Tnn-l = Xnpn-Y -4- U, T,,_^= Xn-^pn-i -+-^ ^s-^s-P.- 4- U ( == T,,__i /,_i ),

n—2

T^ == Xapb + ,̂ , ̂ s^sps -t- ^ ̂ n-ïpn + U:

A-=2

On remplacera la désignation T,,_, „ par la désignation plus
cohérente Tn-\ n-\ ; ^ et b prennent les valeurs du début, sauf
a=:(n—i)b=n. Nous laissons dé côté l'ensemble
(ê) T^ (^=i , 3, . . . , / z ) ; Ta ( î = = 2 , 3, . . . , n ) .

Comme l'on n'efTectue jamais de substitution de la forme
y^=x^\Xi ou Vi=zsCi-\- \^iX^ ( ^ 7 ^ 1 , 2 ) ,

l'ensemble & demeure entièrement caractérisé du fait qu'il existe (n — i)
transformations indépendantes de chacun des deux types : x^pi, (k ̂  2);

•^(^T2^1)-
On montre alors que, & étant exceptée les arbitraires À qui inter-

viennent dans les Tah doivent être nuls. Il suffît de séparer en trois
groupes l'ensemble ï,^—ê, pour lequel on a d'ailleurs (T,^, U) = U

( a== b === i, . . . ? a=z b == n
(a) [ [a =3, ..., (^-2) ,^ ; b==3, ..., (^- i) ;a^ô)].

(T^, T^^-i ) == À (^-1^-1 — ̂ p^) + U --= ̂ .

Si X ̂  o, les multiplicateurs, relativement à Ç, de *r^(o, — i, ou i )
et de Xn^pn{—2) sont toujours différents. Tau donnerait donc
naissance à deux transformations distinctes

( a=3, ..., ( ^ — 2 ) ; b=n,

\ (Tan, T,, n-l ) = ^apn-i + ̂  ( Xn^pn-y — Xnpn ) 4- U.

Or Tan-n qui fait partie du groupe (a\ ne renferme pas de
terme en X. Il suffit alors de remplacer, dans le raisonnement (^),
% par %' == (T,^, Tn n-\ ) — T^_i.

(c) a==(n—ï)', b=<2, .. ., (n—2).
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Comme en (&), relativement à

^"= (Tn-lb, ^nn-ï)—T^.

En sorte que, sauf la substitution de T,,_) n-\ à T,,_, n ̂  la suppres-
sion corrélative du terme ^n-}pn-i dans les sommes Vo-,^p,, le groupe

conserve la même forme. On recommencera la même opération
sur le couple de variables Xn-^n : substitution de 'ïn-in-i à Tn-in',
introduction de termes ^^n-^pn dont on démontre qu'ils sont nuls;
suppression de ^-sp/i-a dans la forme So^p,..

L'ensemble ê étant excepté, on peut donc prendre pour les
transformations du groupe

T, -=Xipi-}- r^2j?2+ U ( i= i , 3, . . ., ^);
rîjk=Xjpk-\-ajkXïp^\^ [ y ' ==3 , . . . , ^ ;Â -=3 , . ., (n — i) ; J ^-k}.

2. Forme canonique du groupe.

Considérons la transformation

T=V p;T,==pi^ipi+ ^ V p^5^2p2— p:5^/?^4-...+ p/^/^+U. •
\^2 /

Les racines caractéristiques p de T sont (de par la disposition
des termes de U)

PI. P2==^P.^ P.. . ., P^.

S-^ï

II n) existe entre ps et les autres p aucune identité de la forme

(6) p2=^a,p, avec ^a,==i.
• s^-

Une telle identité entraîne en effet Sr,= i, et la transformation

^.,T,=^^+U
5==i

a alors tous ses p égaux à i : par suite tous les R sont C.
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D'autre part les multiplicateurs de T, dans lesquels p^ n'intervient
pas, peuvent être choisis tous distincts et non nuls. Les multiplica-
teurs, dans lesquels pa intervient, peuvent donner lieu aux égalités

P 2 - — P z = = 0 OU PS^PZ;

P - 2 — — P ^ = = P ; — — O / OU p2==p^.+p,——Ry;

P2— ^k ==^— P/ OU p , = = 2 p ^ — p y ;

9i P/
p 2 — — p , = p y — — p ^ OU p2:= l - - t -——î

or toutes ces égalités sont du type (6) : elles sont par conséquent
exclues.

Il en résulte que les p de T sont tous distincts et non nuls. Une
substitution

yi-==Xi^-~kiX^ j2==^4- [^s^s

permet donc d'annuler tous les termes de U. Cette substitution
ne modifie d'ailleurs pas l'ensemble & puisqu'il existe x^p^-\- . . . .
La transformation T est alors mise sous forme canonique; et, comme
tous ses multiplicateurs sont différents, le multiplicateur deT.esX nul,
tandis que ceux des termes des U sont tous non nuls. Enfin le
multiplicateur de Xipi, est différent de tous les autres. D'où

^ïi=Xipi-^-riX^p^ Tik=Xipk, . T,i==^^i, ^îk=^pk'

On détermine les valeurs de i\ en uti l isant les équations (G') et Pso-
Si n^[\, il existe pour chaque valeur de i=3, . . . , Çn—i) deux
transformations au moins : Tai, T^ ; Ta,, ïpt (a, ^7^1, ï). On en
conclut facilement que seuls peuvent être non G les R qui ont
pour indice inférieur 2, n. Mais x^pn entraîne R,^ == o.

Il faut donc R^^ o, et toute transformation S p^,p^ doit satisfaire à

2p2-^-P^=pi ou 2^ p,r,:=pi—p^

^ i = = . » ^=—-5 n=='o (^i, 2, n).
2i 2

On constate que la conclusion vaut encore pour n = 3

(G W } i xipk [r:=:27 ' " 7 n^ k=ï^ 3^ "^ ( n — î ) ' J
( ^îPn, 2^ipi+^^3, ^ipi-\-^npn'
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B. — Le groupe sous-maximum (n — i)(n — 2)4- 2 paramètres.

La marche générale est la même que dans le cas précédent,
mais requiert des calculs plus laborieux. On a vu (p. 235) qu^on
pouvait partir de

(n n \

T^== Xapb +^ p,^/?,s.-h U avec U -==- x^ V ^ps ] 4- ( V ^•^^2
.^=2 <?=:5 / \^S /

[ab ==3, . . . , n (a^ b) ' , a== 2, b =3, . . . , /i; (2^1, . . . . ^ ( 6 = = : i ) ] .

T=^p,^^+U, (TT)=U, (TU)=L\ (T^U)=:U.
s

On montre que les seules valeurs des arbitraires aX qui soient
compatibles avec la non existence du groupe complet sont les
valeurs nulles, La démonstration repose sur Inégalité de toutes
les racines de T^_^ n, soit à la racine CT,,, soit à la racine a^_^ de cette
même transformation. On doit, de plus, distinguer les deux cas ^^5,
n =4» ce dernier donnant lieu à un groupe y qui lui est propre.
On obtient cinq formes possible reproduites page 291.

SECTION V. — DÉTERMINATION DES TERMES DU PREMIER ORDRE

DU GROUPE y POUR ^==3.

A. — Rappel de quelques résultats utilisés dans cette section.

(A). Si (XY)=X[c/ .P^] ,oubien

X=.a^+^P^ Y==2 (Â '~ l~P)^^•
À-=I

ou bien

\.=x^p^ Y =ax^pi-{- (a 4- i)^2^2-+- a^j02+ ((3^i+ ̂ x^)p.^
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(B). Si (XY) == o, les ç de X étant supposés nuls, ou bien
3

X=^p.2+^^, Y=p^^/^-+o-^i7?3
k^l

ou bien

X = ̂ ^2, Y == a^,^ + x.p^ ) + 0 ,̂7^ 4- ( ̂ x, + y^ )/?,.

(C). Il résulte de Pao (p. 273) que les p de toute transformation
répondent à l'un des cas suivants :

Racines inégales : p^ pp, (p^+pp), o ̂ .

Pa Pa Pa Ra Ra
Pp — Pa — Pa — 2 p a 2 pa

2Pa+P^3 P,3 0 0 0

Deux racines au moins sont égales
(Pi^ Pa)-

1 1 2 0 0

1 1 2 0 0

3 — i o 3 o

(D). Pour toutes les transformations ayant deux p égaux (on
prend pi = pa ) les multiplicateurs sont les mêmes

Pl—Pl^O, pi—p2:=0, p ^ — p 3 = : — 2 ;

P2——Pl==0 , p2—p2==0 , p 2 — p : 3 = = — 2 ;

P ;3——Pl= 2 , p . 3 — — p 2 = 2 , p :3——p^=:0.

(E). Les équations (G") (p. 274) étant écrites pour un groupe Y
envisagé comme possible, il doit être possible que certains éléments
du système (^[Dg, p. 274] soient non nuls : nous les indiquerons
en les faisant précéder d ^ u n ?

B. — Groupe y à quatre paramètres.

1. Structure abélienne (X,Xy) = o.

Nous pouvons distinguer a priori les trois cas suivants :

a. Une transformation au moins ̂  X, par exemple, a trois p distincts.

X^-ml^iXipi.
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Les (Xi.X,) étant nuls, il vient (P22? p- 278)

Xi==^\^sps'

II existerait, séparément, Xipi.

b. Une transformation au moins a deux. p distincts.

Xi== a(.z-ij?i+ x^pï) -4- bx^p^-\- cx^p^ {a-^- c).

Les autres X sont de la forme (B)

287

^ a^Xrpr-^- Y-^sp0. avec baï^=o.
7'S

Si b •=^ o, X est du type de Xi et il ne peut y avoir quatre transformations
indépendantes. Si &===o , (X,+^X) devant avoir une racine double
quel que soit X, il en est de même de X et la conclusion est la même.

c. Toute transformation a ses trois p nuls. Il y aurait alors, au
maximum, trois transformations.

2. Structure non abélienne.

Y étant la transformation la plus générale du groupe, il existe
alors X telle que (XY) == X.

a. Toute transformation X satisfaisant à (XY) = X est réductible à
une chaîne à un seul terme.

X ne peut alors avoir en effet que l'une ou l'autre forme
réduite (A) : x ^ p ^ + x ^ p ^ , x ^ p ^ .

Supposons X= x^p^+x^p^, et par suite Y= ^(p + k ' ) x / , p / , .
k

L'existence de a^x^pr entraîne celle de (Pas)
Zi=== a\x^p^--\- a^x.^p^ Z2== a\x^p^-^- a\x^p?^

^=a\Xy,p^ Z4==<2:;^ip3, ^=a\Xipi.

Comme Zg ne doit pas scinder X, ses p sont en progression
arithmétique. Il faut alors Zg = XY; car, dans le cas contraire, Z^ —pY
donnerait 2^j^. L'existence de Z., scinderait X. Si Zi existe

(XZi)==:^(.^ij?i—^îpî) -+- ci^ (^^3—^ïpï),
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dont les p ne sont en progression arithmétique que si a[=a^
D'où Y = x ^ p ^ — x^p^.

Si Z, n^existe pas, Z^ et Z^ existent nécessairement, et Y a la
même expression.

On voit alors que, dans Fun et l'autre cas, il existe une
cinquième transformation.

6. On peut supposera ==£p^jo, et (X,Y)=X,X, (/ = i, 2, 3).

Considérons les formules destrjucture(X,Y)==c,,,X,(^== i, 2, 3,4;
; = i ^ 2, 3) (en convenant Y = X^).

Leur réduction à une forme canonique dépend de l'équation
(7) A(À)EE c,^-£^|=o, (/, Â-r=I, 2, 3).

Les racines de (7) ôont prises parmi les six différences p ,— p/, des
p de Y. Or l'égalité de trois de ces six nombres entraîne p , = pa= pa
et donc =o, ce qui est impossible (P^s) puisque (XY)=X.
Donc A(X) n^a pas de racine triple.

Plaçons-nous dans l'hypothèse où Y, .ayant un p double, ne
serait pas réductible à 2p^:p;; ( X ^ Y y ) = X l et (A) donnent

Xi==^i7?^ Y== a^ipi+ (<2+ ï)œ^_p^-{-y.x^p^ (p^+y^)^:;
(8) avec y = = a ou Y = a -h i .

D'autre part (7) a certainement une racine nulle; dans le cas
contraire ses racines, prises parmi les multiplicateurs non nuls
de Y, seraient (D) : \, X, — À. Si Fon prend par exemple

(9) Y=a(^^i4-^^2) 4- bx^p^-^cx.^p^

aux deux valeurs opposées correspondent : ou bien x^pi et x^p^
ou bien x^p^ et x^p^. Le crochet donne, dans les deux cas, une
transformation dont le multiplicateur est nul.

Or à une racine nulle de (7) correspond une transformation Z
telle que (YZ) = o. Car on ne peut avoir à la fois (P2/.)

(YZ)==Y, (X,Y)=X,.

Si l'on prend Y sous la forme (9), avec b ̂ - o, la condition (YZ) = o
donne

Z = a ( ̂ ipi 4- x^_p^ ) + (3 x^p^ + y x^p.^.
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Si a^—cd^o (G") donne (K= o. Par suite
z=^p^.

Revenons alors à (8). Soit ^=a; on peut alors supposer a==o
dans Y. La transformation permutable avec Y, est alors, comme
on vient de le voir, x,p.,, et, sans modifier ( X , Y ) = X ^ , on peut
annuler ? dans Y. De même si y = a + i.

Enfin, A(X) ayant au plus une racine double, les seules irrégularités
qui peuvent se présenter dans la réduction des formules de
structure (X,Y)=c^,X, sont incompatibles avec la condition
Y=-2p^^(P^).

c. Détermination du groupe. Y =2p^-jo, (X/Y) = X,X,.

X, est une chaîne à un terme si X,^ o, ou bien si Y a deux p égaux;
dans le cas contraire X,= ^a,.x,.pr- Comme il ne peut y avoir trois
transformations 2p,^p, indépendantes, il peut exister : ou bien trois
chaînes à un terme

^pi, ^pï, x^p^ X^==.^iXipi, ?a^; (G^) donne pi== 2pa+p.3;

ou bien
^ipi + ̂ x:\p^ ^ïpï + (3^37?;?,

et deux chaînes à un terme que (G") permet de déterminer facilement.

G. — Groupe y à trois paramètres.

On peut trouver très rapidemment leur structure. Considérons
l'équation caractéristique relative à la transformation générale
désignée par X,

A ( À ) E = | c ^ — 4 À [ : = : o (<f, À-=2, 3).

Lorsque A(A) a une racine double non nulle, on peut prendre pour Xa
la transformation qui correspond à la racine double

(XiXs)=X2, (X,X3)==aXi+^X,4-X.3.

Si l'on annule a en remplaçant Xs parX:î+ ûXi , X ^ X ^ X a donne
2(X,X3)=[(XA)XJ

Ann. Éc. Norm., (3), LVII. — FASG. 4. 36
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et comme A(X) n'a qu'une racine double prise égale a i ,

(X2X3)==0.

D'autre part, pour qu'à une racine nulle de A(X) ne corresponde pas
de transformation permutable avec X ^ , il faut que cette racine soit
double. Dans le cas contraire, on aurait ( X ^ X a ) = X 2 , (X^X3)=Xi ce
qui est impossible (P24). Mais si A(X) a une racine double nulle et
que (X,X2)===X^ (XiX3)=X2, l'équation caractéristique relative à Xa
a certainement une racine non n u l l e ; il suffira de partir dé Xa et non
deX, .

1. // n'existe pas de sous-groupe abélien.

A(X) a, par conséquent, deux racines distinctes non nulles

(X,X,)=ÀX^ (X,X,)==^ (XA)==^X,;

XiXaX:, : (2.2 ==o, a:3 == o, ai(^ H-p.) == o (À-+-pi) == o. Casa.

, 2. Il existe au moins un sous-groupe abélien (Xi X2 ) = o.

Si l'on a également ( X ^ X 3 ) = = o . Soit (X2X3)=û,X, qui donne les
deux cas : [3, û, 7^0, ^2== ^3== o; y', ̂  ou ^3^0.

Si (X^X3)==^X, et par symétrie 0X2X3) = è,X^ l'un des a et l 'un
des b étant non nu l s X iX2X3 : a^b,X^= 63 ̂ X^. Si donc : -1 = -2 ==À,

a\ Cis)
X 2 — X X , est permutable avec X^ et X3; par suite, il faut supposer
Û3 = 63 = o. y où deux cas : y, qui comprend ? pour a^ = o et ^/, et S.

P27. Structure d'un groupe à ti^ois paramètres

(a) (XA)=X,, (X3X,)=X,, (X,X,)=X,;
(P) (X,X3)=X,, (X3XO==o, (XiX,)=o;
(Y) : (XA):=ÀX,, (X,X,)=pLX,, (X,X,)=o;
(ô) (XA)=:X,, (X,X,)==X,+Xi, (X,X,)==o.

Il suffit ensuite d'appliquer à chacun de ces cas les principes qui ont
servi à déterminer Y. De même pour ^2.

Les résultats sont récapitulés dans le tableau ci-après.
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GROUPE y RELATIF AUX G. G., G. M._, G. S. ET A n == 3.

/i

G. G. pk, ^ipk, ^i ̂  ^kph (^ À- == I , 2, . . '., n)

n ( n + l ) À-=i

G. M. Xipk, [ < = 2 , . . ., n', k=i, 3, . . . , ( / i — i ) ] ; .a^/^; 2^ipi+^2/?2; ^ipi-^-^npn
( n — l ) ( n — 2 ) + 3

G. S. n ^ 4 1 Xipk, ( < == 2, . . . , /I ; A: = 3, . . . , n) ; ̂ pi ; ^pi — x^p^ ? R^ 3
( n — l ) ( n - 2 ) + 2

2 X^pk— ^Xn-ipn-l, (^'==2, . . . , ^; À: === 3, . . . , ^ ) ;

•^2^/î; .^l^l+^^/î+ ̂ ^n-ipn-ï ; ^ïpî- ^Xnpn-^ ^^n-iRn-l ? 1^22^

3 ^7?A:, [ < = = 2 , . . . , /Z; ^==1 , 3, . . . , ( ^ — l ) ] ; 2^i7?i+^2p2; Xip^Xnpn^' ^^n

4 ^•pA-, (î=: 2, . . . , /l; Â-==3, . . ., / ? ) ; ^2^1; ^i/?l ? R^2

5 ^^, [^ '==2, . . ., n', k=i, 3, . . ., ( / i — i ) ] ;
X^pn', ^ i7?i4-p^2^2+(l— 2p)^^ • ^R^/z

G. S. n == 4 x,,p^ ; ^3^4 ; ^/?i ; ^ipi 4- ̂ ^ (^ = 2, 3, 4') ? f^^ ^42

n = 3 y 4 1 ̂  pz^-^o p i = 2 p 2 - h p 3 ; x^p^ x^p^ x^p^ ? a\

2 2^ipi+^27?2; ^lPl+^3p3; ^2/?1; «^3^1 OU ^2^3 ? ^̂ 3

3 ^ijOi ; X^pï —— X^p^ ; ^2^3 ; ^3^2 ? C^ = —— CÏ

4 ^ij?i; ^3^3; x^p^ ^p:\ ^la

n = = 3 y 3 1 ̂  p^^-, pi=:2p24-p3; ^2^1; ^Pi (? ^2 si P^- ^ 3? I » I) ? a?^
2 3^ipi+^2P2+(^2+^3)p3; ^27?1; ^Pl ^ Ci\

3 5^iJOi+^27?2+ ^^â^; ^2pl; «^3^1 + ^2p3 ? ^^

4 2.2^1+.3^2; -^3^1; ^^Pl-^-^ïPî ' ? Û f 3 = = ^ l 2

5 ^iJRl —— ^2P2 ; ^lP2 ; ^2^1 ? C^ == —— (?i

6 ^2^1; «^3^1; -^2^3 ? ̂

7 V ^iXipi', x^p^ ^ps pi==2p2+p3? a^; p2=o?&i3

8 (^1+^3) Pi +^3^3; ^2Pl; ^2^3 ?^

9 ^ipi+^3p3; X^pï—— 2^3?3; ^3^1 Û11 ^2jPl ou ^̂  ? ^3

10 ^i7?i; x^pï— Xîp^\ x^p^ ? <?!
11 ^ij?i; x^p^—x^p^ x^p^ ou ^3p2 <-;;==:—<?j
12 ^.^2; ^37?3; ^iPï ^23
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GROUPE y RELATIF AUX G.C., G. M., G. S. ET A n = 3 (suite).

n==3y2 1 2 ^ixiPi'•> ^P1

2 (^1+^3)^1-4-^3^3; ^2^1 ? a\
3 3^ipi+^JD2+('^2+^:0^:i; ^2^1 ? a\
4 îpi 4- X^p,, ; ^Pl ?^i3

5 5c2?ij0i + ̂ 2^2 + 3^;i^3 ; :̂!pi + ̂ 2^3 ? a1

6 îj?i — ^2^2 4- 3 ̂ :ip:i ; ^2j?i + ̂ 1^3 ? 2 al = c^
7 2^i^i+^2/?2; ^2pl+^3/?2 ? a ^ = = ^ 2 1

8 ^i/?i + a^37?3 ^ ^2^2 + P^3P:3

9 (^l+^2)7?l+^27?2——^:i^3; ^2^3 O11 ^3^1 ?a^ CJ

10 ^2/?i ; ^2^3 + ̂ P-r ? a;, b^ = a\
11 ^2^1 ; ^Pi ' î> a\, a\
12 ^2/?i; ^2/?3 ? a^ a^ ^31

n == 3^1 1 V p^^-

2 ^i/?i+ (^•i+ ^2)j^2+ v-^zp-î (a == o, — i , 3)
3 ^3p3+ ^1^2

4 ^2/?i

5 ^':tpi -+- ^ip:}

n == 2y ^27? i

CHAPITRE VI.

DÉTERMINATION DES GROUPES MAXIMUM ET SOUS-MAXIMUM
(n QUELCONQUE)

ET DE TOUS LES SYSTÈMES G QUI ADMETTENT UN GROUPE (n=3).

SECTION I. — UTILISATION DES MULTIPLICATEURS
POUR LA DÉTERMINATION DE LA STRUCTURE.

A. — Méthode générale.

Soit un ensemble de transformations dont on ne merttionne que les
termes de l'ordre le moins élevé

n

T^==^^4-. . . ( / ^Â- ) ; f^V P/-^rpr4-. . ., X^^-h. . .,
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Le groupe y des T,//r [il peut y avoir plusieurs transformations
du type (T)] étant supposé déterminé, il convient de lui adjoindre
des transformations d'ordre zéro : X^=j^+-.- . La t ransformat ion X,
existe certainement lorsque l'opérateur pi figure effectivement dans
l 'une des T,/,, T, mais cette condition n'est pas nécessaire.

On a défini (Do, p. 27^) le multiplicateur de T^ relativement
àT- (p , -p^ .

Nous poserons encore

(\J)m ou (V),,î== ensemble des termes a^Xspr dont les multiplicateurs
[relativement à (T) ] sont tous égaux à m.

Pas. inéquation
[ T == "Lor^rpr, U : transformations données;

H . Z ==: (ZT) + a(\J),n \ Z : transformation inconnue ;
( H, a : valeurs numériques données

admet pour solution

si a=o, Z == ( V ) H ? les coefficients des termes de V demeurent indéterminés;

si a ̂  o, m ̂  H, Z = ( V)n+ ̂ -^(U^ ;

si a ̂  o, m = H, aucune solution.

Considérons alors une formule de structure relative à deux trans-
formations X^, ï déterminées

( X , T ) = = p , X , • + ( L T ) ^ + ( V ) / , + . . . - ^ - ( W ) / (^ ...., l^PiY

II suffit de remplacer X^ par X,+ —— (V)/,+. . .+ —— (W)^pour
PZ — A PÎ — 1/

obtenir

(ï) (X,T)=pA.+(IJ)p,.

L'identité de Jacobi donne, relativement à une autre transforma-
tion, T7 == ^Lç.Xrpr (p; = o)

pKX^+KU^Tj^X/nT];

(X/r) est du premier ordre; et comme [^p//^/]=X.z•^p/,, [(U)?^]^^^.
Par suite (P2s)
( 2 ) [ (U)p ,T]==o , (X.T)^^)^
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On forme de même à partir de ( i )

(3)

(4)

(p,- py+ p,) (X,T;,) = [(X,T^)TJ + [Ty,(U)pJ
avec (X,T^)=£^-(-...;

(p,+ p,) (XA) = [(X,X,)T] - [X,(V)pJ + [X,(U)pJ
avec (X,T)=pA+(V)p,.

On en déduit, par application de Pas? la forme des formules
de structure. Elles sont dites régulières lorsqu elles ont la même
forme que si les transformations étaient réduites à leurs termes de
l'ordre le moins élevé. [Ce qui arrive par exemple pour (X,T) (X.T)
lorsque le grouge y qui est donné ne comporte pas de Ty/, dont
le mult ipl icateur soit égal à p,.] Cette méthode permet de déterminer
rapidement celles des formules de structure qui sont irrégulières
dont on indique la nature en les faisant précéder du symbole I. S.
Il est commode de former un tableau

T
X,
x^

x,-i
X.

pi

pl-
pt

X,

pi

+p,

-1-Pn-l

+pn

X,

P2

p2 + P^-t . . .

?2 + Pn

^n—i

P^-l

Pn-i + p^

X,,

P»

T̂
- i f

Py-P.
m}j
m^

777 ̂ -1
" " l ]

y^^Tl

^ij

. . .

T,<

P'-P*
m\i
mîi

<-'
mîT1

m P.——//<,^ —— ?i--P.+P/.

Les irrégularités proviennent de Inégalité, à Pun des nombres de la première ligne
[auxquels il faut adjoindre zéro^ multiplicateur de T], de Pun des nombres des
lignes suivantes.

B. — Application au cas n == 3.

1. Régularité des crochets (X^T).

Pa 9. Lorsque le groupe y comporte la transformation T==2p,.^j0r
(p^ o), on peut choisir les X;===j0i+ . . . de telle façon que les (X(T)
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soient réguliers^ sauf peut-être

^=^Xipi— Xfp,-^- x k p k , I. S. ( X ^ - T ) = = X ^ 4 - À T ^ ;
T == Xipi-{- ^x,pj-\- ïXkpk, 1. S. ( X, T) = Xi + p.T^

ou bien (1) (X^T)==2X^4-2vTx:y .

D'après 1, il ne peut y avoir d'irrégularité que si les racines
de T sont liées par une relation p a = p p — p y D'autre part ces
mêmes quantités (que l'on suppose non nulles) sont liées par
l'une des deux relations (P^, p. 27/4) : 2p,,= p ^ — p ^ , p^+ p^=o.
Il résulte de là que les valeurs des p qui correspondent à des
cas d'irrégularités sont entièrement déterminées. Certains de ces
cas s 'é l iminent , soit que le système (Ji (p. 274) se réduise à
zéro par G", soit à raison de l ' identi té de Jacobi.

Remarque. — Les résultats précédents reposent sur deux conditions :
10 les transformations T//, qui font partie du groupe répondent
à (Ty/,, Ï)=(p/,—p./)Ty/,; 2° l'existence de Ty/, entraîne que certains
des symboles a, b, c (p. 274) sont nuls. Or il arrive que le groupe
comporte des transformations du type T^,=^^4-^yp/,(^y'Z:^zz). Mais
l'on constate que T^ satisfait aux deux conditions précédentes exac-
tement comme T,y; en sorte que P 29 vaut pour lesT\. comme poui^les'îip

2. Transformation T effectivement linéaires et dont aucun p
n est nul.

Lorsque la structure est entièrement régulière

(X,T)=:p,X,, (XiXk)=^o-, Xi==pi, T==Vp^^ (p^o);
s

11 est uti le de savoir a priori dans quelles conditions un tel ensemble
peut exister.

3

P3o. Le groupe X, =p^Çi== i , 2, 3), T=^p,.r,p,, ne peut être

admis par un système G que si T a F une des deux formes suivantes :

T=^,p^2^+^p,, ) les fjk et les R),z , ( /^ /L; ^y=/J//L
T==2^.^+ x ; p , - X k p k , \ sont G, excepté ) f}^ fj^ R^= R^.== R .̂=:̂ .̂ ..

(1) Car s^il existe à la fois T^ et T/:/ la structure est régulière.
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Compte tenu des transformations pi, les équations de définition
de (T) donnent

( p, — p; — p,ç. )fjk == £) Wk + £'k ̂ /.

Par suite tous les / sont C, à moins que les invariants ne satisfassent à
des relations

(6) (6e) p,=2p;, (66) p.=p/+p^ (V^)-

De plus, étant supposé que les/ ne sont pas tous C, il faut encore
exclure le cas dans lequel tous les R le seraient. Les Ça doivent donc
satisfaire à des relations (Pso? p. 2?^)

(7) p^-p6==0, 2p,.==pa—p6.

Enfin on peut calculer les R directement à partir des /. On voit
facilement que s^il n'existe qu'un s e u l / n o n C, il doit être du type/).
Mais, dans l'hypothèse py^o, les / de ce type sont précisément
toujours C. Il doit donc exister au moins deux /non G, et par consé-
quent deux relations du type (6^) ou (6/,) :

deux relations distinctes du type (6^)

p,==:2p;, p^=:2p^ ne satisfait pas à (7 ) ; p,==2p/, p;==2p^;

deux relations distinctes du type (6^), l 'un des invariants est nul, cas
exclu; une relation (6^) et une relation (ô^). Compte tenu de (7)

p,==2p;, p;=rp,+p^.

SECTION II. — DÉTERMINATION DU GROUPE MAXIMUM

(/l AU MOINS ÉGAL A 3 ) .

A. — Méthode.

Dans tous les cas mentionnés par le tableau de la page 291, il existe
un ensemble de transformations^^ (;, k prennent un même ensemble
de valeurs : 3, .. ., n par exemple). On peut alors faire état des propo-
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sitions démontrées en général au sujet des couples î . r f . L'ensemble
précédent est immédiatement réductible à la forme régulière?/,, x,p,^
On détermine alors facilement la forme de toute autre transformation
appartenant au groupe :

Transformations du premier ordre. . . . . T^^ «^x: /?a+^ ^<7P(7+ ^ ^ xsps
L s=i,k J

Transformations d'ordre zéro . . . . . . . . . Xa==:/?a+5, ^apa -+- ̂ ^ Xipi
a i

i, k, indices appartenant au système proposé;
G-, indices distincts de ceux de ce système ;
^(T, Ve7, [JL, fonction des x d'indice grec; X est une constante.

A partir de ces formes générales, il est facile de déterminer, dans
chaque cas, 1 expression des transformations qui font partie du groupe
sans rentrer dans le système Xipi,. Enfin, les équations de définition
du groupe donnent la forme du système différentiel qui lui correspond.

On peut également employer la méthode des mult ipl icateurs. Elle
donne, comme on l'a vu, les I. S. et, à partir de là, la forme du groupe.

Dans le cas présent, y contient (p. 291, G. M.) (n — i) transforma-
tions indépendantes du type T=r^j0y. La transformation T la plus
générale T=p,;r/jo, renferme alors en effet (n—i) arbitraires; il ne
peut donc exister entre les p, quels que soient les r, qu'une seule
identité. On connaît d'ailleurs la forme de cette identité. L'un au
moins des R}^/ étant non C, on doit avoir

(8) p,.==p;+p^-4-p/.

Nous appellerons nombre de termes d^une telle relation,^ nombre
des quantités p qui y figurent effectivement, compte tenu du coef-
ficient de chacune d'entre elles. (On suppose que tous les coefficients
sont entiers et que la plus petite de leurs valeurs absolues est l'unité.)
La relation précédente est à quatre termes si i^j, k, /, même
lorsque/H deviennent égaux; elle n'est qu'à deux termes si i=j.
Il est clair que si l'on introduit un nombre quelconque d'égalités
entre les indices d 'une relation linéaire entre les p, la parité du
nombre des termes demeure la même. Cependant, lorsque i =/', k = /,

Ann. Éc. Norm., (3) , LVII. —• FASC. 4. 87
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la relation 2p/,.= o doit être écrite p/c= o et elle devient, par conséquent
relation à un seul terme. En dehors du cas dans lequel la relation (8)
se réduit à p/,== o, le nombre des termes de (8) demeure toujours pair.

Or, les relations qui doivent exister entre les p pour que des irrégu-
larités de structure s'introduisent sont respectivement :

(a) relativement à (X^- T ) . . . . . p^== p^.— p/ ou o
(b) » à ( X ; T ^ ) . . . . p,-h- p^— p y = ( p / — p^) ou o
(c) » à (X, X/). . . . . ( p , 4 - p / ) = = p ^ ou o ou ^k— p/

Les relations (a) et (6) et la première des relations (c) ont un
nombre impair de termes. Elles ne peuvent donc, en aucun cas, dériver
de la relation (8) qui en comporte un nombre pair. Seules sont à
quatre termes les relations (c) des deux derniers types. On obtient
alors immédiatement celles d'entre elles qui dérivent de (8) :

Lorsque (8) est à quatre termes : i^-jkl.

(I.S.)i p,=p,+p^+p, ( i , j , k , l ^ ) ^ (Xa,X3)==:ÀT^. (a,(3,y==y,Â-,/) .
(I.S.)., p,=2p;+p/ (î , / , /^); (Xy, Xz)==ÀTy,.

Lorsque ( 8 ) est à deux termes : pa + p& == o ( a ~^- b ) ; alors pa 4- p& + p^ == p;.

(I.SO:, (X,, X^^T, (X,, X,.)=^T^ (X6, X,)=vT,, -

B. — Structure du groupe maximum G. M. [(n — i) (n — 2) 4- 3")
paramètres.

On voit, en se reportant à la forme du G. M. signalée page 291 (^3)
que la transformation la plus générale du type Sp^yo, est

n—l

T = 2^ipi + ^2^2+ ^(^l^i+ ^/îpn) "^S7^^

;=:3

p^==2+r,,, p2==i, pz==^ (î== 3, . . . , n).

La seule identité qui existe entre les p est p^ = 2p2+ p/,. On peut
alors appliquer (I. S.)2

(I.S.) (XA)=:ÀT^.
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G. — Forme du G. M. et du système correspondant.

Lorsque X = = o , la structure entièrement régulière implique l'exis-
tence du G. C. Par suite, on p^ut prendre X == i.

X^p, [ i= i , 2, ..., (^-i)]; (X,X,)=T,i, [X2(X,X.)]=X,,

d'où l'on déduit
X^==p^+-^J7?i, T2-i=:^2^.^

Les crochets (X,, Ty/,), tous réguliers, donnent ensuite

rffk=^ipk, Sauf T.^==^^-+- ^^ipi.

Enfin on achève la détermination de la transformation la plus
générale

T = 1 ̂ iXipi-^ y(^n)p,

(les ^ étant du second ordre), en écrivant (X^Ï)=p^X^. Compte
tenu de p / , = 2 p 2 + p ^ on obtient Ç'=o. Le résultat est ment ionné
pages 3o4 et 3o5; le groupe étant connu, on en déduit facilement un
système qui l'admet et les solutions de celui-ci.

Rappelons enfin que, dans ce cas comme dans tous ceux qui suivent ,
le passage du groupe y (tableau p. 291) au groupe effectivement
admis par le système peut s'effectuer par application de la théorie
des couples.

SECTION III. — LE GROUPE SOUS-MAXIMUM (n AU MOINS ÉGAL A 3).

Nous ne reproduirons pas le détail des calculs qui permettent la
détermination du G. S. Notons que chaque détermination d'un type
de groupe et du système associé doit être complétée par les conditions
nécessaires et suffisantes pour que le groupe effectivement admis par
le système ne comporte pas de transformation supplémentaire. On
précise, en utilisant les multiplicateurs de la transformation
T==Sp^.p.y la plus générale, la forme d^une transformation supplé-
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mentaire de y. Il lui correspond, pour les coefficients du système, des
conditions dont il suffit de prendre la contradictoire.

Il existe trois types de groupes G. S. que l'on rapprochera du G. M.

G.M. \ p k ' xipk ^==27 • • ' î n ' ^ k^1^ 3? • . ., ( ^—l ) ] ; pn^r ^X\p^ ;

X^p^ -h Xnpn ; 2 X^p^ 4- X^p^ ; X^pïpn-

G.S.I

G. S. II

G. S.III

P k ' , Xipk ( i , Â-==3, . . ., n)\ p^ x^p^ 9(^2)^1
[cp(a?2) non homographique].

pk\ Xipk [^=:2, . . . , n', /c=i, 3, . . . , (n +i)]-; x,p, + x^pn

Rn, ^Pn-^-'C,(^2)pl, ^s^^COnst.

ou, au lieu de pn, pn-^ x\p^ cp^^const.

(Les <p)^ désignent les coefficients/|^ mais envisagés à une forme G près.)

PÏÎ R^ P.^ + X^_X^p^ p^ — X^X^p^ ; X-^p^ X^p^ ;

^ipi, ^ipi-^-^ipi ( ;=2,3,4) .

G. M.
Pl= 2p2-4- pn

1
: - y.x\ 4- P^s4- y .

a^ + ô Xn + y == o
\i X^ -{- ^i Xi -(- ^i •==- 0

[ ^ = = 3 , . . . , ( 7 1 - 1 ) ] .

G.S.I
P2==0

X^—,X^X^ ^i==0

x^ == k^(œ^) + l

Xk=^k^ï-^- ^k

G. S. II
pl=pn. p' - ,
X^=^X^X^ ^==0 .

ri ir
d^=--^'W^ •
.r^== a^+ ^n
Xi-=:0(.iX^-^-Vi

[i=--3, . . . , (n-i)] .

G. S. III (n= 4)
Pl=P2+p:i+P,

X ^ —— 2 (̂  <3?313? ̂  -— X\ X <^ ) X ^

^'=:0 (/=2, 3, 4)

x^={by. — aÇ))x^-}-- \x^ + ^

^3==: ax^ + a, ^==^^4-^
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Les schémas précédents indiquent les distributions des transforma-
tions dans les différents cas. Chaque . indique une transformation à
laquelle correspond un paramètre indépendant et par conséquent un
coefficient non nul. 0 indique un coefficient non nul, mais égal à une
combinaison des paramètres qui figurent déjà dans le tableau

G. M. pi=:2p2+p, , ; G. S. II p i=p^; G. S. III p i = = p . ^ + p 3 + p 4 .

On voit alors immédiatement que les trois cas du G. S. sont irréductibles
les uns aux autres :

(a). Soit en raisonnant sur la composition de y.

Désignons par n le produit des p de la transformation la plus
générale extraite .de y et par i^ le produit de ses p non nuls lorsque TT
est nul.

G. M. TT dépend de \ ( n — 3 )9 -h i] arbitraires; G. S. 1 TT == o ;
G. S. III 7T dépend de [(n — 2)^ i] (= 5) arbitraires; G. S. II TT == o .

Et l'on distingue les deux cas G.S.I et G. S. II en considérant T^ qui
est égal au mineur principal relatif à E2^

G. S. 1 TTi dépend de [ ( n — 2 )2 -4- 11 arbitraires ;
G. S. II TTi dépend de [(n — S)2-!- i] arbitraires.

(p). Soit en raisonnant sur les courbes solutions.

Ces courbes dépendent d'une fonction arbitraire pour G. S. ï
et G. S. II, tandis que ce sont des paraboles pour G. M. et G. S. III.
Les courbes G. S. 1 et G. S. II sont des courbes planes, et ces deux
ensembles coïncident en ce sens que toute courbe de l'un de ces
ensembles se retrouve dans l'autre. Mais on ne peut dire que les deux
ensembles coïncident si l'on tient compte de leur distr ibution. Les
courbes M de l 'ensemble G. S. 1 qui correspondent à une courbe
donnée m du plan des x^x^ peuvent être situées dans un plan
quelconque, tandis que ce plan est déterminé à une translation près
pour l'ensemble G. S. II. En d'autres termes, la courbe m étant donnée,
l'ensemble G. S. 1 comprend toutes les transformations (linéaires)
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qui changent les M les unes dans les autres. Tandis que dans le cas G. S.II,
ces mêmes transformations permutent en même temps différentes
courbes m. Enfin on peut encore dire que, dans le cas G. S. I, la famille à
deux paramètres de multiplicités à (n—ï) dimensions x, =k^(x^)+ l
demeure invariante par le groupe. Tandis qu'il n'existe pas de telle
famille dans l'ensemble G. S. II.

Une remarque analogue s'applique aux deux ensembles G. M. et
G. S. III. Les multiplicités à deux dimensions

m ^i== - a^-h (3^2 + y?
(G. M.) 2 ,a^2+ ô^4+Y==o;
m/ ^==(^a—a^x\ -\- À ̂ 2 -i- p.,

(G. S. III) ^:=^+P

coïncidentbien dans leur ensemble. Mais, dans le cas G. M., on obtient
toutes les courbes qui correspondent à une m donnée en associant
à celle-ci un plan quelconque, tandis que ce plan est, dans le
cas G. S. III, assujetti à appartenir au faisceau x^ = a, x^ = o.
Les multiplicités b (n—2) dimensions m sont invariantes par G. M.
tandis que les m' ne le sont pas par G. S. III.

Tous ces résultats valent pour n == 3.

SECTION IV. — DÉTERMINATION POUR 71 = 3
DES SYSTÈMES DU SECOND ORDRE QUI ADMETTENT UN GROUPE.

Dans un grand nombre de cas, l'existence du groupe considéré
entraîne celle du G. M. Il est utile de les connaître.

Psi. Conditions suffisantes pour Inexistence du G. M. :

i° le groupe comporte X/, T = 2p,^p,, T^ = x ^ p , -4- . . . ;
2° les p, supposés non nuls ne sont proportionnels ni à i, 4î 2; m

à 2, i, —i ;

3° la structure est la suivante

(X,X^)==o/. sauf (X,X3)=ÀT,i;: (X,T^) = efX, ; -(X,T) ==p,X,



SUR LES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS DU SECOND ORDRE. 3o3

Si À = o , la proposition n'est autre que Pae. Si À^o, soit X == i
on obtient

Xi=^, X^==p^ X,==^3+^j^ T^=^p,.

Le crochet ( X 3 T ) = p 3 X 3 montre ensuite que T a la forme

régulière ^p^p,. En se reportant aux équations (G) (p. 226), on voit
s

que seul le symbole f^=x^ peut être non C. On est bien dans le
cas du G. M.

Dans tous les cas mentionnés page 291, où le groupe v comporte
effectivement des transformations, on utilise Psg, P^g, P^^ P.^
et la méthode ci-dessus indiquée pages 293-294. Mais le détail de
l'application ne souffrant pas d'être résumé n'a pu trouver place ici.

Lorsque y est identiquement nul Pa^ (p. 290) donne la structure
du groupe. On obtient facilement les groupes et les systèmes
correspondants. Les quinze fonctions ç^ sont solution d'un système
différentiel ordinaire. Leurs valeurs initiales demeurant arbitraires,
on pourra toujours les choisir de telle façon que le groupe ne comporte
pas de transformation supplé mentale. Celle-ci serait en effet du
premier ordre et imposerait aux valeurs initiales des y1^ des relations
que l'on peut toujours supposer non vérifiées.

LE CAS n = 2.

La structure du groupe est connue (Ps?) puisque celui-ci
comprend au maximum trois transformations X ^ , Xa, T^. Mais on
constate que le groupe complet existe sauf dans les deux cas :

i° X^ =pi, Xa =-p2 -h^ipi ; l'existence d 'une transformation
supplémentaire entraînant celle du G. C., il suffira d'écrire ( P ^ o ?
p. 223) À// , / ,—X^^o pour l'un au moins des couples de
valeurs ik\

2° Xi=pi . Il suffira de spécifier que les y ne satisfont pas aux
conditions qu'impose le cas i°.
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TABLEAUJ)ES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS

Système différentiel (à une forme G près). Solutions du système.

G TVT ^" — ^ ^'2• a i . JL ^ — JL^JL^s. as.. ^ — ^n^^

X - •==. 0

x^= - a.rj-4- P^2+ Y
2

a^2 4- oXn 4- y = o .

)^2+ P-i^i-^- ^i== 0 [ l = 3 , . . . , ( n — l ) ]

/i quelconque, y : [(^ — 1) {n — 2) + 3] paramètres.

G S 1 ^-P^^) . ,
v ' b ' ï œ}~-'^;)x^2

x, =: o

^i==Ài 9 (^) + ̂

^•==},^.2+^. (i==3, . . . , n )

X, == 0

^^a tL^^ j+À^•"^^ë-^-
^ == a ̂ 2 + ̂

^•==a^2+ ^ [ f = = 3 ^ . . ., (^ — i)J

n quelconque, y : [ ( ^ — 1 ) ( ^ — 2)+2] paramètres.

G. S. III '̂, == 2 (^3^ — ^4^3)^ ^1== ([3p- — aŒ)^J+ À^2+ ̂

^3 == a ̂ 2 4- p '
,2̂  == P x^ + o"

=4, y : [(n — 1) ( ^ i — 2) -+-2] ==huit paramètres.

III x\=f'\x^x':ï
X\=Q

X ' = 0

xl =1 ̂  ̂ x^ + }lty3 "h ̂
^9 ^•5 ___

~a~J-

n == 3, y : trois paramètres.
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QUI ADMETTENT DES GROUPES.

Groupe admis.

Valeurs des R1-/^ non C.
Conditions nécessaires et suffisantes

pour que le groupe
ne comporte pas de transformation supplémentaire

d'ordre i,
ou bien comporte une transformation supplémentaire

d'ordre zéro.

pa[a== i, 2, . . . , ( ^—i ) ] ; T^+ ̂ <pi

^ipk[i='2, . . ., ^; Â-==:I, 3, . . ., ( n — ï ) ]

R^=-i

^ipi-^-^npn, 2^ipi+^^2, ^2/^

^ quelconque, Y : [(n - l ) (n - 2) 4- 3] paramètres.

Ph ^ipk, ^2?k(l, ^=3, . . . , n)

pi, ^ipl, 9(^2)^1

pa, a^ 2. X^ n^existe pas

Xipk\i=cî, . . . , n; Â-==I, 3, . . ., (n —i ) ] '

^ipi + ̂ npn ; ^•îpn-^- 9 (^î)pi

R;,,=.y-+-(t=^;),,,.,^^

Si 9 -== e^ il peut existeras

R'.
2(p'

quelconque, Y : [(n - i) (n - 2) + 2] paramètres.

P^ R-2, P. + -^2^7?1, ^4 —— ^•î-^Pl R^=R^=i
X•.^P^'> -^4^:5

^•^l? ^ipi-^-^pi (<==2, 3, 4)

^ --= 4, Y : [( n— 1 ) ( ̂  — 2 ) 4- 2] == huit paramètres.

j?i, /?2; ^2/?j, ^.i7?i, 2^^+ ̂ ,̂  /^^ o. Pour l'existence de X:, :

jX3==[i+(Y-p)^]^+Q^-P^^ si P=T:/ '7==À^+^ ou /--4-^-?-
i

sip^Y:/^^+[i+(.-p)^-?

si (3=0 : / / /=.^L(I+y^)

n = 3, y : trois paramètres.

Ann. Éc. Norm., (3), LVII. — FA se. 4. 38
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TABLEAU DES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS

Système différentiel (à une forme C près). Solutions du système.

IV x " - 1 rw x " 1

^•-^L/7^)?^

f"x^^x,^

2 .z'i + a x^ -l- [3 .r:; — y =-= o

x->_-\- (xf(œ:.,) 4- o =-"= o

V x\ ~~. x\) ( fx\ + o x'^ )

x[, —^ o

x', =-: x\, ( •^œ. 4- '̂.y7., )

A"^ == y.(fx\ + 9 •'y';;)

.r^-= a(ip^, + ̂ y)

/, ^, îp, ^, Ï, ^ : fonctions de x^

VI '̂; = o

x\ —=. o

..r'.', — A..T'T' B ( .r̂  — A x.^ x\

x^ = a,r.2+ p

A a « i ,-, . .
x,, ----- —— ,T; — -3 [L ( .ro — y )] + à

2 1 >

A, B : const.

n -=-=. 3, y : trois paramètres.

VII x'\ == A e-^x'^x'^ + B e-^-^x^

x\ == x\ x'^ + A e^^x'^

.x"^=o (A, B : const.)

VIII x\ =-. o, x^ = o

^/; == x'.^ \f(x.iX:,}x'^ + ̂ (.r.2.'r:;) ;̂>J

/? =- 3, y : deux paramètres.
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QUI ADMETTENT DES GROUPES (suite).

Groupe admis.

Valeurs des R1,/^ non C.
Conditions nécessaires et suffisantes

pour que le groupe
ne comporte pas de transformation supplémentaire

d'ordre i,
ou bien comporte une transformation supplémentaire

d'ordre zéro.

pi ,7?2; X:; n'existe pas

x-^pv, 2^i/?i -+- œ.ip.^ x.^p\ 4-/(.T:i).7?2
•̂ -.-à-̂  /^TW

'/T
f'\

R - ^ - {•'-
' " ~ 2

R"-^H?
Pi, P?,\ X, n'existe pas

x^p^ + œ.^p.,

Deuxtr.^,4-^ j !^^

R,',,,,^i.-£A'
a 4

R.l,^-{+^(sym..,3)

On n'a pas :

/ - ^ ' ^ ^
f.~~^^^ avec .A^o-Oo^o-

p î , 7^4- A,r,/^;, ̂ :;

^ijOi — .a /̂̂

A . A ,x i ̂  .3 — — :r -^ p :;, .y.̂  i -^- — ,r ̂  /? :̂

AB
R^,2==— '- BA^,, R ^ , ^ —

AB -^.

^ == 3, y : trois paramètres.

/),+ ^•2/^P-2, /?, ^ i :; =^ R^ , . — R:i... — — A e-^ +
/B , \
- — A2 e-'-^

\ 2 /
.Topl—— - X^p^, X-.p:-l ^ -t - .̂  • 3A

A ou B ̂  o

7^1, .r,̂ ,, .r,/^

/Î =: 3. •

? ^i:;, c:; ; œ"^ ne doit pas être réductible pai

j3= I-ï (.r^T:;) à G(.r^.r^.r';;

: deux paramètres.
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TABLEAU DES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS

Système différentiel (à une forme C près). Solutions du système,

IX x",=zf{x.,)x'^

X \ = 2 g ( X.^ ) X'^ X'.^

X ' == 0

^-ï2/(^)^(•r3)(/•c3

^^^e'f8^
dx^ i

X x" = o
dx^

dx-^
X.-. == X:X ^

(l+^,)-<.

r I ^ (^-^vn /\f ^r r
X^= 0

[ y// -1

^^^ ^2+^7-^3

/'6__^ , ^_ ^'
f • V72 ;}

XII ^// == x'.,

x\ ==o fi § '• fonctions de x^_

XIII .3?'| === /^22 -h 2 ̂ ^^3 + /î X^

x^ == o y, ̂ , A : fonctions

•̂". ==o d e x^_ x:}

n = 3, y : deux paramètres.
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QUI ADMETTENT DES GROUPES (suite).

Groupe admis.

Valeurs des R^ non G.
Conditians nécessaires et suffisantes

pour que le groupe
ne comporte pas de transformation supplémentaire

^ d'ordre i,
ou bien comporte une transformation supplémentaire

d'ordre zéro.

Ri, Pz', X^p^ 2^ij?i+^2p2

{ X3 =^3 4- (a + (3^) (^ipl + ^,,/?3) 4- Y^2/?2 }

a^R^=:-(/^/^ b^g-'-g^ /^

Exclusion de f=^^.,^-u., ff==z— ————
x,, + ^

Pour X3 :
/ /r=(P^3—2Y)/; ^+(a+2p^3)^--=o

PIJ» ^2, ?3 + _ ^P2 —— ^3^3
^î

^ipi^, x^pï— x^p;

T ^ 3 -I , <?^-

p ^ , p3 ; Xa n^existe pas
^pl, ^3 (J + X^p^ + /p3

/^ g : fonctions de x^

Ri, ps'i x^p^x^p^fp,

\ X2==p2+a(^ipi4-^p3)

-(P^2+Y^)(^3/?i+//?3)——^T^l

^M-1^^-'
^-^[^)'^^]
g^Q, a\ ou a^o

'•^(f)'-^
. i r//'\' i /^ia'1---Aw+ ̂ \

ffy^o, a\ ou a^o, Xa existe si
/^/o+^/4-ï/2

PI, x^p^ x^p^

I / fr \ ' / (r i " \
^ \ __ P, ' I ., S» , / 2 / \ - / -^/^-^"v^4"^2^

asz=^—^; ̂ ^^—^
Non réduclibilité à G. S. I; G. S. II

^ = 3, y : deux paramètres.
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TABLEAU DES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS

Système diiférentiel (à une forme G près). Solutions du système.
»

XIV x\ == ( x^ — A ̂ i ,2/3 Y
X'[,= Ï^X'X'..

XV x\
x [ )

X " :

: 'îf(x-.^x\x'.^

-.Ig^X-^X'^X^

: ih^x-^x'^x'^

A:=: 2B, ̂  rrz ^ (^— y)-2-4- ;jl(^— Y) -4- a

BÀ ,
——^-(..-ï)-

-4-B^-Y)9

+ 2Ba(^:;— y) + (3
//y,

2B-À^C^O, ^ , = — — — 1

^c.(.,̂ -̂ .
•̂.̂  == ( 2 B ̂ i + a ) dx:,

dx^ .2 /*/./,.•,
—— = oae J
dt^ = ?.•/.-.

i'-»?/..'/"*-1-
MÎ"

XVI x•
"-— ÏX'^X^— 'IX^X'^X'^

— 2 h {x-.^ \x^x\ — ̂ ]^
: ii (^;i) [^^/,2 + 2^'|^,]

+^(^3)^

XVII ^: = o
= /(^ 4- 3 a + 3/)^
-^- ( ̂  — a — 3 / ) x^ x\ x\,
-T- alx^x\x'^ -4- ax\,x'^

= ( / — 2 ̂  -;- 2 kl^X^XÇ

4- 2 À' ̂ •/, ̂ •^

4- ( 2 ̂  — 1)X\X'^ ~\- lx^

^==3, y : un paramètre.
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QUI ADMETTENT DES GROUPES (suite).

Groupe admis.

Valeurs des K^-/^ non C.
Conditions nécessaires et suffisantes

pour que le groupe
ne comporte pas de transformation supplémentaire

d'ordre i,
ou bien comporte une transformalion supplémentaire

d'ordre zéro.

p.^-\- A^p^ pi, p.
2 X^p\ -\- X.,_p.,_ — JC:',p^

^ 5 = : 2 B — A , c^-

A ou B -z^ o

-2B , ^, .=AB^,

pi, pî, x^pv— x.,p._

{ X:;=^3+/.^^i ;

^--^•/-//-(^-/2),
c^h(y- 3f) - ̂ /, c\=h(f- 3^) - ̂ /,

h -7^. o ; et l'on n'a pas : — —, == /'== ^
' ' 1 2/î J ^.

Pi, P-î-^~ - ̂ Pi — X^X.,?.,

x^p^ — x.ip^

[^=V.\

c\=i 4- u' ~/^ o

Pour que X:', existe, h et F : const.

Pi, P:\, P-i -4- x^p-, 4- / ( - x\p^ — x,p,
\2

x^p.^ — x^p^

a, b, k, l : const.

d, ̂  /. [ b -4- --\-^ o

/^ == 3, y : un paramètre.
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TABLEAU DES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS

Système différentiel (à une forme C près). Solutions du système.

XVIII x\ =: o
x\ === f' x^ 4- 2 gx\^x^ 4- h x^

X\ == 9^2 4- 2 ̂ ^ 4- %^32

XIX x\ -=fx'^ 4- ïgx'^x'.^ + /i^y2

^=o

,r̂  == (p^2 4- i^x'^x'^ 4- %^32

^ . . . . ^ : fonctions de x^x-^

f, . . . , % : fonctions de x^x-^,

pi, ^pi

n =r 3, y : un paramètre.

Système différentiel.

XXI X-^ — — J ^ y X y X y

f\ —— ^X.rr.'

J\\ \

J j k ^ ^ ^ j k
f{^e-^{,

f{,=e-^

^j^e-^^^-^^)

/^=?^ (y^^-)
^/-2A==^-2^ ^^r

( y , / t = = 2 , 3 )
Les o sont fonction de x^

XXII x[=f^x'rX,

^k^0

P}/^^0

XXIII x\=f^x',x1,

?ki=°
Pk^0

?}A.3=(P<-P/-P^)?}A-(P3=0)

Les / ne diffèrent des 9 que par une forme C

P}/.^^?^-^/—^?^
Les / ne diffèrent des 9 que par une forme C
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QUI ADMETTENT DES GROUPES (suite).

Groupe admis.

Valeurs des R1,/^ non C,
Conditions nécessaires et suffisantes

pour que le groupe
ne comporte pas de transformation supplémentaire

d'ordre i,
ou bien comporte une transformation supplémentaire

d'ordre zéro.

Ri, ^ipi ? b^ b,,, c^ cï

XX x\ =z e^^fœ'^ 4- 2 e^^gx^x'^ + hx'^

x\ = e-2-^ (p x'^ + 2 e~^ ̂  x\x'ï -+- -^x^

/, . . . . % , fonction de x-^
pi+ ^pï, p2

^pi- , ̂

n == 3, y : un paramètre.

Groupe admis.
Conditions pour que le groupe

ne comporte pas
de transformation supplémentaire.

Ri
p2+^l/?l

\ l-•xsî^eî^[<x{x^} [ p t 4- x^p._ 4- e^ps
[ 2 1

Pi

^2

PS + ?! ̂ l7?l 4- PS ̂ 2P2

Pi

P2

7?3 -4- ^Pi

Les valeurs initiales des (p,. considérées
comme solutions d^équations différentielles,
demeurent arbitraires. Elles seront choisies
de manière à ne pas satisfaire aux conditions
qu^imposerait Inexistence d^une transforma-
tion supplémentaire.
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GUERARD DES LAURIERS.

TABLEAU DES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS

Système différentiel.

XXIV x[=f^x,x,
Pki^0

?k—°

/i==3, G : trois paramètres.

XXV x[^f^x,^

XXVI x[^f^x,x,

9 ,̂, ̂  ( p< — p/ — r^-) ?}/.- ( p. = o. p. == o )
n === 3, G : deux paramètres.

Pki^ 0

n == 3, G : un paramètre.

I x\ •==. a e^^xç + c e•rîx'^

x[, -==. de~'ï•vïx^ 4- bx^ a. h, <•, d : const.

II x\ == OLX^ + '\x'ï

x^ ==: ôcr,2

n == 2, G : deux paramètres.

a, y, (5 : fonctions de x;

n = 2, G : un paramètre.



SUR LES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS DU SECOND ORDRE.

QUI ADMETTENT DES GROUPES (fin)'

Groupe admis.
Conditions pour que le groupe

ne comporte pas
de transformation supplémentaire.

PY
P-i
p3 -h jc^p^ 4- (^i -+- ^ï)pï

Les valeurs initiales des 9, considérées
comme solutions d^équations dillerentielles,
demeurent arbitraires. Elles seront choisies
de manière à ne pas satisfaire aux conditions
qu'imposerait l'existence d^une transforma-
tion supplémentaire.

pi
pî-+- pi ̂ ipl

pi

ii -= 3, G : trois paramètres.

> Remarque de même nature.

n = 3, G : deux paramètres.

| Remarque de même nature.

n =r= 3, G : un paramètre.

pi
p., + x^p,

a, b, c, d, \
ne répondent j 1
à a u c u n e

des trois
conditions.

^.-== I, C=0, d=z ( - )
\0/

2 a =: o, d == o
3 ^+2 ==3 a, a(a—i)=z3cd

n = 2, G : deux paramètres.

pi ex.., Y, ô, ne vérifient aucune des trois mêmes
conditions.

n == 2, G : un paramètre.


