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SUR

- CERTAINES SURFACES

A

LIGNES DE COURBURE PLANES

Par M. Pavr VINCENSINI.

1. Le probléme de la détermination des surfaces (S) & lignes de courbure
planes dans les deux systémes est I'un des plus intéressants, par I’élégance
géométrique du résultat, parmi les problemes de géométrie différentielle, a la
vérité peu nombreux, dont on peut donner une solution explicite compléte.

On sait que G. Darboux a montré que I'on obtient loutes ces surfaces, en
considérant deux coniques focales I'une de 'autre et deux séries de sphéres
centrées, respectivement, sur les deux coniques, et de rayon variable suivant
une loi arbitraire dans 'une et I'autre série. Le plan radical de deux sphéres
choisies arbitrairement dans les deux séries enveloppe la surface S la plus
générale. Ponctuellement, S s’obtient comme lieu du centre radical des deux
sphéres et des deux sphéres respectivement infiniment voisines dans les deux
séries; les plans radicaux de deux sphéres infiniment voisines dans chaque
série fournissent les plans des lignes de courbure des deux systémes.

Le procédé employé, quand on veut approfondir une question aussi complé-
tement résolue que la précédente, consiste, généralement, 2 imposer a la
surface S une condition géométrique supplémentaire choisie aussi judicieu-
sement que possible. On obtient alors un nouveau probléme, et c’est un
probléeme de ce genre qui est a I'origine de cet article; la condition imposée
aux surfaces S du début est la suivante : la développée moyenne de S (lieu des
milieux des segments déterminés par les différents couples de centres de cour-
bure principaux associés) est un plan.

D’une facon générale, on ne peut pas imposer aux surfaces & ligne de courbure
planes dans les deux systtmes (ou méme dans un seul systeme) la condition
d’avoir une développée moyenne donnée, et le développement qui va suivre tire
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en partie son intérét du fait que la forme plane est I'une des formes admises
pour la développée moyenne.

Parmi les surfaces S générales a lignes de courbure planes dans les deux
systemes, il en existe dont les deux nappes de la développée dégénérent en
deux courbes : les cyclides de Dupin dont les normales s’appuient sur deux
coniques focales I'une de I'autre. Si I'on impose une condition supplémentaire
aux surfaces S, il n’y aura plus, en général, dans la nouvelle famille obtenue,
de surfaces pour lesquelles la développée dégénére. Il est remarquable que si
la condition est celle dont il est question plus haut (développée moyenne
plane), il existe des surfaces S pour lesquelles 'une des deux nappes de la
développée se réduit 4 une courbe. Ces surfaces sont des enveloppes de sphéres
susceptibles d’une élégante définition géométrique, que nous étudierons aussi
complétement que possible au n° 3, et qui peuvent recevoir, comme nous le
montrerons au n° 4, une intéressante généralisation.

La considération des congruences des normales aux surfaces enveloppes de
sphéres auxquelles il vient d’étre fait allusion, permet d’étendre aux adjointes
des surfaces minima d’0. Bonnet & lignes de courbure planes dans les deux
systémes, certaines propriétés des asymptotiques qui ne semblent guére avoir
été signalées que pour I’hélicoide minima réglé et la surface d’Enneper.
~ Nous avons, chaque fois que cela a été possible, poussé les calculs jusqu’au
bout : c’est souvent difficile en géométrie différentielle ou I'on est obligé, la
plupart du temps, de s’en tenir aux indications d’ordre général déduites de la
théorie des équations différentielles ou aux dérivées partielles.

Il nous sera commode de substituer, a la recherche de divers types de
surfaces que nous rencontrerons dans cette étude, celle des congruences de
leurs normales. Nous adopterons alors, pour la détermination d’une congruence
inconnue, le procédé de C. Guichard ('), qui consiste & supposer la congruence
rapportée a ses développables (u=const., ¢=const.), et 4 prendre comme
surface de départ la surface moyenne (lieu des milieux des segments focaux).

Si I’¢élément linéaire de la représentation sphérique des développables de la
congruence est

ds*=Edu*+ 2F dudy + G dy?, .
si l'on désigne par x, y, z les coordonnées du point moyen sur chaque rayon,
par X, Y, Z les cosinus directeurs du rayon, par'z,, y,, 5, et &y, y,, 5, les
coordonnées des deux foyers F,, F, situés sur le rayon envisagé, et par 2¢ la
distance de ces deux foyers, on a

xy=x+ pX, yi=y -+ oY, s=z+ 02,

1
() zy=x —pX, Yo=y —pY, sy—=z—pL.

(1) Surfaces rapportées a leurs lignes asymptotiques et congruences rapportées a leurs dévelop-
pables (Ann. Ecole Norm., Paris, 3¢ série, t. VI).
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Le premier foyer, F,, étant supposé correspondre aux développables
¢ =const., et le second aux « = const., la connaissance de la représentation
sphérique (X, Y, Z, et par suite E, F, G = fonctions connues de u et ¢)
entrainera celle de la congruence, et en particulier de ses deux nappes focales
définies par les deux systémes d’équations (1), dés que la fonction o(u, ¢) sera
connue. Cette fonction est définie (voir le Mémoire cité de C. Guichard) par
I'équation de Laplace

0*p dp dp da b N\
(2) du dy —-l_ad_u,_‘_[}__!-(()u " op +F)P——O’
dans laquelle on a
0E oG oG OE
= _rZ= , EZX &
3) g1 2] __ O du’ : b_%l 2| ___Ou dc"
( =11 T S(EG - 2 {7 5(EG T

et la surface moyenne de la congruence correspondant 4 une solution déter-
minée p de (2), s’obtient en intégrant le systéme [complétement intégrable en

vertu de (2)]
[ dx do . oX
~~,__ <%+sz‘>xwp

Ju o’
(4) (21'7_ dp Cna h X 0X
o =g Heae)Xreh

et les deux systemes analogues en y et z.

Les éléments des deux nappes focales (¥, ) (lieu du foyer F,) et (F,) (lleu du
foyer F,), relatives & une congruence déterminée [p = solution connue de (2)],
s’obtiennent sans difficulté a partir des équations (1). On a, en particulier,
pour les coefficients E,, F,, G,, du ds* de la premieére nappe focale,

or\* do 2
sE'_S<du> o 4((—9—‘;%—1)9),

(G._s@g) E—t

et pour ceux de la deuxiéme

oxs —_
. S<du> = 4gr(brE),
, . 0z, 0z, dp!
(5) F, _“Sdu o —-4bp< —I—ap>

G,

!

or:\? dp 2
S<()V> —_= 4<5‘-)+ap>.

2. Surfaces a lignes de courbure planes dans les deux systémes et a déve-
loppée moyenne plane, — Nous commencerons par rechercher les congruences
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des normales aux surfaces indiquées; les surfaces elles-mémes s’en déduiront
facilement. La congruence la plus générale admettant un plan P.pour surface
moyenne s’obtient, géométriquement, de la facon suivante :

On projette orthogonalement un point quelconque M d’une surface arbi-
traire X en m sur le plan P, on fait tourner dans le plan P (supposé orienté)
m d’un angle droit autour d’un point fixe du plan, ce qui améne m en m/; on
méne par m' la paralléle D & la normale en M a X; 'ensemble des droites D ainsi
obtenues fournit la congruence la plus générale du type indiqué.

Il est bien connu que les développables de la congruence correspondent aux
lignes asymptotiques de la surface X (dite surface génératrice de la con-
gruence), les deux plans focaux issus de D étant perpendiculaires aux
tangentes asymptotiques de £ en M. Pour que la congruence soit normale, il
faut et il suffit que sa surface génératrice soit minima. S'il s’agit d’une
congruence constituée par les normales & une surface a lignes de courbure
planes dans les deux systémes, I'image sphérique de ses développables, qui
est celle des lignes de courbure des o' surfaces orthogonales aux rayons, est
formcée de deux familles orthogonales de cercles. La surface génératrice X est,
dans ce cas, une surface minima admettant pour représentation sphérique de
ses asymptotiques un double systéeme orthogonal de cercles. Si I'on envisage la
surface minima adjointe de X, cette surface a pour image sphérique de ses
lignes de courbure I'image des asymptotiques de X; cette image étant consti-
tuée par deux familles orthogonales de cercles, la surface a ses deux familles
de lignes de courbure planes et est 'une quelconque des surfaces minima
définies par cette propriété (surfaces minima d’ 0. Bonnet).

On peut donc définir les surfaces que nous recherchons, comme les surfaces
orthogonales aux congruences a surface moyenne plane admettant pour généra-
trices les adjointes des surfaces minima d’ 0. Bonnet. Cette définition nous montre
dés a présent quel est le degré de généralité des surfaces étudiées; en négli-
geant les paramétres correspondant aux homothéties et aux déplacements, ces
surfaces forment une famille & trors parameétres, a savoir, le paramétre qui
définit la forme de la surface d’0. Bonnet et de son adjointe génératrice, et les
deux paramétres qui définissent la direction du plan moyen par rapport a la
surface génératrice. Mais, pour une étude aussi compléte que possible, il con-
vient d’effectuer la recherche analytiquement, ce que nous allons faire en
utilisant les formules de C. Guichard rappelées au numéro précédent.

Le double systeme de cercles définissant la représentation sphérique des
développables des congruences normales a surface moyenne plane qui nous
intéressent, s'obtient en coupant la sphére image par deux faisceaux de plans
dont les axes D et D’ sont conjugués par rapport a la sphére. 1l en résule immé-
diatement que, comme dans toutes les surfaces a ligne de courbure planes dans
les deux systemes, les plans des lignes de courbure des surfaces cherchées
sont paralléles & 'une ou I'autre des deux droites orthogonales fixes D et D',
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Nous envisagerons deux cas suivant que les deux droites conjuguées D et D’

définissant la représentation sphérique sont, I'une sécante et l’autre non -

sécante & la sphére, ou bien tangentes a la sphére en un méme point. Dans le
premier cas, si nous supposons que la droite D ne coupe pas la sphére et que
par suite D’ la coupe, si nous prenons pour axe Oz la perpendiculaire com-
mune a D et D' et pour axes O« et Oy les paralleles respectives aux droites D
et D', et si nous désignons par o la distance du centre O de la sphére image
a D' (a<1), les équations donnant la représentation sphérique sont

(6) _ y1—oafsinu . V1i—a*she . cosu —+ o che
- e —_—— =
cho 4+ o cosu’ chy 4+~ acosu’ chy 4- xcosu’

les cercles u = const. étant ceux déterminés sur la sphére image par les plans
issus de D, et les cercles v = const. ceux déterminés par les plans issus de D.
Le ds* correspondant de la sphere est

( st — du*—+dv*
7) s " (chy + o cosu)?

Dans le deuxiéme cas, D et D’ étant supposées respectivement paralléles a
Oy et Ox, et menées par le point (0, 0, 1), 0n a )

. 20 20 -+ v —1
(8) Xe= e, — s ZZ#?
W+ 9?41 e 1 A R e |
. 4 (du®+ de?
(9) g LA )
(w4 9o2+41)°

Placons-nous dans le premier cas. On a alors

F —=o,
1

EWG“(chv—&—:xcosu)‘—'q

_{12] __dlogyE — shy

(10) a_? 1 T T 0v  chy +acosu’

p— 12 __dlogyE o sinu

_g o {— " du  chy +oacosu’
da __ 0b — ashesinu

du_ 0¢  (chy +oacosu)

et I’équation de Laplace (2) s’écrit

0%p shy  dp o sin dp oo shesinu

— - £ p=o.
(11) dudv chy +acosudu  che+oacosu de  (cho + acosu)?’

Cela étant, A, B, C désignant des constantes arbitraires, soit

(12) Axz+By+Cz=o,

-

I'équation du plan moyen P d’une congruence normale i surface moyenne
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plane admettant (6) pour représenlation sphérique de ses développables
u = const., v = const. 1l s’agit, pour déterminer la congruence, de calculer la
fonction ¢ solution de (11) qui lui correspond, aprés quoi I'intégration des trois
systémes d’équations (4) fera connaitre les trois fonctions z, y, = de u, ¢ qui
fixent le point ot le rayon générateur de la congruence, de cosinus directeurs
X, Y, Z [donnés par (6)], perce le plan P.

Dérivons (12) suecessivement par rapport a u et ¢; nous obtenons les deux
équations

\ 97 L0y 0z ox dy  ~05
,’\JLZ‘BJ&‘*‘CE——-O} AW—FB%ﬂ—C%—U,
. I . . ;o ()-J/ ().I'
qui peuvent s’écrire, en substituant aux dérivées 5 0 g1 leurs expres-
sions (4) et en posant
0 — AX + BY + CZ,
dlogp  dlog® / dlogo  dlog® )
ow — ou R T

Le systeme des deux équations précédentes, ou I'inconnue est la fonction ¢,
est complétement intégrable comme le montrent les expressions (10) de a, b,
et son intégration donne

.0
p:/,E,

A étant une constante que nous pouvons égaler a I'unité, puisque les coeffi-
cients A, B, C qui rentrent dans I’expression de ® ne sont évidemment définis
qu’a un facteur pres.

En remplacant dans 0, (X, Y, Z) par leurs expressions (6), et E par son
expression (10), on obtient

(13) p:(chv—i—occosu)[A\/l — a*sinu — Byt — o she + C(cosu + o ch)].

On vérifie sans difficultés que cette valeur de p est solution de I'équation de
Laplace (11). Elle fournit donc la congruence normale a surface moyenne plane
la plus générale, admettant pour image sphérique de ses développables un
double systeme orthogonal de cercles défini par deux droites conjuguées D et D’
dont I'une coupe la sphére image (= <1).

Les congruences en question forment bien, comme nous I’avions prévu
géométriquement, une famille a trois paramétres, o et les rapports de deux des
trois quantités A, B, C a la troisieme. Leurs surfaces orthogonales fournissent,
a une exception pres, correspondant au cas laissé¢ de coté ou « =1, I'ensemble
des surfaces a lignes de courbure planes dans les deux systémes et a déve-
loppée moyenne plane. ‘

La détermination analytique compléte des congruences que lon vient
d’obtenir et de leurs surfaces orthogonales s’acheve sans peine. Les coor-
données x, y, z du point ou le rayon générateur de I'une quelconque de ces
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congruences perce le plan moyen, sont fournies par l'intégration des trois
systémes complétement intégrables (4). En remplacant dans ces systemes
¢ par son expression (13), a et & par leurs expressions (10), X, Y, Z par leurs
valeurs (6), les trois systémes s’écrivent

’d_[l‘_
Ju
<2§~

dv

B(1— a?)cosushy — Ca\/1— a?cosuchy — Cy/1 — o,

B (1 —a?)sinuche — Coy/1 — o sinush¢;

%y —=—A(1—a?)cosushp + C\/1— a2 sinushe,
- = A(1— o) sinuchy — C\1— a2 cosuchy — Coy't — o®;

— = — By1— o sinushe + Aay1 — a? cosuche + Ay1— o2,
4 0z
d_; = By1—a?cosuche + Aay1— a? sinushe + Bay/1— o?;
on en déduit, en négligeant une translation paralléle au plan moyen

2= B(1—a*)sinushy — Cay'1 — a?sinuchy — Cy/1— a2 u,
y=—A(1—a?)sinushy — Cy1 — a?cosushy — Cay/1— a’p,
= By1—atcosushy + Aay1— a?sinuchy + A1 — o?u + Bayi—a?e

(14)

A3

{

et l’on vérifie d’ailleurs aussitot que 'on a
Az +By+Cz=o.
Les deux nappes focales sont données par les équations (1). Le calcul donne,

pour la premiére nappe focale (lieu du foyer F, correspondant aux dévelop-
pables ¢ = const.)

2= A(1—a?)sinu + Cy1 — o2 (sinu cosu — u),
yi—=—2A (1 —oa?)sinushey 4+ B(r — «?) sh*p

(F1) — C\VT1—a(2cosushpy + ashpchy + av),
si= AY1— o (2asinuchy+sinucosu+ u)—Bay/1— a? (cheshy — )

+ C(2acosuchy—+cos?u—+a?ch?p);

et pour la nappe focale (F.)

’ x2:—~A(1—oc‘-’)sin2u+2B(1——oc‘1)sinushv
— Cy1—o%(2asinuchy + sinu cosu + u),
(F2) yo_—B(I—az)sh20+Ca\/1—~oﬂ(shvchv——V),
2 =— A1 — a® (sinucosu — u) + By1— a2 (zcosushv+achvshv+o¢v)
— CG(2acosuche + cos>u + a® ch?v).
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Les surfaces normales aux rayons des congruences qui viennent d’étre déter-
minées, c’est-a-dire, & I'exception prés signalée plus haut, les surfaces a lignes
de courbure planes dans les deux systémes et a développée moyenne plane,
sont définies par les équations

(13) E= tX, n=y+0Y, {=z+ 17,

ou.r, y, 5 ont les expressions (14), X, Y, Z les expressions (6), et ou z a pour
valeur

t:'/.~jUdu+Vdv,

X désignant une constante arbitraire, et U, V étant, comme il est bien connu,
les deux sommes

dx
L._S)s(—)z V=

ox

SX
dv

Tous calculs faits on a

U=Ayi1—oatcosuchy —Bay'1—a? sinushy — G(1— a?) sinuche + Aoy 1 — a2,

= Ay1— a2 sinusho + Bay/t — a? cosuche + C(1 — a2) cosu she + By/1— o,
d’ou I’expression de ¢ qui fait connaitre les surfaces (15)
t:?\—[A\/I—a‘l(sinuchv—l—au)+I%Vl—o:'i(occosushc)—%—V)—}—C(l_o:f)cosuchv].

Les lignes de courbure planes de ces surfaces sont les courbes u = const.,
¢ = const., et le plan moyen est le plan

Az + By +Cz=o.

Dans le cas, laissé de coté, ou les deux droites D et D’ qui définissent la
représentation sphérique sont tangentes 4 la sphére image au point (o, o, 1),
D et D’ étant respectivement paralleles 2 Oy et 4 O, les cosinus direc-
teurs X, Y, Z de la normale 4 I'une quelconque des surfaces cherchées ont les
expressions (8), et le Tableau (10) est & remplacer par

I F=o,
E=G= ——+— 4 )
(u? 4 ¢*+1)?
a__ﬁl z}_()log\/—}i_ — a9
(16) \ Tl T o T wer e
b_‘\/l 2\%~0log\/E_~ —2u
T2 T ouw T wrviid’
da dl)__ b4uy
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d’autre part, I'équation de Laplace (11) s’écrit

(o) Jd?o 2¢ Jdo 20 Jdp Sugp
17 — - — = .
07 dudv  w—vi41du w0t 1de o (WP ei)?

P:O.

L’équation du plan moyen de la congruence des normales 4 'une quelconque
des surfaces cherchées étant encore
Ax+ By +Cz=o,

et, © désignant toujours la quantit¢ AX + BY 4 CZ, on vérifie aussitot que I’on
a, comme dans le cas général,

8
L= F-
, . . A
L’expression explicite de ¢ est
w> == 241 .
(18) p:T[m\.u—{—ﬂiv-{-(;(u-‘—l— et —1)],

et cette expression vérifie I’équation de Laplace (17).
Les trois systémes (4) s’écrivent ici :

d{lx’ C o 9 . ()x___ » .
(—);_—Bv—i—;(u.-—v —|—1),‘ W__—bu—(]uv,
dy i dy - G . .
o= Av 4 Cup, 3 = Au-i—g(u——v-—l),
0z A o Jz B oo .
= E(—u +¢2—1) — Buy, Je = ;(V—u +1) +Auv;

et 'on en déduit, en négligeant une translation, pour les coordonnées x, y, =
du point ou le rayon générateur de la congruence des normales a I'une des
surfaces envisagées perce le plan moyen, les expressions

( &= g (> — 3uv*+3u) — Buy,

(19) = & Burv — v 30) + Aur,

5 ::% (—w+3ur?—3u) + IE)(— e -+ %),

quivérifient bien, comme I’on voit, I’équation du plan moyen Az + By + Cz =o,
Les congruences actuelles ne dépendent que de deux parametres de forme, a
_savoir les .rapports de deux des quantités A, B, G a la troisicme, rapports
qui fixent la direction du plan moyen par rapport a I'image sphérique des
développables.

‘Les deux nappes focales de I'une quelconque des congruences obtenues sont
définies par les équations (1). Le calcul, fait en tenant compte des expressions
précédentes de , y, =, de la valeur (18) de ¢, et des expressions (8) de X, Y, Z,

Ann. Ec. Norm., (3), LIX. — Fasc. 3. 19



150 PAUL VINCENSINI.

donne pour la premiére nappe focale

2 -
=3 Cu’+ Au?,

(FD Y= (u‘-’v -+ % — v> “+2Auy + Be?,
C wt 2
5 = T (w2 —1)2+ A <~§ -+ Iw‘3> -+ 3 BV"‘,
et pour la deuxieme ‘ ’
/ /Lt.'%
i C(§ —+ w4 u) — Auwu*—2Buy,
Fr PR— 2 C 3 d 2
(F) Yo—=— 3 o3 — B2,
C 9 2 2 2 A D 9 I
By — — Z(u 42— 1) — 3 Au —l—;<u v+~3—)-

Les surfaces normales aux congruences qui viennent d’étre déterminées
s’obtiennent, comme dans le cas général, en remplacant dans les formules (15),

x,y,s parleurs valeurs (19), ¢ par son expression (18), et¢ par <7.—fUdu —l—Vdv),
A étant une constante arbitraire. On a ici

U= SX%:}—\ (¢v*— w*+1) — Buv + Cu,
du 2
0z B . -
—SXEZ_ 5 (v*—w*—1)+ Auy — Gy,

et 'on en déduit

=1 —fU du—+Vde—=1h— [%(S(ﬂu——u"—k?)u)—!— 2—5)(0”7~3u20—3v)—|—%(u"—’—v?) ;

u et v sont les paramétres des lignes de courbure des surfaces obtenues, et
les constantes A, B, C, dont seuls les rapports mutuels interviennent si 'on
néglige une homothétie, définissent le plan qui constitue la développée moyenne
(Ax + By + Cz=o0).

Ainsi se trouvent déterminées, de facon compléte et sans signes de quadra-
tures, toutes les surfaces dont nous nous étions proposé la recherche, avec,
pour chacune d’elles, les deux nappes de la développée.

Il n’est pas inutile de noter que la raison géométrique du succes de la
recherche tient a ce que des trois conditions suivantes imposées a une
surface :

le premier systéme de lignes de courbure est formé de courbes planes;

le deuxiéme systéme de lignes de courbure est formé de courbes planes;

la développée moyenne est plane;
conditions qui, par leur nombre, sembleraient devoir entrainer une impossi-
bilité, la troisieme jointe a l'une quelconque des deux premiéres entraine la
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restante. Autrement dit, pour les surfaces admettant un systéme de lignes de
courbure planes, la planéité de la développée moyenne entraine celle du
deuxieme systéme de lignes de courbure.

Soit, en effet, S une surface admettant un systeme de lignes de courbure
planes et dont la développée moyenne est plane; envisageons la surface géné-
ratrice X (voir le n° 2) de la congruence de ses normales: X est une surface
minima dont la représentation sphérique des asymptotiques est celle des lignes
de courbure de S. Une des familles de courbes de la représentation sphérique
(celle qui correspond aux lignes de courbure planes de S) est formée de
cercles; l'image des asymptotiques d’une surface minima constituant un
systéme orthogonal isotherme, Iautre famille de courbes de la représentation
sphérique est aussi formée de cercles, et les lignes de courbure correspon-
dantes sont planés comme celles du premier systéme.

Si, par exemple, on avait recherché les surfaces & lignes de courbure planes
dans les deux systémes, et telles que les points partageant dans un rapport
constant les différents segments focaux (déterminés par deux centres de cour-
bure principaux associés) soient dans un méme plan, on se serait heurté a une
impossibilité. Pour retrouver la compatibilité, il faut abandonner la planéité de
I'un des deux systemes de lignes de courbure. On obtient alors un nouveau

probléeme que nous aurons 'occasion d’examiner un peu plus loin dans un cas
particulier.

3. Surfaces dont 1'une des nappes focales est une courbe. — Pour chaque
valeur (supposée fixée) du parameétre o définissant la représentation sphérique,
nous obtenons, en ne considérant pas comme distinctes des surfaces paralléles
au sens ordinaire, une famille de «? surfaces de méme représentation sphé-
rique pour leurs lignes de courbure (paralléles au sens de Péterson suivant le
réseau de courbure) et 4 développée moyenne plane, correspondant aux oo?
orientations possibles du plan moyen. Les o' familles relatives aux différentes
valeurs de « jouissent d’une propriété intéressante que nous allons signaler.

Etant donnée une surface S dont les lignes de courbure de I’un des systemes
sont planes, il existe une infinité de surfaces enveloppes de sphéres admettant
méme représentation sphérique de leurs lignes de courbure que S. Pour en
avoir une, il suffit de prendre les points ot les ' lignes de courbure planes
coupent une ligne de courbure L de 'autre systéme, puis de construire les
cercles osculateurs en ces points aux différentes lignes de courbure planes; la
surface est constituée par I'ensemble de ces cercles. Les sphéres touchant la
surface le long des o' cercles précédents ont leurs centres sur la nappe de la
développée de S relative aux lignes de courbure planes, et le lieu de ces centres
est une courbe de la famille conjuguée des géodésiques enveloppées sur cette
nappe par les normales de S. Si la surface S est a lignes de courbure planes dans
les deux systemes, la construction ci-dessus peut étre effectuée indifféeremment
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avec les lignes de courbure de I'un ou de I'autre systéme, et elle fournit une
double infinité de surfaces enveloppes de spheres paralléles entre elles au sens
de Péterson.

La conservation de I'image sphérique des lignes de courbure est, en général,
la seule propriété invariante quand on passe de S i I'une des enveloppes de
sphéres associées. En particulier, si S est 'une des surfaces envisagées dans
cet article, a lignes de courbure planes dans les deux systemes et a développée
moyenne plane, les enveloppes de sphéres associées, paralleles de Péterson
a S, ne sont généralement pas a développée moyenne plane. Mais nous allons
montrer que, dans chacune des différentes familles de «* surfaces de méme
représentation sphérique de leurs lignes de courbure correspondant aux diffé-
rentes valeurs de «, il existe deux surfaces enveloppes de sphéres. Nous mettrons
ainsi en évidence deux infinités, géométriquement séparées, de surfaces enve-
loppes de sphéres a développée moyenne plane, constituant d’ailleurs la totalité
des surfaces de ce type. La détermination des courbes lieux des centres des
sphéres engendrant ces surfaces, et la loi de variation de leurs rayons le long
d’une méme courbe, vont d’ailleurs nous conduire a des résultats dignes
d’étre notés.

Les expressions des ds* des deux nappes (F,) et (F,) de la développée d’une
surface a lignes de courbure planes dans les deux systemes et a développée
moyenne plane, s’obtiennent, suivant que I'on est dans le cas a 21 ou x =1,
au moyen des formules (5) ou (5’) du n° 1, dans lesquelles il faut remplacer
I’élément linéaire sphérique par I'une ou I'autre des expressions (6), (9) du
n° 2, et p par 'expression (13) ou (18) suivant que I'on est dans le premier cas
ou dans le second. Les formules (5) et (5') montrent que, dans I'un comme
dans l'autre cas, la premiére nappe de la développée se réduit & une courbe si
’on peut avoir identiquement )

P

d—~u—i~bp::07

et, de méme, la deuxiéme nappe se réduit a une courbe si

dP +ap=—2o
oo AP0
Placons-nous d’abord dans le cas général (o<« < 1);on a alors, compte tenu
de la valeur (13) de ¢ et des expressions (10) de a et b,
dp

T bp = (che +acosu)( Ayi—a*cosu — Csinu),

g% +ap=(che+acosu) (—By1—2atch¢ + Cashe).
On constate que la premiére nappe de la développée de la surface S la plus

générale a4 développée moyenne plane et a lignes de courbure planes, est une
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courbe, si A=C=o, soit si I'équation du plan moyen est y = o, c’est-a-dire
st ce plan moyen est perpendiculaire a la direction de droite D' (voir le n° 2)
commune aux plans des lignes de courbure du premier systéme de S.

De méme, la deuxiéme nappe de la développée se réduira & une courbe si
B =C(C=o0, c’est-a-dire si le plan moyen est perpendiculaire & la direction
commune D aux plans des lignes de courbure du second systéme de S.

Dans le premier cas, A=C = o, les équations de la nappe de développée
curviligne sont [voir les équations (F,) et (F,) du n° 2]

x=o0, yi=B(1— a?)sh?y, s =Bayi1—a* (¢ —shpeche),

soit, en disposant d’une homothétie et en posant 20 =0

/

(Fy) xy=o0, )/’1:\/1206- (cho—1), 5= ¢ —shg.

Dans le deuxiéme cas, B=C = o, la nappe de développée curviligne est (F,)
et ses équations sont, moyennant une homothétie et aprés avoir posé 2u =1,

(Fy) xQ:—\/I—oc‘—’(l—coscp), 1, =o, 5= @ — sing.

En définitive, il existe deux infinités de surfaces S a développée moyenne
plane admettant une nappe de développée curviligne (enveloppes de sphéres).
Chaque représentation sphérique (« donné) fournit deux de ces surfaces, qui
sont engendrées par des sphéres dont les centres décrivent 'une ou I'autre des
deux courbes planes (et dans des plans rectangulaires) définies par les équa-
tions (F,), (F,). Ces surfaces constituent (A 'exception o =1 prés que nous
allons examiner) les surfaces enveloppes de sphéres a lignes de courbure
planes dans les deux systémes eta développée moyenne plane les plus générales,

car il n’y a pas d’autre moyen d’annuler ldenthuement =+ bg ou? —— L ag,.
qu'en faisant A=C=oouB=C=o.

Sia=r1, p a lavaleur (18) et a el b ont les expressions (16) On a alors
dp u?—+ ¢?

(A_‘_CU)J §;+ap —(B+CV))

R e
2

et I'on voit que si 'on a (A= C=0) ou bien (B=C=o0), la premiére ou la

deuxieme nappe de la développée de la surface S envisagée sera une courbe.

Les équations de la nappe curviligne de développée se déduisent des équa-

tions générales (), (F,) du n® 2. Si A =B =o, on obtient

’ 9 2
(F)) xy=o0, yi=DBy? :1:§BV",

et 'on voit que, dans le cas actuel, le lieu des centres des sphéres enveloppant
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S est une dévelonpcée de parabole (courbe plane) dont la tangente de rebrous-
sement est perpendiculaire au plan moyen (2, = o).

Le cas B = C = o conduit ici 4 la méme surface (a la disposition par rapport
aux axes pres).

En ce qui concerne les nappes curvilignes (F,) et (F,) des développées des
surfaces générales envisagées dans ce paragraphe, nous pouvons observer que
les équations (F,) définissent la projection orthogonale d’une cycloide sur un
plan passant par la base et faisant avec le plan de la cycloide un angle dont le
sinus est «. Les équations (F,) peuvent alors étre dites définir une cycloide
hyperbolique projetée, la projection ayant lieu, suivant la valeur de «, sur un
plan paralléle 4 la base (Oz) ou a I'axe de symétrie (Oy).

Nous pouvons donc dire que les surfaces enveloppes de sphéres a lignes de
courbure planes dans les deux systémes et a4 développée moyenne plane ont
pour déférentes (lieux des centres des sphéres), soit des projections orthogonales
de cycloides sur des plans paralleles aux bases, soit des projections orthogonales
de cycloides hyperboliques sur des plans paralléeles aux bases ou aux axes de
symeétrie, soit des développées de paraboles. Toute courbe de I'un quelconque
de ces trois types peut d’ailleurs étre regardée comme la déférente d’une surface
enveloppe de sphéres a lignes de courbure planes dans les deux systéemes et
a développée moyenne plane. Nous verrons dans la suite que la loi de variation
du rayon de la sphére génératrice de la surface S ayant pour déférente 'une
quelconque des courbes indiquées, peut étre présentée sous une forme géomé-
trique extrémement simple.

Il ne semble pas inutile, avant d’aller plus loin, de signaler que les cycloides
etles courbes que nous avons appelées cycloides hyperboliques, que le probleme
de la recherche des surfaces enveloppes de sphéres a lignes de courbure planes
dans les deux systémes et a développée moyenne plane vient de rapprocher, sont
susceptibles d’un autre mode de rapprochement.

Etant donnée une courbe plane quelconque C et I'un de ses points O, nous
appellerons transformée de C par la transformation (T) relative au point O, la
courbe €/ obtenue de la facon suivante : La courbe C et sa tangente (#'¢) en O
étant supposées orientées dans des sens conformes, et M étant un point quel-

conque de G, portons sur (#¢) un segment Om de méme mesure algébrique que

I'arc OM de C. Soit OM le vecteur issu de O équipollent & mil. Lorsque M décrit
C, M’ décrit la courbe C’ déduite de C par la tranfsrmation (T) relative au
point O.

On vérifie aussitot que les cycloides sont les transformées (T) d’'un cercle
par rapport a 'un quelconque de ses points, et que les cycloides hyperboliques
sont les transformées (T) d’une chainette relativement 2 son sommet.

4. Une généralisation des surfaces du numéro précédent. — Les surfaces
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enveloppes de sphéres du numéro précédent sont des solutions particuliéres
(correspondant au cas ot K =—1) du probléme suivant :

Trouver les surfaces envelopves de spheres telles, que le lieu géométrique des
points partageant les segments focaux (déterminés par les différents couples

centr urbure princivaux associés) dans un rapport constant K, soit un
de centres de courb d ort constant K, soit

plan.

A priord ce probléme n’a pas forcément de solutions, car, les surfaces
partageant dans un rapport constant les segments focaux des congruences des
normales aux enveloppes de sphéres, sont des surfaces particuliéres, que rien
n’oblige 4 voir une forme imposée. Il est assez remarquable que la forme
plane soit admise pour ces surfaces.

Nous allons étudier le probléeme directement, par une méthode inspirée
des travaux de G. Darboux ('), se prétant de la facon la plus simple a la
détermination simultanée, des courbes déférentes des surfaces cherchées, et de
laloide variation des rayons des spheéres qui les engendrent comme enveloppes.

Supposons que le plan partageant les différents segments focaux d’une
surface S répondant 4 la question dans le rapport constant K soit le plan 2Oy
du systéme rectangulaire Oxys. Soient F,, I, deux centres de courbure associés

quelconques; pour que le point u. qui partage (F, F,) dans le rapport K<“:l;’: K>
P

soit constamment dans le plan Oy, il faut et il suffit que, si z estla cote de F,,

celle de F, soit Ti

Cela étant, envisageons une surface quelconque S du type indiqué, et soit Cla
courbe lieu du centre (x, y, z) de la sphére variable (g) dont elle est
I’enveloppe; «, y et 5 sont des fonctions d’un certain paramétre variable. Si
I’on suppose connue C, ainsi que le rayon R de lasphére centrée au point (z, y, z)
de C, rayon qui est une fonction déterminée du paramétre qui fixe le centre de
la sphére sur C, la surface S, enveloppe de (), s’obtient en éliminant le para-
métre variable entre les deux équations

(X— )2+ (Y— y)2+ (Z — z)>=R2,

(20) ‘
| (X—2)de+ (Y — y)dy + (L — z)ds + RdR = o,

ou X, Y, Z sont les coordonnées courantes sur S.
L’équation

2 d ds 12
+(Y—‘)’)(-J{—‘+(Z———S J:

(20) (X (Y= o (2 2y = [ (X =) G- ) &

qui est une combinaison des deux équations (20), représente le cone de

(1) Poir G. DarBoux, Théorie des surfuces, t. 11, p. 279.
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révolution formé par 'ensemble des normales & S aux différents points de la
ligne de courbure circulaire définie par les équations (20).

[’enveloppe du cone (21) est une certaine surface qui contient, en dehors de
la courbe C lieu du sommet et premiere nappe de la développée de S, la
deuxicme nappe de cette méme développée. En dérivant I'équation (21) par
rapport au paramétre variable dont elle dépend, et en négligeant un facteur
imaginaire, on trouve que cette deuxiéme nappe estle lieu de la conique section
du cone (21) par le plan

L d [dx dx? =+ dy*+ dz=*>
(22) (Xﬁ'l)ﬁf{<7[ﬁ>~ .. —g =0

Nous prendrons dans lasuite R pour variable indépendante, en excluant ainsi
le cas des surfaces canaux (R = const.) qui, comme il est facile de s’en rendre
compte, ne sauraient fournir d’autres solutions du probléme que les solutions
banales obtenues avec une déférente plane et un rapport constant K=0,
ct les enveloppes de sphéres de rayon constant centrées sur une courbe de
Ribaucour. Nous écrirons alors (22)

) . L d*x , Ldry . N dx\? dy\? ds\*]
(03) (X= ) g + (V=) i+ (L= 93+ = | () ~ (%) +<Uﬁ>]_o.

dR?

Pour une valeur déterminée de R, on a un centre de courbure principal
déterminé F, de S sur la nappe de développée curviligne C, auquel sont associés
o' centres de courbure, situés sur la nappe non curviligne I', et distribués
sur la courbe (v)de contact du cone de sommet F, circonscrit a I'. Cette courbe
est, comme on vient de le voir, une conique, ce qui prouve que les nappes
focales non curvilignes des surfaces cherchées appartiennent a la famille des
surfaces étudiées par M. E. Blutel en 1890, et sur lesquelles MM. Gambier
et Blutel sont revenus plus récemment, qui sont en méme temps lieux de
coniques et enveloppes de cones du second degré. Dans le cas actuel les plans
des coniques sont paralléles et les cones du second degré sont de révolution, sans
que, d’ailleurs, les surfaces que nous allons obtenir épuisent la famille définie
par ces deux derniéres particularités. Pour achever la recherche, exprimons que
le plan (23) de la conique () est constamment paralléle au plan xy, sa céte étant

constamment égale d % (z.désignant, comme on I'a déjadit, la cote de la position,
sur la nappe curviligne C, du sommet du cone circonscrit & la nappe non cur-
viligneI'le long de la conique ). (23) fournit alors les trois équations suivantes,
propres i déterminer simultanément la nappe de développée curviligne C et
I’expression du rayon de la sphére enveloppant la surface cherchée

>z d? k—1 d*s dx\? dy\? ds\*
o0 e e () ) G ()]

\

(") B. GAMBIER, Ann. Fuc. Se. Toulouse, 3¢ série, t. XXVII, p. 202; B. BLutet, tbid., p. 241.
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Les deux premiéres équations (24) donnent

r=aBR+0b ,
=R+ 0 (a, ..., V'=const.),
et prouvent que la nappe curviligne est nécessairement plane et dans un plan
perpendiculaire au plan (xQy) partageant les segments focaux en rapport
constant.

Nous pouvons toujours supposer que le plan de la nappe curviligne est le
plan xOz. Nous aurons alors, en négligeant une translation paralléle 4 Oz, ce
qui est indifférent

(25) ax=ali, Y=o,

.. , . N N . . X . ,
et la derniére équation (24) donne, aprés substitution de A R, pour déter-

miner la nappe curviligne dans le plan 0z, I’équation différentielle
(26) /c~1z_'-.:+<(l;>'-:|fa'-.

k" dx? dz a?

L’intégration de (26) conduit a I’équation de C sous la forme

(27) .1':af<1\:-‘i“/‘;"+1-—a‘l> dsz,

ol A est une constante d’homothétie. Le seul paramétre de forme pour C est a.

Si 'on néglige une homothétie, ainsi que la transformation qui fait passer
d’une surface a toutes ses paralleles, on voit que, pour chaque valeur de la
constante K, on a oc' surfaces enveloppes de sphéres, telles que le lieu des
points partageant les segments focaux dans le rapport K soit un plan P. Si 2Oy
est le plan P, les courbes C lieux des centres des sphéres sont les courbes (27)
(ou l’on peut poser A = ==1), et la loi de variation du rayon de la sphére enve-
loppant la surface S qui admet pour déférente une courbe déterminée (27)
(correspondant a une valeur déterminée du parametre de forme a) est, d’apres

X . . N - \
(25), R="~:lerayon varie donc proportionnellement a la distance du centre a

un plan orthogonal a la fois au plan P et au plan de la dé férente.

L’intégrale (27) est une intégrale de différentielle binome, que 'on pourra
aisément expliciter si le rapport constant K est I'inverse d’un nombre entier
(positif ou négatif). Le cas ot K=—1 redonne les déférentes obtenues au n° 3
(projections orthogonales de cycloides ordinaires ou hyperboliques. ou déve-
loppées de paraboles). D’une fagon précise, le calcul de I'intégrale (27) conduit
si K=—1 (une homothétie étant négligée), aux équations (F,) dun®3 (ot «

, . , . . . , 1
est remplacé par a) si a <1, aux équations (F,) <0u « est remplacé par a>
si @ >1, et aux équations (F|) si «=1. Nous pouvons maintenant, relative-
ment a ce dernier cas (K=—1), compléter les résultats déja établis et énoncer
ce résultat général :

Les surfaces S, enveloppes de sphéres 4 lignes de courbure planes dans les

Ann. Ec. Norm., (3), LIX. — Fasc. 3. 20
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deux systémes et a développée moyenne plane, se répartissent en trois familles
distinctes, que I'on obtient de la facon suivante. On considére, soit la projec-
tion orthogonale d’une cycloide sur un plan quelconque paralléle 4 la base,
soit la projection d’une cycloide hyperbolique sur un plan indifféremment
paralléle a la base ou 4 I'axe de symétrie, soit une développée de parabole. On
envisage, dans les plans des courbes précédentes, une droite fixe perpendicu-
laire aux bases ('). On centre, en chaque point de I'une quelconque de ces
courbes, une sphére dont le rayon s’obtient en réduisant la distance du point &

. » 1 . , . Y . ,
la droite fixe, dans le rapport constant — qui caractérise la déférente envisagée ;

les enveloppes des familles de sphéres ainsi obtenues donnent, a 'homothétie
et au parallélisme pres, toutes les surfaces enveloppes de spheéres a lignes de
courbure planes dans les deux systemes et a développée moyenne plane : le
plan moyen est, dans tous les cas, le plan perpendiculaire au plan de la défe-
rente le long de sa base.

Si la déférente est la projection d’une cycloide sur un plan issu de la base et

.. 1 , ,
faisant I'angle 0 avec ce plan, ,=on est autre chose, comme on 'a observé au

n° 3, que le sinus de I'angle 0, et le rapport constant dans lequel il faut réduire
les distances & la droite fixe pour avoir les rayons des sphéres génératrices
prend une signification géométrique simple : i/ est égal a sinf.

Si la déférente est une développée de parabole, a =1 et la surface S prend
une physionomie plus simple encore. C'est I'enveloppe d’une sphére variable,
dont le centre décrit une développée de parabole, et qui reste tangente ¢ une paral-
léle quelconque a Uaréte de rebroussement (dans le plan de la courbe).

5° Remarques sur les adjointes des surfaces minima d'O. Bonnet. — Comme
nous 'avons observé au n° 2, les congruences formées par les normales aux
surfaces générales (S) a lignes de courbure planes dans les deux systémes et 2
développée moyenne plane [que nous dirons du type (G)], sontles congruences
normales admettant pour surfaces génératrices les adjointes (X) des surfaces
minima d’O. Bonnet a lignes de courbure planes dans les deux systémes. En
outre, les développables de I'une quelconque des congruences envisagées
correspondent, dans la construction rappelée au début du n" 2, aux lignes
asymptotiques de la surface génératriec X, lignes dont I'image sphérique est
constituée par un double systéme orthogonal de cercles.

La forme d’une surface minima étant déterminée par la représentation sphé-
rique de ses lignes asymptotiques, on voit que, chacune des o' familles
doublement infinies, constituées par les congruences des normales aux oo
familles de o* surfaces (S) (paralléles de Péterson)dont il a été question au n° 3,
fournit une seule surface minima génératrice X. Mais, en vue de propriétés,

(*) Les bases des trois types de courbes dont il est question, sont les droites de leurs plans,
perpendiculaires aux tangentes de rebroussement aux points de rebroussement.
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pouvant résulter de la considération simultanée d'une congruence & surface
moyenne plane du type (G) et de la surface minima génératrice X, il n’est pas
indifférent de considérer X comme génératrice de telle congruence particuliére
de la famille des oc* congruences G associées. Nons allons regarder £ comme
génératrice de l'une ou l'autre des deux congruences G normales a des enveloppes
de sphéres qui figurent dans la famille des »* congruences assocides, et déduire
de cette facon d’envisager X quelques propriétés des lignes asymptotiques des
adjointes des surfaces minima d'0. Bonnet.

Considérons I'asymptotique A qui a pour image 'un, G, des cercles sections
de la spheére unitaire par les plans passant par I'une, D, des deux droites
conjuguées (D, D) qui définissent la représentation sphérique des asympto-
tiques de X. La tangente a A, en I'un quelconque M de ses points d’'image v,
est parallele a la tangente en . a la sphére image normale au cercle C; cette
tangente fait donc un angle constant avec I'axe du cercle C, lequel axe est
orthogonal & D, et A (de méme d’ailleurs que toutes les asymptotiques du
méme systéme) est une hélice dont les tangentes font un angle constant avec
une direction fixe normale a D. Les asymptotiques du deuxiéme systéme sont,
de méme, des hélices dont les tangentes font un angle constant avec les diffe-
rentes directions normales a D',

Cela étant, supposons la surface X orientée de facon que la représentation
sphérique de ses asymptotiques soit définie par les formules (6) du n°2; nous
nous placons dans le cas général ol les deux droites D et D' définissant la
représentation sont 'une, D', sécante & la sphére image, et I'autre non sécante,
les cercles w = const. étant les sections de la sphére par les plans du faisceau
d’aréte D', et les cercles ¢ = const. les sections par les plans du faisceau
d’aréte D. Les congruences (x a surface moyenne plane associées 2 X admettant
une focale curviligne (normales a des enveloppes de sphéres) s’obtiennent,
comme on I'a vu au n° 3, en choisissant pour plan moyen x 0 (A = € = o), ou
y0z(B=C=o0). Envisageons d’abord la congruence G admettant pour plan
moyen xO 3. Le réseau déterminé par ses développables u = const., ¢ = const.,
dans le plan moyen, s’obtient en annulant A et C dans les équations (14)
du n® 2; on trouve ainsi, en négligeant une homothétie,

—_—
(28) r=no, x=\1— a*sinushe, z—cosushe +- o,

Les courbes ¢=const. du réseau précédent sont des ellipses; ce sont
d’ailleurs les sections du plan moyen 2Oz par les cones de révolution consti-
tuant (voir le n°® 4) la famille des développables ¢ = const. de la congruence
normale eunvisagée. Ces ellipses sont définies par I'équation (dépendant du
parameétre +)

£ (53— ore)?
(I—ag)sh‘lv+ sh?¢
et 'on voit qu’elles sont homothétiques entre elles, et que leurs grands axes
sont portés par la méme droite (0z).

=1,
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Si 'on a égard a la construction, rappelée au n° 2, qui fait passer de la
surface X a la congruence G associée, et si I'on tient compte de la correspon-
dance des asymptotiques de X et des développables de G, on constate qu’il suffit
de faire tourner en bloc le réseau (28), dans le plan 20z, d’un angle droit
autour de O, pour avoir le réseau projection des asymptotiques de X sur le
plan 0. Ce réseau est défini par les équations

(30) a =cosu she + oy, s=—\1—a*sinushy,

et 'on voit que les asymntotiques v = const. de X se projettent orthogonalement,
sur le plan 203z, suivant la famille d’ellipses homothétiques, dont les grands axes
sont portés par Ox, définie par I'équation

92

5 N (v —oap)r
(1 — o?) sh2¢ shze T

(31)

Il résulte de la que les asymptotiques ¢ = const. de la surface X sont des
hélices tracées sur une famille de cylindres elliptiques homothétiques de géné-
ratrices paralléles 2 Oy (a D"), admettant en commun le plan principal (zOy)
contenant les grands axes de leurs sections droites. Les directions avec
lesquelles les tangentes aux hélices asymptotiques font un angle constant
(orthogonales i la droite D) sont celles du plan yOz (ou plutot de 'angle 26
de ce plan, de bissectrice Oy, tel que sinf = o).

La considération de la deuxieme congruence G admettant X pour surface
génératrice, congruence dont le plan moyen est ¥ Oz, conduit, par un raison-
nement analogue a celui qui vient d’étre fait [il faut ici annuler B et C dans les
équations (14)], aux conclusions suivantes. Le réseau asymptotique de X se
projette orthogonalement, sur le plan y 0z, suivant le réseau défini par les
équations (une homothétie sur X est toujours négligée)

(32) y=uasinuchy + u, s=\1— a?sinush;

les projections orthogonales des asymptotiques « = const. sont des Ayperboles
homothétiques, ayant en commun le support (Oy) des axes transverses,
d’équations

(33) S

o?sin?u (1 — o2

)
)sin®u

Les asymptotiques u=const. sont des hélices portées par des cylindres
hyperboliques homothétiques de génératrices paralleles & Ox (2 D), admettant
en commun le plan principal transverse. Les directions avec lesquelles les
tangentes des hélices asymptotiques font un angle constant (orthogonales
a D), sont celles du plan 20z auquel sont paralléles les plans principaux non
transverses des cylindres hyperboliques. Une vérification immédiate des
résultats précédents est fournie par I'hélicoide minima réglé (correspondant a
a=0). Les cylindres hyperboliques dégénérent alors en plans paralléles conte-
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nant les asymptotiques rectilignes, et les cylindres elliptiques sont circulaires
et coaxiaux.

Dans le cas particulier laissé de coté, ou la représentation sphérique des
lignes asymptotiques de X est définie par deux droites D et D’ tangentes & la
sphére image au point (o, o, 1), la surface X est la surface minima classique
d’Enneper; la substitution des formules (19) aux formules (14) conduirait alors
aux résultats bien connus relatifs aux asymptotiques de cette surface, i savoir
que ces courbes sont des hélices tracées sur I'une ou 'autre de deux familles
de cylindres paraboliques homothétiques, apparaissant d’ailleurs comme les
limites des deux familles de cylindres elliptiques et hyperboliques du cas
général. La direction avec laquelle les tangentes & une hélice asymptotique
quelconque font un angle constant est paralléle au plan directeur du cylindre
parabolique qui porte I’hélice. Il est bien connu d’ailleurs que, dans ce cas
particulier, les hélices asymptotiques sont des cubiques gauches rectifiables.

En résumé, nous pouvons énoncer le résultat général suivant :

Les lignes asymptotiques des sur faces adjointes des surfaces minima d’ 0. Bonnet
a lignes de courbure planes sont des hélices. Les hélices de lun des systémes sont
tracées sur une famille de cylindres elliptiques homothétiques admettant méme
plan principal focal: les hélices de 'autre systéme sont tracées sur une famille de
cylindres hyperboliques homothétiques admettant méme plan principal transverse ;
enfin les directions avec lesquelles les tangentes aux hélices de l'un quelconque des
deux systémes font un angle constant sont paralléles auz plans des sections drottes
des cylindres portant les hélices de I’ autre systeme.

L’existence de surfaces minima (autres que I'hélicoide minima réglé et la
surface ’Enneper) dont toutes les asymptotiques sont des hélices tracées sur
des cylindres du second degré, ne nous semble pas avoir été signalée dans les
études spéciales consacrées aux surfaces minima. Ce qui précede explique
d’ailleurs les particularités connues relatives a la surface d’Enneper qui, étant
du type d’0. Bonnet (a lignes de courbure planes), et étant en méme temps
identique & son adjointe, fait partie de la famille générale dont il est question
dans ce paragraphe.

(0. Surfaces admettant un réseau conjugué formé de lignes planes et de
lignes géodésiques. — Si nous revenons aux deux nappes de la développée de
I'une quelconque des surfaces (S) du n® 2, nappes qui sont définies dans
le cas général (a < 1) parles équations (F,), (F,), et dans le cas particuliera =1
par les équations (F), (F}), nous pouvons faire les remarques suivantes. Les
courbes u = const. et v = const. déterminent, sur chacune d’elles, un réseau
conjugué (découpé sur lanappe envisagée par les développables de la congruence
des normales & la surface S correspondante). Sur la surface (F,), par exemple,
les courbes ¢ = const. sont géodésiques (propriété des congruences normales),
les courbes u = const. sont planes et dans des plans (x, = const.) paralléles, et
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les ¢=const. sont les lignes d’ombre de (F,) relatives aux directions des
plans @, = const. | courbes de contact de (F,) et des différents cylindres cir-
conscrits dont les génératrices sont paralléles aux plans @, = const. |; ces lignes
d’ombre étant géodésiques sur (F,) le sont aussi sur le cylindre circonscrit qui
les porte, et sont, de ce fait, des /élices cylindriques. Des remarques analogues
s’appliquent aux surfaces (F,). (F,). (F,). Mais toutes ces surfaces n'épuisent
pas la famille des surfaces admettant un systéme conjugué formé de lignes géo-
désiques et de courbes planes paralléles & une méme direction de plan. La
famille compléte est constituée, comme il est aisé de s’en rendre compte. par
Uensemble des nappes focales (relatises aux lignes de courbure planes) des
surfaces admettant un systéme de lignes de courbure situées dans des plans paral-
leles & une direction de droite fixe. .

Soit, en effet, S une surface quelconque admettant un réseau conjugué
formé par les lignes de niveau relatives & un plan fixe P et les lignes d’ombre
relatives & ce méme plan, ces derniéres courbes étant géodésiques sur S.
Supposons que les lignes de niveau soient les courbes ¢=const. Envi-
sageons une direction ) du plan P; la ligne d’ombre de contact de S avec le
cylindre circonscrit de géngratrices paralleles 4 D est géodésique sur le
cylindre; c’est donc une hélice dont les tangentes font le méme angle avec D.
Ces tangentes coupent la surface Z'orthogonale aux tangentes aux =<' géodé-
siques ¢=const. suivant l'une, (, de ses lignes de courbure. L'image
sphérique ¢ de C est le cercle intersection de la sphere représentative avec le
cone de révolution formé par les paralléles issues du centre aux tangentes
a I'hélice précédente, cone dont I'axe, de direction D, est parallele au plan P.
Il résulte de la que le plan du cercle c est perpendiculaire au plan P, et que, par
suite, la ligne de courbure C est plane et dans un plan paralléle & une direction
fixe (la normale 4 P). Les lignes de courbure ¢ = const. de X sont donc des
courbes planes situées dans des plans paralléles @ une direction fixe.

Réciproquement, supposons que les lignes de courbure ¢ = const. (que nous
désignerons par C) d’une surface X, soient dans des plans paralléles a une droite
fixe D. Les images sphériques de ces lignes de courbure sont des cercles (¢)
orthogonaux a un plan fixe P normal a D. Soit S la nappe de la développée de =
relative aux lignes de courbure C, el m le point ot la normale 4 X en un point M
de C touche S. La tangente & S conjuguée de mM est I'axe (mt) du cercle oscu-
lateur en M a C, intersection des plans normaux & € au point M et au point
infiniment voisin M'. Ces deux plans sont paralléeles aux plans normaux au
cercle image ¢ de C aux points infiniment voisins . et v’ images de M et M/,
lesquels se coupent évidemment suivant Paxe de ¢ qui, en raison de I'orthogo-
nalité du cercle ¢ et du plan P, est situé dans le plan fixe P. Il résulte de 1 que
les tangentes conjuguées des géodésiques ¢ = const. de S sont paralléles au
plan fixe P, et que ce sont par suite des courbes planes situ¢es dans des plans
paralléles & P. La surface S a bien un réseau conjugué formé de courbes de
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niveau tel que les lignes d’ombre correspondant & ces lignes de niveau soient
géodésiques, et 'ensemble des surfaces possédant de tels systémes conjugués
s'obtient bien comme on I'a dit, en considérant 'ensemble des nappes focales,
relatives aux lignes de courbure planes, des surfaces dont les lignes de cour-
bure de I'un des systémes sont planes et situées dans des plans paralléles a une
droite fixe. ’
Il est & remarquer que la détermination de la surface S la plus générale du
tvpe considéré n'exige que des quadratures. 11 est clair qu’il suffit de montrer
qu'il en est ainsi pour les surfaces développantes, X, de S, suivant la famille de
géodésiques formée de lignes d’ombre. Les images des lignes de courbure planes
¢ = const. d’une I étant des cercles normaux & un plan fixe (que nons suppo-
serons étre le plan de 'équateur de la sphére représentative), la représentation
sphérique de la surface X la plus générale s’obtiendra en se donnant arbitrai-
rement, sur la spheére, une trajectoire orthogonale vy des cercles ¢ = const. Ces
cercles ¢ = const. sont alors déterminés comme devant étre orthogonaux i la
fois 4 y et & I'équateur (trajectoire orthogonale double). I.’équation de Riccati
dontdépend larecherche, sur lasphére, des trajectoires orthogonales u = const.
des cercles v = const., s’intégre sans quadratures puisqu’on en connait trois
solutions particulieres, et la représentation sphérique (u, ¢) des lignes de
courbure de ¥ s’en déduit. Le ds* de cette représentation a la forme
(34) ds*= Edu*+ Gdy?,

les coefficients E et G étant connus dés que la courbe sphérique est donnée, et
vérifiant en outre la relation

i OVE
(35) T o =)
exprimant que les courbes sphériques ¢= const. sont des cercles : p(v) est
I’expression de la courbure géodésique de chaque cercle ¢ = const. sur lasphére
image, et la fonction ¢ est connue dés que lacourbe y servant a définir larepré-
sentation est donnée.

Le probléme de la détermination des surfaces X est ramené¢ au probléme
classique de la détermination des surfaces admettant une représentation
sphérique connue pour leurs lignes de courbure, donnant au ds* de la sphére
la forme (34). Au point de vue tangentiel, la détermination des surfaces X dépend
de l'intégration de I’équation de Laplace, bien connue dans la théorie de la
représentation sphérique.

0*h dlogyE ok dlogyG oh
W~ dv du " du o’

(36)

h étant la distance de D'origine au plan tangent au point de représentation
sphérique (u, ¢), et cette équation rentre, comme I’a montré L. Bianchi ('),

(1) L. Brancui, Lesioni di geométriu diflerenszinle, t. 1, p. 509.
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dans un type particulier susceptible d’intégration compléte. On peut, en effet,
avec Bianchi, tenir compte de I'expression (35) de la courbure géodésique des
* cercles ¢ = const. pour écrire successivement I’équation

»2h (W ok dlogy/G oh

dude ¢ Y ou du_ o’
J [ Jh N0 logy/G [ ok N JER
;)Ti(DT'_CP(()\/GlL)— Ju [W_G‘J(‘)\/Gh»'

En intégrant une premiére fois on obtient
ol

E,‘ - (P((')v/ﬁlaz \\/G (\":foncl- arb. de ),

et il reste a intégrer cette derniére équation linéaire du premier ordre, ce qui
se fait moyennant deux quadratures et fournit 'expression définitive de /

/

/L:e‘[ﬂ P(v)VGdy I:f (\/ \/6 (:_‘[0 ’P(v)v’fhh) do [)]’
0

ou U et V sont deux fonctions arbitraires des arguments u et ¢.

Les surfaces S portant des réseaux conjugués formés de lignes de niveau et
de lignes d’ombre géodésiques, nappes focales relatives aux lignes de courbure
¢=rconst. des surfaces qui viennent d’étre déterminées tangentiellement,
s’obtiennent maintenant par de simples calculs algébriques. Leur détermination
n’exige donc, en dehors de calculs algébriques, que deux quadratures. On voit
en méme temps quel est le degré de généralité de ces surfaces. Elles dépendent
de deux fonctions arbitraires de I'argument ¢ et d’une fonction arbitraire de
I'argument « : ¢(¢) qui tixe la courbe y définissant la famille des indica-
trices sphériques (circulaires) des lignes d’ombre géodésiques, puis les fonc-
tions Vet U.

Chaque choix particulier de y sur la sphére image fournit «* surfaces S
portant des réseaux conjugués du genre indiqué, tous paralléles entre eux au
sens de Péterson. Si, par exemple, y se réduita un point, on obtient les réseaux
focaux des congruences formées parles normales des surfaces paralléles au sens
de Péterson (suivant le réseau de courbure) aux cyclides de Dupin. Ces réseaux
contiennent comme cas particuliers ceux qui sont définis par les équations (F,),
(Fy) du n° 2, et, plus particulierement encore, les réseaux algébriques
définis par les équations (F\), (F,) de ce méme numéro relatifs au cas ou le
point y est sur I'équateur de la sphére image. Pour des choix convenables des
constantes qui figurent dans les équations (F,), ..., (F,), les supports des
réseaux font d’ailleurs partie, comme nous avons eu ’occasion de le noter, de
la famille des surfaces étudiées par M. Blutel, qui sont en méme temps lieux de
coniques et enveloppes de cones dusecond degré. Si le point y est un pole dela
sphére image, les surfaces S ne sont évidlemment autre chose que les surfaces
moulures & développables directrices cylindriques.

@



