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ÉTUDE ASYMPTOTIQUE
DES

OSCILLATIONS DE RELAXATION

PAR M. J. HAAG.

(Suite et fin.}

CHAPITRE IV.
ARC DE PREMIÈRE ESPÈCE.

36. Départ du point frontière. — Nous arrivons au point frontière F avec une
déviation Do qui nous est donnée par la formule (p3). Nous appellerons ^
l'ordre à droite de F et r l'ordre à gauche. L'ordre de Do est

/a , 2Fi^^.r\r\-=. ————•2 r i - — i

Pour quitter F vers la gauche, nous appliquons encore la méthode générale
exposée dans la section III du Chapitre I. Nous avons cette fois c r==—i , a ' •== i,
Q"=. — i. Trois cas sont à distinguer, suivant que r est supérieur, inférieur ou
égal à T^ .

CAS I. —r^>r^ — On a p<^/r'. Nous appliquons la méthode du n° 20, en

posant 6 ===£''; de sorte que W est d'ordre 2 — ? — — — ^>o. On a 2o=—^'
Donc, Zo a une valeur finie et positive. Quant à la variable ^, elle nous est

L 0donnée par une série asymptotique en 9 ^ , donc en 6^. Son ordre est r ===a(P—i).
Nous avons SQ-==O, ^=S^>o. La première formule (33) nous donne

W==Zo-4-^'^> o. L'intégrale J n^est jamais nul le ; pour s très grand, elle est
Wfinie, car r^> i. Le rapport -j- est fini pour toute valeur finie de s. Si s est très

grand, il est de l'ordre de s^ Donc, son minimum K est f ini .
^f/in. Éc. Norm., (3), LX. — FASC. 2. 9
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WLe rapport -7^ est une fonction décroissante de s; son m i n i m u m est de

l'ordre de - •
Si

On en conclut , en se reportant aux inégali tés (34), (35) et (36), que R est
de l'ordre de — ; R7 et R^ sont f inis . Dès lors, la convergence est assurée, pour

o <^s<^s^ si Qs^ a une valeur finie ^ suffisamment petite. Au t remen t di t , la
méthode nous permet d'atteindre un point Mi situé à une distance finie du point
frontière.

CAS II. — r = r , . — On a ^=rr'. .Nous appliquons la méthode du n° 21. La
valeur de Zo est finie et positive; Ç est donné par une série asymptotique en 9.
^fonction de raccordement!, est déterminée par l 'équation différentielle (3q)
et la condition de prendre la valeur Zo pour s = o. La fonction W = Z + ^ est
toujours positive.

Signalons tout de suite quelques propriétés de ces deux fonctions. D'abord,
elles sont toutes deux croissantes. On en conclut que W ^ > Z o + ^ et par suite

r, rv (^ dSZ<Zo+ / „———;;•
Jo zo-+-^

Si r^>i, F intégrale du second membre reste finie pour s =00; donc Z tend vers
une limite finie H. Si r= i, on a

(g5) s = C e z — Z — ï , C = (Zo+1) e-^.

Pour s i n f in imen t grand, Z est asymptotique à Iog.y.
La fonction y est bornée quel que soit s. La dérivée de la fonction We^—î

dWest ^ —,- >o. Cette fonction est donc minimum pour ^ = = 0 ; elle est donc

toujours positive et l'on peut prendre K== î . D'autre part, le min imum de—j

est de Perdre de ^-, si ^ est in f in imen t grand. En se reportant aux inégalités
^i

(45) et (48), on en conclut que R est de l'ordre de î- et que ÏV est f in i . Il
s!

s'ensuit, comme précédemment, que Von peut atteindre un point Mi situé à une
distance finie du point frontière.

CAS III. — r<^i\. — On a R^/r'. Si nous appliquons encore la méthode du
n°21, nous voyons que cette fois Zo est nul . Il en est de même du minimum
de W; donc, R7^^. On ne peut pas développera suivant les puissances de 6 et Ç,
tout au moins pour les petites valeurs de s. La méthode du cas I I ne s'applique
que si ̂ = o.

La difficulté q u i se présente ici t ient à ce que les données initiales
(s==o, Z=o) consti tuent une singularité pour l 'équation différentielle (3g),
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irj

puisqu'elles rendent infinie la dérivée - , . Si l'on considère la solution de cette
équation qui prend la valeur ^ pour s=o, elle ne peut pas être développée
suivant les puissances de Ç quand s est très petit.

Dans le cas où r est entier, on peut tout de même calculer le développement
de 2 suivant les puissances de 9 et ^, à condit ion que s ne soit pas nul. Voici le
principe de la méthode.

La fonction z est définie par l 'équation différent iel le

^i--Q ̂  ̂  + ̂ +B0^+1
dz \ a )

et la condition que z = ^ pour s = o. Si l'on pose z •-== Ç + X, on a

(96) ^ ( i — 6 ^ - ) ^X+^'+ Ç -^-BO^-4-1, X = o p o u r ^ = = o .
^/A \ ('Y/

Ceci nous défini t s comme fonction holomorphe de X, 9 et Ç dans des cercles
de rayon fini pour les trois variables. Si s a une valeur donnée s ̂  assez petite,
mais non nul le , on peut ensuite, d'après le théorème des fonct ions implicites,
calculer X par une série entière en 9, ^. On en déduit la valeur ZQ de z. Soit
d'autre part Zo la valeur de la fonction de raccordement pour s=So. Posons
^ = ^ — Z o et proposons-nous de calculer z pour les valeurs de s comprises
entre So et s^ ^> S Q ,

Appl iquons de nouveau la méthode du n°21. Celte fois, le m i n i m u m de W
est Zo+^o; i l n'est pas nu l ; donc, la difficulté qui nous a arrêtés tout à l 'heure
disparaît et nous pouvons développer z suivant les puissances de 9 et de ^, dans
les mêmes condit ions que dans le cas II, c'est-à-dire jusqu'en un point M^ situé
à une distance finie du point frontière. Nous pouvons ensui te remplacer ^o par
son développement suivant les puissances de 9 et Ç; de sorte que nous obtenons
également z sous forme d'une série entière en 9, ^. Bien en tendu , ses coefficients
doivent être de simples fonc t ions de s et ne plus garder trace de la variable
intermédiaire S o . En outre, le développement cesse d'être valable quand s tend
vers zéro.

Dans le cas où r nest pas entier, Inéquat ion (96) admet tout de même une
solut ion et une seule prenant la valeur ,y=o pour X=o , car la dérivée „.
vérifie une condition de Lipschitz, puisque r^> i. Mais, cette solution n'est pas
holomorphe au voisinage de X=o. Nous verrons (n° 42) qu'on peut alors
calculer un développement limité de X suivant les puissances de 9 et ^, en
arrêtant ce développement aux termes de degré compris entre r—2 et / ' — i .

37. Calcul asymptotique de la déviation, pour s très grand, dans le cas I . —
Nous employons les formules (5i) et (52). Voyons ce qu'elles nous donnent
pour s très grand.
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T Ç7' TRemarquons d'abord que si l'on pose u == -^, la fonction çj == ^————..-,
peut être considérée comme une fonction holomorphe des trois variables
Ç, ̂  u au voisinage de zéro. Adoptons maintenant la terminologie de la Note (B),

^7V
en prenant r pour nombre caractéristique. Je dis que — peut être développé
en série entière en ^, Ç, dont chaque coefficient est un polynôme (H) de degré
n—i et d 'ordre^—r.

S'il en est ainsi, on en conclut, en remplaçant ^ par Qs, appliquant la
note (B) et remplaçant ensuite 6 par ^, que Y^ est une série entière en Ç, ^,
dont chaque coefficient est un polynôme (H) de degré n et d'ordre ^o, puisque
i — r < ^ o . D'autre part, la propriété est exacte pour T I = = I , d'après la

çF

formule (5i) et la remarque faite ci-dessus concernante . Admettons qu'elle

le soit jusqu'au rang n — i. Le produit Y^ —— figurant dans (82) est une série
entière en S;, Ç, dont chaque coefficient est un polynôme (H) de degré n—i et

Fd'ordre ^—r. Il en est donc de même de Fn et a fortiori de —.. La propriété est
donc vraie au rang n ( f ).

On en déduit que la déviation peut s'écrire
/ 00 X

(97) D ^ A o e ^ Z o + S + ^ Ô ^ A , ) ,
\ n==l /

A^ désignant une série entière en ^ Ç, dont les coefficients sont des poly-
nômes (H) de degré n et d'ordre ^o. Nous pouvons maintenant, dans ces
coefficients, remplacer s par |. L'ordre étant ^o, nous ne faisons apparaître
aucune puissance négative de 0. Nous pouvons ensuite ordonner le dévelop-
pement de A^ suivant les variables 9, ^; mais a la condition de nous contenter
de développements limités. Si l'on convient que les exposants de 9^, ^, ^ ne
dépasseront pas respectivement n^p^ q^ l'ordre de l 'erreur commise sur D
est (n° 20) le plus petit des trois nombres

a r 4 - ( n i 4 - i ) ( 2 — P 2 7 ^ " " ) ? ar + 0^4- i)a, ar 4- 2(^i+ i) ((3 — i),

en supposant que ^ et ^ sont d'ordre a. Si a est très peti t et p^ assez grand,
l'ordre de l'erreur est très voisin du plus petit des deux nombres

(^+i)(2-P^-1) et 2 (^4- i ) (P- i ) .

(1) On peut même affirmer que, pour n > i, l'ordre des coefficients de —— est ^—- ir.
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Dans ces conditions, on peut écrire

(98) A,==]g^6^A^(0,
P 7

les exposants p étant de la forme p ' r - ^ - p'\ où pr etp" sont des nombres entiers
positifs, négatifs ou nuls, mais tels que p soit toujours ^o. Quant aux coeffi-
cients A^(Ç), ce sont des polynômes en log- dont les coefficients se
présentent sous la forme de développements limités procédant suivant certaines
puissances de S; et poussés d'autant plus loin que p^ est plus grand et par
conséquent que a est plus petit.

38. Même calcul dans le cas I I . — Nous employons les formules (54) à (58).
Cherchons un développement asymptotique des coefficients Y^, pour s très
grand. Cherchons d'abord le développement de Z.

Dans le cas r^>i, nous avons vu (n° 36) que la fonction Z tend vers une
limite finie H pour s infini. Observons, de plus, que l'équation (3g) ne peut
admettre une autre solution î! ayant la même limite. En effet, s'il en était ainsi,
la différence X = Z — Z' vérifierait l'équation

, Xo r ' dsi x" rlog^/X ~" ̂  WW

et devrait tendre vers zéro pour s infini. Or, le premier membre ci-dessus
tendrait vers -4- oc, tandis que le second resterait fini.

Ceci étant, posons

(99) ^^ ^=^ Z=H-4-^-

Nous allons montrer que l'on peut trouver une fonction ^ des deux variables u
et v, holomorphe au voisinage de u == v = o et telle que Z vérifie l'équation (3g).
Comme la fonction Z ainsi obtenue tend vers H pour s infini , elle coïncide
nécessairement avec la fonction de raccordement.

Pour que la fonction Z définie par les formules (99) vérifie (39), il suffit
que ^ vérifie l'équation aux dérivées partielles

ru —T 4- ( 2 r — i ) ^ — 1 -4- (r — i)(L =— ——————,-•au àv 14- u -+- v^

Si l'on dérive n fois par rapport à u, p fois par rapport à v et que l'on annule
ensuite u, v et ̂ , on obtient au premier membre

/ (̂ +P(L \
\nr -\- p ( ' î r — i)-hr--i1 -3——r"- )L ' \àunà^}u=^o

et, au second membre, une fonction linéaire des dérivées d'ordre inoindre par
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rapport à v. On peut donc calculer, de proche en proche, tous les coefficients
du développement de ^ suivant les puissances de u et v.

Quant à la convergence, on peut remarquer (^ ) que lesdits coefficients sont
majorés par ceux du développement de la fonction ^ vérif iant l 'équation du
second degré

(r-i)^==———l-———-
i — u — v^

et se réduisant à ^—^ pour u = ^=== o. Cette dernière fonction est holomorphe
si l'on a

(r- i )2( i -^)2-4p>o,

donc au voisinage de u=^==o. On peut donc développer ^ suivant les
puissances de u et v.

On a ensuite
W
—^ =zî + u + pip.
S

Voici les premiers termes du développement de cette fonction

, , W H i
(100) —==: i 4- ——————————v / ^ sr (r—i)^7-1

, H _ _ _ _ _ _ i _ _ _ _ _ _ P F
( 2 r — i ) ^ 7 - 1 ( r — i ) ( S r — a ) ^ 7 - 2 ( S r — i ) ^ 7 - 1 ^""^

d'où l'on déduit

J.-,1 Fi ^ i 2 i 3H2 2 (7 r -4 )H -|
W2 ^•L ^ ( r - i ) ^ / - i 1 ^ (r-i)(2r-i)^-i - ^ • • • J -

Adoptons la terminologie de la Note (B), en prenant r et ir— i pour nombres
caractéristiques. On déduit de ce qui précède que y, ^, c-^ sont des séries (B)
d'ordres respectifs i — 2r, o, o.

Dans le cas r = i, posons

/ , x 1 log-^—102-C Z( 1 0 1 ) u==-, p=——————, -==:^-h^
^ ^ 5 '

On aboutit aux mêmes équations et aux mêmes conclusions qu'au n° 25 et l'on

voit, avec la terminologie de la Note (C), que w, ̂  et leurs inverses sont des
séries (C) d'ordre nul.

39. Arrivons maintenant au développement des fonctions Y,,/,, en supposant
d'abord r>i .

(0 Voir un raisonnement analogue dans EMILE PICARD, loc. cit., p. -..68 et 269.
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Nous allons prouver que —— est, pour s très grand, un polynôme (H)
d'ordre (^ ) n — r. On en conclut d'abord que Y,,p est un polynôme (H) d'ordre
n + i — r ou zéro, suivant que n > r— i ou que n^r—i; puis que V,,p est du
même ordre si^^>o, d'ordre ^4-/ 's ip=o; puis que — est d'ordre n-\-i—ir

y
ou — r si p > o, d'ordre n si p = o ; puis que — est d'ordre TI 4- i — 3r ou

— 2/- et enfin que ̂  — ^Y^ est d'ordre n — r. Ceci étant, les formules (55)
et (56) nous montrent d'abord q u e la propriété est exacte ( t2 ) pour Yoi et Y ^ o .
Admettons qu'il en soit de même pour Y,o et i<^ n. Chaque terme de la somme
figurant dans la formule (5-7) est d'ordre i — r-\- n—ï'+i — <2^=n + i — 3 r
ou i—2r</i— 2r. Donc, cette somme est d'ordre <^ n— ir. Il s'ensuit que
le crochet est d'ordre n — r, ce qui démontre la propriété pour Y,,o.

Admettons main tenan t la propriété pour Y,y, avec i+j<^n-{-p. Le terme
général de la somme double figurant dans (58) est d'ordre

i1 — r'4- ^ '4 - i— 2 r = = A z + i — 3r ou i1'— 2r^n'. — 2r, s iy>o .

Mais, si ,/=o, il est d'ordre l7—r-^ i == n—i\ C o m m e y p e u t prendre effecti-
vement la valeur zéro, on voit que le crochet est d'ordre n — r.

Dans le cas r=ï, dY^ est, pour s très grand, une série (C) d'ordre n—i,
au sens de la Note (C) et, par conséquent, Y,^ est une série (C) d'ordre n. La
démonstration est exactement la même que ci-dessus.

40. Nous pouvons remplacer, dans (49), chaque coefficient Y^ par son
développement; mais, nous ne pouvons pas considérer la série triple obtenue
comme absolument convergente et devons nous en teni r à des développements
limités. Si nous limitons la série (49) comme au n° 21 et si nous appelons
toujours a l'ordre de E et ^ i , l'ordre de l'erreur sur D est égal au plus petit des
deux nombres (r+ /^+i)a et ra(^+iV. Si a est très petit et n, assez grand,
cet ordre sera très voisin de (pi + i")^.

Remplaçons maintenant chaque produit Y^-°, ainsi que Z, par son dévelop-
pement, en ne gardant que les termes donnant dans D des termes d'ordre
inférieur à l'ordre ci-dessus. Puis, remplaçons s pa r^ . Nous ne faisons appa-
raître, dans s, aucune puissance négative de 9; car, le plus fort exposant de s
dans Y/^ étant n+ï—r ou zéro, le plus petit exposant de 6 dans Ô^Y^-0

(1) L'évaluation du degré est plus compliquée; mais, nous n'avons pas besoin de le connaître.

(2) Signalons cependant que d^ est d'ordre — 2 / - < — r ; mais, Yoi est d'ordre nul et cela ne

modifie en rien les conclusions ci-dessus,
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est r— i ou n. Nous obtenons finalement une série asymptotique de la forme

(102) D=Ao94]^6^A^(0'L
L P q J

où chaque exposant p est, comme au n° 37, de la forme p ' r + p " . Quant aux
coefficients A^, ils sont analogues aux coefficients A^</.

41. Même calcul dans le cas I I I . — II peut se faire, comme dans le cas II,
avec cette différence que les intégrales donnant les Y,ip ne peuvent plus avoir
zéro comme borne inférieure, puisque le développement n'est pas valable
jusqu'à s = o. On peut écrire simplement

A np^^ '-np^S) ~^~ 1 np)

I^(J) désignant une fonction déterminée et Tnp une constante inconnue.
Appliquons la méthode esquissée au n° 36.

Soit S(Z) la solution de l'équation différentielle

^ z + s - = wdL

qui s'annule pour Z = o. Cette fonction n^est autre que ̂ fonction inverse de la
fonction de raccordement.

L'équation (96) admet une solution holomorphe en X, 6, Ç:

s=zS(X)-+-îlQnySnp(X) (n-^p>o).

A la variable s, substi tuons la variable Z définie par ^===S(Z). L'équation
ci-dessus s'écrit

(103) S(Z)=S(X)4-]^9^S^(X).

Posons
X==Z+^ ^][^9W,(Z).

On a
z = Ç + Z 4- u == Z 4- Ç + Y e-^ ;

donc
Y ==z u ef.

Donc, si Von exprime les Y,ip en fonction de Z, on a identiquement

(io4) i^(Z)+r^==^x^.
En égalant les noyaux des deux membres, on a F^p.

Une difficulté se présente du fait que la fonction <p devient infinie pour^ === o,
car W3 est de l'ordre de j. Nous la préciserons en prenant +00 comme borne
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inférieure de l'intégrale (41)- Introduisons maintenant la fonction ^définie par
.z

(105) ^:=r S^Z^Z.
^0

Elle est liée à y par l'identité
(106) e^^kW,

où k désigne une constante que nous calculerons ultérieurement. On justifie
cette identité en dérivant logarithmiquement les deux membres. En portant
dans (io4), il vient
(107) i^(Z)+r^==^w^-+x^(Z)
et la difficulté précédente a disparu.

Calculons les X^,. L'équation (io3) s'écrit

(108) o^W+^W^Z)-^ ... +]^^6^[S^(Z)4-^S^(Z)+ ...].

En remplaçant u par son développement et identifiant, on peut calculer de
proche en proche tous les X^.

Pour calculer les S^, faisons, sur (96), le changement de variable

(109) • 5=:S(X)-4-U^;

l'équation devient, en posant U'=== .yî

(no) ir^=e s '+ 'u^[w-+-^(u /4-UrS r- l)14-g4-Be(S4-Ug^) r4- l•4-F,

avec
F = (S -4- \]e^Y- Sr- rS^Ue^ r(r "~ I) S^U^2^-^ . . . .2

Bien entendu, dans B:^^^^, on doit remplacer s par S+U^. En
71=0

posant U == y, V 6"^ U^ et identifiant, on voit qu'on peut calculer de proche en
proche tous les coefficients Vnp et l'on en déduit S^p=== Vnp^'

Quant aux fonctions I^(Z), elles se calculent toujours par les formules
du n° 22, en prenant Z pour variable et calculant de proche en proche les
constantes I\y, qui sont nécessaires pour calculer les ïnp suivants.

e^Calculons enfin la constante k. D'après (106), c'est la limite de ̂  pourj===oo.
Or, on peut écrire

/^.ç^—1 ^s /\ z \ /tl5r—l r 9 z^=^ -r^7^ [-s-•^)ds=r^s+rj,~wds~rj, ïw^-
Ann. Éc. Norm., (3) , LX. — FASC. 2. 10
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Posons
r1.ç^""1 /<*30 /

(ni) K = r j "W^"^ ÏW^'

On a

(112) k^e^.

Les coefficients Y,,p étant déterminés, leurs développements asymptotiques
pour s très grand se calculant comme au n° 39 et l 'on aboutit encore à une
formule analogue à (102).

42. Dans le cas où r n est pas entier^ la fonction F figurant dans (i 10) ne peut
plus se calculer par la formule du binôme. On peut toutefois en calculer un
développement limitée par la formule de ïaylor. Si p désigne la partie entière
de r, on arrête ce développement au terme de degré p — i en U^. Le reste
garde un sens pour X = o et les calculs précédents cont inuent à être valables,
à condition que n+p ne dépasse pas p — i ; autrement dit, la valeur maximum
permise à n 4- p est comprise entre r — 2 et r — i.

Remarque.— Le cas III rentre dans le cas II lorsque ^ = o, car le rayon de
convergence R/ n'intervient plus. On est donc sûr apriori que les coefficients Y,,o
sont les mêmes dans les deux cas. Autrement dit, les constantes F,,o doivent
toutes être nulles, si les ïno sont calculés comme dans le cas II.

43. Prolongement de Varc. — Par la méthode précédente, nous savons
calculer la déviation Do en un point Mo d'abscisse a—^ si l'ordre a de Eo
est <^ ' • Cette déviation se présente sous la forme d'une série asymptotique à
trois ou deux variables. Il s'agit maintenant de calculer la déviation D en un
point M pour lequel ^ a une valeur finie. A cet effet, nous pouvons appliquer la
méthode du n° 10, car les inégalités (n) sont vérifiées. On a vu que R
et R'' sont d'ordres respectifs a ( 2 r — i ) et ra. Si la série est limitée comme on
l'a supposé à la fin du n° 10, l'ordre de l'erreur commise est égal au plus
petit des deux nombres

(^1-4-1) [2 — a ( 2 r — i ) ] et (^?i+ I) ((3 — ar),

dans lesquels on peut d'ailleurs supposer a aussi petit qu'on veut. Nous
pouvons maintenant remplacer, dans ce développement l imi té , DQ par le déve-

A2 ' .loppement (97) ou (102) et £2 par —° ô'ô2 '"'. On obtient ainsi un développement
asymptotique procédant suivant certaines puissances de 67, 0, ^ et dont les
coefficients doivent dépendre seulement de ^. D'autre part, ce développement
doit coïncider avec (97) ou (102) lorsque Ç est d'ordre a, cette coïncidence
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devant avoir lieu avec l 'approximation précédemment précisée. Nous pouvons
dès lors poser

(n3) D^Aoe^^^ô^Q^^D^^oj

ou

(n4 ) D=Ao64^]^O^D^)1

et nous connaissons les développements limités A/,^ de D,,^ et A^y de D,^,
lorsque ^ est inf iniment pet i t . Substituons (n3) ou (n4) dans (10), en y
remplaçant £2 par la valeur remplacée plus haut. En identifiant, nous pouvons
calculer, de proche en proche, tous les coefficients D,,,^ ou D^, par des quadra-
tures, dont chacune introduit une constante inconnue. Ces constantes se
déterminent par comparaison des noyaux.

Remarque. — La partie principale de D est obtenue en prenant le terme pour
lequel q est nul et n -+-p ou p minimum. Si l'ordre ? de D est <^ 2, il n'y a pas
de terme correspondant au second membre de (10). On en conclut que le
coefficient de la partie principale est constant. Il en est de même, plus généra-
lement, pour tous les termes d^ordre <^ 2.

Les autres termes sont donnés par des intégrales portant sur des fractions
ayant en dénominateur certaines puissances entières de i + B^, donc de \ — 6.

44. Calcul du temps. — Au départ du point frontière de droite, nous
appliquons la formule (5g), en remplaçant z par son développement l imité et
intégrant terme à terme; nous obtenons un développement l imité de la forme

^^e^SS^9'^0^^)'A,ewt =: —
a

Nous employons ensuite la formule (12), en y remplaçant D par le dévelop-
pement limité (n3) ou (n4)- En addit ionnant , nous obtenons un dévelop-
pement limité ne contenant plus la variable intermédiaire et ayant la forme

(no) ^^^ô-vyvo^o^^T^^o,
Ui ^— ^— A—

avec

(n6) T^(Ç)=r^D^(0^.

Cette intégrale indéfinie comporte une constante inconnue^ que l'on détermine
par identification des noyaux :

N(T^)=N(©^).

Ceci s'applique sans difficulté aux cas 1 et II.
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Dans le cas III, on ne peut pas calculer directement ©^(.f), parce qu'on ne
peut pas intégrer depuis zéro. On peut seulement écrire

@np(s)==Knp(s)-^Cnp,

Knp(s) étant une fonction déterminée et Cnp une constante inconnue. Pour
calculer cette constante, revenons au n° 41. L'intégrale de la formule (5g)
peut s'écrire

^^Xe-^ ,T-e7

En développant sous le signe f suivant les puissances de 6 et intégrant, on
obtient

©^(M",
n==0

chaque coefficient ©,i étant donné par une quadrature en fonction de X.
Remplaçons ensuite X par Z+ u et u par son développement. Nous pouvons de
la sorte calculer @^p en fonction de Z. On calcule de même Knp et, en comparant
les noyaux, on en déduit Cnp. On continue ensuite comme dans le cas II.

45. Raccordement avec un point frontière de seconde espèce. — Les méthodes
précédentes nous permettent de calculer l'arc complet, s'il se termine au
sommet inférieur. Dans le cas contraire, il est limité à gauche par un point
frontière F de seconde espèce. En vertu des conditions (n), nous pouvons
atteindre un point Mo dont la distance ^o à F est d'ordre (1) a<^ (3. A partir de
ce point, nous devons appliquer la méthode du n° 20, en y faisant C T = = = I ,
(7'==i, 0"=—i, So== ï et ^ ==o. Deux cas sont à distinguer suivant que ? est
inférieur ou égal à 2.

CAS I. — [3 <^ 2. — Nous posons 6 == ̂ . La partie principale de Do ayant un
coefficient constant (n° 43), la partie principale Zo de Zo est une constante
positive. On a

- W=Zo+., J==log|^°.

W »7
Le minimum de -y- est obtenu pour s==o et vaut";—777——(L—,—^-; il est deJ A l o g ( Z o + ^ ) — l o g Z o î

l'ordre de .——? donc de — ——; R est de l'ordre de ^-5 c'est-à-dire d'ordre 3 — a;log^o loge5 so r '

R/ est de l'ordre de — r~r'i ^ es^ fini*» l^ convergence est assurée jusqu^ au point
frontière.

(1) La condition a < r est entraînée par a < (B, parce que r == 2 et ?<2 .



ÉTUDE ASYMPTOTIQUE DES OSCILLATIONS DE RELAXATION. 77

CAS II. — [S == 2. — C'est le cas où le point frontière de droite est d'ordre 2 d
droite et à gauche. La partie principale de D() contient une intégrale portant sur
une fraction admettant le facteur X — b en dénominateur. Cette intégrale est de
Fordre de log^o ; donc, Do est de l'ordre de — ^ logs- Des lors, nous posons

( 1 1 7 ) e^—Ê^ogÊ, 6^ a
ATîogi'

Les rayons de convergence sont du même ordre que précédemment. En parti-
culier, IV est de l'ordre de ô^ ; il faut donc l'examiner de plus près, pour voir

' . ' ry

s'il est effectivement ^> ô^. La constante K est açymptotique à -j—°- • Or, s^ == e-
^_^

est de l'ordre de r—; donc, log^o est asymptotique à ( a — 2 ) loge et K est

asymptotique à -—__ ° .—• Comme IV est égal à K, à un facteur constant près,
on peut toujours choisir a assez voisin de 2 pour que IV ̂ > 6'; moyennant quoi,
la convergence est assurée jusqu'au point frontière.

46. Calcul du développement. — Appelons F< le point frontière de droite et
affectons de l'indice un les quantités correspondantes. Dans le cas 7, on a,
diaprés la remarque du n°43,

e^eP^KÔ^^

K désignant une constante et (JL, v deux entiers tels que [ ^ + v < ^ 2 / ^ — i .
D'autre part,

A •» 1 0

s^^e^^-o^r1--1;a ai

d'où
6'==^6^^', p/:=:2--pL, v ' ^ — v — i , K'==const.

Ceci étant, la déviation au point M situé à la distance $ d'ordre a du point
frontière F nous est donnée par un développement de la forme

D:=2229^9?^D^(^•
En appliquant la méthode de la note (E) aux coefficients D^y, puis en
remplaçant ^ par e^^K^Q^^ et divisant enfin par AoO, on obtient un
développement limité de la fonction z et par conséquent de Y :

( 1 1 7 ) Y=iii0^6îÇîY^(.), '

où chaque coefficient Y^ se présente sous la forme d'un développement limité
procédant suivant certaines puissances croissantes, positives ou négatives, de .y.

Mais ce développement ne peut être poursuivi jusqu'au point F.
Pour atteindre ce point, nous devons développer Y suivant les puissances

de O^ 6, ^. Les coefficients Y^ de ce nouveau développement se calculent par
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des quadratures , au moyen des formules du n° 2'2. Chacune de ces qua-
dratures introduit une constante inconnue.

Les variables 9' et 6 s 'expriment en fonction de Q\ et 6,, comme il a été
indiqué plus haut . Quant à la variable Ç, elle est obtenue en réduisant la
différence ZQ— Zo à sa partie constante, c'est-à-dire indépendante de $o ; elle se
présente sous la forme d'une série asymptotique en Q\, Q i , ^.

Le nouveau développement de Y étant l imité, nous pouvons y remplacer Q^,
6, ^ par leurs valeurs en fonction de Q\, 9 ^ , ^, puis ordonner suivant ces
dernières variables. Le développement limité a in s i obtenu doit coïncider
avec (118), en ce sens que chacun de ses coefficients doit constituer un
développement limité du coefficient correspondant Y,1 (^). En égalant les
noyaux, on peut déterminer les constantes d' intégration inconnues .

47. Dans le cas I I , on pourrait procéder de la même manière. Mais, la
variable 9/ tend lentement vers zéro avec £. Au contraire, 9 est inf în im«nt petit
par rapport à toute puissance de 9\ On ne devrait donc garder dans le dévelop-
pement que les termes ne contenant pas 9. On obtiendrait de la sorte un
développement fort incomplet et de convergence asymptotique très lente.

Dans ces condit ions, il est préférable de développer Y seulement suivant les
puissances croissantes de 9, variable tendant rapidement vers zéro. Ceci est
pratiquement possible, parce que l 'équation différentielle de raccordement est
linéaire en s.

L'équation (32) s'écrit

( 1 1 9 ) (Y+U)^==-9 /^4-6^\v " / ' / ds \ a )

en posant

Posons

U == W + Ç -4- B 6^ W = Zo 4- s.

(120) Y==]^Y,
fl=:0

et subst i tuons dans (119). Nous avons d'abord

0'^+,=-Y,-Z»-ç;

d'où
—YQ

( 1 2 1 ) ^^c^'^ '+e'-Yo-Zo-ç.

La constante d ' intégrat ion C se calcule toujours par comparaison des noyaux.
On a ensuite

^(Yo+ W + 0 + Y,(n- ==- 0^ - b^ Ç-0.as ds a ds
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D'où l'on déduit Y, par des quadratures faciles, la constante d'intégration se
déterminant toujours par comparaison des noyaux. En continuant ainsi, on
peut calculer de proche en proche tous les coefficients Y,,. Chacun d'eux est
une fonction de 6\ ^ ^ et peut être développé suivant les puissances de G^, Ç.

48. Calcul du temps. — Le temps de parcours entre Fi et M est donné par (i i5)
en fonction des variables 6^, Q , , ̂ . Quand M est voisin de F, les coefficients Tnpq
peuvent être développés suivant les puissances de ^=Qs. En remplaçant 6 par
sa valeur en fonc t ion de 6^ et 6 ^ , on obt ient un développement en 9^, 6 , , ^ , ,
dont les coefficients sont fonctions de s.

D'autre part, la formule (SQ) nous permet de calculer le développement
de wt suivant les variables Q ' , 6, ^. Les coefficients de ce développement sont
donnés par des quadratures i n t rodu i s an t des constantes inconnues. Ces
constantes se déterminent en remplaçant ô^, 9, *C en fonction de 6^, 6/ , , c^ et
égalant les noyaux.

Dans le cas II, i l est préférable de poser

£c^=A-00(To+0^\+...).

En utilisant la formule (59), on calcule les T/ par des quadratures, dont les
constantes se déterminent comme ci-dessus par comparaison des noyaux.

49. Cas où la fonction X est holomorphe au voisinage d'un point frontière de
première espèce. — L'ordre r est nécessairement le même à droite et à gauche;
en outre, il est entier et pair. On peut supposer C T = = — i , a'=i, ^"=—i à
droite et à gauche. Au n° 3*2, on avai t pris CT= ^ =- ^" = i. Pour rentrer dans la
convention ci-dessus, il suffit donc, dans ce numéro et les suivants, de changer
^ en — ^, s en — s, z en — z , Z en — Z, y en — y. Ceci entraine le changement
de B en — B, donc de 62?' en — 62;, les 6^+1 restant inchangés.

Au n° 36, nous nous trouvons dans le deuxième cas. Mais, nous avons intérêt
à prendre Z^=^o, donc Ç = = o ; car, dans ce cas, la fonction z est la même
à droite et à gauche du point frontière ; on y suppose simplement s <^ o à droite
et s ^> o à gauche.

CHAPITRÉ V.
CALCUL EXPLICITE DES PREMIERS TERMES DES DIFFÉRENTS DÉVELOPPEMENTS.

I. — ARC S U P É R I E U R .

50. Calcul de la déviation (c/. n05 24 à 27). — N o u s calculerons seulement
les deux premiers termes, ce qui nous donnera une erreur du sixième ordre :

D = : A o O ( D i + O D 2 + . . . ) .
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Nous allons calculer tout de suite les noyaux N(Ho) et N(H^). On a (n° 25)

Z==log-54-. . ., e-?==:i4- T- 4-. . .,.î
D'où

N(Ho)= :N(Z)=Iog5 .

Pour avoir N(H<) , nous devons calculer, dans le développement de Yi, les
termes de degrés un et zéro en s. Or, on a, d'après (56) et (63),

r71 /^V \ r 7 '
Yi==-1 (r-^f —-^b,s}dZ= ^[-aoW^aiWZ-^Z2]^,

^o \ / ^o '

en posant, pour simplifier l'écriture,

(î2^) ^=: I. +(^+i)^.
û^

En remplaçant W par ^—i , on a une intégrale élémentaire. On peut
d'ailleurs intégrer les termes en e-1 de o à +00. Remplaçons enfin, dans le
résultat, ^z par J4-i 4-Z et Z par log^; puis, multiplions par i-+--1 ; nous
obtenons finalement, par un calcul facile,

N(HQ = ̂  ̂  + ao log^ - 3ai.
'2

Effectuons maintenant l'identification de l'équation (69). Pour simplifier
l'écriture, posons

X=Ç(z+BÇ):=^-iAO
Nous avons d'abord

T)1 (Ï\ — 'r _ I ,
ui(c3)~'^^^fv"

D'où, en utilisant N(D, ) = N(Ho ),

(128) D,(Ç)==log5-P, ]og5=logS-log6,

en posant

H^k-^)^'w<-
On a ensuite

TV / ? : \ — -^ (P—log^ ) _ log^ ao4-ailog5
2 V C ; / ~ ~ aX2 - - ' -çT-4-———ç———+•• •

En intégrant et utilisant N(Da) == N(H< ), on trouve

/ f \ T^ / > - \ I 4-log5 lo^S(i25) D2(0=: ————-.+ai-^-- 4-aolog5-3ai+Pi+P2log9,
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en posant

(-6) P,= f \x-^-l^ -. l̂  - °̂ -̂ 1 ^
^o L ax V c, J

81

(127) -r^-^]^P2=

51. Calcul du temps. — On a (n° 28)

<%©,=Z, aN(©i)=:log^;
z .. rT I / Z2

a©2=H i+^ / sdZ=ïî,+l-(s-—-p
^0

a N ( 0 2 ) = N ( H , ) - -0-,

i^(Q^)z=r.bo\o^s-+-(Xo\ogs — 3ai.

\o^s
2^

Puis,
aT,(0==^=^ +...;

d'où

(128)

avec

(i^)

Puis,

d'où

( i3o)

aT^=

Q ^ ( L ïJ« U x

^T'm P-iog-^ -
Lt- A q ̂  ̂  ——— ^ ———

T | 1o°' Ç1 -+- ID^A 1^2. |

log5 -

)^=

-log5
s2

h ao le

-Q' .

-r B ^
J» «+B^-

Oîo4-2&olog5
1 1 . . .,

,g,-3^+Qi+ÇJogO,

avec

(i3i)
^

^P — log^ log^ _ ao4-2^olog^/-'
Ql=/^0

n fY I I -i- <2bo\^q2=z [y~^^ T)^'Jo \ ^ ^ /

En remplaçant ^ par a, ces formules permettent en particulier de calculer
la déviation au sommet supérieur et le temps de parcours total de Varc supérieur.

II. — ARC DE SECONDE ESPÈCE.

52. Calcul de la déviation. — Nous avons d'abord, d'après (18) et avec les
notations de la formule (79) :

__x{^-xV)
n2-—^—

Arm. Éc. Norm., (3) , LX. — FASC. 2. I I
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Supposons maintenant que l'ordre à droite du point frontière F de gauche soit
r = 2. Nous appliquons la formule (g3) :

(132) ^ ^ A o ô ^ W + Ô U i ^ + ô 2 ^ ^ ? +.. .) .

Les formules (88) et (89) nous donnent d'abord

(133) F,==^W-3^-WS F,=:-4^^W^+U^?f5+ l-^V
a \a W 7 -

La formule (87) donne ensuite

(134) Ui== Ml + b,M,, V,= ̂  + ^ M^+ ^M,+ ^Me,a ~ ~ a2- a

en posant
^ ^

M,= sWe-^d^, M . 2 = : — 3 ^ ^W2^-?^,

(i35) / M,=C M/M^+^(p, M^^ r ' M 2 ^ + 2 M i ^ ) ^ ,e? \ r^ y e^
, ^ + 5 l ^ ( p , M4=r < M 2 ( ^ + 2 M i ^

/ *y oo \ "
^,.0 ^ , ,. . /-^

/<;?" ^ ^y
.=y Mj^:^ Mc=-4 / ^W^-?^.

En faisant ^=o, on obtient les coefficients M? permettant le calcul de la
déviation en F. Nous donnerons leurs valeurs numériques dans un travail
ultérieur.

53. Calcul du temps. — Nous appliquons d'abord la méthode du n° 31. Nous
avons seulement besoin de connaître la constante Fo. On a, en affectant de
l'indice un les données relatives au point frontière F^ de droite,

^ K o ( X ) : = C ;
d'où

T^0 f^x^c^x^2^^^;
a'ijy aa; ia\ '

d'où
r --!—zi^—^xr'

On a ensuite
r " dx r " dx i i-SZi

Jl-^ ̂ ' J2=/,, .^^^AT-

Appliquons maintenant la méthode du n0 35. Nous avons

j=^r-rw^+erfu^+^wu+...i.
L ^o «A \ a l J
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Pour s très grand, la formule (84) nous donne

w==- I-fI--+...Y
2S \ 4^ /

Le noyau de la première intégrale du crochet ci-dessus est donc

loss r 1 r ^ f T \
—^- + n^ avec n,== W ds + / W - — ) ds.

2 Jo J, \ ^ s )

D'après (i34), la seconde intégrale s'écrit

ï- f (25W+Mie?)^4- bo f M^ds.
a ^0 . JQ

Le noyau de f ^sWdsest
^0

n._= C ( 2 . ? W — i ) ^ .
•^0

Pour calculer les noyaux de Ç M.e^ds et f M^e^ds, il nous faut d'abord les
^o ^o

développements asymptotiques des fonctions sous le signe F- Ils nous sont

donnés par la Note (D). PourM^ on a m = o, Co= -1 ; donc, ^=—1- Pour M^
-" 2

0 0

on a m== o, Co==— 7; donc, go=^ 7- Dès lors, les noyaux cherchés sont

/ l 0 0 / i \ / l 0 0 / ^\
/ i3=/ Mi^+-)^ / z 4 = / (M.e^--}ds.

^ \ 2/ Jo V ' /4/

En réduisant les intégrales à leurs noyaux, nous avons donc

T — ^ f t . r io^s -LA^2 '4-^3 , 7 \ 1J - ̂  6^- -^ - n, + 9 ̂  ————— + ̂  ̂  + . . . ].

Calculons ensuite le noyau de J i . Nous avons•

^=A»(^+3^+.. .) , ^=^+.,.

D'où

^^ël^
avec

N^^f—-———')^ .
Jp \^À' 2Aoa^ /

Nous n'avons pas besoin de calculer le noyau de î^ car nous laissons tomber
le terme en £4 ou 96, puisque le développement est arrêté au terme en 6\
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Finalement, l'intégrale J, prise de F^ à F, vaut

(i36) J^A^e3(logQ-2^+Nl)+A^64( /^2+^+^o^)+..• .

La formule (26) nous permet ensuite de calculer le temps de parcours de F arc
total.

III. — ARC DE PREMIERE ESPÈCE. CAS r = 1, T-i > 1.

54. Départ du point frontière, — Nous sommes dans le cas 1 du n° 36. Nous
allons calculer le développement de Y jusqu'aux termes du troisième degré
- e n ô ^ ô , ^ .

En appliquant les formules du n° 22 et posant, pour simplifier Récriture,

r 8 s11

^= / Wp^'
i/o

on trouve aisément

YloO1^ IQI? '•IIO1^ —— —— —— ^Q^îïi 1\Q\'===• —— lo9?

V _ ^o — abi T , 7,2 T Y _ 1 2 -L- o A T Y _ T1 120 —— ————————— ^S i~ °Q 14:S7 I 1 1 1 —— —— ~T~ 2 ^O 1 2 3 7 1 102 —— ^O:^

__ r ' ds v — rY /, '^v ^v v \ ds
A 200 —— —— f ^ 1 0 0 T^9 ^ÏÏO—— f ^ 2 °0 •irp 1 1 0 0 + — ^ lOO —— ^ I IOJ ^i^ î

«L/O •^0 \ /

Y - f7 ^"o Y ^ ds

Ï 2 0 1 — — » ^"VV" ~ I101/ 'W -2?

Y - f'YY ^200 , Y ^Y,oo\^ _ f ' /Y^o Y ̂
^ " J o \ 1 0 0 ~ ^ - 0 0 ~ ^ ^ ^ W " ~ ^ \~W~~i^)W

Toutes ces intégrations sont faciles et conduisent aux noyaux suivants^ où
nous avons posé v == „ :

—°

N ( Y i o o ) = log^ N(Y^o) == Zo(ai log^ - ̂ o),

N(Yioi)==-~, N(Y„o)^Z^|3(&oal -^) log^4-^- -?&o- 6 01»
^o L J

N(Y«i)=a, log^-a2, N(Y^)=:——, N(¥200)=- -»
2 A(; AO

N(Y2io )==a i— 2 —+ c to log^—3a i ,

N(Y,»i)=—, N(Y3»o)=——-
^'0 2 —'0
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55. Prolongement de F arc. — Avec les notations du n° 43, on trouve, en
désignant par des accents les dérivées par rapport à Ç et posant

X^i+BO^?——^
Ao

r>'io.=^ .rZ(10 rv-p -L^ioi^0?D'»lio~~~^

__ ^Z2

"^^-oX^5 ^ l l l — — — — Y . 2 » - ^ 1 0 2 — — ° ? D ^ Q Q^-"^X2 D.oo^o.

D^=-
•^Dioo p., ^
^g > 1J201=::::0? -1J300 :=0•

En appliquant la méthode de la note (E) et tenant compte des noyaux
ci-dessus, on trouve sans difficulté :

Dioo==log^—P, Di io=Zo(^- 4 - a i l o g ^ — ^ o — P 2 ) , Dioi==— —v
\^Zl f- — + ̂  + 3(a^o ~ ̂ i) logp + ̂ - 7 ^^ - bo + P,1 ;

L 2 s ^ 2 a j

(ï3?) { Dii,=^-+ailog^-^o-P2, Dio2==——î D^o^-^-î
l ^ 2ZJo ^o'

D2io== I '4"og^ 4- ai î0^ + ao logp - 3ai+ P4+ (log6 + logZo)?^;
Ç 2

n — I n I
-L'SOl—— r^>9 ^SOO—— ~~fj~; •

ZQ 2Zo

Dans ces formules, P, P^ et ?2 sont les fonctions définies par les formules (124),
(126) et (127); Pg et P^ ont les expressions suivantes :

(i38) -a-x— _ 1 -i_ a2 ̂  ^ ^i—ai^o~| ̂
aV ^ + S2"

' - r^r^1 '"108^ -4- logs aiIogS+ao"]"Jo r"^--^-^-—s—j^
De plus, v== —-•y^o

56. Calcul du temps. — Avec les notations du N° 44, on trouve

©100=:Yioo, © I I O ^ — — ^ O Î 2 2 ? ^IOI^^YIOI, ©ISO^——b^\^_-\-b^}.^,

©m==2^ol23, @io2==Yio2.? ^OO^^OO)

©2 — Y S I O — , j s^oëll'vy^> ®201—YSOI) QSOO^^YSOO-
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Les noyaux résultent tous des calculs faits au numéro précédent; nous les
reproduisons dans Pordre correspondant à l'ordre ci-dessus :

logp, Z(A(2logp-i), --, zd3(2^-^)logp+^- 2^1
A) L 2 J

^ o ( 2 l o g p — 3 ) , —2-, — — > ^ o l o g ^ + a o l o g p — 2 0 2 , — î ——.
2ZJO ^0 ZQ ^O

En appliquant la formule (116), utilisant les dérivées D^(^) calculées au
numéro précédent, puis appliquant la méthode de la Note (E) et utilisant les
noyaux ci-dessus, on trouve sans difficulté;

' Tioo=log^-Q, T^=Zof I +2^1ogp-^-Q2Y T,oi=--
V ^ / ^o

Ti,o= ZS f- — + ̂  + 3(a^ - &,) logp + &,- 2 ̂  + Q^t ;
L "-s ^ 2 J

(189) Tm=^+2^1ogp-3^o-Q2, Tio2=——» ^00==:-";
^ '^^O ^0

T2io= I—r0^ + ^ o l o g ^ + a o l o § ^ — 2 a 2 + Q i + ( l o g 6 + l o g Z o ) Q 2 ;

T — I T — ï
- ' - 201—— rTî 5 1 300—— —FT5 •

ZQ 2Z^

Dans ces formules, Q, Qi et 02 sont les fonctions définies par les formules (129)
et (i3i); de plus,

(^o) Q^f s^^--+3 6»+3&——^1^.
*-o L -î -ï -> J

IV. — ARC DE PREMIÈRE ESPÈCE. CAS r = FI == I.

57. Calcul de la déviation. — Nous nous bornerons à calculer le dévelop-
pement j usqu'aux termes du second ordre (' ) en 6, L Nous avons les formules (gS).
Nous déterminons ensuite la fonction y par la condition qu'elle s'annule avec^;
de sorte que

^Pr^W^, k=ëL-\ W=:Z+5=C^- i .
Zo

Nous avons ensuite, par les formules (55) et (56),

r71
Yoi==i-^, Yio=^/ (-aoW^^WZ-^Z2)^-7^.

^o

L'intégrale ci-dessus est élémentaire. On a ensuite, en posant (i i4),
Doo==Z, Doi==e-?, Dio==Yioe-?.

(1) On peut assez facilement calculer les coefficients des termes du troisième ordre; mais, le
calcul de leurs noyaux paraît compliqué.
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Pour calculer les noyaux, nous utilisons la formule

Z == log u + -+ . . . ,s == p? v == i 4- log^;

d'où
e-^= —— ( 14- I + . . . ) .

Â-C \ S j

On trouve, par an calcul facile et en posant Zo+ i == m,

N(Doo)= log^ , ^DoQ^7 0 .
/Tî

^(D,o)=^-OK-u- 4 - a o l o g M — a i ( - ° +Zo+ 2 + -1-)-

On a ensuite, par l'équation (10) et en utilisant une notation du n° 55,

D O O — ^ î D o i — 0 , D i o — — D o o ^ ^ -

En appliquant la Note (E) et utilisant les noyaux ci-dessus, on trouve
aisément

Z
Doo= logM — P, Doi= -°?

_ log2^ , î-}-\o^u
Dio== ai -^— 4- ao log^ + ————(i4i) 2 ^ .

-a^ f 7 0 + Z o + 2 + - I - ) + P 4 4 - ( l o g e + l o g m - Z o ) P 2 .
\ 2 m/

Dans ces formules, ^ doit être remplacé par c—^ de sorte que

]og^ ==logÇ+ Zo— log6 — logm.

En outre, P, Ps, ?4 sont les fonctions définies par (124), (127), (i38).

58. Calcul du temps. — La formule (5g) nous donne immédiatement, avec
les notations du n° 44,

i F"
0 o o = = Z — Z o , 0io==Yio^+ - ^ 5^Z, ©ol=Yol^-?=^ -^—I.

^^Zo

D'où, en utilisant les noyaux calculés précédemment,

N ( © o o ) = l o g ^ - Z o , N(©01)=- -I^
77Z

N(©10) = ^o log2^ + ao log^ — b^ — a i (Zo+ 2 + I ) .
\ //"/

On a ensuite, par la formule (i 16),

T l __ l rp/ __
00 —— y 5 • " -0 l —— °) T. Doo

X2
P — l o g ^

X 9 '
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En appliquant la note (E) et tenant compte des noyaux ci-dessus, on trouve
facilement

Too==lo^-Zo-Q, T,^--^,

rr z, i 9 i I + lû2\tiTio == ^o log-2 ̂  + ao log u + ———^-

— ^ o Z 3 — a i ( Z o + 2 . + -1-) 4-Qi4-( log64- log^—Zo)Q2,
\ m/

où Q, Qi, Qa sont toujours définis par (129) et(i3i).

V. — ARC DE PREMIÈRE ESPÈCE. CAS r = ry = 2.

59. Calcul de la déviation. — On a

^=^ ^^Q^ D==Ao6 2 ^ W=Z+5 2 .
0 <%

La formule (100) devient
W H i H
_____ ———— T | ___ ____ 1 _____ |s2 ~ t s2 ~ ~ 7 S I ' 3 ^ ^ " ^

d'où
_ I _ _ _ ^ _ / _ 2 H 2 \

w2 ~ 54 V ~~^ + ï3 +" • y '
Déterminons la fonction y par la condition qu'elle s'annule pour ^==00; on a,
pour.? très grand,

— _ -L 2H !
?~—aï 3 4 " ôï8 ~ 35°+"• t

i 2 H i 2 H
- ^-â-^.^^- ^==:I+3-.3-5Ïi+••••

Les formules (54) à (58) donnent, en appelant Ço la valeur de ç pour s=o
et posant ̂ ^K,

Yoi=K-^ Yio=-^-^o^ Yo^K2!.^
6^

YH^K^+a&oI , ) , Y„=-6Je+^+-6^I,+^I„
\uv / c^ d/

en posant

T — c^^^ T r 5 ^ ^ ^ î /''e-lF^ T r'7 3i,e-?\^I-^ w^ ^ ^^ ^^ w^ ^^ (s--^-}wî'
/'" ̂ 3 - I^ e-y r ' e î s 1 / ' ' I , (Le-?-5W)-

3=^ W^ ^ I6=,/ W^^ I7:=^ -——W———-rf^

I8=^'('s-I2e-?)('we?-2Il)^' l,=f\^^-Le-?Y-^.
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II faut avoir les noyaux de toutes ces intégrales. En utilisant la Note (B) et les
développements ci-dessus, on trouve facilement

A T / T x i F1 se^ , r°° / se^ i\ ,
N(I i )= log54-^ i , /2i=: j -^-ds^r- [ ' ^ ^ ~ ^ ) d s ^

A T / T X 1 y11^^ , / ïoo/.r^ I \ ,
N(Ï2)-=:log.?+^ ^2== / -W^"^ -^"c"^ 5

Jo *A \ T T s /

T V / T ^ r00/^ \ , - . , /-^(^^-I^^^W^-alO "1 ,N ( I e ) = ^ = J - ^-i^^ N(Is)=:^=J [-——————^——————^-ij^;

/l ocl r ^Œ» / c3 T ^—ç^2 'i— - , - , > 1 | o ' l o —— Ie) 0 T ) | ,

N(I,)=^=J [ ^——^-ij^;

N(1.3)=^ N ( Ï 4 ) = ^ N(1,)==^ N ( I , ) = / z

sont les valeurs finies que prennent les intégrales correspondantes pour .y == oo.
Avec les notations de la formule (i i4), on a ensuite

Doo=Z, N ( D o o ) = H , Doi=i+Yoie-?==K.e-^ N ( D o i ) = = K ;

puis
D^= Ynpe-^ N(D^) = JN (Y^),

car le développement de chaque Y^, ne contient aucune puissance positive de .y.
En utilisant les résultats précédents, on a les noyaux de tous les D,,p. Pour

faire le prolongement, nous utilisons l'équation (10). En identifiant, on trouve
que toutes les dérivées D^ sont nulles, sauf

^^^(i+BS)'

On en déduit que tous les D,^, sont égaux à leurs noyaux, sauf Dio-» qui se
calcule par la Note (E). On obtient ainsi

Doo==H, Dio=— ï: + a o ( l o g 9 — l o g ^ ) — nî- —^o^^-Ps. Doi==K,
(; a

D.2o==:— 6i^6+ ^ + -°^8+ b^n^ D^=zK[ n± + 2Ôo^3 ), Dos^K.2^;
Cit~ Cl/ v ^ CL j

avec p-f ' r—— ^^0-^ L^(^+B,) ^ TJ "

60. Calcul du temps. — Avec les notations du n° 44, on a, en se reportant
à la formule (5g) et supposant les D,,/, exprimés en fonction de s :

@ o o = = Z - — Z o , ©io==Dio4-- '- f sD'QQds==Dio+ï- j —^ © o i = = D o i — i ,
^Jo a^Q VV

©,o=D,o+yl^(D^+ ^Doo^=D,o+ -^y\ï,^^ + ̂ ^-^(L.-?-^)^

@^=D,,+-^ f ^ D ^ ^ ^ D n - ^ f^-^ï ©o2=Do2.
a ^o a ^o 'v "

^n/î. '̂c. Norm^ (3), LX. — FASC. 2. 1-2



9° J. HAAG.

D'où l'on déduit

N(®o,)=H-Zo,

N(®«)=N(D. , )+ loss + ̂  =- ̂ log,+ "1̂ "1 - b,n,,
Cu Ct (^

N(®, t )=K- i ,

N(6.)=N(a.) + ̂  -A,,=- &^+ ̂ .,+ "Î " + ̂ -^);

N ( ® „ ) = N ( D „ ) - K ^ = K ( ^ - ^ ) + 2 K & o ^M' 6&

N(©02)=^^

où l'on a posé

""=/.'v'^r^ -.')*• ""-jf'-1"-'^.'
».,=jr'..,.-.̂ ,̂ -(,-̂ ).., »,.=jr-.-.̂ .

La formule (116) nous montre ensuite, en tenant compte du numéro pré-
cédent, que les Tn,, sont constants, donc égaux aux N(@,,/,) correspondants,
sauf T,o, dont la dérivée est

^'^(i+B;)'

On en déduit

1\o=- ,' + ̂ (log9 - log;) + ̂ —^1 - b,n,+ Q,
^ CL

avec

•^'[s™--^

VI. — ABC DE PREMIÈRE ESPÈCE. CAS /• = 2, FI < 2.

61. Ca/cu^ rfe /a déviation. — Nous appliquons la méthode du n° 41, en
poussant le développement de Y jusqu'aux termes du second degré en 9, Ç,
comme précédemment. On a d'abord, en procédant à l'identification de (108),

( WX,»=-S,o, WXoi=-So,,

(I42) Wo=-^'xL-s.-s,x,, wx,=-^x^-s,,-s,x.,
( WX»=-W'X,oX,i-Su-S',,X<,,-S,,X«,
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On peut ensuite calculer U^, U o i , U^o , Un et Uo^ par des quadratures; voici
les dérivées :

U^^S^f^+^oS 2 ) , U^==^,
\ a /

( i43) U,o= \ [(W + 2S 2) U,o+ S2 e-^Ç^ + ^S2y^+ U ^ o ̂ + 3^S2LT,o+ ^S^ ̂

L T ^=: I - [ (W+2S 2 )Uol+S^ |+2U- loUol^+3^S 2 Uol , U o , = U 2 , ^ .
\ a

Nous aurons seulement besoin de connaître l'ordre infinitésimal de ces
fonctions par rapport à Z, quand Z est inf iniment petit.

Abordons maintenant le calcul des constantes F,,/, au moyen de la formule (107).
A cet effet, reprenons les intégrales \n du n° 59. On a, avec la notation de
Landau,

/lz
I,==yU SWe-^Z==o(Z4),

^0

car S = o(Z3) et W = o(Z). Puis
r 1

l,=:k S^-^Z=:o(Z7).
^o

Donc,
Ï .10(Z)=-^-^Ï2=0(^) .

D^autre part,
WXio==-Sio=-Uio^.

Or, U^=o(Z3) : donc, U ^ o = o ( Z 4 ) ; WX^=o(Z4) ; d'où r^==o.
Prenons ensuite

Ioi=:-^=-^We-+=o(Z).

On a, d'autre part,
WXoi==-Soi=-Uoi^=o(Z);

donc, 1^=0 et par suite X o i = — i , ce que Fon peut vérifier facilement en
dérivant Uoi=W^.

On vérifie ensuite facilement, en procédant comme pour 1^ et la , que

,I,=:o(Z9), I ,=o(Z6) , l3=o(Z 9) , I ,=o(Z^-);

d 'où l2o==o(Z 6 ) .
D'autre part, X , o = = o ( Z 3 ) , S^=o(Z3) et, d'après (i43), U^ == o(Z9); d'où

L\o=o(Z6). Donc, diaprés (142), WX2o=o(Z 6 ) ; d'où r^o^o.
On a maintenant, par (58),

^Yii _ V^o /Yo^ __ ^o_i\, YO^ /Y^ _ d\\Q\
~ds~~W\W2 ^ y W Y W 2 ^ 7
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Or, Y O I = = I O I = — ^ ; donc, la première parenthèse est nulle. D'autre part,
Vo^i+Yo^-^o.I ls^ensui tque^^o; d'où Y, ,=r^ . La cinquième
formule (142) nous donne

WX,^W /X,o-S„+S^-W /X,o=-S„+S /,o=o(Z^); donc T,,= o.

On a enfin, par (58), et en tenant compte des résultats précédents, ̂ ^o;
donc Yo2==ro2 . D'autre part, (142) nous donne

\\r'
WXo,.= —-So,.

2

Or,
Uo^W^-^c^), Uo,=o(Z^ So,=o(Z3);

donc, WXo3 tend vers ^ quand Z tend vers zéro. Donc, ^3= ^. On en déduit

Y e+ » T T ^(l-4-2SW)-I
^^ÎW el U02=———-————^———^———^

cette dernière formule est facile à vérifier par dérivation.
En définitive, on peut garder les valeurs de Y ^ o et Y^o trouvées dans la

section précédente, comme on le savait a priori, d'après là remarque du n° 42.
Par contre, Yo, , Y^ et Yo^ sont remplacés par — e\ o et ^. On en conclut que D^ o
et Dao ne changent pas; mais, on a

Doi=i+Yoie-?=o, Dn==o, Do.2=^e-?, N(Do , )=^ .2 " a

Dès lors, dans les formules du n° 59, il nous suffit de remplacer Doi et D^ par
^A'o et Do 2 p a r - '2

62. Calcul du temps. — Appliquons la méthode du n° 44. On a

©o=x, ©i==1- r s^x, ©,== ^ r'^tsio+^^x.a^ ' ^Jo \ a /
En remplaçant X par Z + ÔX,, + ^Xo^ 4- . . . . on obtient d'abord

©oo == Z, ©01 == Xoi == — i , ©02 == Xo2 == —rr. ̂  - e-^.
2W 2

Puis
©,(X) = ©,(Z) + M) (©X,o+ ÇXo,) +... ;

d'où

©,o=:X,o+©,(Z), ©n^X^+^Xo^X^-^.
^ a

Enfin

©20=X20+S WXlo+©2(Z) .
Ct/
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D'autre part, revenons aux formules données au début du n° 60. Nous pou-
vons prendre, avec la notation du n° 44, Koo=Z, donc Coo=o. Puis, Ko ,=o ,
puisque Doi = o. On en conclut que Coi =— i.

On a ensuite
k

Ko2==-^~^ cToù Co2=o.

Puis
i /-z

Kio=Dio+ - ^ sdZ

tend vers zéro avec Z.
D'autre part (n°61) X,o=o(Z 3 ) et ©,(Z)=o(Z 3 ) . On en conclut que

C.io==o.
Puis, K H = O , car D ^ , = D o i = o . D'autre part (n° 61), X, ,=o(Z 2 ) et

S(Z)=o(Z2) . Donc, C H = O .
Enfin , on peut prendre K^o égal a ©03 du n° 60; il tend vers zéro avec Z.

D'autre part, X^o, S(Z)X^ et©,(Z) tendent aussi vers zéro; donc, 030=0.
En définitive, @oo, ©10 et ©20 sont les mêmes qu'au n° 60, comme on le savait

a priori \ mais

©oi=-1, ©11=0, ©02= ^e-^, N(©02) =^-

Donc, Too, T ^ o et Tao sont les mêmes qu'au n° 60; mais

kT o i = — i , TH==:O, TO')= -•
2

VII. — ARC DE PREMIÉRB ESPECE LIMITÉ A GAUCHE PAR UN POINT FRONTIERE F DE DEUXIÈME ESPECE

ET A DROITE PAR UN POINT FRONTIÈRE DE PREMIÈRE ESPÈCE, DONT L'ORDRE EST FI == 2, A DROITE
ET A GAUCHE.

63. Calcul de fa déviation. — Nous appliquons la méthode du n° 46. On a

ri=2, P^l» Ô^Â-ôi, 6=Â- 'Q^

avec

(.44) ^^I-, ^'=4, kk'^^
A 2 T i C^AQAO^/^ a^

Au n0 59, on a calculé les coefficients du développement

(i45) D=AienDoo+Dio9 i+DoiÇi+D.o6^4-Di i6 i^4-Do^+. . . ) .

Ces coefficients sont tous constants, sauf

D i o = — — — — + a o l o g — 9 — -^-^o^+P, ,x — a^ ° a ^ — œ a^ 0 - ^ - 0 7
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•

avec

p-rr Àl i I i ao 1^^ L ^ a - ^ ) ^ - ^ ) 2 ^ - ^ - !
Au voisinage de F, nous avons rc== ^ + ^ et X — 6==== Ao^( i+ B^). Calculons le
novau de D ^ o . Pour les deux premiers termes, il suffî t de remplacer x par a,
Les deux suivants sont constants. Pour Pg, la partie principale du crochet

est — a 1 ' On en déduitaiAo$

(146) N(D,o)=C-^log^-^
MI AO t^i — 6^

avec

(147) C = —I—— + ao log -6— - ni - b\n._v ' / a — ^ i ^ i — a ai

Ça\__p^x__ ^Ai i ap 1 ,
J^ [ a^(h—b) aiAo; (^—ai ) ' - ^ — ai J

On a maintenant

(148) .=^=^,(D,,+...).

D'où
„ _ AiDo»
^-^F"

En prenant la partie constante de Z y — Zo, on obtient

Ç=A-(DolÇl+D,o9î+D^l9lÇl+Do2^+.,.).
AQ K

II s'agit maintenant de calculer les coefficients ^npq(s) de la formule (5o). En
tenant compte de la limitation adoptée pour le développement (i45), nous
devons seulement calculer Y ^ o o et Y^or La formule (5i) se réduit à

r_^__r^/ ^ \
' ~ j w+ç^J wy w l • " ^

En remarquant que la formule (4o) nous donne W = — s — Zo, on a donc

Y,oo= r^ ==- log(^ 4- Zo) + C7, N(Y,oo) =- log^ 4- C

et
. ^ ^—/^-r-^z-^^ N(Y-)==C'/•

Nous avons maintenant
7 i ^ i A^V i A^V i^ = = Z j o + Ç 4 - U ï i o o + y ç ï j o i + . . . .
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En comparant avec (i48), nous obtenons

1 T\ û Û/V i Û/^'V i / •A V i /^A Ai-UoiÇl vDio9i== 9 ï ioo+ 9 Ç ï i o i 4 - . . . = = = A 9 i Y i o o 4 - A ' 9 i —.—r— Y i o i --——— -L'IQVI—— ^ l 100-T- ^ S 1 101 - + - • • • —— A Vi -iloo-t- A L»i ——.—ry
AQ A AO A

On doit donc avoir
.N(Y,oo)=-^-N(D,o) et N(Y,o i )=o .

AQ A

On a d'abord C^^ o. Puis, en se reportant à (146) et ( i44)?
^ Ai a sQ a Ai ^ ,G — -.——log ——— == ——(C^—log^).AQ ci\ a\ — a a^ Ao

On vérifie que s disparaît et l'on a
^. Cl\ AQ ^ i Cl\ ~

^-^^^-o-
La déviation nous est maintenant donnée par la formule

D=A.9(Z^O+A.06'[^C+log^^]+...,

qui se déduit de (i45) en remplaçant simplement D^o pw le noyau (i46), dans
lequel la variable^, est elle-même remplacée par 6(^+Zo), au lieu de Qs. En
particulier, la déviation au point frontière est obtenue pour .$•=0, c'est-à-dire
en remplaçant ^par OZ^ dans (i46).

64. Calcul du temps. — Au n° 60, on a calculé les coefficients du
développement

(149) £c»)<=:A16^Too+T,o6,+TolÇl+T2oe^4-Tn6^,+To2^+...) .ai

Ces coefficients sont tous constants, sauf

T— .—^+ ̂ 10^ + n^ - ̂ nî+ ̂ '
avec

r ^ r -A , î b\ 1 ,Q^ == I .——- 4- -—————- + ——°— dx.J^ L7 — b (^ — ^i ) ^ — î J
Le noyau de ï^o se calcule comme au n° 63 et vaut

(150) . N(T,o)=r-^log—^-,Ao ^ a^— a
avec

-1 —— 1 0 Q l Oa- ——————• '———————— -' n ' 2a — <2i v 0 ai — a ai v

+ fr- -AL- + A + ' + ^r'r Aï Ai î 60 |
^ L >~~6 + A^l + (.r - ̂  )- + ̂ "̂  jJn L ^ — é Ao; (a'—ûti)"2 a'—û'i
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D'autre part, la formule (SQ) nous donne

sco^^6y(Q /^+...)^=:^+^66 /[^ / /--log(.+Zo)]4-...,

P et P7 désignant deux constantes inconnues. La première est égale à la partie
constante de (149)- La seconde s'obtient en égalant les noyaux des coefficients
de Q[ dans les deux développements :

Al ['r - Al log - l̂ = Ao k k ' { T " - log.) = -Aï (F- log.).a, [_ Ao ^ O i — a j a v b / a,A^ ° /

On vérifie encore que ^disparaî t et l'on a

F—loo'^i—^+^r& 6 Ai

Le temps de parcours de F^ à M nous est maintenant donné par la formule

£c.^^+A06o{log—1-=—+A0^1+...a [_ ^ O ^ + Z o ) Ai J

qui ̂  déduit de (i4Q) ^n remplaçant T ^o jpû/' fe noyau (i5o), rfû î̂  lequel la
variable î, est elle-même remplacée par QÇs + Zo), au lieu de 9^.

En particulier, le temps de parcours de Varc total est obtenu pour .$•=0, c'est-
à-dire en remplaçant î, par OZo.

VI[I. — ARC DE PREMIÈRE ESPÈCE LIMITÉ A GAUCHE PAR UN POINT FRONTIÈRE DE DEUXIÈME ESPÈCE
ET A DROITE PAR UN POINT FRONTIÈRE DE PREMIÈRE ESPÈCE, DONT L'ORDRE EST T\ = I, A DROITE
ET A GAUCHE.

65. Calcul de la déviation. — Nous sommes dans le cas II du n° 45. Au n° 57,
nous avons calculé le développement

(i5i) D=AA(Doo+Dio6i+D(HÇi4-...),

dont les coefficients sont donnés par les formules (i4i)- Calculons leurs
noyaux.

Nous appelons Zi la quantité appelée Zo au n° 57. Pour simplifier l'écriture,
posons

(l52)

, AI d , . , AI , — , CLK==-.——î A'== k — , a'==a^—a, A = = Z i + l o g — j - ,Aoai Ao -:5 w0i

h'=\o^af-h=\os(m^)-Z„ p,== I - ( ^4 -1 )^0 , p. = ̂  •
Ct- CL

On a
\ == x — a, ^ = ai — x -==. a' — \ ;

çZi ^i _ r
u=^m1S~ï log^==16^-7y,V-'+zl. N(log^)=/i.
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Puis, diaprés (124),
p=^ b^+ï—^]ûte•

En appliquant la méthode de la Note (E), on trouve

P = k logfJL+E+^fSo- -)S+...;
\ a /

d'oùd'où

en posant
N(P)=Â- lo^ -+E ,

F fT—Al^- ^ . 1 ,E == i ————7- — T: + ——— dx.
Ja, 1 ^i^- b) ^ x-a,\

Donc,
N ( D o o ) = = - / . l o g ^ . + ^ - E .

On a maintenant , d'après (127),

P F \ ^x , __L ^ 1 ^r2== i — —-,——— + -—————- + ———— \dx.
Ja, L ^ i ( Â — & ) 2 ( a i — ^ ) 2 x — a ^ \

En appliquant toujours la méthode de la Note (E), on trouve

N(P,)==-Â^log^-^+E, ;

avec
„ /^F ^\x K (., i\ i ai 1
El = / — ,, ,,, + -^ Pi + ,7 + 7—————^ + ———— ^.Ja L « i ( A — ^ ) 2 ^ \1 ^ / {x—a^Y x—a^\

On a ensuite, d'après (i38),

p = r\- ̂ œ-10^) _ i^i ^i log^i +P — Cx\— A^( p~ l o^^) _ ^g^i , a i l o g ^ + O o l''•• — / 1 7 ~ i / \ ; ) • - •i ""i"" ————:::————• l cix',
J. L a^—b)- ^ Ci J4 J,, L a , (À-ô)^ ^ -T- ^

En uti l isant le développement de P donné plus haut, on trouve

N(PJ^-^^ l^p+^(pJ^-^po)]ogpL+ / : / ( /^~ z : )+E„

en posant
A^loga'-E

et
F fÏP^ ^ ^/^/ , ^k^-^h" k k , „ k k , 1 ,
^2= f P4(^ ) —— -TT- +^ —-———-T-——— + -^-log^+ [3l — — — l O g p . .̂

~ a i 1 - '") "' ~> ^ J

On en déduit
kk'

N(D,o) =-Pi — log2^ + ̂ [p^/^-/z^ - ̂ po] log^ 4-G,

avec
/ / ^ — Z - f i \ I + A + ^ ( A — E — Â - )

C =: a^——^— - Zi - 2 - ^-J + aoA 4- ——————^——————i + E, + A'Ei.

AAI/I. £'c. Norm., (3), LX. — FASC. 2. l3
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Enfin,
Do^71.

66. On a maintenant

(153) ^= T^=6/(Doo+Dlo6l4-DolÇl+ ...).
A.o^ A

La partie principale de Zo est

rr f\i [ i > i / ^ —— 1^\
Zo^ô^-10^4-10^4- —7—J-

De plus,

(154) s=^Dolçl=::=^nl•

Reportons-nous maintenant au n0 47. De (121), on déduit

^(Yo)^^.

Or, d'après (i53) et (i54),
Zo+Ç+Yo^fDoo+^VA \ v /

En égalant les noyaux des deux membres, on voit que C = i.
Dans l 'équation différentielle qui donne Yi (n° 47), on peut faire ^=o, car

l'erreur commise sur Y ^ O , donc sur z , est de l'ordre des termes négligés. On
obtient, en intégrant :

Y.=Q' ^-J-^+^-^+^+rl-e^0-^^9^,-9^s + v 4- 0 |_ ïQ a \ 5 + ^ + 6

où r est la constante d'intégration et où l'on a posé, pour simplifier l'écriture,

P ^ Y O + Z O - Ô ^ .
On en déduit

N(Y,) = ô/ [ - Pi ̂  log9^ + (P^o- Po6') ̂  - Pi ̂  - ̂ o- Pi ̂ 7 + 2po6'+ r1 •

Or, d'après (i53),
N(Y,)= |^N(D,o) .

On constate la disparition des termes en log^ et l'on déduit

r_lo^__]o^9 (/c-^-E-hr- ^E ! , lYi+A \
67-———a———+ p l"——ïï^———-^^-kF^a'^-Jk--1)

i | //^-Z-ï _ i \ , - ' I E - A / a,\+ 777 a! ————1- — Z i — 2 — — +/iao+E2 +-—,—— po— — ) •kk | _ \ 2 m ] \ k \ aa' /
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Pour avoir la déviation au point frontière, il suffît de faire s= o. En particulier,
l'équation (121) devient

_L
(i55) e 6^Yo+Zo4-Ç-9\

II faut résoudre cette équation par rapport à Yo. On peut évidemment le faire
par un développement en série. Mais, ce développement converge lentement,
parce que 97 tend lentement vers zéro avec £. On retombe ainsi sur la difficulté
signalée au n° 47. Toutefois, elle est maintenant très localisée. On peut
résoudre (i55), pour Ç=o, par une méthode d'approximation quelconque;
puis développer suivant ^, en ne gardant qu'un seul terme.

67. Calcul du temps. — Au n°-58, nous avons calculé les coefficients du
développement

£co/=A A (Too+Tloel+Tot^+ ...). .
(2i

Calculons leurs noyaux. Des formules (129) et (i3i), on déduit/par des
calculs analogues aux précédents :

N(Q)=^1og( .+F, F=r[^-^+^——^;
AO J ^ |_A —— U AO-, x —— MiJ

N(Qi) = A! V^zJî. + b^log^ - (a6oA"+ k^) log;jL | + F,,
Ay L a j

F -r'Tn'^) i A-i/^og^-^ /-po+^o^-^^log^M1 j», L "{ ) ^ \ y + i————^J "tr '
N(Q,)==AI(^log^--)+F, ,

Ao \ a /

^^ [ fQ^)+^(l-2^)|^.^ L ^o J
On en déduit

N(Too)=-^ log^+A-Z, -F ,
AO

N(T,o)= Àl [^^log2^+(2^0^-260^'-^Po) log^]+G7,Ao

C'rr: aoÂ +6; A2 + î-^-h + -^— (^'- h' - k) - b\ Z? - a/Zi + 2 + 1- \ + Fi + 7^F,.6^ A^a' / u i ^ ^y

On a maintenant, avec la notation du n° 48 et d'après (5g) :

To = Yo + r ; N ( To ) = r - 6/ iog^.
On doit avoir d'autre part

To^^Too+To^).Ai

En égalant les noyaux, on constate que log^ disparaît et l'on trouve

r^-ô^og^+e^f/i-z.-F-^ya' Ai\ m)
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On a ensuite
Ti=Yi- -1 CsdYQaJ

ou, en se reportant au n° 66,

rr _ Y -JL ̂  s -i- ° (7 _j_ ^° ̂  _i rT,-Y,+6 ^+-^Z,+-^+r,.

D'où
N(Ti ) = N ( Y , ) 4- O^ log^ - ̂  zo log^ 4- I\

^e.^+I^.l^f log^^^r.
A-/:' 20 a \ ° 0 À- /

Mais, on doit avoir
A 2

T — ° A^T^^-A^r 110'
En égalant les noyaux, on constate que log^ disparaît et l'on trouve^•-•[^^E^^^-^]•
En faisant s = o, on a le temps de parcours de Varc total.

CHAPITRE VI.
CALCUL DE L'AMPLITUDE ET DE LA PÉRIODE DE L'OSCILLATION PÉRIODIQUE.

68. Détermination du point terminal. — Grâce au principe de l 'accumulation
des trajectoires (n° 15), le sommet inférieur est entièrement déterminée à une
erreur exponentielle près^ par le point frontière de droite du dernier arc de
première espèce. Nous savons calculer la déviation Dg. correspondante par
une série asymptotique. En répétant les mêmes calculs à gauche de Oy, nous
pouvons de même calculer la déviation Dg au sommet supérieur.

D'autre part, si nous prenons pour point terminal le point terminal limite E,
nous savons aussi calculer la déviation As au sommet supérieur. Mais, cette
déviation n'est pas égale à Dg. Pour que la trajectoire soit un cycle, il faut
remplacer le point Epar un point voisin E', qu'il s'agit de déterminer.

Soit a l'abscisse de E et a+z celle de E'. La déviation Ag est une fonction
déterminée de £ et de a, soit

As=/(s,a).

L'équation déterminant z s'écrit

(i56) },(^+,5)—^,)+y(^ ^,_^)^i^
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La fonction /(s, a) résulte des calculs faits au n° 50. En remplaçant 9

par s2-^ on a
f(e, a) =^¥(0)^^0(0) ̂  . . . ,

avec
F ^ - D , , G ( a ) - D , ,

AO -rl o

les coefficients D, et 03 étant donnés par les formules (128) et( i25) , où l'on
doit remplacer ^ par a.

L'équation (i56) s'écrit, en remarquant que z =— S,
(157) z=b^—b^^- ... —e^F^+^F^-h ... ] — e'^G^) + ...]+ ...-4-Ds.

Elle peut être résolue par la méthode des approximations successives.
Calculons explicitement F^a). On a

Di a d^ a dD,¥ ' ( a ) = -,- — -,-> Di —— + -.- ——•Ao AQ da Ao da
» * .̂) ^

Or, —^ n'est autre que la valeur de ̂  pour x = a, soit — 2 À o & o . D'autre part,
la formule (i23) nous donne, pour ^==a,

r. i A^ r" I-+-^B .7.
Dl=log^-^ ^-B^-

Donc,
6/Di , , i ( a à ^ , . i + a B
- ^ — — — ^ - - a - J ^ ^ ^^^-BQ-

On trouve, tous calculs faits,
AoF'(a) == 2(1-4- 26^0) log—° — i — 4^0—17

avec
dB ^ o — B

^ B ( i + B ^ ) ( i + 20^0) + 2 ^ o ( i + ^ B ) — ^ - ^ +2^—^—
T — — f _________________________———________________-^——————————^——^.I-^ ^ (r4-B,r-

69. Supposons que le point frontière le plus élevé à gauche de Oy soit
d'ordre i à gauche et à droite et que Dg ait été calculée par les formules du n° 57.
Dans ce cas, Dg est d'ordre 2 et l'erreur commise dans son calcul est d'ordre 6.
Il s'ensuit que z est aussi d'ordre 2 et l'équation (157) se réduit à

z = b^-- £ ' [F(a) + ̂ (a)] - ̂ (a) 4- Ds;

d'où l'on tire
(i58) ^ == Ds- £'F(a) + ^[F^yF^a) - G(a) + ̂ (a)]

- s^-DsfF^a) + 2^oF(û01 + ^oD|,

avec une erreur du sixième ordre.



102 j. HAAG,

Supposons maintenant que le point frontière ci-dessus soit d'ordre 2 à gauche
et à droite et que Dg ait été calculée par les formules du n° 59. L'ordre de D
est 3 et l'équation (157) se réduit à

z=b,z2-e2¥(a)-^Ds',
d'où l'on tire

(1^9) ^Ds-^F^+^DI,

avec une erreur d'ordre ]-3*

Remarquons que, dans tous les cas, z est positif, car Dg est toujours d'ordre
inférieur à £2 . En effet, cet ordre est maximum dans le cas de la formule (i58)
et c'est alors l'ordre de —sMogs. On en conclut que le point terminal vrai est
toujours plus éloigné de Oy que le point terminal limite.

70. Calcul de l'amplitude. — L'abscisse a-\-z du point terminal vrai repré-
sente le maximum d'élongation du point M au cours de l'oscillation. On calcule
de même l'abscisse du point terminal de gauche, c'est-à-dire le minimum
d'élongation du point M. La différence donne la course,

Dans le cas où la courbe fondamentale est symétrique par rapport à l'ormne,
il en est de même de l'oscillation de M; V amplitude de cette oscillation est
alors a -+- z ,

71. Calcul de la période. — Nous pouvons d'abord calculer le temps de
parcours de la trajectoire de droite, en partant du point terminal l imite. Ce
temps est une fonction déterminée de a, soit /(a). Le temps de parcours du
demi-cycle de droite est T=/(a4-^). On peut le calculer par la formule
de Taylor.

Voyons sous quelle forme se présente la fonction f{a). Elle comprend
d'abord le temps de parcours /i(a) de l'arc supérieur, qui se calcule par la
formule (71). Nous avons ensuite le temps de parcours de l'arc inférieur. Soit
M. un point quelconque de cet arc, ayant une abscisse fixe. Nous savons que
sa position est indépendante de la position du point terminal, à une erreur
exponentielle près (n° 15^. Dès lors, le temps de parcours de l'arc M,Sf est
indépendant de a et nous pouvons, à une constante additive près, ne garder
que le temps de parcours de l'arc EM^. Choisissons M, sur le premier arc de
seconde espèce. Ce temps nous est donné par la formule (26). Si l'on appelle
x^ l'abscisse constante de M, , nous avons d'abord le terme

/,(a)==-^- r^dœ, V=^.£w J ^ ^ dx•^i

Le deuxième terme de la formule (26) est indépendant de a, à une erreur
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exponentielle près (n° 15). Le troisième est nul. Le quatrième nous est donné
par la formule asymptotique (80) :

/3(a)=^(£2J,-+-s4 .L4-. . . ) .

72. Pour calculer f(a -h 2)—/(û) par la formule de Taylor, il nous suffit
de connaître les dérivées successives de/(a).

Nous avons d'abord, en faisant ^ = a dans (71) :j - ) '
^(a^s'-F^âO+^Gi^)-}--...,

avec (n° 51)
u , ^ a rp / , 2 l og -Ao—2 loge — Q(a) a2

' F i ( a )==—Ti (a )=——^———————————î Gi(a) == .-, T^a),
AO Ao AO

Calculons seulement F^(a) :

4 ^ o ( l o g A o — lo^-S — l) — 2^oQ(.^) — Q^ûOF',(a)=.
Ao

Or,

D^où
0(-)=^^ ^7-^

B
-^BS-

Q^)- B(^ ^r^^" v / ï^-aB(a) J àa 4

En remarquant que À s'annule pour ^ = a, on voit que le premier terme vaut
î- — — Le second se calcule sans difficulté et l'on trouve, tous calculs faits,
a b

AoF, (a )=4^( log^- i ) -^4-^+r .

avec
_+,__^_^B(2+BÇ)

r- Ç ^ ^________^.
Jo C Ï + B S ) ^

On a ensuite
}/(a) Ao . „ , . A o ( i + 2 a ^ o )5 ^ ( 0 ) = = — — = = — 5 £û)/2(a)=————————,

6î (Jv U

On a enfin, en se reportant au n° 53,

^——a^-
Finalement,

, . , .^t»'= ^••fêO0^-')^-.^.]--'
^ ^^^__A.(.^^.>.....
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Si l'on appelle ïo le temps de parcours calculé sur la trajectoire issue de E,
on a

(161) T==To+^ (a) +^/ / /(a) +... .

Dans le premier cas examiné au n° 69, on garde tous les termes écrits dans
(160) et (161) et Pon a T avec une erreur du cinquième ordre. Dans le deuxième
cas, on garde encore les trois termes de (161); mais, on ne garde que le
premier terme de la première formule (160). On a T avec une erreur d'ordre ^- '

On calcule d'une manière analogue le temps de parcours T du demi-cycle de
gauche. Là période est T+T\ Dans le cas de l'oscillation symétrique, elle
vaut 2Ï.

NOTE (A).

1. Soit l'équation différentielle
dy(i) ^ =/(^ y , ̂  ̂  • . . , ^m\

dans laquelle les zi sont des variables complexes indépendantes et x une
variable réelle. Nous ferons sur la fonction/les hypothèses suivantes, valables
pour
(2) XQ<x<œ^ \Zi\<f{i.

i° 11 existe une fonction ^(-r) réelle, positive et bornée, telle que l'inégalité

(3) |j|<^(^)

entraîne
(4) ^ ' |l|<^),

en posant
^

(5) î= / f(x,y,z,, ...,^)<^.
J^

2° Si les fonctions y et y^ vérifient (3) et

(6) \y-y'\<h^(x),

on a

(7) ï - î ' <hh'^{œ\

I' désignant ce que devient l 'intégrale 1 quand on y remplacer pàrj' et h, K
désignant des nombres réels compris entre zéro et un,
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3° Lorsque les inégalités (2) et (3) sont vérifiées, la fonc t ion /es t holo-
morphe par rapport à j ,^ , , . . ., z^.

Dans ces conditions, nous allons démontrer que Véquation (i) admet une
solution et une seule s'annulant pour x = x^ et que cette solution est fonction
holomorphe des Zi dans le domaine D défini par Ci).

2. Employons la méthode des approximations successives, en posant
/ '̂

(8) }'n= /O, fn-i? -3l, . . ., Z,n)dx, Jo=0.

^•o

L'inégalité (3) est vérifiée parjo. Si elle l'est pary^_i, elle l'est aussi par y,,,
d'après (8) et (4). Elle est donc vérifiée pary^, quel que soit n.

Posons maintenant Un=yn+^ —yn. On a

«O =|jl <^(^).

Admettons que l'on ait
(9) \Un <A^(^).

Comme h11^ i, on en déduit, d'après (7),

1^+iK^1^).
La fonction ^(tr) étant bornée dans l'intervalle (.2-0, ̂ ), on en conclut que la
série est uniformément convergente dans le domaine D.

L'inégalité (3) étant vérifiée par yo, la fonction /(.f,jo? ^ i » . . . » ^m) est
holomorphe par rapport aux z, dans le domaine D. Il en est donc de même
dey, ( 1 ) .

Admettons que yn-\ soit fonction holomorphe des Zi dans le domaine D.
Il en est de même de /(^.J/^-i» z\, . . . » ^m) et par conséquent de y,, (1).
On en conclut que yn est holomorphe par rapport aux ^ quel que soit n.
Il en est de même de u^ et, comme la série Un est uniformément convergente, il
en est de même de sa sommey (2).

La fonctiony vérifie (i), s^annule pour.z?==^o et constitue, comme on sait(3),
la seule solution remplissant cette condition.

Elle peut être développée suivant les puissances des z^ dans le domaine D. Ce
développement est majoré par celui de la fonction

_______^)_______^
/ ^i \ / -S2 \ / Zm \ '

( I-R.A I-RJ•••( I-R7J

(}) Cf. GOURSAT, Cours d''Analyse mathématique, t. II, p. 274. La conclusion est encore valable
si la fonction/devient infinie pour certaines valeurs de x appartenant à Pintervalle (^o? •^i) et aussi
si ledit intervalle est infini. Car, la fonction ^{x) étant bornée, Pintégrale 1 est uniformément conver-
gente, donc holomorphe par rapport aux Zi (/oc. cit., pp. 270 et 276).

(2) Loc. cit., p. 107.
(3) Loc. cit., p. 872.

Ann. Éc. Norm. (3), LX. — FASC. 2. l4
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Si l'on ne garde que les termes pour lesquels l'exposant de Zi est^,, l'erreur
commise a un module inférieur à

^) v ^l+l
( I O ) 7——TV——;——7~~\ JJR^Ï(z--). . . i---^ -JRt

\ n i / \ n,,,,
^ 3, \ / a,» v ^J

. I-RJ•••( I-îd l-•=l

NOTE (B).

Considérons une série multiple telle que lit suivante

S2;2 ^^y
fna-}-pb-+-q

P fJ

où ^, p sont des entiers ^o et q un entier pouvant prendre un nombre fini de
valeurs négatives; a et b sont deux nombres positifs quelconques; les a^q sont
des coefficients constants. Supposons cette série absolument convergente
pour .y = S^> r. Nous dirons que c'est une série (B); a et b seront ses nommes
caractéristiques9, son ordre m sera le plus grand des nombres — (na -\-pb-\-q).

Considérons maintenant une fonction /(^), continue pour s^o et qui,
pour s ^> S, est le produit de (log^y par une série (B), k désignant un exposant
entier ^o. Proposons-nous d'étudier l'intégrale

V(s)=ff(s)ds
*^n

pour les grandes valeurs de s.
Observons d'abord que la série représentant /(•?) pour s ^> S est absolument

et uniformément convergente. En effet, la dérivée du module de son terme
général a i e signe de k—(na-}-pb+q')\ogs; elle est donc négative si n, p , q
sont assez grands. Il s'ensuit que la série est majorée par celle qu'on obtient en
y remplaçant s par S, laquelle est absolument convergente.

Cela posé, appelons/^(^) la somme des termes pour lesquels na+pb -4-y<^i;
/a(^) la somme des termes^ s'ils existent (1), pour lesquels na+pb + q-==-\\
/3(^) la somme des termes restants. On peut écrire, en supposant s ^> S,^ - ^ ^ » — — _ „-„ „„-.—,.- - „ _ - „ — - - . _ - - ^ _ — . _ _ - - - - , _ ,--^^.,--- - - ^

F(s)= f f,(s)ds+ f (f-f,)ds+ f f,(s)ds+ f (/-/i-/î)^+j(i)
t/0 *>0 t-'l «^1 v

• i ï • • t • i • i -i . - - - - i. - - r» - • -iLa première des cinq intégrales ci-dessus donne un nombre fini de termes
( lo0' ç^'en ^ ̂ 4-y-i? avec o^^^k; la deuxième et la quatrième donnent un terme

(1) Ils n'existent certainement pas si Fordre de la série est < — i .
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constant; la troisième un terme en (log^y4"1. Enfin, la cinquième peut être
intégrée terme à terme et donne une série dont le terme général est

^7 1 1 / k , k ( k ~~ I ) 1 /- o ^ ! 1
^-y^ | log ^ 54-^log ^ - 1 5+———^———^log• ^ - 2 5+. . .4-p h

en posant X == na -\-pb + q — i. Les termes du crochet étant tous positifs, on
peut effectuer la mult ipl icat ion et ordonner suivant les puissances de log^.

Pour simplifier le langage, convenons d'appeler polynôme (H) de degré k et
d'ordre m tout polynôme de degré k en log.? et dont les coefficients sont des séries
B d^ordre m. Nous voyons que, pour s très grand, F(^) est la somme d'un poly-
nôme (H) de degré k et d'ordre m + i et d'une fonction linéaire de log^ s.

Supposons maintenant que, pour s très grand, f(s) soit un polynôme (H) de
degré k et (Tordre m. Reprenons la démonstration précédente. Dans chaque
terme de/^), le facteur log71^ est remplacé par un polynôme de degré k en
log^ et à coefficients constants; en intégrant, on obtient des termes analogues
à ceux précédemment obtenus, avec o^ k ' ^ k . De même,/s donne un polynôme
de degré A:+i en log^e tà coefficients constants. Enfin, f^ est la somme de k-{- i
séries analogues à celle que nous avions tout à l'heure et donne, par inté-
gration, un polynôme (H). En définitive, F(^) est la somme d ' 1 un polynôme (H)
de degré k et d'ordre m + i et d'un polynôme (H) de degré k -+- i et à coefficients
constants^ donc d'oindre nul. Ce dernier polynôme, qui est la somme des trois
termes médians de la formule (i), sera appelé le noyau de l'intégrale F(^).

y °°
Si m<^— i, il se réduit à la constante ^ (/—f\^ds. ^

^n

NOTE (C).

Soit la série double

22 \O^PS

^P ^n+p 5

oùp est un entier ^o et n un entier pouvant prendre un nombre fini de valeurs
négatives; les a^p sont des coefficients constants. Une telle série sera dite
série (G); son ordre m sera le plus grand des nombres —(^+p). Nous
supposons enfin qu'elle est absolument convergente pour s= S> i et, comme
dans la note (B), nous en déduisons qu'elle est absolument et uniformément
convergente pour s ^> S.

Soit maintenant/(.?) une fonction continue pour s^o et qui, pour s^> S, est
une série (G) d'ordre m. Considérons la même intégrale que dans la Note (B).
Nous pouvons la décomposer en cinq intégrales partielles, comme dans ladite
Note, selon la valeur de n-{-p par rapport à — i et nous obtenons ainsi une
série (G) d^ordre m + i s i m ^ > — i , d'ordre nul si m^— i.
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NOTE (D),

1. Soit une fonction f(s) de la variable réelle et positive s, admettant le
développement asymptotique

[ n -l
/ \ ^ / \ -. A ^ V ai A 1(,) , /(.)=.a-l a+^+^^4-^^ .

^=2 J

Dans cette formule, a désigne un exposant ^> o; a est une constante positive;
A est une fonction de s, dont le module est borné pour .y =+oo. Posons

=/'/<-^n
(2) C p = = / /(^.

0

Soit maintenant la fonction gÇs\ admettant le développement asymptotique

(3) ^)——fi;â+,-âi.}
U=« J

C étant, comme A, une fonction à module borné et m un exposant quelconque.
Nous nous proposons de chercher un développement asymptotique de la fonction

(4 ) - G=^ f ' g { s ) e - ^ d ^ .
^4-00

2. Pour éviter toute confusion, affectons d'un accent la variable d'intégration.
On peut écrire

(5) G=F ^)e^'d^.
t^ 00

Or,

(6) (p — ^ = Ç f(s)ds= ? ( 5 a — ^ a ) + Â • l o g ^ + P ( ^ ) — P ( ^ ) 4 - R ,
J^ a s

en posant
n

p/^_V————^——— R — B ( ï ï \v /~^(/ l—I)a^- l )a > no^^s'^ s^J

Le coefficient B est, d'après le théorème de la moyenne, la valeur de A pour une
valeur de la variable comprise entre s et ^ ; c'est donc une fonction de s et de sf

dont le module reste borné, comme celui de A.

3. Faisons maintenant le changement de variable

(7) - ^^r^-h a^.
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II vient
ç^- /l+ao f(^\ 0-( ^\

( 8 ) G^-8- '^^l' e^-^)^ e- dx.
( ^0

D'après (i ) et (3), ^If_'J est le produit de .y^-71 par une série asymptotique
analogue à celles qui figurent dans les crochets de (i) et (3). D'autre part,

I I OLX

s^- s'^- a^-s'^

On en conclut que
^P(^)-P(.)+R=^Q,

Q désignant un polynôme de degré n—i en ̂  ̂ , dont les coefficients sont
0 S

des constantes connues, sauf ceux des termes de degré n—i, qui sont égaux
r>

à — et par conséquent bornés.

Faisons un développement l imité de ez, en nous arrêtant au terme en ^,
q désignant la partie entière de n- L'erreur est de la forme X^^, X restant
borné quand z tend vers zéro et par conséquent quand s tend vers zéro et par
conséquent quand s tend vers +00. Comme z <^ [L ^, pi désignant un facteur

constant positif, ladite erreur est bornée par p-^^, p désignant un autre fac-
teur constant positif. Mais, ^(q +1)^ -4-1. Donc, l'erreur est bornée

x^parp^^-

Remplaçons main tenant z par ̂ ^ Q dans les différents termes du dévelop-
pement. Puis, effectuons les calculs, en ne gardant que les termes de degré ^n
par rapport à l 'ensemble des variables ̂  ^. L'ensemble des termes négligés
peut être incorporé dans l'erreur ci-dessus, qui cont inue à garder la même
forme. Quant aux termes conservés, ils constituent un polynôme de degré n
par rapport à ̂  ^; chaque coefficient de ce polynôme est un polynôme en x

de degré ^ q ^ ^ ' Multiplions enfin le développement précédent par celui

^e ^/^-s ' Nous obtenons une combinaison linéaire de fonctions de la forme
«3

^im—k—jy. „

—^—x11, avec h^ -^ et i^n— i. Quant au nombre entiery, il peut prendre des
valeurs a l lant de i à 2/1 — i ; mais, nous ne gardons que celles pour lesquelles
on a i+j^n. L'erreur globale est bornée par M-^^^4-1, M désignant un
certain facteur constant.
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Finalement, G est une combinaison linéaire d'expressions de la forme sk~~i^\p^
en posant

^-i-^»
}ph== f s'Px11 e—^ dx (p == m — k — j a ) ;

«^o

avec une erreur dont le module est inférieur à
M^_

W ^n^\) -'w-^y+i-

4. Calculons maintenant un développement asymptotique de l'intégrale 1 .̂
On a

p
f a^^a

S ' P = S P 14--^
\ ^a/

ou, en appliquant la formule de Taylor,

^^-^(•^r (»<«<•).
1=0

les C/ étant des coefficients constants que l'on sait calculer. On en déduit

, , - V ^ C ) ( À + Â ) ! CY F " ( ôa^V
(-) ^=1-W-+J^J (I+^) ^--y^

À=0 0

L'intégrale f igurant dans le dernier terme ayant une valeur finie, la formule (10)
constitue bien un développement asymptotique.

En multipliant l^par^'^et remplaçant p par sa valeur, l'exposant de ï- danss
le terme général est

aÀ — m 4- k -\- j a 4- iv. — k= — in + a ( ̂  4- j --1- À ).

Son minimum est — m 4- a( ï+/) ; son max imum est — m+ ^a, si l'on prend
7 - = = ^ — ; — , / + i . De plus, I^_/,^_i étant de l'ordre de ^m-/^ l'expression (9)

<.m

est de l'ordre de . . , •^a(/î+i)

En définit ive, nous obtenons une série asymptotique de la forme

< • • > '—[is^l-L.=o J
les coefficients gi étant des constantes que l'on sait calculer et le facteur G,,
restant borné pour ^inf ini . Voici les valeurs des quatre premiers coefficients^, :

^ §o === — CQ, ^i = — G] — m J) » ^ = — <?2 — (m — a) -^ — m ( m — k — a ) —^

(12 ) /^ < ^ = = — c ; î — { m — 2 a ) - ^ — ( m — a ) ( w — k — 2 a) —^ 4- m -°—

— m (m — k — a ) {m — k — 2 a ) — ï -
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NOTE (E).

Soit une fonction f{x) se présentant sous la forme d'un polynôme de degré p
en loga?, chaque coefficient de ce polynôme étant une fonction holomorphe de.r
au voisinage de x=o. Soit d'autre part un exposant entier et positif m.
Considérons Pintégrale indéfinie

F(.)=f^^

Développons le coefficient de chaque puissance de log.r suivant les puissances
de x, en nous arrêtant au terme de degré m — i. Nous obtenons

w=Ïfp-^^-.f\w^,
^=0 °

où P,,(logrr) désigne un polynôme de degrép en log.r, à coefficients constants
et R(.r) un polynôme àe degré p en log.r, à coefficients holomorphes.
En effectuant l 'intégration des premiers termes, on obtient

0 F(.)="f^te-)+N(F)+y"R(.)^, •
X "

n ==0

où Q,, désigne un polynôme de degré p en log.r, à coefficients constants et N(F)
un polynôme de degré jo+i en log^, à coefficients constants et dont le terme
constant est arbitraire. Quant au dernier terme de la formule (i), c'est une
fonction analogue ày(.r), mais s 'annulant avec x.

Le polynôme N(F) sera appelé le noyau de la fonction F(.r); c'est lui qui
renferme la constante d'intégration.

Si m est fractionnaire^ nous supposons p = o. Dans ce cas, on l imi te n à la
partie entière m' de m — i . On a une formule analogue à ( i ) ; mais chaque Qn
est une constante et le noyau N(F) se réduit à la constante d^ intégration.
Quant à R(cr), c'est le produit de x1^^^11 par une fonction holomorphe; le
dernier terme de ( i) est le produit de ^n?+2-/" par une fonction holomorphe.


